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1 Loi Magma-Monoide
1.1 Relation d’équivalence

/
Enoncé :
On définit sur ’ensemble des applications de R dans R la relation S par fSg s’il existe deux constantes
strictement positives a et G telles que

Vr € R, af(x) < g(z) < Bf(x)

1. Montrer que S est une relation d’équivalence.

2. Donner des exemples d’applications f et g qui sont équivalentes mais pas égales.
Corrigé :
L fSg= 3. fB) € RY tq af(x) < g(x) < Bf(x)

JEER Y

Soit f € RR une apllication quelconque et fixée. Montrons fSg. On peut prendre o = § = 1.
Alors 1 x f < f<1x f. Donc fSf.

— Symétrie :
Soient (f,g) € R® tq fSg. Montrons gSf. On veut trouver o/ et 3’ tels que o’g < f < 3'g.
Onaaf <g= f < 1g Donc, on peut prendre o/ = % et f/ =1
Donc fSg = ¢Sf.
— Transitivité :
On suppose fSg et gSh. Montrons fSh.
af <g <= ad' f<dg<h. Donc o = ad

g<pBf <= h<pg<pps  Donc p"=ppf

Doud”f <h<pg"f, donc fSh
Conclusion : § est une relation d’équivalence.
2. Soient f(z) =1, g(z) =cosx+3,a=2et §=4.Ona2<cosz=3<4. Donc, f#get fSg.



1.2 Quelques lois
Enoncé :

1. Etudier les propriétés du produit vectoriel sur les vecteurs de ’espace : éléments neutres 7 absor-
bants ? inversibles ? associativité ? commutativité ? parties stables ? etc...

2. Etudier les propriétés des deux lois d’oubli sur un ensemble E, définies par zxy =z et zxy = y.

3. Soit R, muni de la loi * définie par x *y = /22 + y2. Montrer que * est associative, comutative et
qu’elle a un élément neutre.

4. Etudier les propriétés des lois U et N sur ’ensemble des parties d’un ensemble.

. /
Corrigé :
1. — Si N nonnul, NA@ # 1 car perpendiculaire au plan (]\7, )
Si N nul, NA@ = 0, alors il n’y a aucun élément neutre, aucune notion d’inverse et 0 est
absorbant.
— 4NV =—UAuU donc pas de commutativité.
ANGAG) =in0=0
- _,Z _,<] __:7) ! - - ¢ donc pas d’associativité.
AN =kNj=—i
A= Z;agvﬁv _;7 _;7_];
_ 3
— f‘ : é)l} sont des parties stables.

D=1iecR|i <1
2. Loi d’oubli a droite : zxy =z
Laloi * a un neutre <= tF =1
Condition nécessaire ? Supposons e neutre. Vo € E, xxe = exx = x. Donc Vx € F,z = e donc
FE =e.
Condition suffisante ? Si E = a, a*xa = a *a = a. Donc a est neutre.

Donc la loi d’oubli a droite possede une infinité d’éléments neutres a droite.
La loi est commutative <= #FE = 1.
xx(yxz)=x
(xxy)sz=x*xy==x
Elle ne possede cependant pas d’inverse.

Donc la loi d’oubli & droite est associative.

On procede de la méme maniere pour I’étude de la loi d’oubli a gauche.

3. —
xx(y*z)= \/x2+(\/y2+z2)2= VrZ+y2+22 = \/(\/x2+y2)2+z2 =(Txy)*z
Donc la loi * est associative.
THY = \/x2+y2 = \/y2+x2 =y*x
Donc la loi * est commutative.
—2%0=0%xx=+Vz?=|z| =z car x > 0. Donc 0 est ’élément neutre.
4. — — AU B = BU A = Commutativité.

- (AUB)UC = AU (BUC) = Associativité.

— AUD=0UA= A= Elément neutre = (.

- AUFE = FUA = F = Elément absorbant = F
- - AN B = BN A= Commutativité.

- (ANB)NC = AN (BNC) = Associativité.

- AN0=0nNA =0 = Elément absorbant = 0.

- ANFE =FENA= A= Elément neutre = F



1.3 Différence symétrique

Enoncé :
Soient F un ensemble et A une partie de E. La fonction caractéristique de A dans E est I'application
fa de E valeurs {0,1} telle que
flx)=1 < z€ A

1. SoientA et B deux parties de E. Que représentent les fonctions g et h définies par g = max(fa, fB)
et h =min(fa, fg)?
2. Quel est ’ensemble sur lequel la fonction d = f4 + fp prend des valeurs impaires ?

3. Soit A Popération qui associe & deux parties A et B I’ensemble (AU B)\(A N B). Montrer que A
est associative.

4. Montrer que A admet un élément neutre. Y’a-t-il des éléments absorbants ?

5. Montrer que la loi A est abélienne, puis que tout élement de P(F) est symétrisable pour A. Conclure
sur la structure de (P(E), A).

Corrigé :

g =max(fa, fg) = g € EOY = g = faup

h=min(fa, fg) = h € BN = h = fanp
2. d prend des valeurs impaires sur 'ensemble A (d = 1+0) ou sur I’ensemble B (d = 0+1) mais pas sur
I'intersection de A et de B (d = 141). Donc d est impair sur ’ensemble (AUB)\(ANB) <— AAB.

On dit que AAB est la différence symétrique et ' = (fa+ fp) mod 2 est la fonction caractéristique
de AAB.

(AAB)AC L AA(BAC)
= [(AUB)\(AN B)AC
= [[(AUBN\ANB)JUCN[[(AUB\ANB)NC]]

etc...

Calculons plutot les fonctions caractéristiques des deux ensembles :

faap + fc) mod 2

[(fa+ fB) mod 2]+ fc) mod 2
[(fa+ fB)+ fc] mod 2

[fa+ (fe+ fc)] mod 2

= faa®Bac)

faap)ac

(
(

Donc A est associative.
4. freutre = neutre de ’addition des fonctions. Donc fyeutre = 0 = neutre = ().

5. — faap=(fa+ fe) mod 2= (fg+ fa) mod 2= fgaa. Donc A est une loi abélienne.
— Soit A € P(E), fana = (2fa) mod 2 = 0 = f. Tous les ensembles sont donc leur propre
inverse.



1.4 Le magma des arbres binaires

Enoncé :

On appelle I';, le nombre d’arbres binaires complets & 2n + 1 sommets.

1. Démontrer par récurrence que tout arbre binaire complet avec 2n + 1 sommets comporte n noeuds
internes et n + 1 feuilles.

2. On note P, le nombre de triplets de la forme (z, B, N) ou z désigne un des deux éléments de
l’ensemble (G, D), ot B désigne un arbre binaire complet & 2n + 1 sommets et ot N désigne un
neeud quelconque. On note de méme @,, 'ensemble des couples de la forme (B, F') ot B désigne un
arbre binaire complet & n nceuds et ou F' désine une feuille quelconque de B.

Montrer que I’on peut construire un bijection, que I'on explicitera, entre ’ensemble P,, et ’ensemble

Qn+1 .

3. Se servir de la bijection précédente pour établir I'identité :
22n+ 1T = (n+2)Th4q

4. Montrer que I'(n) est le nombre de Catalan d’ordre n :

1 n
Ln n4+1 2"
Corrigé :

Rappels : On définit ’ensemble A des arbres binaires complets par induction structurelle comme
étant le plus petit ensemble vérifiant les deux axiomes suivants :
— Base : O € A avec O une feuille.

— Hérédité : Si A; et As sont deux éléments de A, alors / \ est un arbre binaire complet.
Ay Ay

1. Soit 7 un prédicat de domaine A
— Base :7(0) est vrai.

— Hérédité : Si A; et Ay sont deux élements de A tels que T(A1) A T(A2) = T(/ \) alors
A1As
vI'e A, T(T).

Soit T(I') le prédicat de domaine A : ”Si I a n nceuds internes, alors I a n + 1 feuilles.”
— Base : 7(0) : 0 neeud interne et 1 feuille.

— Hérédité : Soit (A, Az) € A2 tels que T (A1) AT (As). Soit T' =T (A1) AT (As).
Le nombre de nceuds internes de I' =1+n; + no = N
Le nombre de feuillsde I'=n1 +1+ny+1=N+1
Donc 7(T).

Donc d’apres le principe de récurrence, VI' € A, 7 (T).



1.5 Le monoide des mots
Enoncé :

Si u est un mot de A* et L est un langage sur A, on définit le langage résiduel v~'L de L par rapport
a u en posant
u 'L ={ve A, wel}

1. Calculez le résiduel par rapport a une lettre des langages suivants :
— L’ensemble de tous les mots.

— L’ensemble des mots sur ’alphabet {a, b} ayant autant de a que de b.

— L’ensemble des mots dont la longueur est un multiple de 3.

2. Soit a une lettre de A et soient K et L deux langages sur A. Montrer que les identités suivantes
sont alors vérifiées :
a ' (KUL)=a'KUa™'L,

1 -1 .
1 [ (@'K)LUa 'L sic€K,
o (KL) = { (e 'K)L sinon

Corrigé :
1. Soit x une lettre.
— 2 Ax = Ax

— Si L = {mots sur {a,b} avec autant de a que de b} :
— 27 'L =L sixz# {a,b}

— a'L = {mots sur {a,b} avec un a de moins que de b}
— b~'L = {mots sur {a,b} avec un b de moins que de a}

— 2 'L={veAx tq|v] =3k +2}
2. — Premiere equation :

Montrons que a Y (K UL) Ca *KUa 'L :
Soitvea Y (KUL). ave (KUL)=awe Kouave L=ve€aKouvealL.
Réciproquement, soit v € a 1K Ua L. Siv € a™ 'K, alors av € K donc av € (K U L) et donc
vE€a Y (KUL). De méme si v € a~!L. On en déduit donc que

— Deuxieme équation :
Soit v € a1 (KL). Alors av =kl ot k € K et | € L.

— Sien'est pasdans K, k #c et k s’écrit k =ak' ou k' €Ca 'K = av=akll=>v=FKIl=v¢
(e 'K)L.

— Siee K,ilyadeux cas:
—k=calorsav=1€ Ldoncvea 'L

— k # ¢ et comme ci-dessus, v € (a 'K)L

Il reste & montrer que (e 'K)L Ua ' (KL). Soit v € (e *K)LUa L.
~Sivea'L,av=1€ Letl=cle K. Dans ce cas, av € KL donc v € a}(KL).

~Sive (aK)L,v=FKlavec k' € a 'K et | € L. Alors k = ak’ € K. Donc av = ak'l =
kl € KL, c’est-a-dire v € a1 (K L).



2 Groupes I

2.1 Exercice 1

/
Enoncé :
Soit G un groupe vérifiant la propriété suivante : Vo € G, z? = e. Montrez que G est commutatif.
. /
Corrigé :
Vz € G, 2% = e, cest-a-dire 7! = 2. Donc xy = (zy)~! =y l2~! = yx. G est donc commutatif.

2.2 Exercice 2 (Sous-groupe conjugué par un élément)

Enoncé :

Soit G un groupe sur lequel on définit une relation binaire R par
(rRy <= Ja € G tqy =axa ")

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Soit a € G, H un sous-groupe de G, montrer que H' = aHa ! = {axa™!

groupe de G. H' est appelé le sous-groupe conjugué de H par a.

Corrigé :

, * € H} est un sous-

1. — Refléxivité :

Soit 2 € G quelconque fixé, montrons xRz, c’est-a-dire Ja € G tq © = ara™!.
Posons a = e, alors © = exe™! = z. Or x est quelconque dans G, donc zRz.

— Symétrie :
Soit (x,y) € G? tq Ry. On doit montrer yRz, c’est-a-dire 3z € G tq v = zyz~ L.
On a y = brb~!, donc & = b~ 'yb. On peut donc prendre z = b~! pour que yRz.

— Transitivité :
Soit (z,y,2) € G quelconques fixés et tels que 2Ry et zRy. On a donc x = aya~' et y = bzb™ 1,
d’ott = abzb~ta" 1.

On pose ¢ = ab, donc ¢! =b~ta~!. Donc x = czc™?

avec ¢ € G. D’ou zRz.
Conclusion : R est une relation d’équivalence.

2. On veut montrer que H' est un sous-groupe de G :
— H' C G évident car a € G, z parcourt H dans G et ¢~ € G. Donc aza™t € G.

— H' # 0. On sait que e € H car H sous-groupe. En prenant z = e, on a aza™' = aa~! = e. Donc

ec H'.

— —1 H/ H
— Soit { yp=oana € avec I € On veut montrer yy, * € H'.

yo = axsa" ' € H' avec x9 € H

ylygl = (a:sla_l)(aaL‘ga_l)_1 = axla_l(a_l)_lmgla_l = awlxgla_l

xlxg_l € H, a € G, donc y1y2_1 cH
= H’ est un sous-groupe de G.
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2.3 Exercice 3 (Une réunion de groupe qui est un groupe)

Enoncé :

Soient G un groupe (H;);en une suite de sous-groupes de G.
On suppose que Vi € N, Vj € N, 3k € N tq H; C Hy et H; C Hy,. Montrer que |J H; est un groupe de G.
ieN
Corrigé :
Posons H = |J H;. Montrer que H est un ss-groupe :
ieN
- HcGcarVneNH, CG.

— H; est un ss-groupe donc H # () puisque H; C H.

— Soit (z,y) € H?, montrons que xy~! € H :
Onarze H=3eNtgrec Hetyec H=3j €Ntqgye H; et comme H; est un ss-groupe,
y~! € H;. Or, d’apres 1’énoncé, il existe un surgroupe commun Hy & H; et H;. Donc = € Hy, et
y~' € Hg, donc zy~' € H.
— H est un ss-groupe de G.

2.4 Exercice 4
Enoncé :
Sur R* x R on définit une loi * par :

/

y
(z,y) * (2',y) = (a2, —~+ z'y)

1. Montrer que R* x R muni de * est un groupe.

2. Trouver f:R* — R dont le graphe I" soit un sous-groupe du groupe défini au 1).
Corrigé :
1. On pose F = R* x R. On veut montrer que (F, x) est un groupe :
~ * est-elle interne sur E ¢
xzx' ER* carx £ 0 et 2/ #0
Lia'yeR
— * est-elle associative ?
Soit (2, 9), (2'y). (+",4")] € E* On a

} = (E, ) est un magma.

y" "ot
A= (z,y) (', y) * («",y")] = (wx’x”, L—+ x’ﬂf“@/)
et

Donc * est associative.
— Eziste-t-il un élément neutre ?
Soit (e1,e2) € E tq V(z,y) € E2. On a

(x’y) * (61762) = (61762) * (x7y) = (x’y)

et
(z,y) * (e1,e2) = <$€1,e*2+61y) =(z,y) => e =1 et es =0
T

Donc (1,0) est un neutre & droite. De la méme maniére, on a (1,0) neutre a gauche.
= (F, *) est un monoide.

— ¥ est-elle inversible ¢
Soit (x,y) € E?, on cherche (2/,y) € E tq (z,y) * (z',y') = (1,0)

Y 1
(w:rﬂ +w’y> =(L,0)=2'=~ et ¢ =—y
X

T

Donc (%7 —y) est un inverse & droite. De la méme maniére, on a (é, —y) inverse a gauche.

11



2.5

= (E,*) est un groupe.

Iy ={(z, f(2)) tq v € E}

Soient My = (x1, f(x1) et My = (x2, f(x2)).

Ona My = (3, —f(w2)) ot Myx My " = (22, =Ll 4 Tl

My x Myt €Ty, donec My My doit s’écrire sous la forme (z, f()), donc f doit vérifier

£E1> _ f@)  flx2)

€2 T2 T1

V(l‘l,xg) S RQ*, f (

De plus, I's doit étre un ss-groupe et donc comporter 1'élément (1,0).
Ezemple de fonction : f(x) = 0. On a bien f (%) =04+0=0et (1,0) € T'y.

Exercice 5 (Centre d’un groupe)

Enoncé :

Soit G un groupe. On note Z(G) = {z € G tq xy = yz,V y € G}.

1.
2.

Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

(Question bonus) Montrer que le conjugué de Z(G) par n’importe quel élément de G est lui-méme.
(cf Exercice 2, question 2).

Corrigé :

.- Z(G)CG@G

- Z(G)#DcarecGetye=eyVyeqG.
— Soit (z,2') € Z(G)?, montrons que
— xa’ commute avec tous les éléments de G
On pose 2/ = zz’ et soit y € G quelconque. (zz')y = z(a’y) = x(yz’) = yxa’. Donc le produit
zz' commute avec n’importe quel élément de G.
— 2~ Ycommute avec tous les éléments de G
Soit y € G, on veut montrer que Vx € Z(G), x~! € Z(G). On a

ey l=y e = (ay )T =y )T = g =aTly

1

. Donc 7" commute avec n’importe quel élément de G.

= Z(G) est un sous-groupe de G.

. Soit a € G, montrons que aZ(G)a~! = Z(G) :

~- aZ(@)a"t C Z(G)
Soit y € aZ(G)a~!, montrons que y € Z(G).
ye€Z(G)=3w e Z(G) tqy=ara™' <= y=a(za ') =ala '2)=(aa Nz =2
.Donc y € Z(GQ), don aZ(G)a™t C Z(G).
- Z(G) CaZ(G)a™t
Soit € Z(G), montrons que x peut s’écrire sous la forme aya~! pour y € Z(G). Posons

y =a lwa € Z(G). Alors x = aya™! = aa"*raa™! = 2. Donc Jy € Z(G) tqg x = aya~!. Donc
Z(G) C aZ(G@)a™t.

= Z(G) = aZ(G)a L.

12



3

3.1

Groupes I1

Exercice 1
Enoncé :

Soit G un groupe non commutatif. On désigne par Aut G I’ensemble de tous les automorphismes de
G et par Int G l'ensemble (f,)qscc de tous les automorphismes intérieurs de G (f,, est défini en posant,
pour tout élément = de G, f,(z) = axa™1).

1.
2.
3.

Montrer que Aut G est un groupe pour la composition des applications.
Montrer que Int G est un sous-groupe de Aut G.

Mountrer que 'application ¢ : G — Int G, définie en posant pour chaque élément a de G, p(a) = fq,
est un homomorphisme de G sur Int G.

Montrer que Ker ¢ = Z(G) (cf Exercice 5 de la feuille précédente).
Corrigé :
Pour montrer que (Aut G, o) est un groupe, on montre que (Aut G, o) est un sous-groupe de (Sg, o)

avec Sg 'ensemble des bijections de G :
— (Aut G,0) # ) car la fonction identité est un automorphisme.

— (Aut G,0) C (Sg,0) car un automorphisme est une bijection.

— Soit (f,g) € (Aut G)%. Montrons que :
— fog € Aut G. f o g est une bijection de G dans G. h = f o g est un morphisme car

V(xz,y) € G, (f o g)(ay) = f(9(zy)) = fg(x)g(y)) = f(9(2))f(9(v)) = [(f 0 9)(@)][(f © 9)(v)]
Donc f o g est un morphisme bijectif de G dans G.

— f7l € Aut G. Soit f € Aut G,ona f~': G — G et f~! est une bijection.
Soit (z,y) € G%. Notons a2’ et y' les antécédents de z et y par f. On a

FHay) = @) = YY) =2y = fH ) ()
Donc f~! est un morphisme bijectif de G' dans G.

= (Aut g,0) est un sous-groupe de (Sg, o), donc c’est un groupe.

.= Int G C Aut G :

— fo : G — G par définition de f,.

~ fa bijective. Siy = f.(x) = axa™?, alors 2 = a " 'ya = f,~1(y).

— f, morphisme. Soit (z,y) € G2, f.(zy) = arya™! = ava taya™t = f,(x)f.(y).
~ Int G # 0 car Ide(z) = exve ! = .

— — Soit (fa, f) € (Int G)? fixé et quelconque. Soit h = f,0 f,, montrons qu’il existe c € G tq h = f,.
h(z) = fu(fo(x)) = a(bzb~1)a=1. Soit ¢ = ab, alors c=! = b~ 1a~!. On a donc h = czc™!.

— Pour l'inverse, on a (f,) ™! = f,-1.
= (Int G, 0) est un sous-groupe de (Aut G,0).
v:(G,r) — (IntG,o)
a — fa
On doit démontrer que ¢(ab) = ¢(a) o p(b), c’est-a-dire que fup = fo 0 fy — voir question 2.

. 90(6) = fe=Idg

Ker ¢ = {a€Gtqoa)=1Idg}
= {CLEGtha:IdG}
= {aecGtgVzr e, f,(z)=(x)}
= {a€eGtqVre G ara?t =21}
= {aeGtqVreqG, ar=uzxa} =Z(G)

13



3.2

Exercice 2
Enoncé :

Montrer que f, défini dans ’exercice 1 est un isomorphisme du groupe G sur lui-méme, quelque soit
a appartenant a G.

Corrigé :

Int G C Aut G. De plus, un automorphisme est un endomorphisme bijectif. Donc f, est un isomor-
phisme de G sur lui-méme.

3.3

Exercice 3 (Description d’un sous-groupe engendré par la réunion de
deux sous-groupes)

Enoncé :

Soient A et B deux sous-groupes de G, et S le sous-groupe engendré par A U B.

1.

Mountrer que S est 'ensemble des éléments z1xs ... To,11, 7 € N ol le n-uplet (zo;) pour 1 <i <n
est constitué d’éléments de A; et le (n+1)-uplet (z241) pour 0 < i < n est constitué d’éléments de
B.

Montrer que S = AB <= AB = BA.

Corrigé :

. Soit X ={y =z122... 22541 tg Vi impair, x; € B et Vi pair, z; € A}, c’est-a-dire

X = BU(BAB)U(BABAB) U(BABABAB) U ...

. On veut montrer S = X, on procede donc par double inclusion :
— 5 C X. Il suffit de montrer que X est un sous-groupe de G qui contient AU B :
— X C G par définition.
— X #Dcare=ep =egeqep € X.
~ Soit (z,y) € X2, montrons que zy € X et x7! € X :
— & = bgagbiay ...bp_1a,_1by,, donc =t =b et b7t L by e B0, Done 27! € X
-y =bjaybiay ... bl,_qal,_4b,. On a donc

/1yl ! / / /
Ty = xeay = bpapbiay ... bp_16,_1bneabyapdbiay ... b, _a,_1b,

. Donc zy € X.
= X est un sous-groupe de G.
Soit a € A, a =egaeg € X
Soithe B. b=bhe X donc AUBe X et SeX
- X CS. Soit x € X, x = bgagbiay ...b,_1a,_1b,. Chaque facteur est dans A U B. Or, d’apres la
caractérisation de < AU B >, x €< AU B >. Or z est quelconque dans X, donc X C S.
=X=5

Indication : montrer que AB sous-groupe de G <= AB = BA

— AB sous-groupe de G = AB = BA. On suppose que AB est un sous-groupe de GG, et on montre
par double inclusion AB = BA :

— AB C BA. Soit z € AB. Comma AB ss-groupe, x ' € AB. Posons z~! = a'b’.
Onaz=0"1a"1. Orb~! € Beta ' € A Donc z € BA. Or z est quelconque dans AB,
donc AB C BA.

~ BA C AB. Soit x € BA. Posons ¢ = ba € G. 7! = a~'b~! € AB. AB est un sous-groupe,
donc x € AB. Or z quelconque dans BA. Donc BA C AB.

= AB sous-groupe de G = AB = BA

— AB = BA = AB sous-groupe de GG. On suppose AB = BA, on montre que AB est un sous-groupe
de G :

— AB C G par définition.

— AB # () car e = egep.

— Soit (x,y) € (AB)? avec x = ab et y = a'l’.
ry ! =abb/"ta/ 7! = a(bt/"ta’ ).
bb'~ta'~1 € BA, or BA = AB, donc, 3(a1,b1) € A x B tq bb'"*a’~! = a1b;. Finalement, on a
zy~! = aa1by avec aa; € A et by € B. Or (z,y) € (AB)?, donc zy~! € AB.
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= AB = BA = AB sous-groupe de G.
= AB sous-groupe de G < AB = BA.

3.4 Exercice 4
Fnoncé :

Soient Gy, G1, G2 des groupes, f; un homomorphisme surjectif de G sur G; et f un homomorphisme
de Gy dans G4 tels que Ker f1 C Ker f.

1. Montrer que l'on peut définir une application g de G; dans G5 telle que pour tout y de Gy,
9(y) = fa(z) on z € f ' ({y})-

2. Montrer que g est un homomorphisme de GG; dans Gs.
3. Mountrer que Ker g = fi1(Ker fs).
. /
Corrigé :
1. On doit montrer :
— que g est défini partout. Tout élément de (G; a au moins un antécédent dans Gy par surjectivité
de f1. Donc on peut poser g(y) = fa(x).
— que la valeur de g(y) ne dépend pas de 'antécédent x :
Soient z, 2’ deux antécédents de y par fi, montrons que fo(z) = fo(z') :
hi@)=HE) =y = A@ALE)] T =a
= file)ile'h) =e

= fi(zz' ) =¢ Done
= x2'7' € Ker f1
1 € Ker fo (par hypothese) = fo(za'~! =
= fa(2) 2( ) €2 .
Donc la valeur de ne dépend
= R (@) = o)
= fo(z) = f2 x’)

pas de 'antécédent de y.
2. Soit (y1,%2) € G2, on doit montrer que g(y; + y2) = g(y1) + g(y2).
Soient x1, xo les antécédents respectifs de y; et yo. On a f1(x1) = y1 et f1(z2) = yo
g(y1) + g(y2) = fa(z1) + fa(xa) = fo(x1 + 22) = g(y1 + y2). Donc g est bien un morphisme de G4
dans Gs.
3. — Soit y € Ker g et soit x € f; *({y}) tq g(y) = fa(x) = ea Donc = € Ker fo et x € Ker fi.
y = f1(z) avec x € Ker fo, donc y € fi(Ker f3).

— Soit y € f1(Ker fs), y s’écrit sous la forme fi(x) avec € Ker fo. On a g(y) = f1(z) = eg car
x € Ker fs. Donc y € Ker g.
= Ker g = f1(Ker f3)
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4 Espaces vectoriels I

4.1 Exercice 1
Enoncé :

Soit I" ensemble des suites de nombres réels. On définit I" une loi de composition interne, notée (+),
par :

- VYU = (un)nens YV = (Un)nen, U4V = (up, + Un)nen

et on définit une loi de composition externe notée (-), a coefficient dans R, par :
- VU = (un)nen, Ya € R, a-U = (auy)nen-
Montrer que I' est un R-espace vectoriel.

. /
Corrigé :
Une suite & valeurs réelles est une application de N dans R. Donc I' = RY et donc I' est un R-espace
vectoriel.

4.2 Exercice 2

/
Enoncé :
Soit E = (z,y,2) €ER3, 22 +y — 2z =a ol a € R est fixé.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit une sev de R3.

Corrigé :
— Condition nécessaire : il faut que I’élément neutre soit dans E. Donc (0,0,0) € E, donc a = 0.
— Condition suffisante : On suppose a = 0, est-ce que Eq est un sev ?
- Eo#@(}arOEEo.

~ Soit (M, M’) € E2.
r4+y—2)+2e'+y —-2)=0 = 2z+2)+@wy+y)—(2+2)=0

z+2
Donc M" € Ey avec M| y+ v/
z+2
Soit A\eER, M2z +y—2)=0 < 2 \z+ Ay — Az =0.

Donc AM € Ej.
Donc Ey est un espace vectoriel.

4.3 Exercice 3
Enoncé :

Soit a € R et soit E ’ensemble des fonctions numériques f définies sur R telles que f(2) = a.
Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a pour que FE soit un espace vectoriel sur R.
Corrigé :

Soient a # 0, (f,g) € EZ et A € R.
On a f(a) + g(a) =a+a=2aet A\f(a) = A. Il faut donc que VA € R, Aa = 2a, donc a = 0.
A contrario, Eg est un sev.

Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que E soit un sev est a = 0.
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4.4 Exercice 4 (Exemple de structure vectorielle sur R)

Enoncé :

Soit o une bijection continue de R dans R.
On définit sur R les opérations * et L suivantes :

Txy= /13 + 1>

Ly =o(x)-y

Déterminer o de fagon que R soit un espace vectoriel sur lui-méme vis-a-vis de ces deux opérations, la
premiere étant un loi de composition internet et la seconde une loi de composition externe.

Corrigé :

On doit avoir

1. (E,*) groupe abélien.

2. V(o, ) € R?, Vz € R, (a+ B) Lz = (alx) + (BLy).

3. Va € R, V(z,y) € R?, al(zxy) = (alx)x (BLy).

4. Y(a, B) € R%, Vz € R, al(BLlz) = (af)La.

5. VreR, 1lx =x.

On a:

1. (E,*) groupe (trivial & démontrer).

2. Yz € R, o(1) -z = x. Donc il est nécessaire que o(1) = 1.

3. V(a, B) € R3, Vx € R, 0(a = [0(B)z] = o(aB)x. Donc o(af) = o(a)a(B).
4. Va € R, V(z,y) € R?,

a(a)Vad +y* = ¥(o(a)2)® + (o(a)y)?

Ceci n’apporte aucune information sur o.

5. V(a, B) € R?, Vx € R,

ola+ Bz = V(o(a)a?)+ (o(B)a?)

ocla+p) = o(a)d+a(B)?

On pose 7(z) = o3(x)
7 vérifie : 7(1)=1, 7 multiplicatrice, 7 additive = 7(z) = z, 7(zy) = 7(2)7(y), 7(x +y) = 7(x) + 7(y).
On va montrer que pour tout rationel g, T(%) = g.
SoitneN, n=1+14+1+1+...41,donc7(n)=7(1)+7(1) +... +7(1) = n7r(1) = n;
7(0) =0 =17(—n) + 7(n), donc 7(—n) = —n (avec n € Z).
T(@.l)=7(z)7(2) =1, donc 7(1) = T(lz).

Dot 7(2) = 7(p)r(

Q=
N
I
SN}

7 =02, donc o(x) = ¥/7(z) = Y.
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4.5 Exercice 5
Enoncé :

Soit (E, 4+) un groupe abélien, muni d’une loi de composiiton externe (*) sur R vérifient les postulats
suivants :

Distributivité par rapport aux vecteurs : Ya € R, V(z,y) € E?, a* (r+y) =axx+a*y.
Distributivé par rapport aux scalaires : V(a, 3) € R?, Vz € B, (a+ ) xx =a*z + 3 * .
Associativité mixte : V(o, 8) € 2, Vo € E, (af) *x = a * (8 * z).
1. Montrer que Vp € R, l'application h, de E dans lui-méme définie par : h,(x) = p* = est un
endomorphisme du groupe E.

2. On considere ’endomorphisme h;. Soit E; son image, Fs son noyau.
Montrer que By ={z € E, 1xz = z}.

3. Montrer que F1 N Ey = 0 et que tout x € F s’écrit sous la forme x = x1 + x3, 1 € F1, a2 € Es.

4. Montrer que F; est un espace vectoriel sur R pour les deux lois définies sur E.

Corrigé :
1. Soit h, une homotétie de rapport p telle que h,, :

F —- FE

T = pxT

h, morphisme car V(x,y) € E?, h,(x +y) = h,(z) + h,(y) (cf axiomes).
2. Soit B4 = Im hy et E5 = Ker h;.

Imhy ={ye€ E/3x € E, hi(z) =y}

Ker hy = {z € E/hi(z) = 0}.

Soit X = {z € E/h1(z) = z}.

Double inclusion
— X CImhy:Soit z € X, x=hy(x), donc x € Im hy.
— Imhy C X : Soit x € Im hy, 32’ € E tq hi(2') =x. On a

hi(z) = hi(hi(2) =1 (1xx) =1xx=hi(2') =2

Donc z € X.
Doncona X =1Im h;.

3. Ker hy nIm hy = {0}.

Double inclusion
- {0} C E1 N Ey : Evident ar Ker hy et Im hy sont des groupes.
— E1NEy C {0} : Soit x € E1 N Ey, hy(z) =0et hy(z) ==
On pose 1 = hi(x) et x2 =2 — hy(z) On a 21 € Im hy.
hi(z2) = hi(x) — hi(hi(z)) = 0= x2 € Ker hy.
Donc ¢ = z1 + o

4. Sur Eq, les axiomes 1,2 et 3 sont vrais. On vient de démontrer le quatriéme, donc E; est un R-ev.
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5 Espaces vectoriels 11

5.1 Exercice 1

Enoncé :
Soient F un K-ev, F et G deux sev de E. Soit X = {x1,...,2,} C E.

1. Montrer que Vect(FUG) = F + G.
2. Montrer que

Vect(X) = {Z iz ;3 A € K}
i=1

Corrigé :
1. = Vect(FUG) C F+G.
On démontre F' + G est un sev de E contenant F'U G

— E est un K-ev.
F+ G #( car F et G sont des sev et contiennent 0.
- FCE,GCE,donc F+GCE.
— Soit (z,y) € (F + G)?, soit A € K,
r+ Ay =zg+zr+Nyc+yr) =2r + Ayr + ¢ + \yc-
Orzp 4+ Ayp € F et zg + A\yg € G.
Donc zp + A\yr + ¢ + Ayg € F + G.
= F'+ G est un sev de E.

FCF+G,GCF+G=FUGCF+QaG.
= Vect(FUG) C F+G.
- F4+ G CVect(FUG).
Soit x € F+ G, x = xp + xg. x s’écrit donc comme combinaison linéaire sur F'U G.
x € CL(FUG), or CL(FUG) = Vect(FUG). Donc z € Vect(F UG). Or z quelconque dans
F+G.
= F+ G CVect(FUG).

= Vecd(FUG) = F +G.

2. — Vect(X) Cc CL(X).
On démontre que CL(X) est un sev de E contenant X.
- CL(X)#0,X € CL(X) € E, E est un R-ev.
— Soient a = Ax1 + ...+ Ax, € X et b= puxy + ...+ pux,.
a+beCL(X),aa € CL(X)= CL(X) sev de E.
= Vect(X) C CL(X).
— CL(X) C Vect(X) (voir cours)
Donc

Vect(X) = {>_ Nzi; A € K}
i=1
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5.2 Exercice 2

Enoncé :
Soient E un K-ev, (x,9,2) € E® et (a, 3,7) € K? tels que

oaxr+ By +vz2=0

avec af # 0.
Montrer que Vect(z, z) = Vect(y, z).

Corrigé :
— Vect(x, z) C Vect(y, 2)

u = ax + bz avec (a,b) € K2. On cherche (a’,V’) € K? tels que u = a’y + b’z

)
Onazr=—"y— 21z (a#0).
Dolt u = %‘wy + (b — %)z. Donc u € Vect(y, z).
= Vect(z, z) C Vect(y, z).
- Vect(y,z) C Vect(z, z)
Cette inclusion se démontre de la méme fagon en échangeant x avec y et a avec (3.
= Vect(y,z) C Vect(z, 2)

= Vect(zx,z) = Vect(y, 2).

5.3 Exercice 3

Enoncé :
1. Soient P; et P, deux parties d’'un K-ev E. Montrer que

Vect (PLUPy) =Vect(Vect Py UVect Py)

2. Montrer que

Vect(P,UPy) =Vect PyUVect Py <= P, CVect P,V P, C Vect P,

3. On considere trois parties P, P; et P, de E. Montrer que

(Vect Py =Vect Py) = (Vect(Py U P) = Vect(P, U P))

Corrigé :
Posons Ey = Vect Py, By = Vect Py, A=Vect (PLUP) et B=Vect(E, U Ey).
1. On veut montrer que A = B. On procede par double inclusion :

-~ ACB.Ona P, C Eyet P, C Ey. Donc PLUP, C E1UE5, dou A C B.
— B C A. Soit © € B. D’apres lexercice I, Vect(E1 U Es) = Ey + F5. Donce 3(z1,22) € Ey X Es tel
que = 1 + x2. Comme (1,22) € Ey X Ea, alors (x1,22) € CL(Py) x CL(P). Donc

n P
z= Zaixi + Zﬂz‘yi
i=1 i=1

.Donc x € CL(P,UP,) <= z € A. Or z quelconque dans B, d'ou B C A
Donc A = B.
2.
3. By = Ey <= Vect(P1 UP). On suppose E; = Ey. D’apres la premiére question, on a

Vect(PLUP) = Vect(P)UVectP
Vect(Py) UVect P
= Vect(P,UP)
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5.4 Exercice 4
Enoncé :
Soit E et F deux R-ev, F¥ le R-ev des fonctions de E dans F, P et I respectivement des fonctions
paires et impaires de E dans F'.
1. Vérifier que P et I sont des R-ev.
2. Montrer que FF =P a1
3. Considérons E = F = R. Décomposer la fonction exponentielle en la somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire.
Corrigé :
On sait que P={f € FE tq f(—z) = f(z)} et I={f € F¥ tq f(—x) = —f(2)}.
1. Pour montrer que P et I sont des R-ev, on montre que ce sont des ss-ev de F¥ :
— I c FP par définition.

— T #  car la fonction nulle est impaire.
— Soient (f,g) € (FF)? et (o, 3) € R%. On pose h = af + g et on montre que h est impaire :

Soit x € E,
h—z) = af(-z)+ Bg(—x)
= —af(x) = Pg(x)
= —(af(z) + By(x))
— —h(x)
Donc h € 1.
Donc I est un ss-ev de F¥. On proceéde de la méme maniere pour P.
P+I=FF
E _
2. " =Pol < { PAI= {0}

— On montre que {O} est la seule fonction paire et impaire.
Soit fePNletzeE. f(—z) = f(x) =—f(z) < 2f(x) =0 < f(z) =0, Vo € E. Donc,
PNnI={6}.

— On doit montrer que toute fonction de F¥ se décompose (au moins d'une fagon) sous la forme
f=p+i(pelP iecl).

Soit x € E quelconque, on a

fla) =plz) +ilx) 4 o | plr) = 1%[f(ﬂﬂ) + f(==)]
f(=x) = p(x) —i(z) i(x) = 3 — f(=2)]

Donc FE =P +1

Donc FE=Pa1

5.5 Exercice 5

Enoncé :
Soient F' le sev d eK? engendré par x = (1,1) et G = {(x,y) € K2, 2+y = 0}. Montrer que F®G = K2
Corrigé :
_ K2
F = Vect[(1,1)] et G = Vect|(1,—1)]. On veut montrer ?:g ; ](I% 0)

- Soitu € FNG. u= (a,a) car u € F et u=(8,—0) car u € G. Donc f = - <= [ =0. Donc
u=(0,0). Or u est quelconque dans F NG, donc F NG = (0,0).
— Soit u = (a, B) € K2, puis-je trouver A1, A tels que u = A(1,1) + \ao(1,—1)?

I

Q

a = A+ A A = -5

=
B = A—X Ay =

U = )\1(1, 1) + )\2(1, —1) =

Q

.
I

On a pu trouver Ap, g tels que u = A1 (1,1)+ (1, —1). Or u quelconque dans K2, donc F+G = K2.
Donc F & G = K?
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6 Espaces vectoriels 111

6.1 Exercice 1

Enoncé :
Soient f1, fo les fonctions définies sur | — 1, 1] par :
1 1
fi(z) = o 17f2(95) T o+l

1. Montrer que les fonctions (f1, f2) sont linéairement indépendantes.

2. Montrer que la fonction f définie sur | — 1, 1] par f(x) = % appartient au sous-espace vectoriel
engendré par (f1, f2).

Corrigé :

1. Soient I =] —1,1[ et E = F(I,R) = R!. E est le R-ev des applications de I — R.
Soit (v, B) € R? tq af; + Bf2 = 0. Montrons que nécessairement, o = 3 = 0. Ceci s’écrit

Vme[,i—&— g
r—1 x+1

=0

On prend x =0 et x = %, on obtient :

—a+ 0 =0 a = g
{2a+§6 = 0:{6 =0

On a donc af; + Bfs =0 = a =3 =0. Donc (f1, f2) est une famille libre.

feVect(fi,f2) <= [feCL(f1,f2)
— o, fB) €R’tq f = afi + Bf2
« g2
— Vxe]’x—l+m+l_ac2—1
alz+1)+pBx—-1) 2
— Vzel, o] =77
<~

(a+B)zx+ (a—p)=2

a+p
a—(

Par la méthode des coefficient indéterminés, on a { On a donc

[ =afi+Bf, donc f € Vect(fi, f2)

(|
N O
I

—N
® L
(I
|)—‘
i
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6.2 Exercice 2

Enoncé :

Etudier la dépendence linéaire des systemes suivants :
1. (s;s0s;s80s0s) considéré dans espace vectoriel C*°(R) avec s(z) = sin(z).

2. (f1, f2, f3) définies respectivement sur | — 1, 2[ par

2—x r+1 1
fi(z) = P fa(w) = o’ f3($):m

Corrigé :
1. Soit (o, 3,7) € R3 tq Va € R, asin(x) + Bsin(sin(x)) + v sin(sin(sin(x))) = 0.
On pose y = sin(sin(z)), on a alors

aarcsin(y) + By + ysin(y) =0

En dérivant, on obtient )
a(l —y*)"2 + B +ycos(y) =0

. En dérivant de nouveau, on a

ay(l—y?) 7% — ysin(y) =0

3
2

Or la famlle (y — sin(y); y — y(1—y?)~2) est libre, donc a = v = 0. En réinjectant dans la premiere
équation, on a = 0. On a donc asin(z) + Ssin(sin(z)) + v sin(sin(sin(z))) =0 = a = =7 =0.

Donc (s;s0s;50s0s) est une famille libre.
2. I=]—1;2[et E=F(I,R).

On pose h(z) =2 —x et g(z) = Vo — 1.
On a
b gl o

On cherche une relation de dépendence linéaire sur (fi, f2, f3). Existe-t-il (o, 3,7) € R? tels que

afi+B8fa+~vf3 =07

W:O = al2—-2)+8x—-1)4+~v=0
= B-a)z+2a+8+7)=0
B—a=0
= 20+ B+7=0
a=p
- {VZ—%

Il y a une infinité de solutions (f; + fo = 3f3) donc la famille (f1, fo, f3) est une famille liée.
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6.3 Exercice 3
Enoncé :

Dans P’espace vectoriel C*°(R), considérons la famille de fonctions ((fx)i<k<n) ol fx(x) = exp(rix),
avec les rj réels. Montrer I’équivalence suivante :

[la famille de fonctions ((fx)1<k<n) est libre] <= [¥(p # q) € {1,...,n}2, r, # r,]

. /
Corrigé :
Soient R = (ry,...,r,) la famille des réels et f = (f1,..., fn) ol fr(x) = exp(rrz). On doit montrer :
f libre <= 7y sont distincts 2 a 2.
— =. Par contraposée, on suppose r; = r; pour ¢ # j. Alors f; = f;, ce qui est une relation de
dépendance sur f, donc f est liée. Donc, d’pares la contraposée

[la famille de fonctions ((fi)1<k<n) est libre] = [V(p # q) € {1,...,n}?, r, # 1y

— <. On suppose que tous les réels sont distincts 2 & 2. Soit P le prédicat de domaine [1..n] tel que :
"la famille (f;)1<i<k est libre”. On va montrer que Yk € [1..n], P(k).
— Base : P(1) est vrai car f; # 0 donc (f1) est libre.
— Hérédité : On suppose P(k — 1) avec k € [2..n]. Montrons P(k).

k
Soit (ag,...,a,) € R¥ tq Y a;fi = 0, on doit montrer que a; = ... = a,, = 0.
i=1

k
Soit g(x) = Y a;fi(x) =0.On a:
i=1
k—1

gla)e" =Y el T oy =0

i=1
En dérivant, on obtient :
k—1
S st el o
i=1
On multiplie par €%, on a :

k-1
D ai(ri —re)e" " =0
=1

Ce qui est une CL nulle sur (fi,..., fr—1) d’aprés 'hypothese de récurrence.
Donc Vi € [1..k—1], a;(r; —r) = 0 et comme (r; —ry) # 0 car r; # rp,ona Vi € [1..k—1],a; = 0.
On injecte dans la premieére équation et on obtient oy, = 0, donc P(k).Donc Vk € [1..n], P(k).
Donc [la famille de fonctions ((fx)1<k<n) est libre] < [V(p # q) € {1,...,n}?, 1, # 1,
Donc [la famille de fonctions ((fx)1<k<n) est libre] < [V(p # q) € {1,...,n}?, r, # r,l.
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6.4 Exercice 4
Enoncé :

1. Soit (p, q) € N2. Calculer les intégrales suivantes :
2m 2w 2
/ cos(pz) cos(qz)dz ; / cos(pz) sin(qz)dz ; / sin(pz) sin(qx)dx
0 0 0

2. En déduire que les (2n + 1) fonctions f;, définies sur R par :

fo(t) =
Vk e {1,...,n} fr(t) = cos(kt)
Vke{n+1,...,2n} fi(t) = sin((k — n)t)

forment un systeme libre.

Corrigé :
1. 1
cos(a) cos(b) = i[cos(a, +b) + cos(a — b)]
. . 1
sin(a) sin(b) = i[cos(a —b) — cos(a + b))
. 1. .
sin(a) cos(b) = 5[5111(@ +b) —sin(a — b)]
Donc ) )
™ 1 _ ™
/ cos(px) cos(qx)d - [Sm ptar sm((p Q)I)] +ksip#gq
0 T2 p+aq pP—q 0
27 1 27
/ sin(px) sin(qz)dx = = [sm 51n((p +a)w )} +ksip#q
0 2 p+q 0
2 1 27
/ cos(pz) sin(qz)dx = = [ s(p = cos((p+q) )} +ksip#q
0 2 p— p+q 0
Si p # q, toutes les intégrales valent 0.
Si p = g alors il faut calculer A = fozw cos?(px)dr ; B = f027r sin?(pz)dz et C' = fozw sin(px) cos(px)dx
~Sip=0,B=C=0ct A= ["1=2r
! p 7é Oa
Cc = i[sir12(;1)33)]27r =0
2p 0
2 1— )
B — / (ws(pw)) o=
O 2
2 1 2
A = / <+COS(W>) F——
O 2
2n
2. Soit (v, ..., a2,) € R2"TL tqg S a;f; = 0. On éleéve au carré et on obtient :

=0

2n

Za?fiz +2 Z (i fif;) =0
i=0 0<i<j<2n

Ceci est la fonction nulle dont I'intégrale entre O et 27 est nulle :

2n 27 21
2 2 (V- . —
St [T) 2 3 (oo [T 0) =

=0 0<i<j<2n
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D’ou

2m 27

Ay=A1=...=A,=Bi=By=...=B, =7
2w T 0 1 n 1 2 n
0 r=DB1 ... Jo 35 = Bn }

D’autre part, fo% fifj = 0 d’apres la premiere question. On obtient donc [] Y a? = 0. Une suite
de termes positifs est nulles ssi tous les termes sont nuls. Donc Vi € [0..2n],a; =0

6.5 Exercice 5

Enoncé :
Soit A le sous-ensemble de R[X] des polynémes de degré 6 au plus.
Onpose: K={Pe A, P2)=P(3)=0}et Q= (X —-2)(X —3)

1. Montrer que K est un R-espace vectoriel.
2. Montrer que les ploynomes {Q, X.Q, X2.Q, X2.Q, X*.Q} sont linéairement indépendants.

Corrigé :
1. On montre que K est un sous-espace vectoriel de R[X] avec la démonstration habituelle.

2. Soit (o, a3, a, a5, a6) € R tel que
Q4+ asX.Q+uX?2.Q+asX2.Q+ 06X Q=0 <= Qas+asX + X%+ as X3+ agX?*) =0

Or Q n’est pas la polynéme nul, donc as 4+ s X + a4 X2 + a5 X3 + agX* = 0 et par la méthode des
coefficients indéterminés, on obtient § = a3 =ay = a5 =ag =0
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7 Espaces vectoriels IV

7.1

1.

Exercice 1

/
Enoncé :
Montrer que les applications suivantes sont linéaires :
RP — R"
xq 1171 + ... + a1pTp
[ .
Ty Ap1%1 + - - -+ AppXp

ol les a;; sont des réels.

olt Q(X) =2(X + 1)P(X) — (X2 — 2X + 1)P'(X).

[ C'®) — R
I'{ P e i

ott CY(R) est Pensemble des fonctions continues de R dans R.

Corrigé :

. Soient (X,Y) € (RP)? et X € K,

a1 (1 + Ay1) + ..+ ap(zp + Ayp)

an1 (1 + Ay1) + ..+ anp(xp + Ayp)

ai1xr1 + ... +(11pr a11yi + ...—|—a1pyp
= : +A :

Ap1%1 + -« + AppXp Ap1Y1 + .-+ AnplYp
= fX)+Af(Y)

2. Soient (P, Q) € (R[X])? et A € K,

AP+AQ) = 2(X+1D)(P+AQ)— (X?—2X +1)(P + Q")
2(X + )P+ 2AMX +1)Q] — [(X? —2X + 1)P'] — [M(X? = 2X + 1)Q']
= A(P)+)AQ)

3. Soient (f,g) € (C°R)? et A € K,

I(f+)g) = / (f + Ag)(t)dt
1
= /Of(t)+>\g(t)dt

- /1f(t)dt+/\ o)t
0 0
I(f)+ A(g)
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7.2

Exercice 2
Enoncé :

Soient F, F' et G trois R-espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F,G). Montrer que :

1. Ker(go f) = f~'(Ker(g))
2. Ker(go f) D Ker(f)

3.

4. Im(go f) C Im(g)

Im(go f) = g(Im(f))

Corrigé :

. — C.Soit x € Ker(go f) < (go f)(x) =0 < f(z) € Ker(g) < z € f~(Ker(g)) Or x

est quelconque dans Ker(go f), donc Ker(go f) C f~1(Ker(g)).
— 2. Soit x € f~H(Ker(g)) <= f(z) € Ker(g) <= (go f)(z) =0 <= z € Ker(go f). Or x
est quelconque dans f~*(Ker(g)), donc f~(Ker(g)) C Ker(go f)
Donc Ker(go f) = f~Y(Ker(g)).
Soit x € Ker(f) < f(z) =0 < (go f)(z) =0 < z € Ker(go f). Or z est quelconque
dans Ker(f), donc Ker(f) C Ker(go f).

3. Soit z€ Im(go f) < Fr e Etq(gof)x)=2 < Tz € Etqg(f(z)) =2 < z € g(Im(f))

o

Exercice 3
Enoncé :

. Factoriser le polynéme X2 — 5X + 6.

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On suppose que f2 —5f + 6id =0

(a) Vérifier que (f — 2id) — (f — 3id) = id.
(b) Montrer que Ker(f — 2id) ® Ker(f — 3id) = E.

Corrigé :

X2 -5X+6=(X-2)(X-3).

(a) Onpsep=f—2idet g=f—3id. Onap—q=f — 2id— f + 3id = id.

Ker(p) UKer(g) = {0}

Ker(p)+ Ker(q) = E

— Soit x € Ker(p)UKer(q) = p(z) =0Ag(z) =0.Onap(z)—q(z) =0=0-0=2 =z =0.
Or z est quelconque dans Ker(p) U Ker(q), donc Ker(p) U Ker(q) = {0}.

—p?=(f—2id)? = f2 —4f + 4id = (f*> — 5f + 6id) + f — 2id = p. Donc p est un projecteur.
¢ = (f —3id)? = f2—6f+9id = (f> - 5f + 6id) — (f — 3id) = —q. En posant ¢’ = —q, on
a (¢")? = (—q)? = ¢> = —q = ¢. Donc q est un projecteur.
On doit montrer Ker(p) + Ker(q') = E. Soit x € E, on a = p(x) + ¢'(z). On va montrer
p(z) € Ker(¢') et ¢'(z) € Ker(p) :
On a ¢'(p(z)) = (—qop)(z) =0 et p(¢'(z)) = (—pog)(z) = 0= z = p(z) + ¢'(z) Donc
Ker(q') + Ker(p).

Donc Ker(f —2id) @ Ker(f —3id) = F

(b) On doit montrer Ker(p) ® Ker(q) = E c’est-a-dire {
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7.4 Exercice 4
Enoncé :

Soient E un K-espace vectoriel, v un endomorphisme de E et p un projecteur de E. Montrer que p et
u commutent si et seulement si le noyau et 'image de p sont stables par wu.
Corrigé :
On veut montrer uop =pou <= u(Ker(p)) C Ker(p) Au(Im(p)) C Im(p)
— =. On suppose uop =pou.
1. Soit « € u(Ker(p)), x = u(y) avec y € Ker(p). On a p(xz) = pou(y) = uo p(y) = u(0) =0
Donc x € Ker(p). Or x est quelconque dans u(Ker(p)), donc u(Ker(p)) C Ker(p).

2. Soit x € u(Im(p)). x = u(y) avec y € Im(p). On a p(y) = y car p est un projecteur. Donc
z = uly) = ulp(y)) = p(u(y)) = = € Im(p). Or x est quelconque dans u(Im(p)), donc

u(Im(p)) C Im(p).
Donc uop =pou= u(Ker(p)) C Ker(p) ANu(Im(p)) C Im(p).
— <«=. On suppose u(Ker(p)) C Ker(p) Au(Im(p)) C Im(p).
1. Soit z € Ker(p), (uop)(z) = u(0) = O = (powu)(0). Donc sur le noyau, u et p commutent.

2. Soit € Im(p). On a p(x) = x car p est un projecteur. Donc (u o p)(z) = u(z) = (p o u)(zx)
car u(z) € Im(p). Donc sur I'image, u et p commutent.

3. On sait que p est un projecteur, donc Ker(p) ® Im(p) = E.
Soit y € E, A(y1,y2) € Im(p) x Ker(p) tq y = y1 + y2. Donc

(pou)(y) = (pou)(y1)+ (pou)(ye)

= (uop)(y1) + (uop)(y2)
(uwop)(y1 +y2)
(uop)(y)

Donc u(Ker(p)) C Ker(p) Au(Im(p)) C Im(p) = uop=pou.
Doncuop=pou <= u(Ker(p)) C Ker(p) ANu(Im(p)) C Im(p).

7.5 Exercice 5
Enoncé :

Soient E un C-espace vectoriel, p et ¢ deux projecteurs de E. Montrer que p + g est un projecteur de
E si et suelement si pog=gqgop=0.
. /
Corrigé :
Soient p et ¢ deux projecteurs.
— <. Supposons pog=qgop=0.

(p+4q)® = (poq)(poq)
p>+pog+qop+g
p+q+pog+qop

2

= p+tgq
Donc pog=qop=0= p+ q projecteur.
— =. Supposons p + g projecteur.
(p+9)? = p’+pogtqop+g’
= pP+q+pog+qop pog=qop=0
= p+gq

On compose avec un des deux projecteurs & droite(prenons p), on a : p> og+poqgop = 0 Donc
poq= —pogqop. Puis on composeagauche:poqop+qop2:ODoncqop:—poqop, Donc
poegqg=qop.
Donc 2gop=2poqg=0=qop=poqg=0

Donc p + g projecteur <= pog=gqop=0.
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8 Espaces vectoriels V

8.1 Exercice 1
Enoncé :

Considérons les 3 vecteurs de C? suivants : a = (1,2i,—i), b= (2,1 +14,1), ¢ = (—1,1,—1).
1. Montrer que (a, b, c) est une base de C3.
2. Déterminer les coordonnées de u = (1,2,0) dans cette base.
Corrigé :
1. Soit E = C3. E est un C-ev de dimension 3. Pour montrer que (a,b,c) est une base, il suffit de

montrer que (a, b, ¢) est génératrice. On montrer que pour tout vecteur u = (x,y, c) € C?, le systeme
aa + b+ yc = u a une solution (a, 3,v) € C?

1 2 -1 x
al 20 | +8| 14+4 |+~ 1 =1 y
—1 1 —1 z
a+20—y = x
— 200+ 1 +i)+y = vy
—at+ 08— i = z
a+28—7y = x
— 200+ 1 +i)+y =y
a+ Bi+y = iz
a+ Bi+y = iz
— 2+ 0(2+1i) = iz+x (L;+Ls)
Ol(l - 22) - 6 = 1z Yy (L3 - Lz)
a+if+y = iz
2a + (2 +14) = iz+zx
— al(1-20)2+i)+2 = (2+i)(iz—y)+ (iz+2) [(2+1)Ls + La]
A
a+if+-y = iz
— 2+ (249 = iz+x
A« = 2+9)(iz—y) + (iz+2)

Le systeme est sous forme triangulaire supérieur, donc on peut trouve «, 3, en fonction de x, y, 2.
Donc la famille (a, b, ¢) est génératrice. Elle a trois vecteurs dans un espace vectoriel & 3 dimensions,
donc c’est une base.

2. On cherche (o, 8,7) tq (aa, 8b+ ve) = (1,2,0). On trouve la solution en réutilisant le systeme
précédent.

8.2 Exercice 2

Enoncé :

Considérons les vecteurs de R? suivants :
a=(2,3,-1,0),b=(-3,1,0,2),c = (=5,9,-2,6),d = (5,2, —1, —2).
Montrer que Vect(a,b) = Vect(c,d).
Corrigé :

Propriété : en dimension finie, F' et G sont deux sev de E tels que F' C G, on a

F =G < dim(F) = dim(G)

On remarque que ¢ =2a+3bet d=a —b.
Donc ¢ € Vect(a,b) et d € Vect(a,b) = Vect(c,d) C Vect(a,b)
On a Vect(c,d) C Vect(a,b) et dim(Vect(a,b)) = dim(Vect(c, d)), donc Vect(a,b) = Vect(c,d).
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8.3 Exercice 3

Enoncé :
Soient n € N* — {1}, E = R, [X] et f: E — E définie par

VP € E, f(P) = P(X +1) + P(X — 1) — 2P(X)

1. Vérifier que f est linéaire. Déterminer Im(f),rg(f) et Ker(f).
2. Soit Q € Im(f). Montrer qu’il existe un unique polynéme P € FE tq f(P) = Q et P(0) = P/(0) = 0.

8.4 Exercice 4

Enonceé :
Dans R*, on consideére u = (1,1,0, 1), v = (1,0,0,—1) et w = (1,0,—1,0), F = Vect({u,v,w}) et
G={(x,y,z,t) eR tgx +y— 2+ 2t = 0}.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et donner sa dimension.
2. Déterminer une base de F', de G, de F+ G et FNG.
Corrigé :
1. Pour démontrer que G est un sev de R*, on utilise la démonstration habituelle. Pour donner la
dimension de G, on peut utiliser deux méthodes :
— On introduit le vecteur a = (1,1,—1,2) et alors G = {M € R* tq a.M = 0}. G est alors un
hyperplan de normale a dans R*, donc dim(G) = 3.
— On introduit la forme linéaire f(x,y,2,t) = o +y — z + 2t (f est lindaire de R* — R). On a
Ker(f) =G et Im— f) =R. On applique le théoreme du rang :

dim(R*) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(G) + dim(R) = 4 = dim(G) = +1 = dim(G) = 3

2. — Bp. Ici, u et v ont tous deux leur troisieme coordonnées nulle, donc toutes les C'L de u et de
v aussi. Or la troisitme coordonnée de w est non nulle, donc w ¢ CL(u,v). Donc w n’est pas
coplanaire & u et v. (u,v,w) est une famille libre et comme F' = Vect(u, v, w), (u,v,w) est une
base de F' de dimension 3.

- Be.

ua=14+14+0-2=0 = wuwed
vaa=1404+40-2#0 = v¢G
wa=140+140#0 = w¢dG

on essaie de résoudre b.a = 0 et c.a = 0 car il nous faut deux autres vecteurs pour construire
une base. On trouve des solutions & t +y —2+22=0:b=(1,0,1,0) et ¢ = (2,0,0,—1). On a
(u,b,c) libre car u ¢ Vect(b,c), donc (u,b, c) est une base.

- Brya-
dim(F+G) = dim(F)+dim(G) —dim(FNG)
dim(F+G) = 3+43-7
On a dim(F + G) = 3 ou 4 car la diemnsion minimum est 3 et la maximum est R*. Donc

dim(FNG) =2ou 3. Sidim(FNG) =3, alors F' = G, ce qui est impossible car v € F et w € F.
Donc dim(F + G) = 4, ce qui nous donne F + G = R%.
Bric = {(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)}.

- Brng. dim(F N G) = 2 d’apres précédemment. On a v € F N G. 11 sufit donc de trouver un

!
ST U = au v w
autre vecteur u’ non colinéaire & u tel que v’ € FNG. On a : , + Bty

<
u.a = 0

au.a + fv.a + yw.a = 0. On sait que au.a = 0. Donc,
Bva+yw.a=0 <<= (fv+yw)a=0
= B+7)+0+7+(-28)=0
— f[f=2

Par exemple, v =1 et 8 =2, v/ = 2v + w convient. Donc (u,u’) est une base de Brng.
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8.5 Exerccie 5

FEnoncé :
Soient E un K-ev de dimension 3 et f € {(E) vérifiant f3 = 0et f2 # 0. Soit x € E tel que f?(x) # 0.
Montrer que la famille {z, f(z), f?(x)} est une base de E.

Corrigé :
On suppose
(. 8,7) € K* tg az + B (2) +7/*(x) = 0

On compose par f2 et on a :
af?(x) + B () + 74 (x) =0

Or fA=f30f=0,dou af?=0et comme f2#0, a=0.
On compose la premiére équation par f :

B +7f*=0
d’ou f = 0 comme précédemment. Finalement, on a
72 =0

d’ott v = 0. Donc,
az+ Bf(z) +vf3(2)=0=>a=B=v=0

Donc {z, f(z), f2(z)} est une famille libre de 3 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, donc
c’est une base de E.

8.6 Exercice 6

Enoncé :
Soient E un K-ev de dimension finie et f € £L(E). Montrer que

(Im(f) = Im(f?)) <= (E = Ker(f) ® Im(f))
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9 Espaces vectoriels VI

9.1 Exercice 1
Enoncé :

Déterminer la matrice d’une rotation vectorielle d’angle @ dans la base canonique de R2.
Corrigé :
fo :R2 = R2. Ona: fo(z+A2') = (z+ A2")e? = 2 + N2/ = fy(2) + Afa(2'). Donc fy est linéaire.

M:Mgt(fe) _ ( cosf) —sinf >

7 sind cosd

9.2 Exercice 2

Enoncé :
Soit f € L(R,[X]) définie par f(P) = P’. En ayant vérifié que f est linéaire, écrire la matrice de f
relativement & la base canonique de R,,[X].

Corrigé :
R,[X] = {P € R[X] tq degré(p) < n} est un R-ev de dimension n+1. B = (1, X, X2, X3, ... X"~ 1 X")
0O 1 0 0 ... 0
00 2 0 ... 0
00 0 3 ... 0
M= .
0 0 0 O n—1
0 0 0 O 0
9.3 Exercice 3
Enoncé :
. PP a b d —c
Soit f € L(M3(R)) définie par f : < e d ) — < b a

En ayant vérifié que f est bien linéaire, écrire la matrice de f rélativmeent a la base canonique de

Ms(R).

Corrigé :
a+Axa b+ A _ d+Xd —c—AXc
f(c+)\c’ d+/\d’) —b—X a+ A )
_ d —c ) L d -
o —b -

a
a b a v
- f(c d>+)\f c d’>
Donc f est bien linéaire.

La base canonique B de M2 (R) est B = ((

O =
o o
~__
7 N\
o o
o =
~__
7 N\
_= O
o o
~__
N
o o
=)
~__
~~_
o
]
<Y

0 0 0 1
0 0 —1 0
M=Mat(f)=1| 3 1 ¢ o
1 0 0 0

Remarque : fo f =id, d’ott M? = idy.
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9.4 Exercice 4
Enoncé :

Soient E, F' et G trois K-ev de dimensions respectives p, n et ¢. Soient B = (e;)i<j<p, F = (fi)i<i<n
et G = (gx)1<k<q trois bases respectivement de E, F et G. Soient u € L(E, F) et v € L(F,G). Notons
A = Mat(u) et B = Mat(v). Montrer que Mat(vou) = BA.

B,F F.g B.,G
Corrigé :

Soit x € E, on pose y = u(z) et z = v(y) = (v ou)(z). On introduit les matrices colonnes

X : les coordonnées de x dans B.

Y : les coordonneés de y dans F.

Z : les coordonnées de z dans G.

Matriciellement, les calculs y = u(x) et z = wv(y) sécrivent ¥ = AX et Z = BY. On a donc
Z = B(A(X)) = (AB)(X). Donc ]\gcgzt(v ou) = BA.

9.5 Exercice 5

Enoncé :
Soit A € M, (R) telle que A? + A + id,, = 0. Montrer que A est inversible.

Corrigé :

A2+ Atid, <= —A® - A=id, <= A(—A—id,) =id,
On pose B = (—A —id,,), alors AB = BA = id,,. Donc A est inversible et A~ = —A —id,,

9.6 Exercice 6

0 1
Calculer l'inverse éventuel de A = 1 1
0 2

2 = rTH+y+2z =
3 2y + 3z =

o = O
N = =

r+y+2z =
y+ 2z =

Q o O T Q

Y = —3a+2c

b—a
= —3a+2c
= 2a-—c

|
|

IS IS ]
\
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9.7 Exercice 7

Enoncé :
0o -1 -1
Soit A= —1 0 —1 |.Montrer que A est la matrice d'un projecteur de rang 2.
1 1 2
9.8 Exercice types Partiels
Enoncé :

On considere les ensembles S = {M € M, (R) tq M est symétrique } et A ={M € M, (R) tq M est
anti-symétrique }.

1. Montrer que S et A sont des sev de M,,(K) et donnre leur dimension.

2. Montrer que toute matrice M € M,,(K) s’écrit sous la forme M =S+ A avec S € Set A€ A, et
ce de facon unique.
Corrigé :
1. -~ SE€S < Vi>j,s;; =sj avec S = [s5]. Soit (5,9") € §?,
~ (845 + 8};) = 8ji + 8; donc (S + )" = §* 4 5"
- ASij = )\Sﬂ donc ()\S)t = )\(St)
Donc S est un sev de M, (K).
~ AeA < Vi>ja;; =—aj avec A= [a;;]. Soit (A, A) € A2,
(4 + ) = (“ay) — al;) = —(ay; +af;) done (A -+ A) = —(A! + A"),
- /\ai]‘ = )\(—aij) = —/\aij donc ()\A)t = —)\A.
Donc A est un sev de M,,(K).
dimS = % (c’est le nombre de termes au-dessus de la diagonale + les termes de la diagonale)
dim A = w (c’est le nombre de termes au-dessus de la diagonale)

2. Soit M € M,,(K). On cherche des conditions nécessaires et suffisantes sur A et S pour que
M=A+S OnaM=S+Aet M'=A"+5"=—A+ 5. Donc
M = S+A M+ M M- M?

M= S_A <:>S772 et A= 5

Donc S + A = M, (K). De plus, M € SN A < M'=Met M' =M = M = 0. Or M est
quelconque dans S N A, donc S N A = {0}.

Donc § @ A = M,,(K), ce qui signifie que tout élement de M,,(K) peut s’écrire comme somme
d’une matrice symétrique et d’'une matrice anti-symétrique, et ce de fagon unique.
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10

Suites 1

10.1 Convergence des suites complexes

/
Enoncé :
. Suppons qu’une suite complexe (z,) converge vers une limite | € C. Montrer que la suite (|z,|) des
modules converge en utilisant I’inégalité triangulaire suivante
|zn+1] = [2al] < |2n41 — 2
On considere dans cette question la suite de terme général z,, = %eiFl ' Calculer les huit premiers

termes de cette suite et les placer dans un dessin du plan complexe. Montrer qu’une suite complexe
peut converger sans que la suite de ses arguments ne converge.

R . . . im(lal .
On considére maintenant la suite de terme général z, = "Tﬂe”(zﬁn). Montrer soigneusement

(c’est-a-dire en utilisant des &) que les suites (]z,|) et (Arg(z,)) convergent et déterminer leurs
limites. En déuire que (z,) converge.

4. Plus généralement, (z,) une suite. Montrer que si (|z,|) et (Arg(z,)) convergent, alors (z,) converge.

5. Montrer (soigneusement !) que les deux hypotheses de la question précédente sont bien nécessaires

1.

en considérant les suites z, = ee*"2!" puis t, = i".

. ’
Corrigé :
Rappel : (z,) converge vers | <= Ve >0,IN e NtgVneN,n> N = |z, - 1| <¢
On doit montrer que ||z,|| — ||| si (z,) — I. On majore (||zn] — ||I||) en valeur absolue. Soit € > 0
quelconque fixé. On sait que (z,) -1 < IN e NtgV¥n e N,n > N = ||z, — || < e. Or, d’apres
I'inégalité triangulaire, Vn € N, |||z, || — ||I]|] < |lzn — ]| <e.
Donc Vn € N, |||zl = |lI]]] < e. On a donc (2,)CV = ||z,||CV
2 = ety = %61;23 = %e‘i;zél = %e";z5 = %e‘i;zﬁ = %ei;z7 = %e_i;zg = %ei;. On "voit”

3.

géométriquement que (z,) — 0 (car ||z,|| =
qui ne converge pas.

1 0) mais arg(z,) = (—1)" est une suite périodique

Montrons proprement que ||z,| — 1 et arg(z,) —

|zl -1=(1+1)-1=21 1 <e «— n>1 Soit £ > 0 quelconque fixé, posons N = [1].
Alors Vn > N,onan > (N =[1]) > 1. Donce > 1 donc |z,] -1 <e.
us

— arg(z,) = § + . Soit € > 0 quelconque fixé, on pose N = (ﬂ Vn>N,onaZ < & < a8 < e.

RIS

Donc || arg(z,) — 5l <¢

INE)

On a donc (z,) qui converge vers e'1. Donc, ||z, ||CV A arg(z,)CV = 2,CV

Hypothése : ||z,|| — p et arg(z,) — 6.

Montrons que (z,) converge vers pe’’ = 1. On pose z, = ppe’’" et on suppose p, — p et 6, — 0.

On a ||z, — || = |lpne? — pe?||. On introduit 2/, le projeté de z, sur le cercle de rayon p. Alors
zn = Ul = 1(zn — 22) + (22 = D|| < |lzn — 22 ]| + ||z2. —1]|. On majore chacun de ces termes :
| =1 )+ (2 n n j
on =2l = llone™ — pe®|
= o = pll-lle”||
- 0

Rappel : Par hypothese, p, — p — 0.

o=t = llpet® = pe|
_ pHeien _ ei@
< pllon =0
= 0

Rappel 1 : La corde est plus petite que l'arc.
Rappel 2 : Par hypothese, 0, — 8 — 0.
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On a donc ||z, — I|| est majorée par la somme de z suites qui tendent vers 0, donc ||z, — || — 0

Donc, ||2,]|CV et arg(z,)CV = (z,)CV.

L

5. — Soit ||uy|| = e™e'n
— |lun|| = €™. Soit A > 0 quelconque fixé. e* > A <= n > InA. Posons N = [In A]. Alors
Vn > N,n > [In A]. Donc e™ > A, donc |Ju,|| — oo.
— arg(uy) = e'n. Voir Question 3/.
— t, ="
= ltnll =1
— arg(ty) est une suite périodique de période % prenant 4 valeurs : {0, 5,7
Donc t,, ne converge pas.

n

3T
’ 2

10.2 Théoréme de Césaro

Enoncé :

Dans tout 'exercice, (u,) est une suite réelle.

1. Montrer que si

lim u, =a
n—-+o0o

alors
. UL +ug + ...+ uy
lim =a
n—-+oo n

2. Montrer que si lim (u, —un—1) = a, alors lim (“*) = a.

n—-+o0o n—-+oo

3. Montrer quesiu, > 0et lim (u,)=a,alors lim {/ujus...u, = a. Indication : on pourra passer
n—-+o0o

n——+oo

aux logarithmes et utiliser le fait que 'image d’une suite convergente par une fonction conitue est
une suite convergent dont la limite est 'image de la limite de la suite de départ.

4. Montrer que si u, > 0et lim “* alors lim {/u, =a

n—-4oo “n ’ n—-+oo
5. Etudier la convergence des suites u,, = % + ﬁ 4.+ # et up = Vnd+n2 -1
-
Corrigé :

1. Posons v, = uj +ug+...+uy, et w, = 2=. On doit majorer ||w, —al| sous I'hypothese |u, —al| — 0.

Uy +ug + ...+ un
[wp —al = -a
n
. Uy +us + ...+ u, —na
n
B (ula)+(uza)+...+(una)‘
n

Soit £ > 0,3N € N tq Vn € N, |ju,, — a|| < €. On coupe la somme au rang N :

(ul—a)+(u2—a)+...+(uN—a)+(uN+1—a)+...+(un—a)

hwn —all = \

n n
—a)+ —a)+ ...+ —a —a —

- ‘wl ) + (> —a) (uw >‘+uN+1 I, lu—al
n n n

1) @)

(1) est une constante divisée par n. Donc (1)— 0 quand n — °co. Chacun des n — N termes de (2)
est plus petit que £, donc au total, (2)< e.

Soit N’ tel que (“lfa)Jr';LH“N*a) < e pour n > N’ Alors ¥n > N” avec N = max(N,N'), on a
|lwy, — al] < 2¢. Donc

. . Uy +ug +...+u
lim wu, =a= lim " =aqa
n—-+o0o n—-+00 n
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2. On pose v, = Uy — Uy—1. Par hypothese, v, — a. On applique le théoreme de Césaro a v, :

vy +ve ...+, :1//1—u0—|—u/z—u/1—|—ué—u/§+...+un7/1—un7/2+un—um/l: Uy, — Up
n n n

D’ou

3. On pose v, = In(uy,) et

1 1 o1 coF
wy, = In(Yurug .. uy,) = n(uy) +1In(up) + ... + In(un) _ iUt Tl
n n

On a v, — In(a). D’apres le théoreme de Césaro, w,, — In(a), donc exp(w,) = Yuy ..., — a

4. D’apres la question 2), on a

Uy, exXp
Up —Up_1 — A= — — a4 = —a= Yu, —a
n In Un—-1

On suppose u, > 0 et zjl — a. On pose v, = In(u,). On a

In(uy,) — In(up—1) — In(a) = v, — v,—1 — In(a)

D’apres la question 2), “» — In(a), donc % — In(a) ce qui donne en passant par ’exponentielle :
Vun — a.
5. — un:%—i—ﬁ—k...—i—%:%(1—1—%—1—...4—%).Soitvk:%.vnHOdoncunHO.
— Uy = Y3 +n2—1= v, avecv, =n>+n?>—1. On a
Vpr1  (m+1)P3+m+1)2-1

= 1
Un 34+n2—1 -

Donc d’apres la question 4), u, — 1.
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10.3 Etude matricielle d’une suite
Enoncé :

1. Questoin préliminaire : & quelle condition sur les coefficients a, b, ¢, d la matrice M suivante est-elle
inversible ? Calculer I'inverse M ! de M.
a b

2. On considere dnas le reste de P'exercice la suite (u,) définie par ug = o, u1 = 8, Upt+2 = apy1+bu,
avec (o, 3,a,b) € C*. On pose

Montrer que U, = A" 1U;.
3. On suppose que le polynéme Q4 = X? —aX — b a deux raines distinctes s et t. On pose

Montrer que AS = sS et que AT =T
4. On pose

P

= »

(
(;

D

+ O = o
N—

Calculer P~! et montrer que A = PDP~!.
5. En déduire A"~ 1.

6. Calculer u, en fonction de n,«, (3, s, t.

Corrigé :
1. Supposons que A =ad —bc#0, MX =Y <= X = M"Y avec X = ( il ) et Y = ( gl >
2 2
MX=Y « {th =

cry+dry = iy

— becryg —adrs = cyp — ays
axry + bxo = 0

— T = %(dyl — bya)
2 = R(—cy1 +ay2)

Dong, si ad — be # 0,

2. On remarque que AU, = Uy 41 :

Un,
Un—1
a b au,, + bu,_1
1 0 un

La suite (uy,) est donc une suite géométrique de raison A.
Soit P le prédicat de domaine N* : "U,, = A"~ 1U;”.
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— Base : Uy = idU; = AUy, donc P(1).

— Hérédité : On suppose P(n), montrons P(n + 1) : U,y = AU, = AA"'U; = A"U;. Donc
P(n) = Pn+1)

Donc, Vn € N*,U,, = AU,

. On suppose que Q4 a deux racines distinctes s et t. On a alors la liste des propriétés suivantes :

2

s —as—"> 0
t?—at—b = 0
s—t # 0
s+t = a

st = —b

_( sa+b s _ 9 _ A . .
OnaAS = s et sS = s ) On a donc AS = sS car s = as+b. Méme démonstration
pour AT =T

. Puisque s et ¢ sont distincts, on a

On désire calculer PDP~!. On a

Puis

pppP-! — 1 s2—12 —s*+t%s |
Ts—t\ s—t st —ts N

40



11 Suites I1

11.1 Nature d’une suite
1. Donner un exemple différent de suite réelle pour chacun des adjectifs suivants :

(a) croissante : u, 11 = u, + a avec a > 0 car Vn € N, u, 11 — uy > 0

(b) décroissante : 1,11 = —u, —a avec a > 0 car Vn € N w41 — u, <0
(¢) périodique : u,, =n mod k avec k € N* car w, 1 = u,
(d) ni croissante, ni décroissante : u,, = (—1)" car ug = l,u; = —1,us =1...
(e) bornée : u,, = sin(n) car —1 <sin(n) <1
(f) alternée : u,, = cos(mn)
(g) bornée non convergente : u, est une suite périodique avec au moins deux valeurs différentes
(h) majorée, non minorée : u,, = —n
(i) ni majorée, ni minorée : u, = (—2)"
(j) convergente vers [ : u,, = %L +1
(k) convergente, ni croissante, ni décroissante : %(")
n
(1) rationnelle convergente vers un irrationnel : u,, = > (= ¢)

k=0
irrationnelle convergente vars un rationnel : wu,,1 + ﬁ
majorée par [ et convergente vers [ : u,, = [

majorée par [ et non convergente versl : u, =1 —n

strictement croissante et bornée : u,, = arctan(n)
alternée, ni majorée, ni minorée : u,, = (—n)"

croissante et minorée : wu,, est une suite croissante

n

)
)
)
(p) divergente vers +o0 : u, = e"
)
)
)
)

décroissante non minorée : u, = —e

2. Parmi les suites suivantes, déterminer lesquelles sont majorée, minorées, bornées, croissantes, décroissantes,
convergentes, devergentes :

(a) a, =n?+n : croissante, non majorée, divergente, minorée.

(b) b, = (=1)"(n? + 1) : alternée, divergente.

(c) en=1+ 1_%” : décroissante, minorée et majorée donc bornée, convergente.
(d) d,, = 107"[10™V/2] : croissante, minorée et majorée donc bornée, convergente.
() e, =sin () : périodique, divergente (non-convergente), bornée.
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11.2 Moyenne arithmético-géométrique

Enoncé :

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On va dans cet exercice étudier la convergence des suites
u et v dont les termes sont définis par les récurrences croisées suivantes :

upg = a
’UOZb

Vn €N upp1 = /UnUn

Vn S N Upn+1 = 7’“”-2"_’0"

1. On suppose (dans cette question seulement) que a = 4 et b = 36. Calculer ug, u1, uz, vg, v1, V2.
2. On revient au cas général 0 < a < b. Calculer (v/a — v/b)? et en déduire que u; < v;.

3. Montrer par récurrence que
Y € N* ((up < vp) A (-1 < Up) A (Vn—1 > vp))

4. En déduire que u et v sont convergentes.

5. On pose | = lim(u) et I’ = lim(v). Démontrer que | =1'.

Corrigé :

U0:4 U1:12 U2:4V15
U0=36 U1=20 112216

2. (Va— Vb2 =a+b—2Vab>0cara#b Don “t > Vab < v > uy.
3. Soit P le prédicat de domaine N :

((un, < vp) A (Up—1 < tUp) A (Up—1 > vy))

Base : On a (u; < v1) A (ug < u1) (car a < Vab) Avg > vy (car %2 < b). Donc P(0).
Hérédité : Soit n quelconque fixé, on suppose P(n).

— (VU — J0n)? = Up + Uy — 2/ Uny >0 <= Upy1 < Vpi1
= Upg1 = A UnUp > U2 = Uy (car u, < vy). Dol up—1 < Up.
- 7“”'5”” < 2% (car up, < vy). Dol v,—1 > vy

D’ou P(n) = P(n+1).
Donc, d’apres le principe de récurrence, Vn € N, P(n).
4. On a
a=uy <u <uz <...<Up <Upt1 <Upt1 <V <...<v1<v9=05b

Donc u est une suite croissante majorée par vg = b, donc u converge vers .
Donc v est une suite décroissante minorée par ug = a, donc v converge vers [’.

= R . . I = A
5. Ona| ! B u:ﬁﬁgn . En passant a la limite, on obtient | T
Unyl = o= 5=
Doul=1".
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12 Suites III-1V

12.1 Suites adjacentes

/
Enoncé :
1. Soient u une suite réelle croissante et v une suite réelle décroissante telles que v,, — u,, — 0 lorsque
n — +00. Montrer que u et v sont convergentes et convergent vers la méme limite.

()
un =2 )

k=0

2. Considérons la suite u définie par

Montrer que (u2y,) et (usn+1) sont adjacentes. En déduire que u converge.
. ’
Corrigé :
1. On va montrer que Vn € N,v,, > u,. On suppose par I’absurde que Ing € N tq up, > vp,. Posons

a = Upy, — Uny > 0.

u croissante, donc Vn > ng, uy > Uy, .

v décroissante, donc Vn > ng, vy, < Uny = —Up > Up,-
Donc Vn > ng, uy, — vy > Un, — Up, = a > 0. Donc u,, — v, ne tend par vers O, d’ot contradiction.
Donc Vn € N, v, > u,. On a donc la chaine des inégalités suivantes :

ug <up Sug <L Lovp <L S v S S

u et v sont des suites adjacentes, donc u est majorée par vy et v est minorée par ug, c’est-a-dire
que les suites sont convergentes et convergent vers la méme limite.

2. Soient p,, = ug, et i, = ug,4+1. Montrons que p et i sont deux suites adjacentes :

2n+2 2n
_ (=D* (=D*
- (_1)2n+1 N (_1)2n+2
 (dn+2)!  (4n+4)
-1 1
(4n +2)! i (4n +4)!
< 0
car (4n +2)! < (4n +4)!, donc p est décroissante.
2n+1 k 2n—1 k
, — (=1 (=1
T = kzzo (2F)! ;;o (2F)!
-1 1
 (4n)! T (4n+2)!
> 0

Donc 7 est croissante
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Les suites p et i sont adjacentes donc ug, et ug,1 convergent vers la méme limite. Ces deux suites
sont des suites extraites de u couvrant N, donc u convergent également vers la méme limite.

12.2 Segments emboités

Enoncé :

Soit (I,) une suite de segments de R telle que :
- VvneN I, #0.

— la longueur de I, tend vers 0.

- Vn € N,In+1 cI,.

1.

Montrer que les suites formées par les extrémites hautes et basses des segments convergent, et ce
vers une méme limite | (on pourra utiliser les résultats connus sur les suites adjacentes).

2. En déduire que toute suite u telle que (Vn € N,u,, € I,,) est convergente de limite I.

3. En déduire le théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite réelle bornée, on peut extraire une

suite convergente.
Corrigé :
Posons h,, = sup(l,) et b, = inf(l,). On sait que :
- Vn €N, h, > b, (car I,, #0).
— lim(h, — b,) =0.
- Vne€ Na hn+1 < hn A anrl > bn
Donc h et b sont des suites adjacentes et tendent vers la méme limite [.

. Les segments sont non-vides. On choisit u,, € I,,. Donc Vn € N, b,, < u, < h,. D’apres le Théoreme

des Gendarmes, puisque b et h tendent vers la méme limite, u tend vers cette limite.

. Soit u une suite bornée. On veut extraire de u une sous-suite convergente.

Posons X = {u, tq n € N}. La suite est bornée, donc I(m, M) € R? tqg X C [m, M]. On définit la
suite des intervalles de facon suivante :

M M
Ip=[m,M]; Jp = |m, m ; K= +m7M
2 2
Ilijl St #(kGNtQUkEJl):+OO

On choisit On continue en coupant en deux

I, =Ky, sinon cad #(k € Ntqug € K;) =400
chaque intervalle I et en choisissant I,; comme celui des deux sous-intervalles de Iy qui va
recevoir une infinité de valeurs de u. On définit une extractrice ¢ : N — N strictement croissante
de la maniére suivante :

c(0) = 0
o(n) = IgléII\]l(uk el,Nk>o(n—1))

Cette construction fonctionne car il y a, par définition de I,,, une infinité d’indices k tq uy € I, et
car o(n) > o(n —1) par construction. Par conséquent, o est bien une extractrice. La suite u,(,,) est
donc extraite de u et vérifie Vn € N, u,, € I,,.
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12.3 Suites extraites

Enoncé :

Soit u une suite complexe telle que
— (u2n) converge.

— (u2p41) converge.

— (ugp) converge.

1.
2.

1.

Montrer que la suite u converge.
Proposer un autre exemple du méme phénomene.
. ’
Corrigé :
— La suite (ugn) est a la fois extraite de (uzn) et (usn) car ug, = Ug(sn) = Uz(2n). Donc ug, — [ et
Uugn, — ”’. Donc [ =1".
— La suite (ugn43) est a la fois extraite de (uz,) et (ugny1) car Usni3z = Usent1) = U2(3nt1)+1-
Donc ugp+3 — U’ et ugpts — 1. Donc I =1".
Donc I =1" =1". On a trouvé trois suites extraites dont ’extractrice couvre N qui tendent vers la
méme limite, donc u tend vers cette limite.

12.4 Suites trigonométriques

Enoncé :

Soit a € R tq & ¢ Z.

1.

Exprimer les quantités suivantes en fonction de sin(na) et cos(na) :
— sin((n+ 1))

— cos((n+ 1))

sin(2na)

— cos(2na)

Montrer que I'existence d’une des deux limites suivantes entraine ’esxistence de 'autre :
limsin(na) et lim cos(na)
En déduire que les suites sin(na))nen et (cos(na)),en ne convergent pas.
- 7
Corrigé :
On pose A = cos(a), B = sin(a), ¢, = cos(na) et s, = sin(na). On a donc
— Cpt1 = Ac, — Bsy,
— Sp+ = Bey, + Asy,
— Sopn = 28pC,
2 _ 2

—Cop=c2 — 52 =1-252 =22

-1

— Supposons que ! = lim(c,) existe. On a Bs, = Ac, — ¢pt1. Donc Ac, — Al et ¢,11 — 1 car
‘cny1) est extraite de (c,). Donc Bs,, converge et comme B # 0 car & ¢ Z, on a (s,) CV.

— Supposons que I’ = lim(s,) existe. On a B¢, = $p41 — Asy. Donce s,41 — I/ car (s,41) extraite
de (s,) et As, — Al'. Donc Bc,, converge et comme B # 0 car £ ¢ Z, on a (c,) CV.

Par I’absurde, on suppose que [ et I’ limites de ¢, et s, existent. On passe & la limite et on obtient :

P+i? =1 (1)
I = Al—Bl (2)
I!' = Bl-Al (3)
o=l (4)
I = 2%-1 (5)

D’apres (4), I = 21" = | = 3.
— Sil' #0alors (I = 4 A (5)) n'est pas vérifié.
— Sil’ =0, alors (3) donne 0 = Bl 4+ 0, dot B=0oul=0
~ B =0 impossible car ¢ ¢ Z
— | = 0 impossible car (1) ne serait pas vérifiée.
D’ou contradiction. Donc les suites sin(na)),en et (cos(na)),en ne convergent pas.
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12.5 Equivalents

Enoncé :
1.
tan (i) X sin <7lz) o
2. =
o (1) < (5 )
3.
sin (sin (sin (Sm (i))»
4. m sl
sin (%)
5.

n+ e +e?")
Corrigé :
1. u, ~ +/n car
un _ o, (an(3)) (sin (5))
Vn

—0

B

sin(n)

2. On sait que —1 < sin(n) < 1= % < e8in(") < ¢, Donc & — 0, donc la parenthese tend vers -4,

In(n)
donc u,, ~ =2
n

3. unwi, donc u,, — 0

In(1+ 1)
Up = ——77 - =1
Sin (E) X
Donc u, — 1
5. uy, ~ e, On vérifie :
U n e” n
"= ~ 2™
@)~ gon toam tlo = e
~——
—0 —0
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12.6 Série harmonique

/
_Enonce :
Soit u la suite de terme général u,, = > 1.
i=1
1. Montrer que Vn € N*,Vz € [n,n + 1],
1 1 1
<Z <=
n+l1 - x " n

2. En déduire que Vn € N* — {1},

n+1 n
1 1 1
/ —dr < — < / —dx
n T n n—1%

3. Conclure sur la convergence de la suite u et en donner un équivalent.
. /
Corrigé :

1. f(z) = L est strictement décroissante sur [n,n + 1] C R*, donc Va € [n,n + 1], L < % < %

x n+1

2. On integre cet encadrement sur [n,n + 1], d’ou

1
n+1

<

En réécrivant pour n’ =n —1, on a

< 1
“n—1
Donc 1
/ ldxglg/ ldm
n T n n—1%
3.
hLiss<ly
7!
f%fgégfg n+1 n
Sroiop /2 fgun—lg/l f = (c@) 1)+l 1) < up < 1+ In(n)
<,

D’apres le Théoreme des Gendarmes, u,, — —+00.
Pour montrer que u,, ~ In(n), on divise par In(n) :

L) 1
mn) Ty !
On a
In(n+1) In(n(1+2)) In(n)+In(1+41) - M o
In(n) In(n) B In(n) B In(n)
T
° 1—-1n(2) 0
Tty

Donc

1-In(2) In(n+1)
In(n) + In(n)

Donc u,, ~ In(n)
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12.7 Développements limités

Enoncé :
1. Déterminer le DL en +oo a 'ordre 5 de
In(ch(;))
cos(%)

2. Déterminer le DL en +oco a 'ordre 4 de
€/n3 +n — €/n3 —-n

3. Déterminer le DL en 4+o0o & ’ordre 4242 de

Corrigé :
1. Soitx:%.
B 2?2t 2?2 ot
S :1—7 —_— 5 :1 - — = Py >
cos(x) 2+24+o(x) + u avec u 24—244—0@)
1 1

=1—-u+u?—u®4+u* —u® +o(u’)

cos(x) T 1tu

On a u? = %4 +o(x®) et u? = u* = u® = o(2®) Donc
1 z? 5t 5
cos(z) +?+ﬂ+o(m’)
- 2 4 2 4
ch(x):1+%+%+o(z5):l+vavecv:%+;—4+o(x5)
B 2,3 .4 5
1n(1+v)—v—%+%—%+%+0(v5)
Ona—4 = 4 (5) 4 oa?) et % = 2 = 2 = o(a%) Donc
2 4 4 2 4
1n(ch(:c)) = (J; + ;) — % + o(x5) — % — % + 0($5)
Donc
x? 5t 2 2t
— 1 i o 5 oo 5
f(x) [+2+24+0(w)][2 12+(m)
z? 11\ 5
= 2+(—12+4>$ -‘rO(.’L‘)
2 4
NS
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f(n):€/n3+n—$/n3—nzw<€/l+732—

1
On pose z =

3. Soit x =+

n

4. Soit z = 1, on a f(z) = sin®(z) x [(cos(ac)y3 — 1] = sin®(z) x exp(z?In(cos(x)))

(1+a2)5 = 1—1—%352—1—% (;—1) %+o(x4)
(1—m2)% zl—éxz—l—% X %4+o(:r4)

L 2 13 1\% 2
—(1—x2)3=?+o(x4)<:> (1—}-712) _(1_n2> =32
fln) = % +o <7113>

sin(z) = x + o(x?)
sin?(m) = (z4+o@?))(z+o(x?) = 22+o(z?)
sin®(z) = (27 +o(@®)(z+0o(a?) = 2°+o(z?)
sin*?*(z) = 2P o(74242)
sin” (z) = ™ +o(z™ )

2 4

6

8

2 4 6

cos(x):1—%—1—%—%—}—%—}—o(mg):l—l—uavecu:—%—1—%—%
T VL S 7 B TN VA TLA 1
In(1 —_—— — — — 8
n(l4+u)=u 2+3 4+5 6+7 8+o(u)
On a
4 6
2 T x 1 1 g g
u = 4—24+<(4')2+6'>$ +0(ZZ?)
6 8
3 _ ¥ 3 8
W= g Tt
4 o 8
ur = 1—6+o(x)
u5:u6:u7:u8:o(z8)
Donc
2 4 6 2 4 6 2
Y G S O R Wl N W
z"In(l+u) "\"2 T 2 \1 u) "3
4

(Lo (oL
24~ 8)° 720 48
356
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12.8 Calcul de limites en 400

Enoncé :
1.
(+3)
14—
n
2. )
(1+mn)n»
3. .
1 h(n)
(1 * ch<n>>
4. )
(In(1+e "))n
5.

fn(2))”

Corrigé :

(03) -enfomfee ) <o oo () -

2. Deux possibilités :

- U, = ¥Yn+ 1. Comme Z—ﬁ — 1, alors d’apres le théoreme de Césaro, u, — 1.

oo (Lt ) <o (2 (o (12))) <o (224 Lo (1)) <0

(1 " ch@) = (ah?n) 8 (1 * din))) - <sh1n> (ehin) * %&m» -

(In(1+e™")]

3=
Il
@
»
T
[
=3
=
£
—
+
m\
-
N
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12.9 Equation différentielle et développement limité

Enoncé :
f(0) =0
[ =1

Soit f la solution sur R telle que a I’équation différentielle

y' + 2sin(zy’) + 2%y —1=0

1. Exprimer le DL de f au voisinage de 0 a l'ordre 5.

2. Trouver une équation différentielle simple vérifiée par la fonction tangente, et en déduire le DL de
la fonction tangente a ’ordre 7 en 0.

Corrigé :

1. y peut s’écrire
y = A+ Bx + Cx® + Dz® + Ex* + F2® 4 o(2°)

Comme y(0) =0 et 3'(0) = 1, on en déduit que A =0 et B = 1. Donc
y =z + Ca® + Da® + Ex* + Fa® + o(a2®)
On en déduit
y =1+20z + 3Dx? + 4FEx® + 5Fz* 4 o(2?)

et
y" =2C + 5Dz + 12E2% + 20F 2% + o(2?)
On a 22y = 2 + o(2?) et on pose zy' = u = x + 2Cz? + 3Dx3 + o(2) On obtient
u? 3 2 3_ 13 3
sin(zy’) = sin(u) = u — 5 +o(u’) = x +2Cx* 4+ 3Dx° — 6% + o(z?)

Comme y est solution de I’équation différentielle, on a
1
(20 — 1) + (6D + 2)z + (12E 4 4C)z* + (20F + 6D — 3+ Dad +o(z®) =0

et par unicité du DL, on a

2C -1 =0 c = 31
6D + 2 =0 _ )] D = f%
12E +4C = 0 E = -1
20F+6D+2% = 0 F = L
Donc
2 3 :L’4 xS 5
Y=+ -5 + = +o(@”)
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y/ =1+ y2
2. On pose y =tan,on a | y(0) =0 . On a donc :
y'(0) =1

y=a0(z); y?=a’+o0(@®); ¢y =1+y’=1+2"+o0(a?)

En intégrant, on obtient y = K + x + “”3—3 + o(23) avec K = tan(0) = 0, donc

3 4

T 2x
y=c+ 5 tole®) =+ B toa'); ¥ =14y’ =1+2"+ 5 +o(a!)

En intégrant den nouveau, on obtient :
x> 220 2z% 1725

— 5. _ 2 224 428 . _ 2
y—x+§+1—5+0($)7 Y=o+ 5 +2 4+ 4o0ab); y=1+z 5t

+ o(z%)

On intégere une derniere fois pour obtenir

12.10 Suite récurrente

Dans cet exercice, on notera | x| la partie entiére du réel x (c’est le plus grand élément de Z plus petit

que x).
Le but de cet exercice est d’étudier la suite réelle u de terme général

un) =2 xu QgJ) +g(n)

ol g est une application croissante positive de N — R et ot u(0) = 1.
Soit v la suite définie par Vn € N, v(n) = u(3").
1. Montrer que la suite u est croissante.
2. Encadrer le plus précisément possible u(n) par deux termes de la suite v.

3. Cas ou g est une fonction constante de valeur 0.

(a) Exprimer v'n) en fonction de n.
(b) En déduire un encadrement de u(n) en fonction de n.

(c¢) En déduire le comportement de u(n)

Meéme question avec g qui est une fonction constante de valeur a # 0.
Meéme question avec g qui est la fonction identité.

Méme question avec g qui est la fonction définie par Vn € N, g(n) = log,(n) ou a > 1.

NS G

Méme question avec g qui est la fonction définie par Vn € N, g(n) = nlog,(n) ot a > 1.
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13 Fonctions I-11

13.1 Exercice 1
Enoncé :

Soient a € RU {+o0}, f et g deux fonctions définies sur R & valeurs réelles. On note e/ 'application
z +— e/ ®) et In(f) Papplication z — In(f(z)).

1. Montrer que
f~g+ ef ~e9
a a

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f et g pour que ef ~ e9.
a

3. On suppose f et g strictement positives. Montrer que :
f~g=#In(f) ~In(g)
a a

4. On suppose toujours f et g strictement positives. On suppose de plus que g admet en a une limite
[ dans (R} — {1}) U {+oc}. Montrer qu’alors In(f) ~ In(g). On distinguera la cas [ = +oo du cas
a

le R} —{1}.
Corrigé :
1. ;
frg=f=g+e(@)=ef =et@ = 9@ o Z—g =@ £
a
Par exemple, prenons a = +o0, ¢(z) =1, f(z) ==z, g(z) =2+ 1,ona fgzg =;H=>S= 141

2. On suppose f ~ get f—g — 0 quand £ — 4o0o0. Donc f(z) = g(z) + e(x) avec 5(93) — 0 et
e(z) € o(g(x)).

e
ef:eg+szege€=>—q=e€—>1:>ef~eg
e- a

Réciproquement, si f ~ g et ef ~ €9, posons e(x) = f(z) — g(x).
a a

Z—Z:eeée(x)ao
3. Prenons f(z) = 1, g(z) = 2 +1, a = 400, donc 1+1m(f) 1+1m( g) = 1. On aln(f) = 0 et
In(g) =In(2+1)=1+40(1)=1In ()7:1()
4.f>07g>07f:getliam(): (9)=1lavecl >0etl#1. Ona f(z)=g(x)(1+e(z)) quand

r — Q.

In(f) =In(g) + In(1 + &(z)) = Eg)) 14 e(x) 1—;(2()6(96)) — hl(l)—’O(l)l —
Donc ()
n(g) L7 )5 )
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13.2 Exercice 2
Enoncé :

cos(z) + xsin(z) + 1 = 0 admet au moins une solution = € R.
. ’
Corrigé :
f(z) = 2%cos(z) + zsin(z) + 1 = 0. On a f(0) = let f(nr) = —m2+ 1~ —10+ 1 ~ —9 Comme
f est continue, il existe au moins un point entre 0 et 7 ou f s’annule d’apres le théoréme des valeurs
intermédaires.

Montrer que I’équation z2

13.3 Exercice 3

Enonceé :
Soit f € RR continue sur [a, b] telle que f([a,b]) C [a,b]. Montrer qu'il existe a € [a,b] tq f(a) = a.

Corrigé :

On applique le théoréme des valeurs intermédiares a g(z) = f(z) — .

g(a) = f(a) —a = 0 car f(a) € [a, )]
g(b) = f(b) — b[§ 2)] car f(b) € [a,b] donc Ja € [a,b] tqg g(a) =0 = f(a) =
g continue sur |a,

13.4 Exercice 4

Enoncé :
Soient f et g deux fonction réelles définies et continues sur [a, b] telles que g(a) = f(b) et g(b) = f(a).
Montrer qu'il existe ¢ € [a,b] tq g(c) = f(c).
Corrigé :

On pose h = f — g. h est continue sur [a,b]. On a

h(a) = f(a) = g(a) = f(a) = f(b)
h(b) = f(b) — g(b) = f(b) - f(a) = —h(a)

La fonction h change de signe sur [a, b]. Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,

S € [a,8] tq h(e) = 0 = f(c) = g(c)

13.5 Exercice 5 - Théoreme de Rolle généralisé

Enoncé :
Soient a un réel et f : [a, +oo[— R, f continue, dérivable sur ]a, +oc[. On suppose que :

lim _f(x) = f(a)

r— 400

Montrer que :
Je €la, +oof, f'(c) =0

Corrigé :
On apllique un changement de varible bijectif : tan. Quitte a changer z en z—a et f(z) en f(z)— f(a),
on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0. On pose g(z) = f(tan(z)) pour z € [0, %[, on a g(0) = 0 et

lim (g(x)) = lir+n (f(x)) = 0. Donc g est désormais continue sur [0, Z]. D’autre part, g est dérivable
TG — 400
sur }O, 5 [ comme composé de fonctions dérivables. Donc, d’apres le théoreme de Rolle,

™

376}0,2

{tqu)ZO
Or

Vi € }o, g [,g'(x) = (1 + tan2(2))(f'(tan(7))) = 0 = f'(tan(7)) = 0 = f'(c) = 0 avec ¢ = tan(y)
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13.6 Exercice 6
Enoncé :

Soient a et b deux réels, f continue de [a,b] dans R et ¢ € [a,b]. On suppose que f est dérivable sur
la,b[\{zo}. Montrer que :
(A e R tq hm f'(z) = A) = (f'(x0) existe et f'(z0) = A)
Corrigé :
Soit x €]a, zg[. On applique 'E.A.F. & f sur [z, o] :
— f est continue sur [z, zg] car continue sur [a, b].
— f est dérivable sur |z, gl

Donc e €]z, xo[ tg f'(c) = w Quand ¢ — x5, c— xy car z < ¢ < Zop

donc f'(¢) — lim (f'(z)) = A. D’ou lim (%{W) = A, donc f est dérivable a gauche de z( et
T—Tg

T—xQ T
f'(zg) = A. De méme, on a f'(zf) = A.
Donc f/(zg) existe et vaut A.

13.7 Exercice 7

Enoncé :
Démontrer les inégalités suivantes :
1.
2
Vo> 0,In(l+z) >z — 5
2.
23
vz €]0, 27, sin(x) > © — 5
3.

S 1 2p 1 2n+-2 S 1 P..2p 1 2n+2
Va € [, ] Vn € N, <Z2 )Pz ) 7(271_’_2)!% 2 < cos(z) < (Z (2p)!(_1) T >+(2n+2)!$ +

p= p=0

Corrigé :

Formule de Taylor-Lagrange :

ordre 0 i f(b) = f(a) + (b—a)f'(c)

3 3 / (b 7 a)z "
ordre 1 : f(b)= f(a)+ (b—a)f'(a)+ ) 1" (¢) avec ¢ €a, b]
o b— n b— n+1
ordren : f(b) = f(a)+ (b—a)f' @) +... + % F™(a) + ((nf:)l)!f(”“)(c)
1.Ona f: R — R . On applique Taylor-Lagrange & lordre 2 pour f sur [0,x] et on
x +— In(l+z)
obtient :
z? x3
fx = f(0)+zf'(0) + ?f”(O) + gf”’(c) avec ¢ €0, 7]
Or,
“w(te)  f@)= )= )=
f(z) =In “ vz = T ltop RNGESE
Donc,
2 3
In(1+4x) — [x - 962} = % <(1+20)3> avec x> 0etce€]0,z]
—_——
>0
d’out

2

Vx>0,ln(1—|—:£)>a:—%
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2. On a f(x) = sin(x). Soit = €]0, 27] fixé, on applique Taylor-Lagrange & l’ordre 3 pour f sur |0, z]
et on obtient :

3 24
sin(x) — [x - } = sin®(¢) avec ¢ €]0, x|

et comme sin® (z) = sin(z), on a

sin(z) — [w—m] Z—Tsm(c)

et si x <, on a bien % sin(c) > 0.
Mais si « > 7, on ne peut pas conclure a 'aide de la formule de Taylor-Lagrange. On utilise donc
une méthode plus puissante : la formule de Taylor avec reste intégral :

sin(z) — [x - ggj} = /01‘ % sin™® (¢)dt

On calcule l'intégrale par IPP et on trouve un reste positif, ce qui prouve bien que
23

vz €]0, 2], sin(x) > « — -

3. f(z) = cos(x). On applique Taylor-Lagrange & l'ordre 2n + 1 sur [0, ] :

cos®2)(¢)

n 2k 222
= avec c €]0, z]

cos() — [Z(_l)k(%)! ~ @n+t2)!

k=0

Mais cos(®**2)(¢) = cos(c) ou — cos(c), donc —1 < cos"+2)(z) < 1, donc

n .Z‘Qk x2n+2 .%‘2"+2
_ —1)* —
cos(z) [Z( Vo] € [ 2n+2)I’ (2n+2)!}
, en d’autres termes, on obtient

Vx € { ) } Vn € N (Z T px2p> _mﬂmz < cos(x) < (Z (2p)!(_1)Px2p>+(2n_'_2)!m2n+2

p= p=0

13.8 Exercice 8
Enoncé :

Soit f une fonction & valeurs réelles, continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] telle que f(a) = f(b) =0 et
f'(a) = 0. Montrer qu’il existe un réel ¢ dans ]a, b[ tel que f'(c) = W Interpréter graphiquement
ce résultat. .,

Corrigé :

La corde (AC) est la tangente au graphe en c¢. On pose A(a, f(a)), B(b, f(b)) et M(xm, f(zm)).

L’équation de la corde (AM) est
Yy — f(zm) — f(a)

X —
pram— a)
dont la pente est donnée par la fonction auxiliaire
flx)— f(a
o) 1) = 1@
T —a

g(b) =0 : -
On a g9(a) = illf}z(g(l’)) — f'(a) =0 De plus, g est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, donc g

vérifie les hypotheéses du théoreme de Rolle, donc Je €]a, b[ tq ¢'(¢) = 0. Or,

F@ 1@ e g =0s I@ IO _ [ - {0

r—a T—a cfa_(cfa)Q:f/(C)_

g (z) =

c—a
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13.9 Exercice 9

Enoncé :
A Taide de la formule des accroissements finis, calculer :
1.
lim 22 (ex 1 —ex 1
z—+o00 P T P z+1
2.

(e (1) e (1))

Corrigé :

1. f(z) =22(g(z) — g(z 4+ 1)) en posant g(z) =exp (1). On a ¢'(z) = — L exp (1)
Pour z > 0, ¢ est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, x + 1] donc d’apres le TAF,

de €,z + 1 tg g(z +1) — g(z) = (x + 1 —2)g'(c)
Donc

exp (3)
2

f(x) =2%(g(x) — gz + 1)) = 22 x —¢/(c) = 2* ( > avec c€lz,r+1]

C

Onax+~ cet%—>0quandc—>—|—oo,d0ncona
o0

lim (f(z)) =1

r——+00

2. f(z) = h(z+1)—h(z) en posant h(z) = zexp (1). Ona h/(z) = exp (1) (1+ 2). Comme h répond
aux hypotheses du TAF, 3¢ €]z, z + 1] tq h(z + 1) — h(z) = h'(c). Ce qui nous donne

== () 1)

Onax+~ cet%—>0quandc—>+oo,doncona
oo

lim (f(2)) =1

r——+0o0
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13.10 Exercice 10

Enoncé :
Calculer les limites suivantes :
1.
. (1 1 )
im(|—— ———
=0\ 2?2  sin’®(x)
2.
lim (cos(x) - ;l )
z—0 \  z2 sin“(x)
3. )
(o (5))
lim (cos| —
r——+00 x
4.

L (m (i - (1ix)>)

Corrigé :
1. On calcule un DA de ﬁ :
z3 zt
sin(z) = x — 5 + o(z®) donc sin?(z) = 2% — 3 + o(z?)
D’ou
1 1 1 1 22 )
2 = P =— p. = avec u= — + o(z~)
sin®(z) a2 — T to(xt) 2% \1- % 4 o(a?) 1—
On a
1 9 1 1 x? 9
m:l—&—u—l—u +...4+u"+o(u") donc sin2(x):x2(1+3+o(x)
Au final,
1 1 2 5 1 3 ) 1
0= g5 (e (10 ree) ) = gz [t (e o) | = g o)
et donc ]
lim(f(z)) = -3
2. Dans la question précédente, on a vu que @ = x% (1 + % + o(x2)>.
2 1 2
cos(z) =1— % + o(z?) donc co;gx) == (1 — % + O(;v2)>

Au final, on a

et donc

) =exp (221 (cos (1) ) ) =exp ( inteostn))) v

y — 0 quand z — 0, donc

o8



donc
In(cos(y)) = In (1 - =+ o(yz)) =In(l+u)=u avec u=—
Au final, on a

et donc

.Soity:%,ona

On a
1
- 1 2 2
Ty y+y°+o(y)
donc )
i () =+ o) =t ) avee  w= gt ol
On a
= o) — gyt L o) = g+ L o(y?
In(l+u) =u—Z +o(u’) = —y+y =5 +o(y) = —y+ 5 +o(y)
Donc
1 \* 1 y? 2v) ) _ Y
(1) <t o)) ol
Donc
1/1 Y
10 = (5 gen(how))
_ @(1—<1+§+o(y))>
= o (Fgrew)
1
= —2—e+0(y)
Donc 1
1 =—
Jim (f2)) =~
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13.11 Exercice 11 - Regle de ’Hospital
Enoncé :

Soient f et g deux fonctions a valeurs réelles, définies, continues et dérivables sur un intervalle 1. On
suppose que g’ ne s’annule pas sur 1.

. b)—f(a '(c
1. Montrer que : Vb € I,3c €]a, b (ou ]b,a[ si b < a) tel que % = 5'8'
2. En déduire que si 'application ;—: a une limite [ au point a, alors % admet également [
comme limite au point a.

w

. Application : calculer
T _ g%

b sin(x)
Corrigé :

1. On pose Ay = f(b) — f(a) et Ay = g(b) — g(a).
On étudie sur [a, ] la fonction h(z) = Agyf(xz) — Arg(z). On a

BB) — h(a) = An = Ay(f(B) — F(a)) — Dy(g(B) — g(a) = AgAs — AgAy = h(a) = h(D)
On a h continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ doonc d’apres le théoréme de Rolle, 3¢ €la, b] tq Ay =

h'(¢) = 0. Or,
() - fa) _ f'(e)
(b) — g( (e

a)
2. On fait tendre b vers a. Alors ¢ — a puisque a < ¢ < b, donc I (a)

MQz%f@—Amwzﬁ

Q
~

—

—

f:gf 77(a7 qui existe par hypothese.

i (=) = (5)

Attention : cette égalité n’est vraie que si la deuxiéme limite existe.
3. Ona

Q
~

Donc

(z™ —7%) = 7z™ ' — (In(7))7® et (sin(z))" = cos(x)

On cherche donc

(™t — (In(m)7® _ wrmt — (In(m))rT 7" (In(m) —
;%( cos(z) ) cos() Srm D
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14 Fonctions III

14.1 Exercice 1

Enoncé :
1. Déterminer le DL a l'ordre 2en O de f: 2z — /1 4+ v1+ X.

2. Déterminer le DL & l'ordre 3 en 0 de g :  — sin(vx2 + 372).

Corrigé :
1.
r a8
\/1+x:1+§—§—|—0(x2)
donc
r a8 5
1+\/1+x:2+§—§+0(x)
d’ou
2 2
F@) = 24 2 =2 o) = V1 + 5~ 2 e
On pose u = § — % +o(2?), on a u? = ’1”% + o(x?), donc
1(z 2? 1 (2?2 9
d’ott )
ST
Va4 - 2T o(a?
fx) = ATV ()
2.0na
22
V32422 =71V3 1+3—7T\f( —&—7-1-0( ))
Donc

2

sin(mv/3) (1 + 53 tol )) = sin (m/§+ 25;7 + 0(332))

et comme sin(A + u) = cos Asinu + sin A cos u,

g(x) = cos(mV/3)sin ( > + sin(mv/3) x 1+ o(z?)

V37

: cos(mv/3)z? 3

= 3) L STV )
sin(mV3) + — 2 + ofa’)
14.2 Exercice 2
Enoncé :
Donner un équivalent simple, au voisinage de 0, de f : 2 — % — (sin(z))*™®).

Corrigé :
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14.3 Exercice 3
Enoncé :

. Montrer que f : 2z — x + In(1 4+ x) admet, au voisinage de 0, une fonction réciproque.

—_

2. Former le DL & I'ordre 3, au voisinage de 0, de f~1.
Corrigé :

. Soit I = Dy =]—1,+00[. f est strictement croissante et continue sur I, elle admet donc une bijection
réciproque g : R — I tqVx € I,g(f(x)) =z et Yy € R, f(g(y)) = v.

—_

2. Montrons que g : R — I est C? :

Théoréme : Si f € C™ pour n > 1 sur I, bijective et Va € I, f/(z) # 0, alors la bijection réciproque
g: fI) — I est C" sur f(I).

Preuve : ¥y € f(I),9'(y) = pizy si @ = g(y) € 1. f est C* sur I donc f' est C*~" sur 1. Comme
f'#0sur I, ¢’ existe et est C"~! sur f(I), ce qui implique que g est = matcalC™ sur f(I).

Ici, f est CT°° sur I, donc g est Ct*° sur R, notamment au voisinage de 0, donc g admet un DL &
I'ordre 3 en 0. Donc
9(y) = a+by +cy® +dy® + o(y°)

D’apres la Formule de Taylor en 0 par g,

2
Yy Yy

9(y) = 9(0) +y9'(0) + 5¢"(0) + 59" (0) + o(t)

et L1 g (o)
= 0 = 0 b = / 0 = = - — d —
On a ) 5
fl@) =205+ +o(a®) =y
2 3

Donc

y? =42 — 223 +o(x®) et y® =82% 4 o(2?)
Donc

gly) = =z

= a+by+cy®+dy® + o(y?)
2 a3
=0 (2:0 -5t 3> + c(4x? — 20%) + 8dx® + o(2?)

b
2bx + (46—2> 2+ <§—2c+8d> x>

Par unicité du DL, on obtient

2b =1 b = 3
4e— % =0 =< ¢ = 1
b_2c=8 = 0 d = —15
Donc
1 vy v 3
f (y)—g(y)—§+ﬁ—@+0(y)
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14.4 Exercice 4
Enoncé :

Soit f une fonction continue de R — R, deux fois dérivable, telle que f et f” soient bornées sur R.
On pose My = Sup|f(z)| et My = Sup|f”(x)|.
zeR z€R

1. Montrer, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange sur [z, z 4 2a] que pour tout a > 0 et pour tout
z e€R,
My
|f'(2)] < e aMy

2. (a) En déduire que f’ est bornée sur R.
(b) Soit M(1) = Sup|f’(x)|. Montrer que
z€R

M3? < 4MoM,

Corrigé :
1. On applique Taylor-Lagrange & l'ordre 1 sur [z, 2 4 2a] et on obtient :
f(z +2a) = f(x) 4+ 2af'(z) + 2a*f"(c) avec ¢ € [x,x + 2d]

Donc )
oy~ L) 1)
d’ou
ran < [R5 H2) e
< %-FCLMz
a

2. (a) Quand a fixé, on obtient Vz € R, | f/(2)| < 2o 4+ aM,. Donc f'(z) est bornée.
(b) Ona My < Mo 4 aM, <= My —ab; +a*M3 > 0. Ceci est un polynoéme du secong degré
en x dont le discriminant est négatif. Donc

A= M —4MyMs < 0= M} < 4MyM,

14.5 Exercice 5
Enoncé :

Etudier la suite définie par
ug = %
Up+1 = 1 — cos(uy,)

Corrigé :
Définition : Soit s un point fixe d’une fonction f continue dérivable au voisinage de s.
— si |f'(s)| > 1, on dit que s est un point fixe répulsif.
— st [f'(s)| < 1, on dit que s est un point fixe attractif.
si |f'(s)] =1, on dit que s est un point fixe neutre.
Définition : On dit que f est k-lipchitzienne sur I quand V(z,y) € I?,|f(x) — f(y)| < klz — |

Intuition : La fonction f ne dilate pas les distances d’un rapport plus grand que k

Définition : Si f est dérivable sur [a,b], |f(b) — f(a)] < [b—alf'(c).
Si f est a variation bornée sur [a, b] (¢’est-a-dire M = Sup|f’| existe), alors | f(b) — f(a)| < [b— a|M.
[a,0]
On pose f(x) = 1 —cos(x). f : R — R continue. De plus, 0 est un point fixe car f(0) = 0. On a

f'(0) = 0, donc 0 est un point fixe attractif.

T T

Sur I = {_Z’Z} | f (@)] < sin (%) = % <1

Donc f converge vers 0.
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14.6 Exercice 6
Enoncé :

{ U()ZO
i = o~ 1|

Corrigé :

Soit f(x) = |22 — §| et soit g(z) =2* — 1. On a ¢/(z) = 2
Si I’ est solution de z? — 1 = x, alors I' = 1"'2—‘/5 ~1,2
Si [ est solution de —z2 + i =z, alors | = 0, 21
Ona f/(I'=1++v2>1et f/(I) =+v2—1< 1 dapres la dérivée de g. Il y a alors plusieurs possibilités
concernant [’ :

— Siwug =1, alors Vn € Nyu,, =1, donc (u,) est une suite constante égale a I’.

— Siug > 1, on applique le TAF sur [u,,!’] :

Etudier la suite définie par

Vn € Nf(uy) — f(I') = (up = U')f'(c)  avec ¢ EJuy,l'|

Donc f’(c) = 14++/2 > 2. Par récurrence, u,, —1’ > 2" (ug—1) et comme ug—1' > 0, Uy 11—, — +00.
Donc u,, diverge vers +oc.
— Siug <!, on montre qu’il existe un bassin d’attraction autour de . Soit I = [O, %}, on a f(0) = i
et f(3) = 0. Donc f est strictement décroissante sur I, d’ou f(I) = [O, ;] C I. Donc f est stable
sur I. Vo € I, f'(x) = —2x, donc |f'(z)| < 1. Donc f est contractante au voisinage de j. Donc des

que l'un des termes de la suite est dans I, la suite converge vers .

14.7 Exercice 7

Enoncé :
Etudier la suite définie par
() 7é -5
Un1 =

dans les cas suivants :
1. U():letUo:*Z
2. ug # 1,ug # —2 et ¥n € N, u,, # —5. On pourra étudier

Up — 1
v, =
T w2
-
Corrigé :
1. Soit f(z) = 4;"++52
—ug=1,u = %, ... 1 est un point fixe de f, donc (u) est constante.
—Uug=—2,u = —g = —2,... -2 est un point fixe de f, donc (u) est constante.
2. on a tugt2
Lol 8u-3 w1 1
et b2 19" 6u, +12 2u,+4 2"

(vn) est une suite géométrique de raison %7 donc v, — 0. On exprime u,, en fonction de v, et on a

Up +2—3 3 d 9 3
Imp=——————=1-——— onc Up = —2 —

On a v, — 0 donc u,, — 1.
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15 Arithmétique I-I1

15.1 Exercice 1
Enoncé :

Déterminer le reste de la division euclidienne par 7 du nombre a = 247349,
. ’
Corrigé :
Définition : Soit n € Z*, on dit que (a,b) € Z? sont congrus modulo n ssi n|a — b. On note a = b[n).
Remarque : = est une relation d(équivalence compatible avec + et x, ¢’est-a-dire

Lz

247=35*72 donc 247 = 2[7] = 247349 = 2349[7]. On remarque que

b+t =a+d[n]
bb' = aad'[n]

2=2(7] 4=4[11 8=1[1]

On fait la division euclidienne de 349 par 3 : 349=3*116+1, d’on 2349 = 23*116+1 — (23)116 x 2 donc
a =239 %2 =116 %2 = 2[7]. Donc

a = 2[7]
15.2 Exercice 2
Enoncé :
Montrer que, pour tout nombre premier p > 5, 24 divise p? — 1.
Corrigé :

Soit n = p? — 1. On sait que 24 = 23 %3 = 8 3 et 3A 8 = 1. Donc pour montrer que 24|n, il faut et il
suffit de montrer que 3|n et 8|n.
Onap’—1=@p+1)(p-1)
— p > 3, donc p impair, donc (p — 1) et (p + 1) pairs, donc 4|p? — 1. On a donc p — 1 = 2k et
p+1=2(k+1). Sik est pair, (p — 1) est un multiple de 4. Si k impair, (p + 1) est un multiple de
4. Dans tous les cas, 8|p* — 1
— Parmi p — 1,p,p + 1, il y a forcément un multiple de 3. Ca ne peut étre p car p > 5, donc 3|p — 1
ou 3|p + 1 donc 3|p? — 1
On a 3|p? — 1 et 8|p? — 1, donc 24[p* — 1

15.3 Exercice 3

Enoncé :
Résoudre dans Z? : 322 4+ zy — 11 = 0. )
Corrigé :
(E) 322+xy—11=0 <= z(3z+y) = 11. 11 est premier, donc ses diviseurs sont : {—11,—1,1,11}.
— Six = —11, alors 3x +y = —1, donc y = 32.
- Six = -1, alors 3z +y = —11, donc y = —8.
— Six =1, alors 3x +y = 11, donc y = 8.
— Siz =11, alors 3z + y = 1, donc y = —32.

Donc S ={(~11,32),(~1,-8),(1,8), (11, —32)}

15.4 Exercice 4
Enoncé :

Montrer que pour tout n € N :
11|267’L+3 +32n+1

Corrigé :
On a 26 = 64 = 9[11] = 32[11], donc 25" = 327[11]. De plus, 2% = —3[11] Donc Z%"+3 = —32"+1[11] =
26n+3 4 32n+1 = ([11]. Donc 11|267+3 4 327+,
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15.5 Exercice 5
Soit (a,b) € Z? tel que 7 divise a? + b%. Montrer que 7 divise a et 7 divise b.
Corrigé :
On fait le tableau de la fonction (z,y) — (22 +y?) mod 7 :

NN Ol Uy )
PO TT WO O TN |
o S BN )

o w | w

o W N

— Ot | ot

(S I N

O UL W N~ Oile

En remplissant le tableau, on trouve 0 uniquement pour a = 0[7] et b = 0[7]
Pour a # 0[7], a® € {1,2,4}. Donc a? + b* = 0[7] = b2 € {6,5,3} ce qui est impossible car b* € {1,2,4}.
Donc
7|a? + b = (7]a) A (7]b)

15.6 Exercice 6

Enoncé :

Soit n € N* et S, = > k3.
k=1

1. Calculer le PGCD de S, et Sp+1.
2. Montrer que pour tout n € N* :

PGCD(PGCD(S’M Sn+1)a Sn+2) =1

Corrigé :
2 2
Soit d = S,, A Spr1. On sait que S, = %
2
1. — Si n impair, a = @ € N= S, =an? et S,11 = a(n + 2)%. Puisque n et n + 2 sont deux
nombres impairs consécutifs, ils sont premiers entre eux. Donc d = a.

— Si n pair, b:%z eENetd = % EN=S,=bn+1)2et S,11 ="V (n+1)2 Ici, n = 2p donc

2
b= "72 =pletdh = @ = (p+1)2. b et b sont les carrés de deux entiers consécutifs, ils sont
donc premiers entre eux. Donc d = (n + 1)?

2. On a d/ = Sn N Sn+1 N Sn+2 = Sn—l A Sn A Sn+1
Astuce : aNb=(a—b)A\D

d = (Sp_1 ANSp)ASps1=(Sn —Sn_1) NSy ASpny1=n>ASy ASni1 d'|n®
d = Sn_1 A (Sn AN Sn+1) =S,_1ANS, A (Sn+1 — Sn) = Sn+1 NS, A (’I’L + 1)3 d’|(n + 1)3

n et n + 1 sont deux entiers consécutifs, donc premiers entre eux, donc d’ = 1.
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15.7 Exercice 7
Enoncé :

Pour n € N, on pose
F,=2" +1

Montrer que pour tout k£ € N*,
PGCD(F,,Foix) =1

Corrigé :

On remarque que les premiers termes de la suite de Fermat sont des nombres premiers :
Fo=3 Fi=5 Fy,=17 F3=257 F,=65537
. On s’intéresse a la suite F,, — 2 :

Fop—2=1 F,—-2=3 F,—2=15=3%5 F3—2=255=3%5%17 F,;—2=065535=3*%5%17%257
n—1
Soit P le prédicat de domaine N* : 7 F,, —2 = [ Fy”.

k=0
— Base : P(1) car I} —2 = Fy = 3.
— Hérédité : On suppose P(n), on veut montrer P(n + 1) :

2n+1

Fop1—2=2" —1=2%2" _1=(2"2-1=2"-1)(2"+1) = F,(F, — 2)

Par hypothése de récurrence, on a donc

Fopr =[] F
k=0

. Donc, P(n) = P(n+1)
Donc, d’apres le principe de récurrence, Vn € N*, P(n).
En écrivant le prédicat au rang n + k, on a

Fn+k = FyF; ... FnJrk,l +2

qui est une divisojn euclidienne de F), 1y par F,,. D’apres I'algorithme d’Euclide, F,, 4, A F,, = F,, A2. Or,
F,, est impair, donc F,, A2=1. Donc, F,1x ANF,, =1
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15.8 Exercice 8
Enoncé :
Résoudre dans Z? : 3232z — 391y = 612.
Corrigé :
Résolution de ’équation diophantienne (E) ar +by = cou (a,b,c) € Z3 et (v,y) € X?

1. Onpose * =aAb
— Si d{ e, pas de solution. En effet, aZ + bZ = dZ, donc ¢ doit appartenir & dZ pour que (E) ait
des solutions.
Si d|e, on peut simplifier I’équation par d et on obtient (E’) ar+by = c avec a = dd’,
b=db et c=dd et a’ NV =1
2. On résoud I'équation de Bézout associée a (E’) : (E") dr+by=1
— Algorithme de Bézout pour trouver une solution particuliere (xq, o) de (E”).
On en déduit les solutions générales de (E”) : &' = {(wo + b'k,yo — d'k), k € Z}.
3. On en déduit les solutions de (F) en multipliant par ¢ : S = {(¢/(zg + V'k), ' (yo — d'k)), k € Z}
On a (E) 323z — 391y = 612.

391 = 323 + 68
323 = 4x%x68 + 51
68 = 51 + 17
51 = 3x17 + 0

17 est le dernier reste non-nul. ¢’est donc le PGCD. De plus, 17|612, donc (E) < (E') 192—23y = 36.
On pose (E”) 19z — 23y = 1, en déroulant ’algo de Bézout, on a

23=19+4 1 = 4-3=4—-(19—-4x4)
19=4%4+4+3 = = —-3%x19+5x4=-19+5(23-19)
4=3+1 = —6%19+5%23

Donc (z0,y0) = (—6,—5) en faisant attention aux signes. La solution générale de (E") est
S = {(—6 — 23k, —5 — 19k), k € Z}
En multipliant par 36, on obtient la solution de (FE) :
S = {(—36(6 + 23k), —36(5 + 19k)), k € Z}

15.9 Exercice 9

Enoncé :
Calculer le PGCD, noté d, de 18480 et 9828. Donner des entiers u et v tels que d = 18480u + 9828v.
Corrigé :
1540 = 819 + 721
d = 18480 A 9828 sl = 1 -+ 98
721 = T7x98 4+ 35
On a = 4% (4620 A 2457) et
— 12 (1540 A 819) 98 = 2x35 4 28
35 = 28 + 7
28 = 4x7 + 0
Doncd=12x7=84
On a alors (E) 220z + 117y =1
220 = 117 + 103 1 = 5-4=5—(14—2%5)
117 = 103 + 14 = 3x5—14=—-14+43(103 — 7 * 14)
103 = 7x14 + 5 = = 3%103—22%14 =3 %103 — 22(117 — 103)
14 = 2x5 4+ 4 = —22x117—25%103 = —22 % 117 — 25(220 — 117)
) = 4 + 1 = 25%220—47% 177

Donc, les solutions de (E) sont :

S = {(25+ 117k, —AT — 220k), k € Z}
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15.10 Exercice 10

Enoncé :

Montrer que pour n > 1,

(2n 4 3n) A (2n+1 4 3n+1) =1

Corrigé :
Posons a = 271 4 3+l ot p = 27 4 37,
d = aANb
= (a—b)AD

(2nF —on 4 gntl _3m) A
(2" +2%3") A b

= (b+3")Ab

3" Ab

3MA (2" +37)

= 3"A2"

Or 3™ et 2™ sont premiers entre eux, donc a A b= 1.

15.11 Exercice 11

Soit p, le n
1.
2.

Enonceé :
ieme nombre premier.

Montrer que p1ps ...p, + 1 admet un diviseur premier supérieur a p,,.

Montrer que pour tout n > 1,
pn < 22

Corrigé :

. Soit @ = p1ps...p, + 1. Soit k € [1..n], Pécriture ci-dessus est la division euclidienne de a par pg,

donc aApr, =1 <= a = 1[pg], donc a n’est pas divisible par pi. Donc a admet un diviseur premier
D 2 Dn-

. Soit 7 le prédicat de domaine N* : 7p, < 22"7.

~ Base : T(1) car 2 < 22,
— Hérédité : On suppose 7 (1) AT(2)...7 (n), montrons 7 (n + 1). Posons a = p1ps ... pns1 + 1,

a <22 %22 %02 4 k02" g1 =02 2T g
donc a < 222"-1 41 <« 922" Or Pri1 < a,donc ppiq < 22" Donc, TWAT@2)A...AT(n) =

T(n+1).
Donc, d’apres le principe de récurrence, Vn € N*, T (n)
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16 Arithmétique III

16.1 Exercice 1 : équation linéaire de congruence d’une variable

Enoncé :

Soit (a,b) € Z. La congruence de la forme : ax = b[n| (1) est appelée congruence linéaire d’une
variable.

1. Résoudre les congruences linéaires suivantes : 2z = 3(3], 2z = 3[5], 2z = 4[6], 3= = 9[6].

2. Posons d = PGCD(a, m). Montrer que si d ne divise pas b, alors la congruence (1) n’admet pas de
solution dans Z, et si d divise b, alors la congruence (1) admet une solution dans Z.

3. Dans la suite, on considere le cas : d divise b.

(a) Soit z¢ une solution particuliere de (1), montrer que (1) admet une infinité de solutions de la
forme {xo + (m|d)n,n € Z} dans Z.

(b) Montrer que toutes les solutions de (1) sont de la forme {z + (m|d)n,n € Z} dans Z
(¢) Montrer que (1) admet d solutions dans -Z de la forme {zo + (m|d)n,n € {0,1,...,d — 1}}.
(d) Résumer les résultats précédents sous forme d’un théoreme.
(e) Utiliser le théoréme précédent pour résoudre I’équation de congruence linéaire suivante :
16z = 8[28]
Corrigé :
1. - 22 =3[3] <= 22 =0[3] =4 =0 dans . Donc S = {3k, k € Z}
-2z =3P = =4 ;4. Donc § = {5k + 4,k € Z}
~ 20 =4[6] <= #=2ous =5 DoncS ={2+6kk€Z}U{5+6kkeZ}={2+3kkecZ)
-3z =9[6] < 3z =3[6] < & € {1,3,5}. Donc § = {z impair} On remarque aussi que
3z =3[6] <= z=1[2]

2. d =a A m. Montrons que (1) a des solutions ssi d|b :

x solution de (1) ax = blm]

Jy eZtqax=b+my
JyeZtgaxr—my=>
beaZ+ mZ

bedZ

djb

1reeee

3. (a) On doit montrer 2 choses : qu’il existe au moins une solution particuliere dés que d|b et qu’on
a une infinité de solutions dans Z de la forme zg + k7.

— L’existence de xg est donnée par ’algorithme de Bezout :
d=aAm= I(ug,v) € Z* tq auyg — mvy = d

En multipliant par g € Z on obtient

a (u02> -m (1)02) =b = axg = b[m]
~—— ~——

ToEZL €7

— Posons x = x¢ + k7.

m
ar = axo—l—akg

(axg mod m) + (ak% mod m) [m]

b+ %km [m)]
~——

=0[m] car dla

b[m]
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(b)

(d)

On doit montrer que réciproquement, toutes les solutions sont de cette forme x = xo + k7.
On va montrer que x — o est un multiple de 7 :

xg solution de (1) = Fyo € Z tq axg —myo =b
x solution de (1) = FJye€Zitgar—my=1>

On fait la différence : a(x — x9) = m(y — yo). En divisant par d, on obtient des ccefficients
constants de (z — x¢) et (y — yo) premiers entre eux.

{Z(ff—xo) = %L(y—yo)
1

m a _
aNd =

m
= — —

|z — o)
d’apres le théoreme de Gauss. Donc . = xo + k7, k € Z

Pour montrer qu’il n’y a que d solutions dans %, on prend deux solutions z; et x5 dans Z

et on cherche des conditions pour que z; et zo tombent dans la méme classe modulo m. On

suppose donc x1 = xo + k1%, 12 = 2o + k2 et 21 = 22[m]. On a donc

m
Yd
— (k1 — ko)
= ky—ky=¥kd
= ki = ko[d]

m m
£C0+k135$0+k23[m] — k

kg [m]

|3

=k'm avec kK €Z

|3

Z

=, celles

Ce qui est plus précis que k1 = ka[m] car d|m. Donc il y a d classes solutions dans

—

ot K prend les valeurs 0, 1,...,d — 1. Donc S = {z( + k% ke [0.d—1].

Théoreéme pour la résolution de congruence de la forme az = b[m]

i. Poser d =a A b.

ii. Si dt b alors & = (), sinon on trouve une solution particuliere xy par Bezout et donc
S ={wo+ k2, k € [0.d— 1]} dans -Z.

iii. Déplier % dans Z.

i. d=16 A28 =4.

ii. d|8, prenons xg = 4, les solutions dans 28% sont S = {4,11,18,25}.
iii. Les solutions dans Z sont donc & = {4+ 7k, k € Z}
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16.2 Exercice 2 : théoréme de Wilson
Enoncé :

On dit que a et b sont inverses modulo b si ab = 1[p].
1. Soient p un nombre premier et a € Z. Démontrer ’équivalence suivante :

o> =1[p] <= (a = 1[p] oua = —1fp])

2. Montrer que p premier = (p — 1)! = —1[p].
3. Montrer le résultat réciproque, c’est-a-dire soit n € Z, n > 1, si (n — 1) = —1[n], alors n est un
nombre premier.
Corrigé :
Théoreme de Wilson :
(n—1)!'=—1[n] < n premier c’est-a-dire n|[(n — 1)+ 1] <= n premier
1. On doit démontrer que les seules solutions de I'’équation x? = 1[p| sont = = 1etxz=—1desquep
est premier.

— < :a=1[p] = a® = 1[p] en élevant au carré. De méme, a = —1[p] = a® = 1[p].

— = : On suppose a? = 1[p]. On peut réecrire cette congruence sous la forme a? —1 = 0[p] ou encore
(a—1)(a+1) = 0[p]. p étant premier, p% est un corps, donc un anneau intégre, donc a + 1 = 0[p]
oua—1=0[pl.

Donc

a®* =1[p] <= (a=1[p] oua = —1[p])

2. S0it N=(p—-1)=1x[2x3x...x(p—2)] x (p—1). Comme il a été vu précédemment, A et
(p—1) sont leur propre inverse, et les éléments entre 2 et (p —2) ont leur inverse entre les crochets,
donc N=1x (p—1)[p] < N = —1[p]

3. On doit montrer réciproquement que (n — 1)! + 1 = 0[rn] = n premier.

Indication : poser n = n’p avec p premier et montrer n’ = 1.
On a n/|n et n|[(n — 1) + 1], donc n/|[(n — 1) 4 1]. Mais 1 <n' < & < n, donc n’|(n — 1)!. n’ divise
deux entiers consécutifs, donc n’ = 1, donc n = p et est donc premier.

16.3 Exercice 3
Enoncé :

1. Soient p un nombre premier et a € Z. Montrer que si p ne divise pas a, alors a?~2 est I'inverse de
a modulo p.

2. En utilisant le petit théoreme de Fermat et le résultat de la question précédente, résoudre les
congruences linéraires suivantes : 92 = 21[23], 11z = 15[29].

3. A l'aide du théoréme de Fermat, montrer que 30|(n® — n)

. ’
Corrigé :
1. Si pést premier et si a Ap = 1 alors a?~! = 1[p] <= @ est une classe non-nulle de p% telle que
('1((1/1’*\2) =1 <= a2 est l'inverse de a modulo p.
2. — 92 = 21[23]. On sait, d’apres la question précédente, que 921 est linverse de 9. Donc z =

1
21 x 921[23]. Or 92! = (9%)7. De plus, 9° = 9 x 92 = 12 x 9[23] = 16[23] et 167 = 162*3+! =
(162)3 x 16 = 3% x 16[23] = 6[23]. Donc 92! = 6[23] et donc = = 21 x 6[23] = 11[23]
— 11z = 1529] <= 2 = 15 x 11?7 et on utilise la méme méthode que précédemment pour pour
simplifier I’expression.
3. 30 = 2 x 3 x 5 donc il suffit de prouver que 2|(n® —n), 3|(n® — n) et 5/(n® —n).
— D’apres Fermat, Vn € Z,n® = n[5]
~ n® =n[3.
n=-1=-1=-1 n=0=0=0 n=1=1=1
- n® =nl2].
n=0=0=0 n=1=1=1

72



16.4 Exercice 4 - le systeme de chiffrement RSA
Enoncé :

On se donne deux nombres premiers p et ¢ distincts et on pose n = p X ¢g. Soient ¢ et d deux entiers
tels que ¢ x d = 1[(p — 1) x (g — 1)]. Montrons que si ¢t € Z, alors t*¢ = t[n].
Remarque : Notons Z, = n%. L’application g : Z,, — Z, ou g(t) = t° s’appelle une fonction de
chiffrement, et I'application f : Z, — Z,, ou f(t) = t? s’appelle une fonction de déchiffrement. L’exercice
affirme que (f o g)(t) = t. On peut donc chiffrer un message (représenté par un élement ¢t € Z,,) par le
biais de P’application g, puis on le déchiffre par le biais de Papplication f. Le couple (n,c) est appelé
la clef publique et U'entier d la clef secrete. La sécurité de ce systeme repose sur le fait que connaissant
la clef publique, il est tres difficile de déterminer d : il faudrait par exemple factoriser n pour trouver
p et g, ce qui est presque impossible de nos jours lorsque p et ¢ sont grands, typiquement de ’ordre de
100 chiffres. En d’autres termes, tout le monde peut chiffrer mais seuls ceux connaissant la clef secrete
peuvent déchiffrer. ,

Corrigé :

cd =1+ k(p—1)(¢g— 1) pour un certain k € Z. On doit montrer que t° = t[n] = t[pq|. 1l suffit de
montrer que t° = t[p] et t°¢ = t[q] car p et ¢ sont premiers, donc premiers entre eux.Le probleme étant
symétrique en p et ¢, on montre 'un des deux.

~ Sit=0[p], t* = 0[p] = t[p].

~ Si t 2 0[p], on peut appliquer le petit théoréme de Fermat : tP~! = 1[p]. Or t°¢ = ¢! +k(p-Dla-1) =

ttFP=Da=1[p) = ¢ (t(p—l))(q—l) = t[p).
| —

=1[p]
De méme pour ¢. Donc ¢ = t[pq]
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17 Polynomes I

17.1 Exercice 1

Enoncé :
Soient (m,n) € N2. Considérons 'égalité suivante : (X + 1)™*" = (X 4+ 1)™(X + 1)". Calculer dans
chaque membre de 1’égalité le ccefficient du terme de plus haut degré p ot p € [0..m + n]. En déduire une
formule sur les ceefficients du binéme.

Corrigé :
On a . .
P=>Y CpX' et Q=> Cix/
i=0 §=0
Donc
PQ — (1 + X)"H‘”
m—+n
- Z CnnX”
p=0
— (1+X)77L(1+X)7L
m—+n
- S s no)
p=0 \i+j=0
m—+n ) ]
- S ¥ aa)w
p=0 \i+j=0
Par unicité des ccefficients de la décomposition sur la base (1, X, X2,..., X™,...), on obtient

p
Chin= > ChCi Cest-d-dire  CP ., = C}Ch
1=0

i+j=p
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17.2 Exercice 2
Enoncé : §
Soit un entier n < 1. Considérons P(X) = (1+aX)(1+a?X) ... (1+a"X). Posons P(X) = 1+ > A; X?,
=1

i=
c’est-a-dire que les A; sont les ceefficients de P une fois P écrit sous la forme habituelle en ayant développé

les produits. Montrer que :
(1+aX)P(aX)=P(X)(1+a""X)

A Tl’aide de cette relation, calculer des coefficients A;.

Corrigé :
On a:
Poii(X) = (14+aX)1+a®X)...(1+a"X)(1+a""'X) = P(X)(1+a™")
P.(aX) = (1+a*X)1+a*X)...(1+a" "™ X) =P, 1(X)(1+aX)

D’ot 'égalité demandée. On sait que d°(P,) = n et le terme constant de P,, est 1. En développant P(X),
ona P,(X)=1+ Y A;X" Donc
i=1

(1+aX)P(aX)=P(X)(1+a" "' X)

— (14aX) (1 + ZAiaiXi> = (1 + ZAiX“) (14 a""'X)
=1

i=1

n n+1 n n+1
= 14 Y Ad X +aX + D A d' X =1+a"T X+ Y AX+ YA ga" X
im1 i—2 i=1 i=2

<= (a + aAl)X + Z(Alaz + Ai_lai)Xi + Ana”+1X”+1 =

=2
n
(an+1_|_A1)X_|_Z(Ai+Ai_1an+1)Xi+Anan+1Xn+1
=2

Les termes de méme degré étant égaux, on obtient le systéme suivant :

a(l + Al) = a”“ + Al
ai(Ai +A1) = A+ A;_ja™t! Vie [[211]
Apant! = Anantl
A, = £a g4
<~ ntl_ i
Ai = Ai—l ((]‘(;7_710’) a 7é -1 Vie [[27’2,]]

17.3 Exercice 3

Enoncé :
Soit n € N. Considérons P(X) = (1+X)(1+X2)(1+X%)... (14 X?"). Calculer les ccefficients de P.
Corrigé :
On peut procéder de deux fagons différentes :
~Ona
Pu(X) = (1+X)Q1+XHA+XY...(1+Xx7)
Poii(X) = Pu(X)(1+X7) = (1+X)Pu(X?)

Dot (14 X)P(X2) = P(X)(1+ X2""") et on appique la méme méthode que pour Iexercice 2.
— On remarque que

PP=(1+X) PB=01+X)(1+X)=1+X+X%242°
Pa=(1+X) 1+ X1+ X =1+ X+ X*+ X’ + X'+ X° + XO + X7

ontl_g

Soit P le prédicat de domaine N : "P,(X) <= > X",
i=0

75



17.4 Exercice 4

Enoncé :
Déterminer P, polynome de degré n € N tel que :
PP =
n!
Corrigé :
Procédons par itérations
-n=1
/ / a = 1 a = 1
P=aX+4+b P=A P-P =X — = — P=X+1
b—a = 0 b =1
-n=2
X2 “ = 3
P=aX’+bX+c P =2aX+b P-P’:7 = ({b-2ac = 0 < P=1+X+X°
c—b =0
-n=3
o =3
3 2 / 2 , X3 b—3a = 0
P=aX’+bX"+cX+d P =3aX"+20X+C P—P:?@ c_9 — o0 =
d—c =0
Xz X3
P=1+X"+"+"—
X
— A l'ordre n,
- k / = k ’ X" an =5
— — 4 _ - = n T nl
Pn—kz_oakx P—kz_o(k-i-l)akJrlX P—P' == <:>{ak<]€+1)ak+l_o vk € [0.n — 1]
On obtient
1 B 1 _y Ly
an—a an71—an—n—ﬁn—(n71)' ap = ap =

Donc,
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17.5 Exercice 5

Enoncé :
Soient n € N et 'application F' de K, [X] dans K, [X] définie par F(P) = P — P’. Montrer que F est
une application linéaire bijective et déterminer sa récipl/roque.
Corrigé :
— F est linéaire car la soustraction et la dérivation sont linéares.
- Ona
Ker(F)={P e K,[X] tq P=P'} = {0}

Donc F' est injective.
— Rappel du théoreme du rang : Si f: F +— F est linéaire et dim(F') < +oo, alors

dim(Ker(f)) 4+ dim(Im(f)) = dim(F)

Ici,
dim(Im(F)) = dim(K,[X])— dim(Ker(F))
= n+1-0
n+1

L’image de F' recouvre tout le domaine d’arrivée, F' est donc surjective.
Donc F est bijective.

Autre méthode :

1 -1 0 0 0 0 0
01 -2 0 0 0 0
0 0 1 —=3 0 0 0

M=Mat(F)={ 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 —n—1 0
00 0 0 0 1 -n
00 0 0 0 0 1

M est inversible car c’est une matrice triangulaire supérieure avec aucun élément nul sur la diagonale.
Or, on sait que si M est inversible, alors F' est bijective.

On cherche g : K, [X] — K, [X] tqg VP € K,,[X], f(g(P)) = g(f(P)) =P.On a

. Par linéarité, il suffit de conaitre g sur une base canonique. Posons Q, = g(X*), on a Q(X) — Q' (X) =
X*. D’apres Pexercice précédent, la solution de cette équation est

k .

X

Qu=HY -
i=0
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18 Polynomes II

18.1 Divisions Euclidiennes
Enoncé :

Réaliser les divisions suivantes :

1. Cors de base = R : X® +2X par X2 +3
2. Cors de base = Z : X°+2X par X?+ 3
3. Corps de base = R : X263 41 par X +1

Corrigé :
Remarque :il est préférable de factoriser les polynomes avant de poser la division
1. X° + 2X | X2 4+ 3 Donc X°+2X = (X%+3)(X3—3X)+ 11X dans Z.
- 3X3 4+ 2X [X® - 3X
11X
2. X° + 2X | X2 4+ 3 Donc X°+2X = (X3+2X)(X%2+3)+ X dans 5%.
- 2X3 4+ 2X [ X® + 2X
X

Remarque : Si tous les termes d’une égalité sont dans Z, on peut appliquer le résultat de la division
dans Z a %

3. X283 41 = (X+1)Q+ R avec d°(R) < 0= R = cte. On voit que P(—=1) = 0= 0.Q(-1)+ R(-1) =
R=cte=0
On sait que a" ™t ="+ = (a—b)(a" +a" tb+a 2% +. .. +ab" "1 +b") sur tout anneau commutatif.
Donc X203 +1 = (X +1)(X?262 — X261 1 X260 + 4+ X2 — X +1).

18.2 Calcul de restes

Enonceé :
Calculer le reste de la division du polunéme P par le polynéme (X —a)(X —b) en fonction de P(a), P(b)
et P'(a). Notation : P = fp.
Corrigé :
(X —b)Q(X) + R(X) avec d°(R) < 1= R=aX + 3, (a,8) € K2
a) =aa+

Ona P(X)=(X—
P(a)
Pb)=0+R(b)=ab+ g

. Deux possibilités :

aa +ﬂ = P(a) a = %5(0‘)
{ ab+p = P(b) A { B = P(;)era
aa+pF = Pla) = P(b)

— Sia =b, le systeme se réduit ) { mais dans ce cas, on est entrain de

aa+f3 = P@) = Pla)
diviser P par (X —a)?, c’est-a-dire de tester si a est racine double. On dérive la division euclidienne
et on obtient

P/(X) = (X - a)2Q(X) + (X —)Q'(X)| + R(X) avec R(X)=a

En X = a, on obtient P'(a) =0+ R'(a) = a, d’out § = P(a) — aa = P(a) — P'(a)

78



18.3 Factorisation et trigonométrie

Enoncé :

Factoriser avec comme corps de base R le polynéme (X +14)" — (X —4)™.

Corrigé :

(z+)"—(z—9)"=0 <= (z+)"=@—-)"
=)
-] =1
T —1i
car x — i # 0 car ¢ n’est pas solution.
T+1

Donc 7% est une racine n'*™° de I'unité qui ne peut valoir que 1. On essaie de résoudre % = ¢k
avec £ racine de 'unité.

T+1 r—1 21
:é-k . + :gk
T —1 rT—1 x—1
21
= =¢kh—1
T —1
r—1 1
2 k-1
< = §k+1
= )
2km
en +1
< T =15
en —1
:2005%T
2k 2km _ 2kw
e 2n ez2n 4+ e 2n
— T =15 2kn 2k
e 2n e2n — e 2n
————
=2jsin &%

] k
& 2= cotan <7T> pour k€ [l.n—1]
n

Le polynéme a donc n — 1 racines :

b= (oo ()

18.4 Ordre de multiplicité des racines

Enoncé :
Montrer que si un polynéme P vérifie PA P’ =1 al/ors P n’a que des racines simples.
Corrigé :
Si P a une racine au moins double, alors P A P’ # 1. Soit « une racine d’ordre > 2 de P, on a
P = (X —a)?Q(X). En dérivant, on obtient P’ = (X —a)[2Q(X) + (X —a)Q'(X)]. Donc (X — a)|P’, de
plus, (X — a)|P, donc PA P #1
(X = a)"|P

« racine d’ordre n de P <= { (X — )+t P
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18.5 Théoréme de d’Alembert-Gauss

Enoncé :

Soit P’ le polynéme X256 4 X192 _ 3 X128 _ 3 x64

1.

En faisant un minimum de calculs, déterminer le nombre de racines et defacteurs de la décomposition
de P en facteurs irréductibles (rappel : lorsqu'un facteur ou une racine apparait plusieurs fois, on
compte avec leur ordre de multiplicité).

Se lancer dans les calculs et factoriser P avec comme corps de base R.

Corrigé :

Théoreme de D’Alembert-Gauss : tout polynéme de C de degré > 1 a au moins une racine complexe.

Corollaire : tout polynéme de C[X] de degré n > 1 a exactement n racines dans C

1.

Dans C[X], on a 256 racines et 256 facteurs irréductibles de degré 1.
Dans R[X], il y a 2 type de facteurs irréductibles :

X—-—a,aeR
- X2 +aX+8,(a,8) eR*tga® —43 <0
On a
P = X256+X192—3X128—3X64
— X64(X192+X128—3X64—3X)
= Q) avec Y =X%
On a

QY) = Y3 +Y?-3Y-3)
= Y +1)(Y?-3)
= Y+ +V3)(Y - V3)

On a donc P(X) = X%4(X6* 4 1)(X% + v/3)(X5 — V/3).
X% 4+ 1 n’a pas de racine réelle : il n’a pas de facteur irréductible de degré 1 mais 32 facteurs
irréductibles de degré 2, idem pour X% + /3.

Pour X64 — \/§, on a

X647 \/§ _ (){32+ \4/5)(X327 \4/§)
= (X®2 4 VB) (X0 V3)(XS + VB)(X+ VB)XE+ VB) (X + V)X - V3

16 facteurs 8 facteurs 4 facteurs 2 facteurs 1 facteur

facteurs de degré 1
Au total, P a trois racines réelles : 0, '3/3 et — '3/3 avec des ordres de multiplicités respectifs de 64,

1let 1. Il y a 66 facteurs irréductibles de degré 1 et 324-324+16+8+4+2+1=95 facteurs irréductibles
de degré 2. On peut d’ailleurs vérifier que d°(P) = 95 x 2 + 66 = 256
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