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FEUILLETAGES DE DEGRÉ TROIS DU PLAN PROJECTIF
COMPLEXE AYANT UNE TRANSFORMÉE DE LEGENDRE

PLATE

Samir BEDROUNI

Résumé. — L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d du plan projectif complexe s’identifie

à un ouvert de Zariski dans un espace projectif de dimension (d + 2)2− 2 sur lequel agit le

groupe Aut(P2
C). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé des feuilletages de F(d) ayant une

transformée de LEGENDRE (tissu dual) plate est un fermé de Zariski de F(d).
Dans cette thèse nous étudions les feuilletages de FP(d) et nous tentons de mieux comprendre

la structure topologique de FP(3).
Dans un premier temps, nous établissons quelques résultats généraux sur la platitude du d-tissu

dual d’un feuilletage homogène de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites.

Nous verrons également qu’il est possible, sous certaines hypothèses, de ramener l’étude de la

platitude du tissu dual d’un feuilletage inhomogène au cadre homogène.

Dans un deuxième temps, nous classifions à automorphisme de P2
C près les éléments de FP(3).

Plus précisément, nous montrons qu’à automorphisme près il y a 16 feuilletages de degré 3

ayant une transformée de LEGENDRE plate. De cette classification nous déduisons que FP(3)
possède exactement 12 composantes irréductibles.

Mots clefs. — feuilletage, tissu, platitude, transformation de LEGENDRE.
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INTRODUCTION

Un d-tissu (régulier) W de (C2,0) est la donnée d’une famille {F1,F2, . . . ,Fd} de feuille-

tages holomorphes réguliers de (C2,0) deux à deux transverses en l’origine. Le premier résultat

significatif dans l’étude des tissus a été obtenu par W. BLASCHKE et J. DUBOURDIEU autour

des années 1920. Ils ont montré ([3]) que tout 3-tissu régulier W de (C2,0) est conjugué, via

un isomorphisme analytique de (C2,0), au 3-tissu trivial défini par dx.dy.d(x+ y), et cela sous

l’hypothèse d’annulation d’une 2-forme différentielle K(W ) connue sous le nom de courbure

de BLASCHKE de W . La courbure d’un d-tissu W avec d > 3 se définit comme la somme

des courbures de BLASCHKE des sous-3-tissus de W . Un tissu de courbure nulle est dit plat.

Cette notion est utile pour la classification des tissus de rang maximal ; en effet un résultat de

N. MIHĂILEANU montre que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du

rang, voir par exemple [18, 30].

Depuis peu, l’étude des tissus globaux holomorphes définis sur les surfaces complexes a été

réactualisée, voir par exemple [12, 27, 21]. Dans cette thèse, nous nous intéressons aux tissus du

plan projectif complexe. Un d-tissu (global) sur P2
C est donné dans une carte affine (x,y) par une

équation différentielle algébrique F(x,y,y′) = 0, où F(x,y, p) = ∑
d
i=0 ai(x,y)pd−i ∈ C[x,y, p]

est un polynôme réduit à coefficient a0 non identiquement nul. Au voisinage de tout point

z0 = (x0,y0) tel que a0(x0,y0)∆(x0,y0) 6= 0, où ∆(x,y) est le p-discriminant de F , les courbes

intégrales de cette équation définissent un d-tissu régulier de (C2,z0).

La courbure d’un tissu W sur P2
C est une 2-forme méromorphe à pôles le long du discriminant

∆(W ). La platitude d’un tissu W sur P2
C se caractérise par l’holomorphie de sa courbure K(W )

le long des points génériques de ∆(W ).

D. MARÍN et J. PEREIRA ont montré, dans [21], comment on peut associer à tout feuilletage F
de degré d sur P2

C, un d-tissu sur le plan projectif dual P̌2
C, appelé transformée de LEGENDRE

de F et noté LegF ; les feuilles de LegF sont les droites tangentes aux feuilles de F . Plus

explicitement, soit (p,q) la carte affine de P̌2
C associée à la droite {y = px−q} ⊂ P2

C ; si F est
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défini par une 1-forme ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, où A,B∈C[x,y], pgcd(A,B) = 1, alors LegF
est donné par l’équation différentielle algébrique

F̌(p,q,x) := A(x, px−q)+ pB(x, px−q) = 0, avec x =
dq
dp

.

L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur P2
C s’identifie à un ouvert de ZARISKI de

l’espace projectif P(d+2)2−2
C . Le groupe des automorphismes de P2

C agit sur F(d) ; l’orbite d’un

élément F ∈ F(d) sous l’action de Aut(P2
C) = PGL3(C) sera notée O(F ). Le sous-ensemble

FP(d) de F(d) formé des F ∈ F(d) tels que LegF soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d).
Dans [21] les auteurs posent un problème concernant la géométrie des tissus de P2

C qui, dans

le cadre des feuilletages de P2
C, consiste en la description de certaines composantes irréduc-

tibles de FP(d). Le premier cas non trivial que l’on rencontre est celui où d = 3 ; on dispose

actuellement d’une caractérisation théorique ([4, Théorème 4.5]) des éléments de FP(3), mais

ce résultat reste insuffisant pour mieux comprendre la structure topologique de FP(3).
C’est pour cela que nous nous proposons, dans un premier temps, d’étudier la platitude de

la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogène de degré d quelconque, feuilletage

homogène au sens où il est invariant par homothétie. Plus précisément, il s’agit d’établir, pour

un tel feuilletage H ∈ F(d), quelques critères effectifs de l’holomorphie de la courbure de

LegH (Théorèmes 2.10 et 2.12). Ces critères nous permettront de décrire certains feuilletages

homogènes appartenant à FP(d) pour d arbitraire (Propositions 2.15, 2.16 et 2.17). De plus

nous verrons (Proposition 3.9) que l’étude de la platitude de la transformée de LEGENDRE

d’un feuilletage inhomogène se ramène, sous certaines hypothèses, au cadre homogène.

Dans un deuxième temps, en se basant sur ces résultats et en faisant une étude de la platitude

du 3-tissu dual d’un feuilletage F ∈ F(3) suivant la nature de ses singularités, nous obtenons

la classification à automorphisme de P2
C près des éléments de FP(3).

Théorème A (Théorème 3.4). — À automorphisme de P2
C près, il y a seize feuilletages de

degré trois H1, . . . ,H11,F1, . . . ,F5 sur le plan projectif complexe ayant une transformée de

LEGENDRE plate. Ils sont décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes

1. ω1 = y3dx− x3dy ;

2. ω2 = x3dx− y3dy ;

3. ω3 = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy ;

4. ω4 = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy ;

5. ω5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy ;

6. ω6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy ;

7. ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy ;

8. ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy ;



INTRODUCTION 3

9. ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;

10. ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;

11. ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy ;

12. ω1 = y3dx+ x3(xdy− ydx) ;

13. ω2 = x3dx+ y3(xdy− ydx) ;

14. ω3 = (x3− x)dy− (y3− y)dx ;

15. ω4 = (x3 + y3)dx+ x3(xdy− ydx) ;

16. ω5 = y2(ydx+2xdy)+ x3(xdy− ydx).

Les orbites de F1 et F2 sont toutes deux de dimension 6 qui est la dimension minimale possible,

et ce en tout degré supérieur ou égal à 2 ([11, Proposition 2.3]). D. CERVEAU, J. DÉSERTI,

D. GARBA BELKO et R. MEZIANI ont montré qu’en degré 2 il y a exactement deux orbites de

dimension 6 ([11, Proposition 2.7]). Le Théorème A nous permet d’établir un résultat similaire

en degré 3 :

Corollaire B (Corollaire 3.33). — À automorphisme de P2
C près, les feuilletages F1 et F2 sont

les seuls feuilletages qui réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3.

A. BELTRÁN, M. FALLA LUZA et D. MARÍN ont montré dans [4] que FP(3) contient l’en-

semble des feuilletages F ∈ F(3) dont les feuilles qui ne sont pas des droites n’ont pas de

points d’inflexion ; ces feuilletages sont dits convexes. De ces travaux ([4, Corollaire 4.7]) et

du Théorème A, nous déduisons la classification à automorphisme de P2
C près des feuilletages

convexes de degré 3 de P2
C.

Corollaire C (Corollaire 3.27). — À automorphisme de P2
C près, il y a quatre feuilletages

convexes de degré trois sur le plan projectif complexe, à savoir les feuilletages H1,H3,F1

et F3.

Ce corollaire est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 dû à

C. FAVRE et J. PEREIRA ([16, Proposition 7.4]).

On sait d’après [21, Théorème 3] que l’adhérence dans F(3) de l’orbite O(F3) du feuilletage

F3, dit feuilletage de FERMAT de degré 3, est une composante irréductible de FP(3) ; à l’heure

actuelle, à notre connaissance, c’est le seul exemple explicite de composante irréductible de

FP(3) connu dans la littérature. En étudiant les relations d’incidence entre les adhérences des

orbites de Hi et F j, nous obtenons la décomposition de FP(3) en ses composantes irréductibles.



INTRODUCTION 4

Théorème D (Théorème 3.50). — Les adhérences étant prises dans F(3), nous avons

O(F1) = O(F1), O(F2) = O(F2),

O(F3) = O(F1)∪O(H1)∪O(H3)∪O(F3), O(F4) = O(F1)∪O(F2)∪O(F4),

O(H1) = O(F1)∪O(H1), O(H2) = O(F2)∪O(H2),

O(H3) = O(F1)∪O(H3), O(H8) = O(F2)∪O(H8),

O(H5) = O(F1)∪O(H5), O(H4)⊃ O(F2)∪O(H4),

O(H7)⊃ O(F1)∪O(H7), O(H6)⊃ O(F2)∪O(H6),

O(H9)⊂ O(F1)∪O(H9), O(H11)⊂ O(F2)∪O(H11),

O(H10)⊂ O(F1)∪O(F2)∪O(H10), O(F5)⊂ O(F2)∪O(F5)

avec

dimO(F1) = 6, dimO(F2) = 6, dimO(Hi) = 7, i = 1, . . . ,11,

dimO(F4) = 7, dimO(F5) = 7, dimO(F3) = 8.

En particulier :

– l’ensemble FP(3) possède exactement douze composantes irréductibles, à savoir O(F3),

O(F4), O(F5), O(H2), O(H k), k = 4,5, . . . ,11 ;

– l’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de P2
C est exactement l’adhérence

O(F3) de O(F3) (c’est donc un fermé irréductible de F(3)).

On sait, d’après [25], que tout feuilletage de degré d ≥ 1 sur P2
C ne peut avoir plus de 3d

droites invariantes (distinctes). Lorsque cette borne est atteinte pour F ∈ F(d), alors F est

nécessairement convexe ; dans ce cas on dit que F est convexe réduit. Dans [21] les auteurs ont

étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes réduits ; ils ont montré que l’ensemble formé

de tels feuilletages est contenu dans FP(d), voir [21, Théorème 2]. À notre connaissance les

seuls feuilletages convexes réduits connus dans la littérature sont ceux qui sont présentés dans

[21, Table 1.1] : le feuilletage de FERMAT de degré d défini par la 1-forme

(xd− x)dy− (yd− y)dx

et les trois feuilletages donnés par les 1-formes

(2x3− y3−1)ydx+(2y3− x3−1)xdy ,

(y2−1)(y2− (
√

5−2)2)(y+
√

5x)dx− (x2−1)(x2− (
√

5−2)2)(x+
√

5y)dy ,

(y3−1)(y3 +7x3 +1)ydx− (x3−1)(x3 +7y3 +1)xdy ,
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qui sont de degrés 4, 5 et 7 respectivement. Dans [21, Problème 9.1] les auteurs posent la ques-

tion suivante : y a-t-il d’autres feuilletages convexes réduits ? Comme application du Théo-

rème A nous donnons une réponse négative en degré trois à ce problème.

Corollaire E (Corollaire 3.28). — Tout feuilletage convexe réduit de degré trois de P2
C est li-

néairement conjugué au feuilletage de FERMAT F3.

Organisation de la thèse. — Cette thèse est divisée en trois chapitres suivis d’un appendice.

Le Chapitre 1 est un rappel sur les feuilletages du plan projectif complexe, la théorie locale des

tissus plans et les tissus globaux sur une surface complexe.

Dans le Chapitre 2, nous étudions les feuilletages homogènes du plan projectif complexe ayant

une transformée de LEGENDRE plate. Plus précisément, nous établissons quelques résultats gé-

néraux (Théorèmes 2.6, 2.10 et 2.12) sur la platitude du d-tissu dual d’un feuilletage homogène

de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites (Propositions 2.15, 2.16 et 2.17).

Dans le Chapitre 3, nous étudions les feuilletages de degré 3 du plan projectif complexe ayant

une transformée de LEGENDRE plate et nous démontrons les Théorèmes A, D ainsi que les

Corollaires B, C, E.

Enfin, dans l’Appendice A, nous donnons une démonstration d’un résultat (Proposition 3.13)

utilisé au Chapitre 3 pour démontrer le Théorème A.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1. Feuilletages du plan projectif complexe

Définition 1.1. — Un feuilletage holomorphe singulier F sur une surface complexe S est la

donnée d’un recouvrement ouvert (Vj) j∈J de S et d’une collection de 1-formes holomorphes

ω j ∈Ω1(Vj), à zéros isolés, tels que sur chaque intersection non triviale Vj∩Vk on ait ω j = g jkωk

où les g jk ∈ O∗(Vj ∩Vk) sont des unités holomorphes. Le lieu singulier SingF de F est défini

par

SingF ∩ Vj = Singω j où Singω j = {p ∈ Vj : ω j(p) = 0},( j ∈ J).

La surface sur laquelle nous travaillerons dans cette thèse est le plan projectif complexe, i.e.

S = P2
C. Soit

π : C3 \{0}→ P2
C

la projection canonique. Si F est un feuilletage holomorphe sur P2
C associé aux données

(Vk,ωk), on peut définir sur C3r{0} le feuilletage π∗F associé aux données (π−1(Vk),π
∗ωk).

Un résultat de H. CARTAN [8] assure la trivialité du groupe de cohomologie H1(C3r{0},O∗).
De sorte que le feuilletage π∗F est défini par une 1-forme globale ω ∈ Ω1(C3r {0}) qui,

par le théorème d’extension d’HARTOGS, s’étend holomorphiquement à l’origine de C3 ; ainsi

π∗F s’étend en un feuilletage de C3 défini par une 1-forme notée encore ω ∈ Ω1(C3). Par

construction le champ radial

R = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
,

tangent aux fibres de π, est tangent à π∗F et donc iRω = 0. On en déduit que, à unité multipli-

cative près, ω est homogène :

ω = ωd+1 = p(x,y,z)dx+q(x,y,z)dy+ r(x,y,z)dz,
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où p,q et r sont des polynômes homogènes de degré d+1, satisfaisant la condition d’EULER :

xp+ yq+ zr = 0

et pgcd(p,q,r) = 1 (i.e. Singωd+1 est formé de points isolés). Cet énoncé de type GAGA

dit qu’un feuilletage holomorphe sur P2
C est en fait algébrique puisque défini en coordonnées

homogènes par une 1-forme homogène.

Dualement le feuilletage F peut aussi être défini par un champ de vecteurs homogène

Z = Zd = A(x,y,z)
∂

∂x
+B(x,y,z)

∂

∂y
+C(x,y,z)

∂

∂z
,

les coefficients A,B et C désignent des polynômes homogènes de degré d sans facteur commun.

La relation entre Z et ω est donnée par

ω = iRiZ(dx∧dy∧dz) = Aα+Bβ+Cγ,

avec α = ydz− zdy, β = zdx− xdz, γ = xdy− ydx.

L’entier d est par définition le degré du feuilletage F ; on le note degF .

Soit C ⊂ P2
C une courbe algébrique d’équation homogène F(x,y,z) = 0. On dit que C est une

courbe invariante par F si CrSingF est une réunion de feuilles, feuilles au sens ordinaire, du

feuilletage régulier F |P2
CrSingF . Ceci se traduit en termes algébriques par : la 2-forme ω∧dF

est divisible par F , i.e. s’annule sur toute composante irréductible de C .

Lorsque toutes les composantes irréductibles de C ne sont pas F -invariantes et si p est un point

quelconque de C , on peut définir un invariant Tang(F ,C , p), représentant l’ordre de tangence
de F avec C en p, comme suit. Fixons une carte locale (x,y) telle que p = (0,0) ; soient

f (x,y) = 0 une équation locale (réduite) de C au voisinage de p et X un champ de vecteurs

définissant le germe de F en p. Désignons par X( f ) la dérivée de LIE de f le long de X et par

〈 f ,X( f )〉 l’idéal de C{x,y} engendré par f et X( f ) ; alors

Tang(F ,C , p) = dimC
C{x,y}
〈 f ,X( f )〉

.

On voit sans peine que cette définition est bien posée, et Tang(F ,C , p) < +∞ par la non-

invariance de C . De plus, Tang(F ,C , p) = 0 si et seulement si C est régulière en p et F est

transverse à C en p. Donc il y a seulement un nombre fini de points p où Tang(F ,C , p)> 0 et

on peut poser

Tang(F ,C ) = ∑
p∈C

Tang(F ,C , p) ∈ N.
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Il est facile de vérifier que si i : L→ P2
C est l’inclusion d’une droite générique du plan projectif

P2
C, alors degF coïncide avec le nombre de points singuliers de la restriction i∗F ou, ce qui

revient au même, le nombre de points de tangence de F avec L.

degré 0 degré 1 degré 2

En d’autres termes, pour toute droite L⊂ P2
C non invariante par F , on a

(1.1.1) degF = Tang(F ,L)

Soient F un feuilletage de degré d sur P2
C et s ∈ SingF un point singulier de F . Nous allons

introduire plusieurs notions locales attachées au couple (F ,s). Le germe de F en s est défini,

à multiplication par une unité de l’anneau local O(C2,s) en s près, par un champ de vecteurs

X = A(x,y) ∂

∂x +B(x,y) ∂

∂y .

1. L’ordre d’annulation ν(F ,s) de F en s, encore appelé multiplicité algébrique, est donné

par

ν(F ,s) = min{ν(A,s),ν(B,s)},

où ν(g,s) désigne l’ordre d’annulation de la fonction g en s.

2. Notons Ls la famille des droites non invariantes par F et qui passent par s. Pour toute

droite `s de Ls, on a l’encadrement 1 ≤ Tang(F , `s,s) ≤ d. Ceci nous permet d’associer

au couple (F ,s) les entiers naturels (invariants) suivants

τ(F ,s) = min{Tang(F , `s,s) | `s ∈ Ls}, κ(F ,s) = max{Tang(F , `s,s) | `s ∈ Ls}.

L’invariant τ(F ,s) représente l’ordre de tangence de F avec une droite générique passant

par s. Il est facile de montrer que

τ(F ,s) = min{k ≥ ν(F ,s) : det(Jk
s X,Rs) 6= 0},

où Jk
s X désigne le k-jet de X en s et Rs le champ radial centré en s.

3. La singularité s de F est dite radiale si ν(F ,s) = 1 et si de plus τ(F ,s)≥ 2. Si tel est le

cas, l’entier naturel τ(F ,s)− 1, compris entre 1 et d− 1, est appelé l’ordre de radialité
de s. Autrement dit, la singularité s est radiale d’ordre n−1≥ 1 si le champ décrivant F
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est du type

X =Cn−2(x,y) ·Rs +Xn + termes de plus haut degré,

où Cn−2 est un polynôme de degré ≤ n−2, Xn est un champ homogène de degré n, avec

Cn−2(s) 6= 0 et Xn ∦ Rs.

Remarque 1.2. — Soit L une droite non invariante par F . Il résulte de la formule (1.1.1)

que l’on a

d ≥ ∑
s∈SingF ∩L

τ(F ,s) (1.1.2)

En particulier, si F possède deux singularités radiales s1,s2 d’ordre maximal d−1, alors

la droite (s1s2) est nécessairement invariante par F .

4. Le nombre de MILNOR µ(F ,s) de F en s est l’entier

µ(F ,s) = dimC
O(C2,s)
〈A,B〉

,

où 〈A,B〉 désigne l’idéal de O(C2,s) engendré par A et B.

Remarques 1.3. — (i) On a toujours l’inégalité µ(F ,s) ≥ ν(A,s) · ν(B,s), voir par

exemple [15, Pag. 158]. On en déduit en particulier l’inégalité

µ(F ,s)≥ ν(F ,s)2 (1.1.3)

(ii) Le feuilletage F possède d2 +d +1 singularités comptées avec multiplicité :

∑
s∈SingF

µ(F ,s) = d2 +d +1 (1.1.4)

Cela implique, en particulier, qu’il n’y a pas de feuilletage régulier (i.e. sans singula-

rité) sur P2
C. Pour une preuve de cette formule, voir par exemple [9, Proposition 9.2].

(iii) Tout feuilletage sur P2
C de degré d ≥ 2 a au plus une singularité de multiplicité

algébrique maximale d. Ceci résulte immédiatement des formules (1.1.3) et (1.1.4).

5. La singularité s est dite non-dégénérée si µ(F ,s) = 1, c’est équivalent de dire que

la partie linéaire J1
s X de X possède deux valeurs propres λ,µ non nulles. La quantité

BB(F ,s) = λ

µ + µ
λ
+ 2 est appelée l’invariant de BAUM-BOTT de F en s (voir [1]).

D’après [14] il passe par s au moins un germe de courbe C invariant par F ; à isomor-

phisme local près, on peut se ramener à s = (0,0), TsC = {x = 0} et J1
s X = λx ∂

∂x +

(εx+µy) ∂

∂y , où l’on peut prendre ε = 0 si λ 6= µ. La quantité CS(F ,C ,s) = λ

µ est appelée

l’indice de CAMACHO-SAD de F en s par rapport à C .
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Remarques 1.4. — (i) L’invariant de BAUM-BOTT peut se définir via la géométrie

différentielle pour n’importe quelle singularité (même dégénérée avec deux valeurs

propres nulles). Même remarque pour l’indice de CAMACHO-SAD.

(ii) Le feuilletage F satisfait la formule de BAUM-BOTT ([5, Pag. 34])

∑
s∈SingF

BB(F ,s) = (d +2)2 (1.1.5)

(iii) Si F admet une droite invariante L, alors ([5, Pag. 37])

1 = ∑
s∈SingF ∩L

CS(F ,L,s) (1.1.6)

Soit F un feuilletage de degré d sur P2
C donné par un champ de vecteurs Z homogène de

degré d. Le diviseur d’inflexion de F , noté IF , est le diviseur défini par l’équation

(1.1.7)

∣∣∣∣∣∣∣
x Z(x) Z2(x)

y Z(y) Z2(y)

z Z(z) Z2(z)

∣∣∣∣∣∣∣= 0.

Ce diviseur a été étudié dans [25] dans un contexte plus général. En particulier, les propriétés

suivantes ont été prouvées.

1. Sur P2
CrSingF , IF coïncide avec la courbe décrite par les points d’inflexion des feuilles

de F ;

2. Si C est une courbe algébrique irréductible invariante par F , alors C ⊂ IF si et seulement

si C est une droite invariante ;

3. IF peut se décomposer en IF = Iinv
F + Itr

F , où le support de Iinv
F est constitué de l’ensemble

des droites invariantes par F et où le support de Itr
F est l’adhérence des points d’inflexion

qui sont isolés le long des feuilles de F ;

4. Le degré du diviseur IF est 3d.

Définition 1.5. — Un feuilletage F sur P2
C sera dit convexe si son diviseur d’inflexion IF est

invariant par F , i.e. si IF est le produit de droites invariantes.

Exemple 1.6. — Le feuilletage F de degré 3 sur P2
C défini par le champ Z= x3 ∂

∂x +y3 ∂

∂y +z3 ∂

∂z

est convexe car IF = {xyz(x− y)(x+ y)(x− z)(x+ z)(y− z)(y+ z) = 0}= Iinv
F .

Exemple 1.7. — Le feuilletage F de degré 3 sur P2
C donné par le champ Z= y3 ∂

∂x +x3 ∂

∂y +z3 ∂

∂z

n’est pas convexe car Itr
F = {(xy− z2)(xy+ z2) = 0} 6= /0.



1.1. FEUILLETAGES DU PLAN PROJECTIF COMPLEXE 11

Soit F un feuilletage sur P2
C et notons P̌2

C le plan projectif dual. L’application de GAUSS

associée à F est l’application rationnelle GF : P2
C 99K P̌2

C définie par GF (p) = TpF , où TpF
désigne la droite tangente à la feuille de F en p. Si le feuilletage F est donné par une 1-forme

ω = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+ c(x,y,z)dz, l’application de GAUSS est donnée par

GF (p) = [a(p) : b(p) : c(p)].

Posons la définition suivante, qui nous sera utile plus loin. Soit C ⊂ P2
C une courbe passant par

certains points singuliers de F ; on définit GF (C ) comme étant l’adhérence de GF (C \SingF ).

Remarque 1.8. — Soient (x,y) une carte affine de P2
C et (p,q) la carte affine de P̌2

C corres-

pondant à la droite {y = px+q} ⊂ P2
C. Si F est un feuilletage défini par le champ de vecteurs

X = A(x,y) ∂

∂x +B(x,y) ∂

∂y , l’équation de la droite tangente à F en un point (x0,y0) 6∈ SingF
est B(x0,y0)x−A(x0,y0)y+(A(x0,y0)y0−B(x0,y0)x0) = 0 ; ainsi l’application de GAUSS GF

associée à F s’écrit dans ces coordonnées

(x,y) 7−→
(

B(x,y)
A(x,y)

,y− B(x,y)
A(x,y)

x
)
.
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1.2. Éléments de la théorie locale des tissus plans

1.2.1. Germes de tissus plans réguliers

Définition 1.9. — Un germe de k-tissu régulier W = F1� · · ·�Fk de (C2,0) est une col-

lection de k germes de feuilletages holomorphes réguliers de (C2,0) deux à deux en position
générale en l’origine, c’est-à-dire T0Fi 6= T0F j pour 1≤ i < j ≤ k.

Soit W = F1� · · ·�Fk un germe de k-tissu régulier de (C2,0). Usuellement les germes des

feuilletages Fi sont définis par des germes de 1-formes holomorphes ωi ∈ Ω1(C2,0) uniques

à des inversibles près de O(C2,0), non nuls en 0. L’hypothèse sur les Fi d’être en position

générale se traduit alors par

ωi∧ω j(0) 6= 0 pour 1≤ i < j ≤ k.

Le tissu W peut donc être vu comme un élément de Symk
Ω1(C2,0) que l’on notera W =

W (ω1 ·ω2 · · · · ·ωk) ou encore W = W (ω1, . . . ,ωk).

Grâce au théorème de FROBENIUS (voir par exemple [9, Théorème 2.4]), les k feuilles du tissu

W sont les courbes de niveau {Fi(x,y) = cte} d’éléments Fi ∈ O(C2,0) vérifiant Fi(0) = 0 et

tels que l’on ait

dFi∧dFj(0) 6= 0 pour 1≤ i < j ≤ k.

On désignera encore par W = W (F1, . . . ,Fk) un tissu donné par ses feuilles.

La théorie locale des tissus plans s’interesse principalement à la classification des germes de tis-

sus plans modulo l’action naturelle de Diff(C2,0), le groupe des germes de biholomorphismes

à l’origine de C2. Si ϕ ∈ Diff(C2,0) est un germe de biholomorphisme alors l’action naturelle

dont on vient de parler est donnée par

ϕ
∗W (ω1 · · · · ·ωk) = W (ϕ∗(ω1 · · · · ·ωk)).

Soient W = W (ω1 · · ·ωk) et W ′ = W (ω′1 · · ·ω′k) deux germes de k-tissus de (C2,0). On dira

qu’ils sont équivalents s’il existe un germe de biholomorphisme ϕ ∈ Diff(C2,0) et une unité

u ∈ O∗(C2,0) tels que

ϕ
∗(ω1 · · ·ωk) = u.ω′1 · · ·ω′k.

Le théorème d’inversion local implique que tout 1-tissu (resp. 2-tissu) régulier de (C2,0) est

équivalent au tissu des droites x =cte (resp. x =cte et y =cte).
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∼

Tous les germes de 2-tissus plans réguliers sont équivalents (modulo Diff(C2,0)).

Le cas des 3-tissus est plus intéressant. Un 3-tissu W de (C2,0) est dit parallélisable s’il est

équivalent au tissu des droites x =cte, y =cte, x + y =cte. Se pose alors la question : sous

quelle condition peut-on affirmer qu’un tel tissu est parallélisable ? La réponse à cette question

est donnée par le « théorème de structure des 3-tissus parallélisables », que nous énoncerons

ci-dessous sans démonstration.

1.2.2. Courbure de BLASCHKE, hexagonalité et structure des 3-tissus parallélisables

1.2.2.1. Courbure de BLASCHKE. — Soit W = W (ω1,ω2,ω3) un 3-tissu régulier de (C2,0).

L’hypothèse de position générale assure alors que les 1-formes ω1,ω2 et ω3 définissant ce tissu

sont indépendantes deux à deux en 0 ; il existe donc ρ1 et ρ2 nécessairement inversibles dans

O(C2,0) tels que

ω3 = ρ1ω1 +ρ2ω2.

Comme les 1-formes ω et ρω définissent le même feuilletage si ρ est inversible dans O(C2,0),

on supposera ici que

ω1 +ω2 +ω3 = 0

et on dira que ces trois 1-formes sont normalisées. On définit alors la 2-forme (non singulière)

Ω = ω1∧ω2 et dans ce cas, on a les égalités

Ω = ω1∧ω2 = ω2∧ω3 = ω3∧ω1.

Si l’on pose ω′i = ρiωi, i = 1,2,3, où ρi est inversible dans O(C2,0), avec ∑
3
i=1 ω′i = 0 alors

Ω
′ := ω

′
1∧ω

′
2 = ρ1ρ2Ω = ρ2ρ3Ω = ρ1ρ3Ω,

ce qui prouve que ρ1 = ρ2 = ρ3 et si ρ désigne cette valeur commune, on a

Ω
′ = ρ

2
Ω.

Puisque dans C2, on a pour toute 1-forme ω l’identité ω∧dω = 0, le théorème de FROBENIUS

donne l’existence pour i = 1,2 et 3 d’une fonction inversible gi ∈ O∗(C2,0), et d’une fonction
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Fi ∈ O(C2,0) vérifiant Fi(0) = 0 et dFi(0) 6= 0 telles que

ωi = gidFi.

On peut donc écrire

dωi = dgi∧dFi =
dgi

gi
∧ωi

et puisque le système des ωi est normalisé, on a

3

∑
i=1

dgi

gi
∧ωi = 0.

Puisque −ω3 = ω1 +ω2, on a(
dg1

g1
− dg3

g3

)
∧ω1 +

(
dg2

g2
− dg3

g3

)
∧ω2 = 0.

Les deux formes ω1 et ω2 étant indépendantes, le lemme de É. CARTAN (voir par exemple [6])

assure l’existence de α,β et δ dans O(C2,0) telles que
dg1

g1
− dg3

g3
= αω1 +βω2

dg2

g2
− dg3

g3
= βω1 +δω2

On vérifie alors que l’on a

dg1

g1
+(β−α)ω1 =

dg2

g2
+(β−δ)ω2 =

dg3

g3
−βω3 ;

la 1-forme ainsi définie sera notée γ et vérifie

dωi = γ∧ωi, ∀ i ∈ {1,2,3}.

Pour une autre normalisation ∑
3
i=1 ω′i = 0, où l’on a vu que ω′i = ρωi, on a

dω
′
i = γ

′∧ω
′
i = dρ∧ωi +ρdωi = ργ

′∧ωi.

Comme les 1-formes ω1 et ω2 engendrent Ω1(C2,0), on a

γ
′ = γ+

dρ

ρ
;

ainsi, par différentiation de cette dernière égalité, on obtient

(1.2.1) dγ
′ = dγ

Définition 1.10. — On appelle courbure de BLASCHKE du 3-tissu W la 2-forme K(W ) =

dγ.
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Il résulte immédiatement de l’égalité (1.2.1) que la courbure de BLASCHKE ne dépend que du

tissu et non du choix de la normalisation qui a permis de la définir.

Remarque 1.11. — La 2-forme Ω que nous avons construite étant non singulière, on peut

écrire dωi = hiΩ, où hi ∈ O(C2,0) pour i = 1,2,3. On vérifie alors que

γ = h2ω1−h1ω2 = h3ω2−h2ω3 = h1ω3−h3ω1.

Exemple 1.12. — Le 3-tissu W (x,y,x+ y) est de courbure nulle. En effet, avec la normalisa-

tion dx+dy−d(x+ y) = 0, on obtient Ω = dx∧dy ; ainsi h1 = h2 = h3 = 0 ce qui prouve que

γ = 0.

Exemple 1.13. — Pour un 3-tissu W = W (F1,F2,F3), où F1,F2 et F3 sont dans O(C2,0),

l’hypothèse de position générale et le théorème d’inversion locale permettent de montrer que

l’application

ϕ = (F1,F2)

deC2 dans lui-même est un difféomorphisme local. Il existe donc une fonction f dans O(C2,0),

nulle en 0, telle que W soit défini, via ϕ, par le triplet

(x = cte,y = cte, f (x,y) = cte) .

On peut alors calculer la courbure d’un tel tissu « rectifié » : W f = W (x,y, f (x,y)). En effet,

on a la normalisation suivante

∂x( f )dx+∂y( f )dy−d f = 0 ;

par suite Ω = ∂x( f )∂y( f )dx∧dy, et avec les notations de la Remarque 1.11, on a

h1 =−h2 =
∂x∂y( f )

∂x( f )∂y( f )
et h3 = 0.

On en déduit que

γ =
∂x∂y( f )
∂y( f )

dx+
∂x∂y( f )
∂x( f )

dy

et donc la courbure K(W f ) de W f s’exprime sous la forme

K(W f ) = dγ =

{
∂x

(
∂x∂y( f )
∂x( f )

)
−∂y

(
∂x∂y( f )
∂y( f )

)}
dx∧dy

et on vérifie que l’on peut l’écrire abusivement

K(W f ) = ∂x∂y log
∂x( f )
∂y( f )

dx∧dy.
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Remarque 1.14. — La nullité de la courbure de BLASCHKE est invariante sous l’action de

Diff(C2,0). En effet, si ϕ désigne un isomorphisme analytique de (C2,0), alors

K(ϕ∗W ) = ϕ
∗K(W ).

Ceci résulte du fait que l’image réciproque de la normalisation est une normalisation.

1.2.2.2. Tissus hexagonaux. — Soit W =F1�F2�F3 un germe de 3-tissu régulier de (C2,0).

Soient L1,L2 et L3 les trois feuilles passant par 0 de F1,F2 et F3 respectivement. Si p est un

point de L1 suffisamment proche de l’origine, la feuille de F3 passant par p intersecte L2 en

un point qu’on notera h12(p). On vérifie que l’application p 7−→ h12(p) définit un germe holo-

morphe de (L1,0) dans (L2,0).

Plus généralement, quand i, j et k sont tels que {i, j,k}= {1,2,3}, en se déplaçant le long des

feuilles de Fi, on peut associer à tout point p de L j (suffisamment proche de l’origine) un point

h jk(p) de Lk ; cela nous définit un germe d’application holomorphe h jk : (L j,0) −→ (Lk,0).

Par composition on obtient un germe d’application

H1 = h31 ◦h23 ◦h12 ◦h31 ◦h23 ◦h12 : (L1,0)−→ (L1,0).

Pour p ∈ L1 (toujours supposé suffisamment proche de l’origine), l’image q = H1(p) de p par

H1 est obtenue en traçant un « hexagone » autour de l’origine en se déplaçant le long des feuilles

de W :

L1

L2
L3

0
pq

Définition 1.15. — Le 3-tissu W est dit hexagonal si tout hexagone tracé en partant de suf-

fisamment près de l’origine se referme (i.e. si le germe H1 défini ci-dessus est l’identité). Plus

généralement un k-tissu est dit hexagonal si tous ses sous-3-tissus le sont.

Exemple 1.16. — Le 3-tissu W (x,y,x+ y) est hexagonal comme le montre la figure qui suit.
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W (x,y,x+ y) est hexagonal.

Le théorème classique suivant caractérise les 3-tissus réguliers de (C2,0) (cf. [27]).

Théorème 1.17 (Structure des 3-tissus parallélisables). — Soit W = F1 � F2 � F3 un 3-

tissu régulier de (C2,0). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Le tissu W est parallélisable ;

(2) Le tissu W est hexagonal ;

(3) Le tissu W est de courbure de BLASCHKE nulle, i.e. K(W ) = 0 ;

(4) Pour i = 1,2,3, il existe une 1-forme fermée ηi définissant Fi telle que η1 +η2 +η3 = 0.

Deux tissus topologiquement équivalents ne peuvent être hexagonaux qu’en même temps.

L’hexagonalité est donc une condition de fermeture de nature topologique. Le théorème précé-

dent montre qu’elle est équivalente à l’annulation de la courbure de BLASCHKE, qui est une

condition de nature différentielle. C’est ce fait remarquable qui a amené BLASCHKE à désigner

sous l’appellation “Topologie Fragen der Differentialgeometrie” (“Questions topologiques de

géométrie différentielle”) l’étude de ces questions de fermeture pour les tissus et de leurs liens

avec la classification analytique des tissus. Par extension, c’est sous cette terminologie que

furent publiés dans les années trente les travaux de l’école hambourgeoise sur les tissus.



1.3. TISSUS GLOBAUX SUR UNE SURFACE COMPLEXE 18

1.3. Tissus globaux sur une surface complexe

1.3.1. Définitions et exemples

Définition 1.18. — Soit k≥ 1 un entier. Un germe de k-tissu singulier W de (C2,0) est défini

par un germe de k-forme symétrique ω ∈ Symk
Ω1(C2,0) satisfaisant les deux conditions :

(1) le lieu singulier Singω de ω est formé de points isolés ;

(2) en tout point générique p ∈ (C2,0), ω(p) se factorise en produit de k formes linéaires

deux à deux non colinéaires.

Ajoutons que par définition deux telles k-formes symétriques ω et ω′ définissent le même tissu

si elles sont égales à unité multiplicative près : ω′ = uω avec u ∈ O∗(C2,0).

Définition 1.19. — Soient S une surface complexe et k ≥ 1 un entier. Un k-tissu global W
sur S est la donnée d’un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de S et d’une collection de k-formes

symétriques ωi ∈ Symk
Ω1

S(Ui) tels que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(a) sur chaque intersection non triviale Ui∩U j on a ωi = gi jω j où les gi j ∈ O∗S(Ui∩U j) sont

des unités holomorphes ;

(b) le lieu singulier Singωi de ωi est formé de points isolés ;

(c) en tout point générique p de Ui, ωi(p) se factorise en produit de k formes linéaires deux

à deux non colinéaires.

L’ensemble des points de S qui ne vérifient pas la propriété (c) est appelé le discriminant de

W et est noté ∆(W ). Le lieu singulier SingW de W est défini par SingW ∩Ui = Singωi et il

est contenu dans ∆(W ).

Remarques 1.20. — (i) Lorsque k = 1 on retrouve la définition habituelle d’un feuilletage

holomorphe singulier F (Définition 1.1) ; dans ce cas ∆(F ) = SingF .

(ii) Les fonctions gi j forment un 1-cocycle à valeurs dans O∗S et déterminent un fibré en

droites L sur S, appelé le fibré normal de W . La collection {ωi} définit une section de

Symk
Ω1

S⊗L, i.e. ω = {ωi} peut être vue comme un élément de H0(S,Symk
Ω1

S⊗L). Deux

sections globales ω,ω′ ∈ H0(S,Symk
Ω1

S⊗L) décrivent le même tissu si et seulement si

elles sont égales à multiplication près par un élément g ∈ H0(S,O∗S).

(iii) Si S est compacte, se donner un k-tissu global sur S revient à se donner un élément ω de

PH0(S,Symk
Ω1

S⊗L) pour un certain fibré en droites L→ S, tel qu’en tout point générique

p ∈ S le germe de ω en p définisse un germe de k-tissu singulier, i.e. que ω,p vérifie les

conditions (1) et (2) de la Définition 1.18.
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Soit W un k-tissu global sur une surface complexe S. Nous dirons que W est décomposable
s’il existe des tissus globaux W1,W2 sur S n’ayant pas de sous-tissus communs tels que W soit

la superposition de W1 et W2, i.e. que W = W1�W2. Le k-tissu W sera dit complètement
décomposable si on peut l’écrire sous la forme W = F1� · · ·�Fk pour certains feuilletages

globaux F1, . . . ,Fk sur S. Notons que la restriction de W à un voisinage suffisamment petit de

tout point générique p ∈ S est complètement décomposable.

Soit Γ ⊂ ∆(W ) une composante irréductible du discriminant de W . Nous dirons que Γ est

invariante (resp. totalement invariante) par W si, sur la partie régulière de Γ, on a TΓ⊂TW |Γ
(resp. TΓ=TW |Γ). Lorsque W est un germe de tissu irréductible, ces deux notions coïncident.

Exemple 1.21 (Tissus algébriques). — Soit C une courbe algébrique réduite de degré k sur

P2
C, non nécessairement irréductible et éventuellement singulière. À cette courbe on va associer

un k-tissu linéaire sur le dual P̌2
C, linéaire au sens où ses feuilles sont des morceaux de droites.

Cette construction est centrale et très classique en géométrie des tissus (voir [2, Chapitre 23]).

On procède localement, en commençant par fixer une droite `0 qui intersecte Creg transversale-

ment en k points distincts. Sur la courbe le 0-cycle C .`0 s’écrit donc C .`0 = p1(`0)+ · · ·+ pk(`0),

où les pi(`0) sont k points distincts. Cette condition d’intersecter transversalement la partie

régulière de C en k points distincts est ouverte. Il va donc exister un voisinage V0 de `0 dans

P̌2
C tel que cette condition de transversalité soit vérifiée dessus. Quitte à prendre ce voisinage

simplement connexe et « suffisamment petit », on va pouvoir suivre de façon holomorphe les

points d’intersection de ` avec C lorsque ` varie dans V0. Plus précisément, il existe k appli-

cations holomorphes pi : V0 → Creg, telles que, pour toute droite ` ∈ V0, on ait en tant que

0-cycle :

C .`= p1(`)+ · · ·+ pk(`).

Pour i= 1, . . . ,k, notons alors Fi le feuilletage holomorphe de V0 dont les feuilles sont les lignes

de niveaux {pi =cte}. Pour ` ∈V0, la feuille de Fi passant par ` est le segment de droite

{` ∈V0 : pi(`) ∈ `}.

Ainsi {F1, . . . ,Fk} est un k-tissu linéaire sur le voisinage V0 de `0. Cette construction peut se

faire au voisinage de toute droite `0 ∈ P̌2
C \ Č où Č désigne la courbe duale de C (c’est-à-dire

la courbe de P̌2
C formée des droites qui sont tangentes à C ). Il est clair que les tissus ainsi

obtenus se recollent pour former un k-tissu linéaire singulier sur P̌2
C. Ce k-tissu s’appelle le

tissu algébrique associé à la courbe C ; on le note WC .

On peut montrer que le lieu singulier de WC est exactement la courbe duale Č .
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Il est possible de définir WC d’autres façons. Par exemple, dans le cas où aucune des compo-

santes irréductibles de C n’est une droite, le fait que C est de degré k équivaut à celui que sa

courbe duale Č est de classe k, c’est-à-dire que par un point générique du dual P̌2
C passent k

tangentes distinctes à Č . Ce sont exactement les feuilles de WC passant par ce point. Ainsi WC

est le tissu sur P̌2
C formé des tangentes à la courbe de classe k qu’est Č .

C

p

Les feuilles passant par p du tissu associé à une courbe C de classe 4.

Cette dernière construction permet d’obtenir de jolis dessins réels de tissus algébriques (voir

par exemple [2, Pag. 29–30]).

Exemple 1.22 (Tissu associé à une équation différentielle implicite F(x,y,y′) = 0)
On considère une équation différentielle du premier ordre de la forme suivante :

(1.3.1) F(x,y,y′) := a0(x,y) · (y′)k +a1(x,y) · (y′)k−1 + · · ·+ak(x,y) = 0,

où les ai, i = 0, . . . ,k, sont des fonctions holomorphes sur un ouvert U de C2.

On suppose que F(x,y, p)∈O(U)[p] est sans facteurs multiples et que a0 6= 0∈O(U). On note

R ∈ O(U) le p-résultant de F, i.e.

R := Result(F,∂p(F)) = (−1)
k(k−1)

2 ·a0 ·∆

où ∆ est son p-discriminant.

En vertu du théorème de CAUCHY, les k courbes intégrales d’une équation différentielle de la

forme (1.3.1) définissent un k-tissu régulier en dehors du lieu singulier défini par {R = 0}. En

effet, si m est un point de U \{R = 0}, il existe un voisinage Vm de m dans U et k applications

holomorphes (x,y) 7→ pi(x,y) telles que, sur Vm, on ait

F(x,y, p) = a0(x,y)
k

∏
i=1

(p− pi(x,y)) avec pi(m) 6= p j(m) si i 6= j.

Au voisinage de m, l’équation F(x,y,y′) = 0 admet k solutions (x,y) 7→ yi(x,y) qui sont des

intégrales premières des feuilletages définis par les champs de vecteurs Xi = ∂x + pi∂y. On

peut donc considérer le tissu W (y1, . . . ,yk) au voisinage de m.



1.3. TISSUS GLOBAUX SUR UNE SURFACE COMPLEXE 21

La construction locale que l’on vient d’esquisser peut se faire au voisinage de tout point m

générique. Les tissus ainsi obtenus se recollent pour former un k-tissu global (singulier) sur

U. On peut ainsi entreprendre l’étude géométrique de l’équation F(x,y,y′) = 0 par celle du

tissu qui lui est associé. Ce point de vue se généralise au système d’EDP du premier ordre (cf.

l’article [24] de I. NAKAI, qui a par ailleurs obtenu certains résultats avec cette approche).

Il est clair que tout germe de k-tissu est susceptible d’être défini au moyen d’une équation

différentielle du premier ordre et de degré k en y′. Cette « définition implicite » a l’avantage de

ne privilégier aucun des feuilletages qui composent un tissu. Ce point de vue dans l’étude des

tissus a été développé par A. HÉNAUT [17, 18].

1.3.2. Barycentre d’un tissu

Soient W un k-tissu sur une surface complexe S et F un feuilletage sur S génériquement

transverse à W . Nous allons construire un nouveau feuilletage sur S noté βF (W ) et appelé

barycentre de W par rapport à F .

Soit p un point générique de S ; alors les directions tangentes L1, . . . ,Lk des feuilles de W
passant par p sont toutes distinctes de TpF . Elles peuvent donc être considérées comme k

points dans PTpS \TpF qui admet une structure affine canonique. On peut donc considérer

leur barycentre dans cette droite affine, que l’on note βTpF (L1, . . . ,Lk). En faisant varier p, on

obtient ainsi un champ de droites sur S. Celui-ci s’intègre alors, pour des raisons de dimension,

en un feuilletage qui se prolonge en un feuilletage holomorphe singulier sur S tout entière : par

définition, c’est le feuilletage βF (W ).

On peut élargir cette définition du barycentre en remplaçant le feuilletage F par un n-tissu W ′.

L’idée est simple : si on écrit W ′ = F1� · · ·�Fn, on définit le W ′-barycentre de W comme

étant

βW ′(W ) = βF1(W )� · · ·�βFn(W ).

1.3.3. Tissus sur P2
C et transformation de LEGENDRE

Nous concentrerons maintenant notre attention sur les k-tissus globaux sur le plan projectif

complexe. D’après la remarque (iii) du paragraphe §1.3.1, un k-tissu W sur P2
C est défini par

un élément ω de PH0(P2
C,Symk

Ω1
P2
C
⊗L) pour un certain fibré en droite L→ P2

C, tel qu’en tout

point générique p ∈ P2
C le germe ω,p de ω en p détermine un germe de k-tissu singulier au

sens de la Définition 1.18. Il est naturel d’écrire L comme étant OP2
C
(d + 2k) vu que l’image

réciproque de ω par une droite ` ⊂ P2
C est une section de Symk

Ω1
P1
C
(d + 2k) = OP1

C
(d) et par
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conséquent pour ` générique l’entier d, appelé le degré du tissu, représente le nombre de tan-

gences entre ` et le k-tissu W ; on le notera degW . L’espace des k-tissus sur P2
C de degré d est

alors un ouvert de PH0(P2
C,Symk

Ω1
P2
C
(d +2k)), qui sera noté T(k;d).

D’autre part, de la suite d’EULER

0−→ OP2
C
−→ OP2

C
(1)⊕3 −→ TP2

C −→ 0,

on déduit la suite exacte suivante

0−→ Symk−1(OP2
C
(1)⊕3)⊗OP2

C
−→ Symk(OP2

C
(1)⊕3)−→ SymkTP2

C −→ 0.

Cela signifie qu’un k-tissu de degré d sur P2
C peut se décrire par un polynôme bihomogène

P(x,y,z;a,b,c) de degré d en (x,y,z) et de degré k en (a,b,c). Plus précisément :

(i) X = P(x,y,z; ∂

∂x ,
∂

∂y ,
∂

∂z ) définit une section globale de SymkTP2
C(d− k) ;

(ii) ω = P(x,y,z;ydz− zdy,zdx− xdz,xdy− ydx) définit une section globale de Symk
Ω1

P2
C
(d +2k).

Deux tels polynômes P(x,y,z;a,b,c) et P′(x,y,z;a,b,c) définissent le même tissu si et seule-

ment s’il existe λ,λ′ ∈C∗ et un polynôme bihomogène Q(x,y,z;a,b,c) de bidegré (d−1,k−1)

tels que

λP(x,y,z;a,b,c)−λ
′P′(x,y,z;a,b,c) = (ax+by+ cz)Q(x,y,z;a,b,c).

En utilisant des coordonnées homogènes (a : b : c) dans le plan projectif dual P̌2
C qui corres-

pondent à la droite {ax+by+ cz = 0} ⊂ P2
C, on peut écrire

T∗(x:y:z)P
2
C = {ω = adx+bdy+ cdz ∈ T∗C3 : iRω = 0}

= {adx+bdy+ cdz : ax+by+ cz = 0}

et la variété de contact PT∗P2
C s’identifie de façon naturelle à la variété d’incidence

I = {((x : y : z),(a : b : c)) | ax+by+ cz = 0} ⊂ P2
C× P̌2

C.

Soient W un k-tissu de degré d sur P2
C et P(x,y,z;a,b,c) un polynôme bihomogène définissant

W . Alors, avec l’identification ci-dessus de PT∗P2
C à I , le graphe de W dans PT∗P2

C est la

surface

SW = {((x : y : z),(a : b : c)) ∈ P2
C× P̌2

C | ax+by+ cz = 0,P(x,y,z;a,b,c) = 0} ⊂ I .

Supposons que le tissu W soit irréductible de degré d > 0 et considérons les restrictions π et π̌

à SW des projections naturelles de P2
C× P̌2

C sur P2
C et P̌2

C respectivement. Ces projections π et

π̌ sont des applications rationnelles de degrés k et d respectivement. La distribution de contact
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sur PT∗P2
C s’identifie à

D = ker(adx+bdy+ cdz) = ker(xda+ ydb+ zdc).

Le feuilletage FW induit par D sur SW se projette par π sur le k-tissu W et se projette par π̌ en

un d-tissu W̌ sur P̌2
C. Le d-tissu W̌ s’appelle la transformée de LEGENDRE de W et se note

LegW .

Si W est décrit par P(x,y,z; ∂

∂x ,
∂

∂y ,
∂

∂z ), ou respectivement par P(x,y,z;ydz− zdy,zdx− xdz,xdy− ydx),

alors sa transformée de LEGENDRE LegW est décrite par P( ∂

∂a ,
∂

∂b ,
∂

∂c ;a,b,c), ou respectivement

par P(bdc− cdb,cda−adc,adb−bda;a,b,c).

En utilisant ces formules, on peut procéder pour définir la transformée de LEGENDRE d’un k-

tissu arbitraire de degré d arbitraire. Notons que si W se décompose en produit de deux tissus

W1�W2, alors sa transformée de LEGENDRE est le produit de LegW1 par LegW2.

En consultant des ouvrages classiques sur les équations différentielles, on peut trouver la trans-

formation de LEGENDRE comme une transformation involutive entre les équations différen-

tielles polynomiales (voir par exemple [19]).

Remarques 1.23. — Il est facile de vérifier les trois propriétés suivantes de la transformation

de LEGENDRE :

(i) Fixons une droite générique ` de P2
C. Alors Tang(W , `) = p1 + · · ·+ pd , où pi ∈ P2

C. On

peut penser à ` comme étant un point de P̌2
C et les pi comme étant des droites de P̌2

C

passant par `. Alors T`LegW =
d
∪

i=1
T`pi ;

(ii) Si L est une feuille de W qui n’est pas une droite, l’union des droites tangentes à L est

une feuille de LegW ;

(iii) Tout k-tissu sur P2
C peut se lire dans une carte affine donnée (x,y) de P2

C par une équa-

tion différentielle F(x,y;y′) = 0 de degré k en y′, à coefficients polynômiaux. Dans la

carte affine (p,q) de P̌2
C correspondant à la droite {y = px−q} ⊂ P2

C, la transformée de

LEGENDRE d’un tel tissu est donnée par l’équation différentielle

F̌(p,q;x) := F(x, px−q; p) = 0, avec x =
dq
dp

.

En particulier, pour un feuilletage défini par une 1-forme ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, on

peut prendre F(x,y;y′) = B(x,y)y′+A(x,y) et donc sa transformée de LEGENDRE est

décrite par

F̌(p,q;x) = A(x, px−q)+ pB(x, px−q).
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Lemme 1.24 ([4], Lemme 2.2). — Soit F un feuilletage sur P2
C. Notons Σ̌F l’ensemble des

droites duales des singularités spéciales (1)ΣF = {s ∈ SingF : τ(F ,s)≥ 2}. Alors

∆(LegF ) = GF (Itr
F )∪ Σ̌F .

Démonstration. — D’après la Remarque 1.23 (i), le support du discriminant de LegF contient

l’image par l’application de GAUSS de toute composante du diviseur d’inflexion transverse ;

de plus une composante irréductible de ∆(LegF ) qui n’est pas contenue dans GF (Itr
F ) est

nécessairement la droite duale d’un certain point singulier de F . Soit s un point singulier de F
tel que τ(F ,s) = 1 ; alors la seule possibilité pour que la droite š duale de s soit contenue dans

∆(LegF ) est que š = GF (C ), pour une certaine composante C du diviseur Itr
F .

Proposition 1.25 ([21]). — Soit F un feuilletage de degré d sur P2
C possédant une singularité

radiale s d’ordre n−1. Notons ` la droite duale de s. Alors, au voisinage d’un point générique

de `, le tissu LegF peut se décomposer comme le produit Wn�Wd−n, où Wn est un n-tissu ir-

réductible laissant ` invariante et Wd−n est un (d−n)-tissu transverse à `. De plus, au voisinage

d’un point générique de `, on a

∆(LegF ) = (n−1)`+∆(Wd−n).

Cette proposition implique, en particulier, que la multiplicité de ∆(LegF ) le long de la droite

` est ≥ n−1; l’égalité est réalisée si et seulement si le tissu Wd−n est régulier au voisinage de

tout point générique de `. Voici un exemple où cette inégalité est stricte.

Exemple 1.26. — Considérons le feuilletage F de degré 4 sur P2
C défini en carte affine par

ω = xdy− ydx+ y2(y+1)2dx ;

on observe que l’origine O = (0,0) est une singularité radiale de F d’ordre 1. Dans la carte
affine (p,q) de P̌2

C associée à la droite {y = px− q} ⊂ P2
C, le tissu LegF est implicitement

présenté par l’équation

p4 · x4−2p3(2q−1) · x3 + p2(6q2−6q+1) · x2−2qp(q−1)(2q−1) · x+q(q3−2q2 +q+1) = 0, x =
dq
dp

.

Son discriminant est

∆(LegF ) = 16p12q2(16q+1) ;

on remarque que la droite duale de l’origine Ǒ = (q = 0) est de multiplicité 2 > 1 dans le

discriminant de LegF .

1. ΣF peut aussi être défini comme l’ensemble des s ∈ SingF tels que ν(F ,s) ≥ 2 ou s est une singularité
radiale de F .
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1.3.4. Courbure et platitude

On commence par rappeler la définition de la courbure d’un k-tissu W . On suppose dans

un premier temps que W est un germe de k-tissu de (C2,0) complètement décomposable,

W =F1� · · ·�Fk. Soit, pour tout 1≤ i≤ k, une 1-forme ωi à singularité isolée en 0 définissant

le feuilletage Fi. D’après [26], pour tout triplet (r,s, t) avec 1≤ r < s < t ≤ k, on définit ηrst =

η(Fr�Fs�Ft) comme l’unique 1-forme méromorphe satisfaisant les égalités suivantes :

(1.3.2)


d(δst ωr) = ηrst ∧δst ωr

d(δtr ωs) = ηrst ∧δtr ωs

d(δrs ωt) = ηrst ∧δrs ωt

où δi j désigne la fonction définie par ωi ∧ω j = δi j dx∧ dy. Comme chacune des 1-formes ωi

n’est définie qu’à multiplication près par un inversible de O(C2,0), il en résulte que chacune

des 1-formes ηrst est bien déterminée à l’addition près d’une 1-forme holomorphe fermée.

Ainsi la 1-forme

(1.3.3) η(W ) = η(F1� · · ·�Fk) = ∑
1≤r<s<t≤k

ηrst

est bien définie à l’addition près d’une 1-forme holomorphe fermée. La courbure du tissu

W = F1� · · ·�Fk est par définition la 2-forme

K(W ) = K(F1� · · ·�Fk) = dη(W ).

On peut vérifier que K(W ) est une 2-forme méromorphe à pôles le long du discriminant ∆(W )

de W , canoniquement associée à W ; plus précisément, pour toute application holomorphe

dominante ϕ, on a K(ϕ∗W ) = ϕ∗K(W ).

Si maintenant W est un k-tissu sur une surface complexe S (non forcément complètement

décomposable) , alors on peut le transformer en un k-tissu complètement décomposable au

moyen d’un revêtement galoisien ramifié. L’invariance de la courbure de ce nouveau tissu par

l’action du groupe de GALOIS permet de la redescendre en une 2-forme méromorphe globale

sur S, à pôles le long du discriminant de W .

Définition 1.27. — Un k-tissu W est dit plat si sa courbure K(W ) est identiquement nulle.

L’intérêt de cette notion apparaît déjà pour les germes de 3-tissus puisque dans ce cas la plati-

tude est équivalente au fait d’être parallélisable (voir §1.2.2). Cette notion est également utile

pour la classification des tissus de rang maximal. En effet, un résultat de MIHĂILEANU montre

que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du rang. Pour plus de détails

et des informations récentes, voir [18, 30].
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Reprenons l’exemple du k-tissu W associé à l’équation différentielle (1.3.1) avec k = 3 :

F(x,y, p) := a0(x,y)p3 +a1(x,y)p2 +a2(x,y)p+a3(x,y) = 0, p =
dy
dx

.

Rappelons une formule due à A. HÉNAUT [17] qui donne la courbure du 3-tissu W en fonction

des coefficients ai. Posons

R := Result(F,∂p(F)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 a3 0

0 a0 a1 a2 a3

3a0 2a1 a2 0 0

0 3a0 2a1 a2 0

0 0 3a0 2a1 a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6≡ 0

α1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y(a0) a0 −a0 0 0

∂x(a0)+∂y(a1) a1 0 −2a0 0

∂x(a1)+∂y(a2) a2 a2 −a1 −3a0

∂x(a2)+∂y(a3) a3 2a3 0 −2a1

∂x(a3) 0 0 a3 −a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et

α2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ∂y(a0) −a0 0 0

a0 ∂x(a0)+∂y(a1) 0 −2a0 0

a1 ∂x(a1)+∂y(a2) a2 −a1 −3a0

a2 ∂x(a2)+∂y(a3) 2a3 0 −2a1

a3 ∂x(a3) 0 a3 −a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

alors la courbure du 3-tissu W est donnée par ([17])

(1.3.4) K(W ) =
(

∂y

(
α1

R

)
−∂x

(
α2

R

))
dx∧dy.

Exemple 1.28. — Soit W le 3-tissu de C2 défini par l’équation différentielle

(y′)3 +4xy · y′−8y2 = 0 ;

cette équation est un exemple pris par CAUCHY pour illustrer la difficulté à cerner les solutions

singulières d’une équation différentielle. Un calcul, utilisant la formule (1.3.4), montre que

K(W )≡ 0.



1.3. TISSUS GLOBAUX SUR UNE SURFACE COMPLEXE 27

Le tissu W est donc plat. Cependant, le 3-tissu W ′ défini sur C2 par l’équation différentielle

(2)(y′)3−4y · y′−4x = 0

ne l’est pas puisque

K(W ′) =
12x(54x2−27y+36y2 +64y3)

(27x2−16y3)2 dx∧dy 6≡ 0.

Notons qu’un k-tissu W sur P2
C est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe le long

des points génériques des composantes irréductibles de ∆(W ). Ceci résulte de la définition de

K(W ) et du fait qu’il n’existe pas de 2-forme holomorphe sur P2
C autre que la 2-forme nulle.

Dans [21, §2], les auteurs ont étudié l’holomorphie de la courbure d’un germe de tissu plan.

Nous rappelons brièvement ci-dessous quelques-uns de leurs résultats qui nous seront utiles

dans les chapitres ultérieurs.

Théorème 1.29 ([21]). — Soit W un germe de (k+2)-tissu de (C2,0) à discriminant non vide

et lisse (mais pas nécessairement réduit). Supposons que W = W2�Wk où W2 est un 2-tissu

satisfaisant ∆(W2) = ∆(W ) et Wk est un k-tissu. La courbure de W est holomorphe le long de

∆(W ) si et seulement si ∆(W ) est invariant par W2 ou par βW2
(Wk), où βW2

(Wk) désigne le

W2-barycentre de Wk.

On en tire en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 1.30. — Soit W un germe de 3-tissu à l’origine de C2 de discriminant non vide et

lisse. Supposons que W = W2�F où W2 est un 2-tissu vérifiant ∆(W2) = ∆(W ) et F est un

feuilletage. La courbure de W est holomorphe le long de ∆(W ) si et seulement si ∆(W ) est

invariant par W2 ou par F .

Exemple 1.31. — Considérons le 3-tissu W présenté par l’équation

dy︸︷︷︸
F

·
(
(y− x2)ydy2−2ydxdy+dx2)︸ ︷︷ ︸

W2

= 0.

Pour ce tissu nous avons

∆(W ) = ∆(W2) = 4yx2 et K(W ) =
y
x2 dx∧dy.

On voit que la courbure de W est holomorphe sur la composante {y = 0} ⊂ ∆(W ), mais elle

ne l’est pas sur la composante {x = 0} ⊂ ∆(W ). Cela provient du fait que la droite (y = 0) est

invariante par F et que la droite (x = 0) n’est ni F -invariante, ni W2-invariante.

2. Cette équation provient de la physique, formulée dans la thèse de G. MIGNARD ([22, Pag. 10]).
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Considérons un germe de n-tissu Wn à l’origine de C2. Supposons que ∆(Wn) possède une

composante irréductible C totalement invariante par Wn. Il existe donc un système de coordon-

nées locales (x,y) dans lequel C = {y = 0} et tel que Wn soit donné par

ω = dyn + ym(an−1(x,y)dyn−1dx+ · · ·+a0(x,y)dxn)

pour un certain entier m≥ 1.

Lemme 1.32 ([21]). — Avec les notations ci-dessus on a ∆(Wn) ≥ (n− 1)C. L’égalité est

réalisée si et seulement si m = 1 et a0(x,0) 6= 0 ; auquel cas Wn est irréductible.

Proposition 1.33 ([21]). — Soit Wn un germe de n-tissu de (C2,0), n ≥ 2. Supposons que

∆(Wn) possède une composante irréductible C totalement invariante par Wn et de multiplicité

minimale n−1. Soit Wk−n un germe de (k−n)-tissu régulier de (C2,0) transverse à C. Alors

la courbure de W = Wn�Wk−n est holomorphe le long de C.

L’hypothèse que la composante C ⊂ ∆(Wn) est de multiplicité minimale n− 1 est essentielle

pour la validité de la Proposition 1.33, comme le montre l’exemple ci-dessous.

Exemple 1.34. — Le 3-tissu W de (C2,0) donné par ω = dy3 + 3y2dx2dy− 2xy3dx3 a pour

discriminant ∆(W ) =−108y6(x2+1) et pour courbure la 2-forme K(W ) =
2x

3y(x2 +1)2 dx∧dy

(remarquons que K(W ) n’est pas holomorphe sur la droite y = 0). La courbe {y = 0} ⊂ ∆(W )

est totalement invariante par W mais elle n’est pas de multiplicité minimale 2 : on a pris ici

n = k = 3.



CHAPITRE 2

PLATITUDE DU d-TISSU DUAL D’UN FEUILLETAGE
HOMOGÈNE DE DEGRÉ d SUR P2

C

2.1. Géométrie des feuilletages homogènes

Définition 2.1. — Un feuilletage de degré d sur P2
C est dit homogène s’il existe une carte

affine (x,y) de P2
C dans laquelle il est invariant sous l’action du groupe des homothéties com-

plexes (x,y) 7−→ λ(x,y), λ ∈ C∗.

Un tel feuilletage H est alors défini par une 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy,

où A et B sont des polynômes homogènes de degré d sans composante commune. Cette 1-forme

s’écrit en coordonnées homogènes

zA(x,y)dx+ zB(x,y)dy− (xA(x,y)+ yB(x,y))dz ;

ainsi le feuilletage H a au plus d + 2 singularités dont l’origine O de la carte affine z = 1 est

le seul point singulier de H qui n’est pas situé sur la droite à l’infini L∞ = (z = 0) ; de plus

ν(H ,O) = d.

Dorénavant nous supposerons que d ≥ 2 ; dans ce cas, d’après la Remarque 1.3 (iii), le point O

est la seule singularité de H de multiplicité algébrique d.
Le champ de vecteurs homogène−B(x,y) ∂

∂x +A(x,y) ∂

∂y +0 ∂

∂z définit aussi le feuilletage H car

est dans le noyau de la 1-forme précédente. Notons, pour abréger, Ax =
∂A
∂x , Ay =

∂A
∂y , Bx =

∂B
∂x ,

By =
∂B
∂y ; d’après la formule (1.1.7), le diviseur d’inflexion IH de H est donné par

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x −B BBx−ABy

y A AAy−BAx

z 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣= z

∣∣∣∣∣∣
− 1

d (xBx + yBy) BBx−ABy

1
d (xAx + yAy) AAy−BAx

∣∣∣∣∣∣= z
d
(xA+ yB)(AxBy−AyBx) =

z
d

CH DH ,

où DH = AxBy−AyBx ∈ C[x,y]2d−2 et CH = xA+ yB ∈ C[x,y]d+1 désigne le cône tangent de

H en l’origine O.
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Il en résulte que :

(i) le support du diviseur Iinv
H est constitué des droites du cône tangent CH = 0 et de la droite

à l’infini L∞ ;

(ii) le diviseur Itr
H se décompose sous la forme Itr

H = ∏
n
i=1 T ρi−1

i pour un certain nombre

n ≤ degDH = 2d− 2 de droites Ti passant par O, ρi− 1 étant l’ordre d’inflexion de la

droite Ti. Lorsque ρi = 2 on parle d’une droite d’inflexion simple pour H , lorsque ρi = 3

d’une droite d’inflexion double, etc.

Proposition 2.2. — Avec les notations précédentes, pour tout point singulier s ∈ SingH ∩L∞,

nous avons

1. ν(H ,s) = 1;

2. la droite Ls passant par l’origine O et le point s est invariante par H et elle apparaît avec

multiplicité τ(H ,s)−1 dans le diviseur DH = 0, i.e.

DH = Itr
H ∏

s∈SingH ∩L∞

Lτ(H ,s)−1
s .

Démonstration. — Soit s un point singulier de H sur L∞ = (z = 0). Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que les coordonnées homogènes de s sont de la forme [x0 : 1 : 0], x0 ∈C.
Dans la carte affine y = 1, H est décrit par la 1-forme

θ = zA(x,1)dx− (xA(x,1)+B(x,1))dz ;

la condition s ∈ SingH est équivalente à B(x0,1) = −x0 A(x0,1). L’égalité pgcd(A,B) = 1

implique alors que A(x0,1) 6= 0 ; d’où ν(H ,s) = 1.

Montrons la seconde assertion. Le fait que

θ = A(x,1)(zd(x− x0)− (x− x0)dz)− (x0 A(x,1)+B(x,1))dz

entraîne que

τ := τ(H ,s) = min{k ≥ 1 : Jk
x0
(x0 A(x,1)+B(x,1)) 6= 0},

cela permet d’écrire x0 A(x,1)+B(x,1) = ∑
d
k=τ

ck(x− x0)
k, avec cτ 6= 0. Par suite

B(x,y) = (x− x0y)τP(x,y)− x0 A(x,y), où P(x,y) =
d−τ

∑
k=0

ck+τ(x− x0y)kyd−τ−k.

Un calcul élémentaire montre que DH =AxBy−AyBx est de la forme DH =−(x−x0y)τ−1Q(x,y),

avec Q ∈ C[x,y] et

Q(x0,1) = τP(x0,1)(xAx + yAy)
∣∣∣
(x,y)=(x0,1)

.

Comme P(x0,1) = cτ et xAx + yAy = dA, Q(x0,1) = τcτdA(x0,1) 6= 0.
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Définition 2.3. — Soit H un feuilletage homogène de degré d sur P2
C ayant un certain nombre

m≤ d +1 de singularités radiales si d’ordre τi−1, 2≤ τi ≤ d pour i = 1,2, . . . ,m. Le support

du diviseur Itr
H est constitué d’un certain nombre n≤ 2d−2 de droites d’inflexion transverses

Tj d’ordre ρ j−1, 2≤ ρ j ≤ d pour j = 1,2, . . . ,n. On définit le type du feuilletage H par

TH =
m

∑
i=1

Rτi−1 +
n

∑
j=1

Tρ j−1 =
d−1

∑
k=1

(rk ·Rk + tk ·Tk) ∈ Z [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,T2, . . . ,Td−1]

et le degré du type TH par degTH = ∑
d−1
k=1(rk + tk) ∈ N \ {0,1} ; c’est le nombre de droites

distinctes qui composent le diviseur DH .

Exemple 2.4. — Considérons le feuilletage homogène H de degré 5 sur P2
C défini par

ω = y5dx+2x3(3x2−5y2)dy.

Un calcul élémentaire conduit à

CH = xy
(
6x4−10x2y2 + y4) et DH = 150x2y4(x− y)(x+ y) ;

on constate que l’ensemble des singularités radiales de H est constitué des deux points [0 : 1 : 0]

et [1 : 0 : 0] ; leurs ordres de radialité sont égaux respectivement à 2 et 4. De plus le support du

diviseur Itr
H est formé des deux droites d’équations x− y = 0 et x+ y = 0 ; ce sont des droites

d’inflexion transverses simples. Donc le feuilletage H est du type TH = 1 ·R2 +1 ·R4 +2 ·T1

et le degré de TH est degTH = 4.

À tout feuilletage homogène H de degré d sur P2
C on peut associer une application rationnelle

G
H

: P1
C → P1

C de la façon suivante : si H est décrit par ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A et B

désignant des polynômes homogènes de degré d sans facteur commun, on définit G
H

par

G
H
([x : y]) = [−A(x,y) : B(x,y)] ;

il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de la 1-forme homogène ω décrivant le

feuilletage H .

Dorénavant nous noterons l’application G
H

simplement par G . Le feuilletage homogène H
ainsi que son tissu dual LegH peuvent être décrits analytiquement en utilisant uniquement

l’application G . En effet, la pente p de T(x,y)H est donnée par G([x : y]) = [p : 1] et les pentes xi

(i= 1, . . . ,d) de T(p,q)LegH sont données par xi =
q

p− pi(p)
, avec G−1([p : 1]) = {[pi(p) : 1]}.

En carte affine C⊂ P1
C cette application s’écrit G : z 7→ −A(1,z)

B(1,z)
. On a

G(z)− z =−A(1,z)+ zB(1,z)
B(1,z)

=−CH (1,z)
B(1,z)

;
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de plus, les identités dA = xAx +yAy et dB = xBx +yBy permettent de réécrire le diviseur DH

sous la forme DH =−d
x (BAy−ABy) de sorte que

G ′(z) =−
(

BAy−ABy

B2

)∣∣∣
(x,y)=(1,z)

=
DH (1,z)
dB2(1,z)

.

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :

1. les points fixes de G correspondent au cône tangent de H en l’origine O (i.e. [a : b] ∈ P1
C

est fixe par G si et seulement si la droite d’équation by−ax = 0 est invariante par H ) ;

2. le point [a : b] ∈ P1
C est critique fixe par G si et seulement si le point [b : a : 0] ∈ L∞ est

singulier radial de H . La multiplicité du point critique [a : b] de G est exactement égale à

l’ordre de radialité de la singularité à l’infini ;

3. le point [a : b] ∈ P1
C est critique non fixe par G si et seulement si la droite d’équation

by−ax = 0 est une droite d’inflexion transverse pour H . La multiplicité du point critique

[a : b] de G est précisément égale à l’ordre d’inflexion de cette droite.

Remarque 2.5. — Un feuilletage homogène de degré d supérieur ou égal à 2 sur P2
C ne peut

avoir d +1 singularités radiales distinctes, ou, ce qui revient au même, ne peut être de type

d−1

∑
k=1

(rk ·Rk + tk ·Tk), avec
d−1

∑
k=1

rk = d +1.

Ceci découle du fait bien connu qu’une application rationnelle de la sphère de RIEMANN dans

elle-même a au moins un point fixe non critique, voir par exemple [23, Théorème 12.4].

2.2. Étude de la platitude du tissu dual d’un feuilletage homogène

La Proposition 3.2 de [4] est un critère de la platitude de la transformée de LEGENDRE

d’un feuilletage homogène de degré 3. Notre premier résultat généralise ce critère en degré

arbitraire.

Théorème 2.6. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C. Alors le d-tissu

LegH est plat si et seulement si sa courbure K(LegH ) est holomorphe sur GH (Itr
H ).

La démonstration de ce théorème utilise les Lemmes 2.7 et 2.8 qui suivent. Dans ces deux

lemmes, H désigne un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini, en carte affine

(x,y), par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.
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Lemme 2.7. — Le discriminant de LegH se décompose en

∆(LegH ) = GH (Itr
H )∪ Σ̌

rad
H ∪ Ǒ,

où Σ̌rad
H désigne l’ensemble des droites duales des points de

Σ
rad
H = {s ∈ SingH : ν(H ,s) = 1, τ(H ,s)≥ 2}.

Démonstration. — Par le Lemme 1.24, ∆(LegH ) = GH (Itr
H )∪ Σ̌H , où Σ̌H est l’ensemble des

droites duales des points de ΣH = {s ∈ SingH : τ(H ,s) ≥ 2}. D’après la première assertion

de la Proposition 2.2, l’origine O est le seul point singulier de H de multiplicité algébrique

supérieure ou égale à 2 ; par conséquent ΣH = Σrad
H ∪{O}.

Lemme 2.8 ([4], Lemme 3.1). — Si la courbure de LegH est holomorphe sur P̌2
C\Ǒ, alors

LegH est plat.

Démonstration. — Soit (a,b) la carte affine de P̌2
C associée à la droite {ax−by+1= 0}⊂P2

C ;

le d-tissu LegH est donné par la d-forme symétrique ω̌ = bA(db,da)+ aB(db,da). L’homo-

généité de A et B implique alors que toute homothétie hλ : (a,b) 7−→ λ(a,b) laisse invariant

LegH ; par suite

h∗
λ
(K(LegH )) = K(LegH ).

En combinant l’hypothèse de l’holomorphie de la courbure en dehors de Ǒ avec le fait que Ǒ

est la droite à l’infini dans la carte (a,b), on constate que K(LegH ) = P(a,b)da∧db pour un

certain P ∈C[a,b]. On déduit de ce qui précède que λ2P(λa,λb) = P(a,b), d’où l’énoncé.

Démonstration du Théorème 2.6. — L’implication directe est triviale. Montrons la réciproque ;

supposons que K(LegH ) soit holomorphe sur GH (Itr
H ). D’après les Lemmes 2.7 et 2.8, il suffit

de prouver que K(LegH ) est holomorphe le long de Ξ := Σ̌rad
H \GH (Itr

H ). Supposons donc Ξ

non vide ; soit s une singularité radiale de H d’ordre n− 1 telle que la droite š duale de s ne

soit pas contenue dans GH (Itr
H ). La Proposition 1.25 implique qu’au voisinage de tout point

générique m de š, le tissu LegH peut se décomposer comme le produit Wn�Wd−n, où Wn

est un n-tissu irréductible laissant š invariante et Wd−n est un (d− n)-tissu transverse à š. De

plus, la condition š 6⊂ GH (Itr
H ) assure que le tissu Wd−n est régulier au voisinage de m. Par

conséquent K(LegH ) est holomorphe au voisinage de m, en vertu de la Proposition 1.33.

Corollaire 2.9. — Soit H un feuilletage homogène convexe de degré d sur le plan projectif

complexe. Alors le d-tissu LegH est plat.
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Le théorème suivant est un critère effectif d’holomorphie de la courbure du tissu dual d’un

feuilletage homogène le long de l’image par l’application de GAUSS d’une droite d’inflexion

transverse simple, i.e. d’ordre d’inflexion minimal.

Théorème 2.10. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini par la 1-

forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

Supposons que H ait une droite d’inflexion T = (ax+by = 0) transverse et simple. Supposons

en outre que [−a : b] ∈ P1
C soit le seul point critique de G dans sa fibre G−1(G([−a : b])).

Posons T ′ = GH (T ) et considérons la courbe Γ(a,b) de P2
C définie par

Q(x,y;a,b) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂P
∂x

A(b,−a)

∂P
∂y

B(b,−a)

∣∣∣∣∣∣∣∣= 0, où P(x,y;a,b) :=
1

(ax+by)2

∣∣∣∣∣ A(x,y) A(b,−a)

B(x,y) B(b,−a)

∣∣∣∣∣ .
Alors la courbure de LegH est holomorphe sur T ′ si et seulement si T = {ax+by= 0}⊂Γ(a,b),

i.e. si et seulement si Q(b,−a;a,b) = 0.

Remarque 2.11. — L’hypothèse que T = (ax + by = 0) est une droite d’inflexion pour H
implique que P ∈ C[x,y]d−2 et donc Q ∈ C[x,y]d−3. En particulier lorsque d = 3 on a

Q(b,−a;a,b) =
CH (B(b,−a),−A(b,−a))

(CH (b,−a))2 ;

en effet si on pose ã = A(b,−a), b̃ = B(b,−a) et P(x,y;a,b) = f (a,b)x+g(a,b)y on obtient

Q(b,−a;a,b) = f (a,b)b̃−g(a,b)ã = P(b̃,−ã;a,b) =
b̃A(b̃,−ã)− ãB(b̃,−ã)

(ab̃−bã)2
=

CH
(
b̃,−ã

)
(CH (b,−a))2 .

Démonstration. — À isomorphisme linéaire près on peut se ramener à T = (y = rx) ; si (p,q)

est la carte affine de P̌2
C associée à la droite {y = px− q} ⊂ P2

C, alors T ′ = (p = G(r)) avec

G(z) =−A(1,z)
B(1,z)

. Comme l’indice de ramification de G en z = r est égal à 2 et comme z = r est

l’unique point critique dans sa fibre G−1(G(r)), cette fibre est formée de d−1 points distincts,

soit G−1(G(r)) = {r,z1,z2, . . . ,zd−2}. De plus, au voisinage de tout point générique de T ′, le

tissu dual de H se décompose en LegH = W2�Wd−2 avec

W2

∣∣∣
T ′
= (dq− x0(q)dp)2 et Wd−2

∣∣∣
T ′
=

d−2

∏
i=1

(dq− xi(q)dp) ,
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où x0(q) =
q

G(r)− r
et xi(q) =

q
G(r)− zi

, i = 1,2, . . . ,d− 2. D’après le Théorème 1.29, la

courbure de LegH est holomorphe le long de T ′ si et seulement si T ′ est invariante par le

barycentre de Wd−2 par rapport à W2. Or la restriction de βW2
(Wd−2) à T ′ est donnée par

dq−β(q)dp = 0 avec

β = x0 +
1

1
d−2

d−2
∑

i=1

1
xi− x0

.

Ainsi la courbure de LegH est holomorphe sur T ′ si et seulement si β = ∞, i.e. si et seulement

si ∑
d−2
i=1

1
xi− x0

= 0, car x0 6= ∞ (z = r est non fixe par G). Cette dernière condition se réécrit

(2.2.1) 0 =
d−2

∑
i=1

G(r)− zi

r− zi
= d−2+

(
G(r)− r

) d−2

∑
i=1

1
r− zi

.

D’autre part les zi sont exactement les racines du polynôme

F(z) :=
P(1,z;−r,1)

B(1,r)
=

A(1,z)+G(r)B(1,z)

(z− r)2

et donc

d−2

∑
i=1

1
r− zi

=
d−2

∑
i=1

 1
F(r)

d−2

∏
j=1
j 6=i

(r− z j)

 =
1

F(r)

d−2

∑
i=1

d−2

∏
j=1
j 6=i

(r− z j) =
F ′(r)
F(r)

.

Ainsi l’équation (2.2.1) est équivalente à (G(r)− r)F ′(r)+(d−2)F(r) = 0, i.e. à

(2.2.2) (d−2)P(1,r;−r,1)+
(

G(r)− r
)

∂P
∂y

∣∣∣
(x,y)=(1,r)

= 0 ;

comme P ∈ C[x,y]d−2 on peut réécrire (2.2.2) sous la forme(
(d−2)P(x,y;−r,1)− y

∂P
∂y

+ xG(r)
∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0 ;

celle-ci peut à son tour s’écrire(
∂P
∂x

+G(r)
∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0,

en vertu de l’identité d’EULER. Il en résulte que K(LegH ) est holomorphe le long de T ′ si et

seulement si (
B(1,r)

∂P
∂x
−A(1,r)

∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0.
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Remarque. — En degré 3 l’équation (2.2.1) s’écrit
G(r)− z1

r− z1
= 0 ; ainsi la courbure du 3-tissu

LegH est holomorphe sur T ′ = (p = G(r)) si et seulement si G(r) = z1, i.e. si et seulement si

G(G(r)) = G(r).

Le théorème suivant est un critère effectif d’holomorphie de la courbure du tissu dual d’un

feuilletage homogène le long de l’image par l’application de GAUSS d’une droite d’inflexion

transverse d’ordre maximal.

Théorème 2.12. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini par la 1-

forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

Supposons que H possède une droite d’inflexion transverse T d’ordre maximal d−1 et posons

T ′ = GH (T ). Alors la courbure de LegH est holomorphe le long de T ′ si et seulement si la

2-forme dω s’annule sur la droite T.

La démonstration de ce théorème utilise le lemme technique suivant, qui nous sera aussi utile

ultérieurement.

Lemme 2.13. — Soit f :P1
C→P1

C une application rationnelle de degré d; f (z)=
a(z)
b(z)

avec a et

b des polynômes sans facteur commun et max(dega,degb) = d. Soit z0 ∈C tel que f (z0) 6= ∞.

Alors, z0 est un point critique de f de multiplicité m−1 si et seulement s’il existe un polynôme

c ∈ C[z] de degré ≤ d−m vérifiant c(z0) 6= 0 et tel que a(z) = f (z0)b(z)+ c(z)(z− z0)
m.

Démonstration. — D’après la formule de TAYLOR, l’assertion z = z0 est un point critique de

f de multiplicité m−1 se traduit par f (z) = f (z0)+h(z)(z− z0)
m, avec h(z0) 6= 0. Par suite

a(z)− f (z0)b(z) = c(z)(z− z0)
m

avec c(z) := h(z)b(z), c(z0) 6= 0 ; comme le membre de gauche est un polynôme en z de degré

≤ d celui de droite aussi. On constate alors que la fonction c(z) est polynomiale en z de degré

≤ d−m, d’où l’énoncé.

Démonstration du Théorème 2.12. — On peut se ramener à T = (y = rx) ; si (p,q) est la carte

affine de P̌2
C associée à la droite {y= px−q}⊂P2

C, alors T ′=(p=G(r)) avec G(z)= −A(1,z)
B(1,z)

.

De plus, le d-tissu LegH est décrit par ∏
d
i=1 ω̌i, où

ω̌i =
dq
q
−λi(p)dp, λi(p) =

1
p− pi(p)

et {pi(p)}= G−1(p).
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En appliquant les formules (1.3.2) et (1.3.3) à LegH = W (ω̌1, ω̌2, . . . , ω̌d) on constate que

η(LegH ) s’écrit sous la forme

η(LegH ) = α(p)dp+
dq
q ∑

1≤i< j<k≤d
βi jk(p),

avec

βi jk(p) =
−λ′i

(λi−λ j)(λi−λk)
+

−λ′j
(λ j−λi)(λ j−λk)

+
−λ′k

(λk−λi)(λk−λ j)
.

Comme le point z = r est critique non fixe pour G de multiplicité d− 1, il existe un isomor-

phisme analytique ϕ : (C,0)→ (C,0) tel qu’au voisinage de T ′ on ait

λi(p) =
1

G(r)− r
+ϕ

(
ζ

i
(

p−G(r)
) 1

d
)
, avec ζ = e2iπ/d .

Notons que

λ
′
i(p) =

1
d

(
p−G(r)

) 1−d
d
[

ζ
i
ϕ
′(0)+ζ

2i
ϕ
′′(0)

(
p−G(r)

) 1
d
+o
(
(p−G(r))

1
d

)]
,

et

λi(p)−λ j(p) =
(

p−G(r)
) 1

d
ϕ
′(0)(ζi−ζ

j)+o
(
(p−G(r))

1
d

)
.

Il s’en suit que

βi jk(p) =
(

p−G(r)
)−1− 1

d
β̃i jk

(
(p−G(r))

1
d

)
, avec β̃i jk(z) ∈ C{z}.

En fait, si 〈i′, j′,k′〉 désigne trois permutations circulaires de i, j et k, on a

β̃i jk(0) =−
1

dϕ′(0) ∑
〈i′, j′,k′〉

ζi′

(ζi′−ζ j′)(ζi′−ζk′)︸ ︷︷ ︸
0

= 0,

et

β̃
′
i jk(0) =

ϕ′′(0)
2dϕ′(0)2 ∑

〈i′, j′,k′〉

ζi′(ζ j′+ζk′)

(ζi′−ζ j′)(ζi′−ζk′)︸ ︷︷ ︸
−1

=− ϕ′′(0)
2dϕ′(0)2 .

En posant β(z) := ∑1≤i< j<k≤d βi jk(z) et β̃(z) := ∑1≤i< j<k≤d β̃i jk(z), on obtient que

β(p) =
(

p−G(r)
)−1− 1

d
β̃

(
(p−G(r))

1
d

)
.
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Comme K(LegH ) = dη(LegH ) =
β′(p)

q
dp∧dq et comme β(p) ∈ C{p−G(r)}

[ 1
p−G(r)

]
,

on en déduit que K(LegH ) est holomorphe le long de T ′ = (p = G(r)) si et seulement si

β̃(z) ∈ zC{zd} satisfait la condition

0 = β̃
′(0) = ∑

1≤i< j<k≤d
β̃
′
i jk(0) =−

(
d
3

)
ϕ′′(0)

2dϕ′(0)2 ,

i.e. si et seulement si ϕ′′(0) = 0.

D’après le Lemme 2.13, le fait que z = r est un point critique (non fixe) de G de multiplicité

d−1 se traduit par −A(1,z) = G(r)B(1,z)+ c(z− r)d , pour un certain c ∈ C∗. Par suite

A(x,y) =−G(r)B(x,y)− c(y− rx)d et B(x,y) = b0xd +
d

∑
i=1

bi(y− rx)ixd−i.

Puisque b0 = B(1,r) 6= 0, on peut supposer sans perte de généralité que b0 = 1. Ainsi

dω

∣∣∣
y=rx

=
(

d +b1(G(r)− r)
)

xd−1dx∧dy.

D’autre part, G(z) = G(r)+
c(z− r)d

1+b1(z− r)+ · · ·
et, pour tout p ∈ P1

C suffisamment voisin de

G(r), l’équation G(z) = p est équivalente à(
p−G(r)

) 1
d
=

c
1
d (z− r)

d
√

1+b1(z− r)+ · · ·
= c

1
d (z− r)

[
1− 1

d
b1(z− r)+ · · ·

]
.

Par suite les pi(p) ∈ G−1(p) s’écrivent

pi(p) = r+
1

c
1
d

ζ
i
(

p−G(r)
) 1

d
+

b1

dc
2
d

ζ
2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · ·

et donc

p− pi(p) =
(

G(r)− r
)
− 1

c
1
d

ζ
i
(

p−G(r)
) 1

d − b1

dc
2
d

ζ
2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · ·+

(
p−G(r)

)
+ · · · .

Par conséquent

λi(p) =
1

p− pi(p)
=

1
G(r)− r

+ϕ
′(0)ζi

(
p−G(r)

) 1
d
+

ϕ′′(0)
2

ζ
2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · · ,

avec

ϕ
′(0) =

1

c
1
d (G(r)− r)2

6= 0 et ϕ
′′(0) =

2

dc
2
d (G(r)− r)3

[
d +b1(G(r)− r)

]
,

ce qui termine la démonstration.
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Comme conséquence immédiate des Théorèmes 2.6, 2.10, 2.12 et de la Remarque 2.11 nous ob-

tenons la caractérisation suivante de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuille-

tage homogène de degré 3 sur le plan projectif complexe.

Corollaire 2.14. — Soit H un feuilletage homogène de degré 3 sur P2
C défini par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]3, pgcd(A,B) = 1.

Alors, le 3-tissu LegH est plat si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) pour toute droite d’inflexion de H transverse et simple T1 = (ax + by = 0), la droite

d’équation A(b,−a)x+B(b,−a)y = 0 est invariante par H ;

(2) pour toute droite d’inflexion de H transverse et double T2, la 2-forme dω s’annule sur T2.

En particulier, si le feuilletage H est convexe alors LegH est plat.

Ce corollaire jouera un rôle important au Chapitre 3.

2.3. Platitude et feuilletages homogènes de type appartenant àZ [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,Td−1]

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire certains feuilletages homogènes de

degré d ≥ 3 sur P2
C, de type appartenant à Z [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,Td−1] et dont le d-tissu dual

est plat. Nous considérons ici un feuilletage homogène H de degré d ≥ 3 sur P2
C défini, en carte

affine (x,y), par

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

L’application rationnelle G : P1
C→ P1

C, G(z) = −A(1,z)
B(1,z)

, nous sera très utile pour établir les

énoncés qui suivent.

Proposition 2.15. — Si degTH = 2, alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est

linéairement conjugué à l’un des deux feuilletages H d
1 et H d

2 décrits respectivement par les

1-formes

1. ωd
1 = yddx− xddy ;

2. ωd
2 = xddx− yddy.
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Démonstration. — L’égalité degTH = 2 est réalisée si et seulement si nous sommes dans l’une

des situations suivantes

(i) TH = 2 ·Rd−1 ;

(ii) TH = 2 ·Td−1 ;

(iii) TH = 1 ·Rd−1 +1 ·Td−1.

Commençons par étudier l’éventualité (i). Nous pouvons supposer à conjugaison près que les

deux singularités radiales de H sont [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0], ce qui revient à supposer que les

points ∞ = [1 : 0], [0 : 1] ∈ P1
C sont critiques fixes de G , de même multiplicité d− 1. Cela se

traduit par le fait que A(x,y) = ayd et B(x,y) = bxd , avec ab 6= 0, en vertu du Lemme 2.13. Par

suite ω = ayddx− (−b)xddy et nous pouvons évidemment normaliser les coefficients a et −b à

1. Ainsi H est conjugué au feuilletage H d
1 décrit par ωd

1 = yddx− xddy ; le d-tissu LegH d
1 est

plat car H d
1 est convexe.

Intéressons-nous à la possibilité (ii). À isomorphisme linéaire près nous pouvons nous ramener

à la situation suivante :

• les points [0 : 1], [1 : 1] ∈ P1
C sont critiques non fixes de G , de même multiplicité d−1 ;

• G(0) et G(1) 6= ∞.

Toujours d’après le Lemme 2.13, il existe des constantes α,β ∈ C∗ telles que

−A(1,z) = G(0)B(1,z)+αzd = G(1)B(1,z)+β(z−1)d

avec G(0) 6= 0, G(1) 6= 1 et G(0) 6= G(1). L’homogénéité de A et B entraîne alors que

ω =
(

G(0)s(y− x)d−g(1)ryd
)

dx+
(

ryd− s(y− x)d
)

dy

avec r =
α

G(1)−G(0)
6= 0 et s =

β

G(1)−G(0)
6= 0. D’après les Théorèmes 2.6 et 2.12, le

d-tissu LegH est plat si et seulement si dω s’annule sur les deux droites y(y−x) = 0. Un calcul

immédiat montre que

dω

∣∣∣
y=0

=−sd(G(0)−1)xd−1dx∧dy et dω

∣∣∣
y=x

= rdG(1)xd−1dx∧dy.

Ainsi LegH est plat si et seulement si G(0) = 1 et G(1) = 0, auquel cas

ω = s(y− x)ddx+
(

ryd− s(y− x)d
)

dy ;

quitte à remplacer ω par ϕ∗ω, où ϕ(x,y) =
(

s
−1

d+1 x− r
−1

d+1 y,−r
−1

d+1 y
)
, on se ramène à

ω = ω
d
2 = xddx− yddy.
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Considérons pour finir l’éventualité (iii). Nous pouvons supposer que la singularité radiale

de H est le point [0 : 1 : 0] et que la droite d’inflexion transverse de H est la droite (y = 0) ;

G(0) 6= G(∞) = ∞ car G−1(G(0)) = {0}. Un raisonnement analogue à celui du cas précédent

conduit à

ω =−
(

G(0)βxd +αyd
)

dx+βxddy, avec αβG(0) 6= 0.

La courbure du tissu associé à cette 1-forme ne peut pas être holomorphe sur GH ({y = 0}) car

dω

∣∣∣
y=0

= dβxd−1dx∧dy 6≡ 0 ;

il en résulte que LegH ne peut pas être plat lorsque TH = 1 ·Rd−1 +1 ·Td−1.

Proposition 2.16. — Soit ν un entier compris entre 1 et d−2. Si le feuilletage H est de type

TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Rd−1, resp. TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Td−1,

alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage

H d,ν
3 , resp. H d,ν

4 , donné par

ω
d,ν
3 =

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx−

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy,

resp. ω
d,ν
4 = (d−ν−1)

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx+ν

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy.

Démonstration. — Dans les deux cas, nous pouvons supposer à conjugaison linéaire près que

les points [0 : 1], [1 : 0], [−1 : 1] ∈ P1
C sont critiques de G , de multiplicité ν, d− ν− 1, d− 1

respectivement. Les points [0 : 1] et [1 : 0] sont évidemment fixes par G ; le feuilletage H est

de type TH = 1 ·Rν + 1 ·Rd−ν−1 + 1 ·Rd−1 (resp. TH = 1 ·Rν + 1 ·Rd−ν−1 + 1 ·Td−1) si et

seulement si le point [−1 : 1] est fixe (resp. non fixe) par G . Puisque G−1(G(−1)) = {−1}
nous avons G(−1) 6= G(∞) = ∞. Donc, d’après le Lemme 2.13, il existe une constante α ∈C∗

et un polynôme homogène Bν ∈ C[x,y]ν tels que

−A(x,y) = G(−1)B(x,y)+α(y+ x)d , B(x,y) = xd−νBν(x,y) et yν+1 divise A(x,y).

Il en résulte que

−A(x,y) = G(−1)xd−νBν(x,y)+α

d

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyi

= G(−1)xd−νBν(x,y)+α

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyi +α

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyi ;
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par suite A(x,y) est divisible par yν+1 si et seulement si

−A(x,y) = α

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyi et G(−1)xd−νBν(x,y)+α

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyi = 0.

Quitte à remplacer ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy par − 1
α

ω on se ramène à

ω =
d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx+

1
G(−1)

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy, G(−1) 6= G(0) = 0.

• Si G(−1) =−1 nous obtenons le feuilletage H d,ν
3 décrit par

ω
d,ν
3 =

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx−

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy ;

la transformée de LEGENDRE LegH d,ν
3 est plate car H d,ν

3 est convexe.

• Si G(−1) 6= −1 alors, d’après les Théorèmes 2.6 et 2.12, le d-tissu LegH est plat si et

seulement si

0≡ dω

∣∣∣
y=−x

=

(
d

ν+1

)
(−1)ν+1(ν+1)
(d−1)G(−1)

[
G(−1)ν−d +ν+1

]
xd−1dx∧dy,

i.e. si et seulement si G(−1) =
d−ν−1

ν
, auquel cas

(d−ν−1)ω = ω
d,ν
4 = (d−ν−1)

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx+ν

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy.

Proposition 2.17. — Si le feuilletage H est de type

TH = 1 ·Rd−2 +1 ·T1 +1 ·Rd−1, resp. TH = 1 ·Rd−2 +1 ·T1 +1 ·Td−1,

alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage H d
5 ,

resp. H d
6 , décrit par

ω
d
5 = 2yddx+ xd−1(yd− (d−1)x)dy,

resp. ω
d
6 =

(
(d−1)2xd−d(d−1)xd−1y+(d +1)yd

)
dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.

Démonstration. — Nous allons traiter ces deux types simultanément. À isomorphisme linéaire

près, nous pouvons nous ramener à la situation suivante : les points [1 : 0], [1 : 1], [0 : 1] ∈ P1
C

sont critiques de G , de multiplicité d−2, 1, d−1 respectivement. Le point [1 : 0] (resp. [1 : 1])

est fixe (resp. non fixe) par G ; le feuilletage H est de type TH = 1 ·Rd−2 + 1 ·T1 + 1 ·Rd−1

(resp. TH = 1 ·Rd−2+1 ·T1+1 ·Td−1) si et seulement si le point [0 : 1] est fixe (resp. non fixe)
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par G . Puisque G−1(G(0)) = {0} nous avons G(0) 6= G(1) et G(0) 6= G(∞) = ∞ ; de plus

G(1) 6= G(∞) = ∞ car G−1(G(∞)) = {∞,z0} pour un certain point z0 6= ∞, non critique de G .

Par suite, d’après le Lemme 2.13, il existe une constante α ∈ C∗ telle que

−A(x,y) = G(0)B(x,y)+αyd et B(x,y) = α

s xd−1 (yd− (d−1)x) ,

avec s = G(1)−G(0) 6= 0. Quitte à multiplier ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy par s
α

on se ramène à

ω =−
(

G(0)xd−1 (yd− (d−1)x)+ syd
)

dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.

D’après ce qui précède le point [1 : 1] est le seul point critique de G dans sa fibre G−1(G(1)).

Donc, d’après le Théorème 2.10, la courbure de LegH est holomorphe sur GH ({y = x}) si et

seulement si

0 = Q(1,1;−1,1) =−1
6

sd(d−1)(d−2)(G(0)+ s+2),

i.e. si et seulement si s =−G(0)−2.

• Si G(0) = 0 alors la condition s = −G(0)− 2 = −2 est suffisante pour que LegH soit

plat, en vertu du Théorème 2.6, auquel cas

ω = ω
d
5 = 2yddx+ xd−1(yd− (d−1)x)dy.

• Si G(0) 6= 0 alors, d’après les Théorèmes 2.6 et 2.12, LegH est plat si et seulement si

s =−G(0)−2 et 0≡ dω

∣∣∣
y=0

= d(G(0)−d +1)xd−1dx∧dy,

i.e. si et seulement si G(0) = d−1 et s =−d−1, auquel cas

ω = ω
d
6 =

(
(d−1)2xd−d(d−1)xd−1y+(d +1)yd

)
dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.



CHAPITRE 3

FEUILLETAGES DE DEGRÉ TROIS DE P2
C AYANT UNE

TRANSFORMÉE DE LEGENDRE PLATE

Dans ce chapitre, nous noterons F(d) l’ensemble des feuilletages de degré d sur P2
C ; c’est

un ouvert de ZARISKI de l’espace projectif P(d+2)2−2
C . Le groupe des automorphismes de P2

C

agit sur F(d) ; l’orbite d’un élément F ∈ F(d) sous l’action de Aut(P2
C) = PGL3(C) sera notée

O(F ). Nous désignerons par FP(d) le sous-ensemble de F(d) formé des F ∈ F(d) tels que

LegF soit plat ; c’est un fermé de ZARISKI de F(d) et donc, si F ∈ FP(d), alors l’adhérence

O(F ) de O(F ) dans F(d) est contenue dans FP(d).
Ce chapitre comprend trois sections. Dans la première section, nous établissons la classification

à automorphisme de P2
C près des feuilletages homogènes de FP(3). Dans la deuxième section,

nous classifions complètement les feuilletages de FP(3). Dans la troisième section, nous don-

nons une description des composantes irréductibles de FP(3).

3.1. Classification à automorphisme près des feuilletages homogènes de FP(3)

Cette section est consacrée à la démonstration de l’énoncé suivant.

Théorème 3.1. — À automorphisme de P2
C près, il y a onze feuilletages homogènes de degré

trois H1, . . . ,H11 sur le plan projectif complexe ayant une transformée de LEGENDRE plate. Ils

sont décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes

1. ω1 = y3dx− x3dy ;

2. ω2 = x3dx− y3dy ;

3. ω3 = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy ;

4. ω4 = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy ;

5. ω5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy ;

6. ω6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy ;
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7. ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy ;

8. ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy ;

9. ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;

10. ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;

11. ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy.

Considérons un feuilletage homogène H de degré 3 sur P2
C défini, en carte affine (x,y), par

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy,

où A et B désignent des polynômes homogènes de degré 3 sans composante commune ; la

classification menant au Théorème 3.1 est établie au cas par cas suivant que degTH = 2,3

ou 4, i.e. suivant la nature du support du diviseur DH = AxBy−AyBx qui peut être deux droites,

trois droites ou quatre droites. Pour ce faire commençons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. — Si TH = 2 ·T1 +1 ·R2, resp. TH = 2 ·T1 +1 ·T2, alors, à conjugaison linéaire
près, la 1-forme ω décrivant H est du type

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy, β

(
(2β−1)2−α

2) 6= 0,

resp. ω =
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy, (β−αδ)

(
(β−2)2− (α−2δ)2) 6= 0.

Démonstration. — À isomorphisme près nous pouvons nous ramener à DH = cy2(y−x)(y+x)

pour un certain c ∈ C∗. Le produit CH (1,1)CH (1,−1) est évidemment non nul ; H est de

type TH = 2 ·T1 + 1 ·R2 (resp. TH = 2 ·T1 + 1 ·T2) si et seulement si CH (1,0) = 0 (resp.

CH (1,0) 6= 0). Écrivons les coefficients A et B de ω sous la forme

A(x,y) = a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3 et B(x,y) = b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3 ;

nous avons donc

CH = a0x4 +(a1 +b0)x3y+(a2 +b1)x2y2 +(a3 +b2)xy3 +b3y4

et

DH = (a0b1−a1b0)x4 +2(a0b2−a2b0)x3y+(3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0)x2y2

+2(a1b3−a3b1)xy3 +(a2b3−a3b2)y4.

Ainsi CH (1,0) = a0 et
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(3.1.1) DH = cy2(y− x)(y+ x) ⇔



a0b1 = a1b0

a0b2 = a2b0

a1b3 = a3b1

a2b3−a3b2 = c

3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0 =−c

• Si a0 6= 0 alors le système (3.1.1) équivaut à

a1 = 0, a2 =−3a0, b1 = 0, b2 =−3b0, c =−3(a0b3−a3b0).

Posons a3 = a0α, b0 = a0δ, b3 = a0β ; alors, quitte à diviser ω par a0, cette forme

s’écrit

ω =
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy ;

un calcul direct montre que la condition cCH (1,1)CH (1,−1) 6= 0 est vérifiée si et seule-

ment si (β−αδ)
(
(β−2)2− (α−2δ)2

)
6= 0.

• Si a0 = 0 alors le système (3.1.1) conduit à

a1 = a2 = b1 = 0, b2 =−3b0, c = 3a3b0 6= 0.

Écrivons b0 = a3β et b3 = a3α ; alors, quitte à remplacer ω par
1
a3

ω, on se ramène à

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy,

et la non nullité du produit cCH (1,1)CH (1,−1) est équivalente à β
(
(2β−1)2−α2

)
6= 0.

Lemme 3.3. — Si le diviseur DH est réduit, i.e. si degTH = 4, alors ω est, à conjugaison

linéaire près, de l’une des formes suivantes

1. y2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy,

où r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) 6= 0 ;

2. sy2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy,

où rs(s−1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)
(
s(2r+3)2− r2

)
6= 0 ;

3. ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x),

où rst(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(s−t−1)(tu3−r2su−r2v) 6= 0, u= 2r+3 et v= r(r+2) ;

4. uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x),

où ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+ t−u−1)(uv4 + suwv3 + r2twv+ r2w2) 6= 0,

v = 2r+3 et w = r(r+2).

Ces quatre modèles sont respectivement de types 3 ·R1+1 ·T1, 2 ·R1+2 ·T1, 1 ·R1+3 ·T1, 4 ·T1.
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Démonstration. — D’après la Remarque 2.5 le feuilletage H ne peut être de type 4 ·R1; nous

sommes donc dans l’une des situations suivantes

(i) TH = 3 ·R1 +1 ·T1 ;

(ii) TH = 2 ·R1 +2 ·T1;

(iii) TH = 1 ·R1 +3 ·T1;

(iv) TH = 4 ·T1.

À conjugaison linéaire près nous pouvons nous ramener à DH = cxy(y− x)(y−αx) pour cer-

tains c,α ∈ C∗,α 6= 1. Dans la dernière éventualité nous avons

CH (0,1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) 6= 0

et dans les cas (i), resp. (ii), resp. (iii) nous pouvons supposer que
CH (0,1) = 0

CH (1,0) = 0

CH (1,1) = 0

CH (1,α) 6= 0

resp.


CH (0,1) = 0

CH (1,0) = 0

CH (1,1) 6= 0

CH (1,α) 6= 0

resp.


CH (0,1) = 0

CH (1,0) 6= 0

CH (1,1) 6= 0

CH (1,α) 6= 0

Comme dans le lemme précédent, en écrivant

A(x,y) = a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3 et B(x,y) = b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3

nous obtenons que

(3.1.2) DH = cxy(y− x)(y−αx) ⇔



a0b1 = a1b0

a2b3 = a3b2

2(a1b3−a3b1) = c

2(a0b2−a2b0) = cα

3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0 =−c(α+1)

Envisageons l’éventualité (iv). Comme c 6= 0, a0 = CH (1,0) 6= 0 et b3 = CH (0,1) 6= 0, le

système (3.1.2) équivaut à

b1 =
a1b0

a0

a2 =
a3b2

b3

c =
2a1(a0b3−a3b0)

a0
a0b2−αa1b3 = 0

(3a0 +2αa1 +2a1)b3 +a1b2 = 0

⇔



b1 =
a1b0

a0

a2 =
a3a1α

a0

c =
2a1(a0b3−a3b0)

a0

b2 =
a1b3α

a0
a1(a1 +2a0)α+a0(2a1 +3a0) = 0
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Donc a1 6= 0 et puisque α 6= 0, le produit (a1 +2a0)(2a1 +3a0) est non nul. Il s’en suit que

a2 =−
a3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
, b1 =

a1b0

a0
, b2 =−

b3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
,

α =−a0(2a1 +3a0)

a1(a1 +2a0)
, c =

2a1(a0b3−a3b0)

a0
.

Posons r =
a1

a0
, s =−a3

b3
, t =−b0

a0
, u =− b3

a1 +2a0
; alors

b0 =−ta0, b1 =−rta0, b2 = (2r+3)ua0, b3 =−u(r+2)a0,

a1 = ra0, a2 =−su(2r+3)a0, a3 = su(r+2)a0,

α =− 2r+3
r(r+2)

, c = 2r(r+2)u(st−1)a2
0.

Quitte à remplacer ω par
1
a0

ω, le coefficient a0 vaut 1 et ω s’écrit

ω =
(
x3 + rx2y− su(2r+3)xy2 + su(r+2)y3)dx+

(
−tx3− rtx2y+u(2r+3)xy2−u(r+2)y3)dy

= uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x) ;

un calcul direct montre que la condition cα(α−1)CH (0,1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) 6= 0 est

équivalente à

ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+ t−u−1)(uv4 + suwv3 + r2twv+ r2w2) 6= 0

avec v = 2r+3 et w = r(r+2).

Maintenant nous étudions la possibilité (iii). Dans ce cas nous avons b3 = CH (0,1) = 0 et

a0 = CH (1,0) 6= 0 ; le système (3.1.2) conduit à

a2 =−
a3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
, b1 =

a1b0

a0
, b2 = 0, α =−a0(2a1 +3a0)

a1(a1 +2a0)
, c =−2a1a3b0

a0
.

En posant r =
a1

a0
, s =−b0

a0
et t =− a3

a1 +2a0
, nous obtenons que

b0 =−sa0, b1 =−rsa0, b2 = b3 = 0, c =−2rst(r+2)a2
0,

a1 = ra0, a2 = t(2r+3)a0, a3 =−t(r+2)a0, α =− 2r+3
r(r+2)

.

Quitte à diviser ω par a0 on se ramène à

ω =
(
x3 + rx2y+ t(2r+3)xy2− t(r+2)y3)dx− sx2(x+ ry)dy

= ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x),
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et la non nullité du produit cα(α−1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) se traduit par

rst(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(s− t−1)(tu3− r2su− r2v) 6= 0, avec u = 2r+3 et v = r(r+2).

Les deux premiers cas se traitent de façon analogue.

Démonstration du Théorème 3.1. — Premier cas : degTH = 2. Dans ce cas le 3-tissu LegH
est plat si et seulement si la 1-forme ω définissant H est linéairement conjuguée à l’une des

deux 1-formes

ω1 = y3dx− x3dy et ω2 = x3dx− y3dy.

C’est une application directe de la Proposition 2.15 pour d = 3.

Second cas : degTH = 3.

• Si TH = 2 ·R1+1 ·R2, resp. TH = 2 ·R1+1 ·T2, alors, d’après la Proposition 2.16, LegH
est plat si et seulement si ω est conjuguée à

ω
3,1
3 =

3

∑
i=2

(
3
i

)
x3−iyidx−

1

∑
i=0

(
3
i

)
x3−iyidy = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy = ω3,

resp. ω
3,1
4 =

3

∑
i=2

(
3
i

)
x3−iyidx+

1

∑
i=0

(
3
i

)
x3−iyidy = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy = ω4.

• Si TH = 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·R2, resp. TH = 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·T2, alors, d’après la Propo-

sition 2.17, LegH est plat si et seulement si ω est conjuguée à

ω
3
5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy = ω5,

resp. ω
3
6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy = ω6.

• Si TH = 2 ·T1 +1 ·R2, alors, d’après le Lemme 3.2, la 1-forme ω est du type

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy, β

(
(2β−1)2−α

2) 6= 0,

et dans ce cas nous avons Itr
H = (y−x)(y+x). D’après le Corollaire 2.14, le 3-tissu LegH

est plat si et seulement si

0 = Q(1,1;−1,1) = (2β+2−α)β et 0 = Q(1,−1;1,1) =−(2β+2+α)β,

i.e. si et seulement si α = 0 et β =−1, auquel cas ω = ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy.

• Dans ce deuxième cas, il ne nous reste plus qu’à traiter l’éventualité TH = 2 ·T1 +1 ·T2.

Toujours d’après le Lemme 3.2, ω est, à conjugaison près, de la forme

ω=
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy, (β−αδ)

(
(β−2)2− (α−2δ)2) 6= 0 ;
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comme Itr
H = y2(y− x)(y+ x) le 3-tissu LegH est plat si et seulement si

0≡ dω

∣∣∣
y=0

= 3δx2dx∧dy

0 = Q(1,1;−1,1) = (4+β−2α−2δ)(β−αδ)

0 = Q(1,−1;1,1) = (4+β+2α+2δ)(β−αδ),

en vertu du Corollaire 2.14. Il s’en suit que LegH est plat si et seulement si α = δ = 0 et

β =−4, auquel cas ω = ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy.

Troisième cas : degTH = 4. Pour examiner la platitude dans ce dernier cas, nous allons appli-

quer le Corollaire 2.14 aux différents modèles du Lemme 3.3.

• Si TH = 3 ·R1 +1 ·T1, alors ω est du type

ω = y2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy

avec r(r + 1)(r + 2)(r + 3)(2r + 3) 6= 0. Nous avons Itr
H = sx+ ty où s = 2r + 3 et t =

r(r+2) ; par suite le 3-tissu LegH est plat si et seulement si

0 = Q(t,−s;s, t) = r(r+1)2(r+2)2(r+3)(2r+3)
[
r2 +3r+3

]
,

i.e. si et seulement si r = −3
2
± i

√
3

2
. Dans les deux cas la 1-forme ω est linéairement

conjuguée à

ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;

en effet si r =−3
2
− i

√
3

2
, resp. r =−3

2
+ i

√
3

2
, alors

ω9 =−(1+ i
√

3)ω, resp. ω9 =−2ϕ
∗
ω, où ϕ(x,y) = (y,x).

• Si TH = 2 ·R1 +2 ·T1, alors ω est de la forme

ω = sy2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy

avec rs(s− 1)(r + 1)(r + 2)(r + 3)(2r + 3)
(
s(2r+3)2− r2

)
6= 0. Posons t = 2r + 3 et

u = r(r+2) ; nous avons Itr
H = (y− x)(tx+uy). Donc LegH est plat si et seulement si{

0 = Q(1,1;−1,1) =−s(r+1)2 [s(r+2)+1]

0 = Q(u,−t; t,u) = rs(r+1)2(r+2)2(2r+3)
[
s(2r+3)2 +(r+2)r2

]
,

i.e. si et seulement si r =±
√

3 et s =−2+ r, car rs(r+1)(r+2)(2r+3) 6= 0. Dans les

deux cas ω est linéairement conjuguée à

ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;
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en effet si (r,s) = (−
√

3,−2−
√

3), resp. (r,s) = (
√

3,−2+
√

3), alors

ω10 =
√

3ω, resp. ω10 =−
√

3ϕ
∗
ω, où ϕ(x,y) = (x,−y).

• Si TH = 1 ·R1 +3 ·T1, alors ω est du type

ω = ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x)

avec rst(r + 1)(r + 2)(r + 3)(2r + 3)(s− t − 1)(tu3 − r2su− r2v) 6= 0, u = 2r + 3 et

v = r(r+2). Puisque Itr
H = y(y−x)(ux+vy) la courbure de LegH est holomorphe le long

de GH ({y(y− x) = 0}) si et seulement si{
0 = Q(1,0;0,1) = st [(2r+3)s− (r+2)]

0 = Q(1,1;−1,1) =−st(r+1)2 [(r+2)(t +1)+ s] ,

i.e. si et seulement si s =
r+2
2r+3

et t = −2(r+2)
2r+3

, auquel cas K(LegH ) ne peut être

holomorphe sur GH ({ux+ vy = 0}) car

Q(v,−u;u,v) = 12r(r+1)3(r+2)5(r+3)(2r+3)−2 6= 0.

Par conséquent la transformée de LEGENDRE LegH de H ne peut être plate lorsque

TH = 1 ·R1 +3 ·T1.

• Si TH = 4 ·T1, alors ω est de la forme

ω = uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x),

où ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+t−u−1)(uv4+suwv3+r2twv+r2w2) 6= 0,

v = 2r + 3 et w = r(r + 2). Comme Itr
H = xy(y− x)(vx+wy) la courbure de LegH est

holomorphe le long de GH ({xy(y− x) = 0}) si et seulement si
0 = Q(0,−1; 1,0) =−u2(r+2)2(st−1) [rs+1]

0 = Q(1,0;0,1) =−u(st−1) [(2r+3)t− r−2]

0 = Q(1,1;−1,1) =−u(r+1)2(st−1) [(rs+2s+1)u− t− r−2] ,

i.e. si et seulement si s =−1
r

, t =
r+2
2r+3

et u =−r(r+2)2

2r+3
, auquel cas

Q(w,−v;v,w) = 16r(r+1)5(r+2)5(r+3)(2r+3)−2 [r2 +3r+3
]
.

Par suite LegH est plat si et seulement si nous sommes dans l’un des deux cas suivants

(i) r =−3
2
+ i

√
3

2
, s =

1
2
+ i

√
3

6
, t =

1
2
− i

√
3

6
, u = 1 ;

(ii) r =−3
2
− i

√
3

2
, s =

1
2
− i

√
3

6
, t =

1
2
+ i

√
3

6
, u = 1.
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Dans les deux cas la 1-forme ω est linéairement conjuguée à

ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy ;

en effet dans les cas (i), resp. (ii) nous avons

ω11 = 3ϕ
∗
1ω, où ϕ1 = (x,e−5iπ/6 y), resp. ω11 = 3ϕ

∗
2ω, où ϕ2 = (x,e5iπ/6 y).

Les feuilletages Hi, i = 1, . . . ,11, ne sont pas linéairement conjugués car, par construction,

TH j
6= TH i

pour tout j 6= i, d’où l’énoncé.

Une particularité remarquable de la classification obtenue est que toutes les singularités des

feuilletages Hi, i = 1, . . . ,11, sur la droite à l’infini sont non-dégénérées. Nous aurons besoin

dans la prochaine section des valeurs des indices CS(Hi,L∞,s), s ∈ SingHi ∩ L∞. Pour cela,

nous avons calculé, pour chaque i= 1, . . . ,11, le polynôme suivant (dit polynôme de CAMACHO-

SAD du feuilletage homogène Hi)

CSH i
(λ) = ∏

s∈SingH i∩L∞

(λ−CS(Hi,L∞,s)).

Le tableau suivant résume les types et les polynômes de CAMACHO-SAD des feuilletages Hi,

i = 1, . . . ,11.

i TH i
CSH i

(λ)

1 2 ·R2 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

2 2 ·T2 (λ− 1
4)

4

3 2 ·R1 +1 ·R2 (λ−1)3(λ+2)

4 2 ·R1 +1 ·T2 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

5 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·R2 (λ−1)2(λ+ 1
5)(λ+ 4

5)

6 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·T2 (λ−1)(λ+ 2
7)(λ−

1
7)

2

7 2 ·T1 +1 ·R2 (λ−1)(λ− 1
4)(λ+ 1

8)
2

8 2 ·T1 +1 ·T2 (λ− 1
10)

2(λ− 2
5)

2

9 3 ·R1 +1 ·T1 (λ−1)3(λ+2)

10 2 ·R1 +2 ·T1 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

11 4 ·T1 (λ− 1
4)

4

TABLE 1. Types et polynômes de CAMACHO-SAD des onze feuilletages homogènes
donnés par le Théorème 3.1.
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3.2. Classification complète des feuilletages de FP(3)

Il s’agit dans cette deuxième section de démontrer l’un des principaux résultats annoncés

dans l’Introduction :

Théorème 3.4. — À automorphisme de P2
C près, il y a seize feuilletages cubiques H1, . . . ,H11,

F1, . . . ,F5 sur le plan projectif complexe ayant une transformée de LEGENDRE plate. Ils sont

décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes

1. ω1 = y3dx− x3dy ;

2. ω2 = x3dx− y3dy ;

3. ω3 = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy ;

4. ω4 = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy ;

5. ω5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy ;

6. ω6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy ;

7. ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy ;

8. ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy ;

9. ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;

10. ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;

11. ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy ;

12. ω1 = y3dx+ x3(xdy− ydx) ;

13. ω2 = x3dx+ y3(xdy− ydx) ;

14. ω3 = (x3− x)dy− (y3− y)dx ;

15. ω4 = (x3 + y3)dx+ x3(xdy− ydx) ;

16. ω5 = y2(ydx+2xdy)+ x3(xdy− ydx).

La démonstration comporte plusieurs étapes consistant en une analyse fine des singularités des

feuilletages de FP(3).



3.2. CLASSIFICATION COMPLÈTE DES FEUILLETAGES DE FP(3) 54

3.2.1. Feuilletages de FP(3) n’ayant que des singularités non-dégénérées. — Parmi les

éléments de FP(d) n’ayant que des singularités non-dégénérées, il y a le feuilletage de FERMAT

F d de degré d défini en carte affine par la 1-forme

ω
d
F = (xd− x)dy− (yd− y)dx ;

en effet, d’une part LegF d est plat car il est algébrisable d’après [21, Proposition 5.2] ; d’autre

part, un calcul élémentaire montre que toutes les singularités du feuilletage F d sont non-

dégénérées.

Remarque 3.5. — Dans l’énoncé du Théorème 3.4, nous avons désigné par F3 le feuilletage

de FERMAT de degré trois, i.e. F3 := F 3.

Le théorème suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 3.6. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur P2
C. Supposons que toutes ses singu-

larités soient non-dégénérées et que son 3-tissu dual LegF soit plat. Alors F est linéairement

conjugué au feuilletage de FERMAT F3 défini par la 1-forme ω3 = (x3− x)dy− (y3− y)dx.

Remarques 3.7. — (i) Pour d = 3 ou d ≥ 5, l’adhérence O(F d) (dans F(d)) de O(F d) est

une composante irréductible de FP(d), voir [21, Théorème 3].

(ii) L’ensemble FP(4) contient des feuilletages à singularités non-dégénérées et qui ne sont

pas conjugués au feuilletage F 4, e.g. la famille (F 4
λ
)λ∈C de feuilletages définis par

ω
4
F +λ((x3−1)y2dy− (y3−1)x2dx).

En effet, d’après [21, Théorème 8.1], pour tout λ fixé dans C, F 4
λ
∈ FP(4) ; de plus un

calcul facile montre que F 4
λ

est à singularités non-dégénérées. Mais, si λ est non nul

F 4 et F 4
λ

ne sont pas linéairement conjugués car le premier est convexe, alors que le

second ne l’est pas.

La démonstration du Théorème 3.6 repose sur le Théorème 3.1 de classification des feuilletages

homogènes appartenant à FP(3), et sur les trois résultats qui suivent, dont les deux premiers

sont valables en degré quelconque.

Notons d’abord que le feuilletage F d possède trois singularités radiales d’ordre maximal d−1,

non alignées. La proposition suivante montre que cette propriété caractérise l’orbite de F d .

Proposition 3.8. — Soit F un feuilletage de degré d sur P2
C ayant trois singularités radiales

d’ordre maximal d − 1, non alignées. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de

FERMAT F d .
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Démonstration. — Par hypothèse F possède trois points singuliers m j, j = 1,2,3, non alignés

vérifiant ν(F ,m j) = 1 et τ(F ,m j) = d. D’après la Remarque 1.2, les trois droites joignant ces

points deux à deux sont invariantes par F . Choisissons des coordonnées homogènes [x : y : z]

telles que m1 = [0 : 0 : 1], m2 = [0 : 1 : 0] et m3 = [1 : 0 : 0]. Les égalités ν(F ,m1) = 1 et

τ(F ,m1) = d, combinées avec le fait que (m2m3) = (z = 0) est F -invariante, assurent que

toute 1-forme ω décrivant F dans la carte affine z = 1 est du type

ω = (xdy− ydx)(γ+C1(x,y)+ · · ·+Cd−2(x,y))+Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy

avec γ 6= 0, Ad ,Bd ∈ C[x,y]d , Ck ∈ C[x,y]k pour k = 1, . . . ,d−2.

Dans la carte affine y = 1 le feuilletage F est donné par

θ =−(γzd +C1(x,1)zd−1 + · · ·+Cd−2(x,1)z2)dx+Ad(x,1)(zdx− xdz)−Bd(x,1)dz ;

nous avons θ∧ (zdx− xdz) = zQ(x,z)dx∧dz, avec

Q(x,z) = x
[
γzd−1 +C1(x,1)zd−2 + · · ·+Cd−2(x,1)z

]
+Bd(x,1).

L’égalité τ(F ,m2) = d entraîne alors que le polynôme Q ∈ C[x,z] est homogène de degré

d, ce qui permet d’écrire Bd(x,y) = βxd et Ck(x,y) = δkxk, β,δk ∈ C. Par suite nous avons

J1
(0,0)θ = Ad(0,1)(zdx− xdz) ; alors l’égalité ν(F ,m2) = 1 assure que Ad(0,1) 6= 0.

De la même manière, en se plaçant dans la carte affine x = 1 et en écrivant explicitement les

égalités τ(F ,m3) = d et ν(F ,m3) = 1, nous obtenons que Bd(1,0) 6= 0, Ad(x,y) = αyd et

Ck(x,y) = εkyk, α,εk ∈ C. Donc αβ 6= 0, les Ck sont tous nuls et ω est du type

ω = γ(xdy− ydx)+αyddx+βxddy.

Écrivons α = γµ1−d et β = −γλ1−d . Quitte à remplacer ω par ϕ∗ω, où ϕ(x,y) = (λx,µy), le

feuilletage F est défini, dans les coordonnées affines (x,y), par la 1-forme

ωd
F = (xd− x)dy− (yd− y)dx.

Le résultat suivant permet de ramener l’étude de la platitude au cadre homogène :

Proposition 3.9. — Soit F un feuilletage de degré d ≥ 1 sur P2
C ayant une droite invariante L.

Supposons que toutes les singularités de F sur L soient non-dégénérées. Il existe un feuilletage

homogène H de degré d sur P2
C ayant les propriétés suivantes

• H ∈ O(F ) ;

• L est invariante par H ;

• SingH ∩L = SingF ∩L ;

• ∀ s ∈ SingH ∩L, µ(H ,s) = 1 et CS(H ,L,s) = CS(F ,L,s).

Si de plus LegF est plat, alors LegH l’est aussi.
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Démonstration. — Choisissons, dans P2
C, un système de coordonnées homogènes [x : y : z] tel

que L = (z = 0) ; comme L est F -invariante, F est défini dans la carte affine z = 1 par une

1-forme ω du type

ω =
d

∑
i=0

(Ai(x,y)dx+Bi(x,y)dy),

où les Ai, Bi sont des polynômes homogènes de degré i.

Montrons par l’absurde que pgcd(Ad ,Bd) = 1 ; supposons donc que pgcd(Ad ,Bd) 6= 1. Quitte

à conjuguer ω par une transformation linéaire de C2 = (z = 1), nous pouvons nous ramener à

Ad(x,y) = xÃd−1(x,y) et Bd(x,y) = xB̃d−1(x,y)

pour certains Ãd−1, B̃d−1 dans C[x,y]d−1 ; alors s0 = [0 : 1 : 0] ∈ L est un point singulier de F .

Dans la carte affine y = 1, le feuilletage F est donné par

θ =
d

∑
i=0

zd−i[Ai(x,1)(zdx− xdz)−Bi(x,1)dz]

= [Ad(x,1)+ zAd−1(x,1)+ · · · ](zdx− xdz)− [Bd(x,1)+ zBd−1(x,1)+ · · · ]dz.

Le 1-jet de θ au point singulier s0 = (0,0) s’écrit −[B̃d−1(0,1)x+Bd−1(0,1)z]dz ; ce qui im-

plique que µ(F ,s0) > 1 : contradiction avec l’hypothèse que toute singularité de F située sur

L est non-dégénérée.

Il s’en suit que la 1-forme ωd = Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy définit bien un feuilletage homogène de

degré d sur P2
C, que nous notons H . Il est évident que L est H -invariante et que SingF ∩L =

SingH ∩L. Considérons la famille d’homothéties ϕ = ϕε = ( x
ε
, y

ε
). Nous avons

ε
d+1

ϕ
∗
ω =

d

∑
i=0

(εd−iAi(x,y)dx+ ε
d−iBi(x,y)dy)

qui tend vers ωd lorsque ε tend vers 0 ; il en résulte que H ∈ O(F ).

Montrons que H vérifie la quatrième propriété annoncée. Soit s ∈ SingH ∩L. Quitte à conju-

guer ω par un isomorphisme linéaire deC2 = (z= 1), nous pouvons supposer que s= [0 : 1 : 0] ;

il existe donc un polynôme B̂d−1 ∈ C[x,y]d−1 tel que Bd(x,y) = xB̂d−1(x,y). Le feuilletage H
est décrit dans la carte affine y = 1 par

θd = Ad(x,1)(zdx− xdz)−Bd(x,1)dz.

Posons λ = Ad(0,1) et ν = Ad(0,1)+ B̂d−1(0,1). Le 1-jet de θd en s = (0,0) s’écrit J1
(0,0)θd =

λzdx− νxdz, et celui de θ est donné par J1
(0,0)θ = λzdx− νxdz− zBd−1(0,1)dz. L’hypothèse

µ(F ,s)= 1 signifie que λν est non nul. Par suite µ(H ,s)= 1 et CS(H ,L,s)=CS(F ,L,s)= λ

ν
.

L’implication K(LegF )≡ 0 =⇒ K(LegH )≡ 0 découle du fait que H ∈ O(F ).
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Nous illustrons le résultat précédent en l’appliquant au feuilletage F d .

Exemple 3.10. — Le feuilletage de FERMAT F d est donné en coordonnées homogènes par la

1-forme

xd(ydz− zdy)+ yd(zdx− xdz)+ zd(xdy− ydx).

Il possède les 3d droites invariantes suivantes :

(a) x = 0, y = 0, z = 0 ;

(b) y = ζx, y = ζz, x = ζz avec ζd−1 = 1.

Les droites de la famille (a) (resp. (b)) donnent lieu à 3 (resp. 3d−3) feuilletages homogènes

appartenant à O(F d)⊂ FP(d) et de type 2 ·Rd−1 (resp. 1 ·Rd−1 +(d−1) ·R1). Ceux qui sont

de type 2 ·Rd−1 sont tous conjugués au feuilletage H d
1 donné par la Proposition 2.15 ; ceux qui

sont de type 1 ·Rd−1 +(d−1) ·R1 sont tous conjugués au feuilletage H d
0 défini par la 1-forme

ω
d
0 = (d−1)yddx+ x(xd−1−dyd−1)dy.

Le feuilletage H 3
0 est conjugué au feuilletage H3 donné par le Théorème 3.1, car H 3

0 ∈ FP(3)
et TH 3

0
= TH3

.

Remarque 3.11. — Si F est un feuilletage de degré d sur P2
C et si m est un point singulier de

F , nous avons l’encadrement σ(F ,m)≤ τ(F ,m)+1≤ d +1, où σ(F ,m) désigne le nombre

de droites (distinctes) invariantes par F et qui passent par m.

La première assertion du lemme suivant joue un rôle clé dans la preuve du Théorème 3.6.

Lemme 3.12. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur P2
C. Supposons que F ait une singularité

m non-dégénérée et que son 3-tissu dual LegF soit plat. Alors :

1. Si BB(F ,m) 6∈ {4, 16
3 }, par cette singularité passent exactement deux droites invariantes

par F .

2. Si BB(F ,m) = 16
3 , par cette singularité passe une droite ` invariante par F et telle que

CS(F , `,m) = 3.

Démonstration. — i. Supposons que BB(F ,m) 6= 4. Par hypothèse µ(F ,m) = 1. Ces deux

conditions assurent l’existence d’une carte affine (x,y) de P2
C dans laquelle m = (0,0) et F est

défini par une 1-forme du type θ1 +θ2 +θ3 +θ4, où

θ1 = λydx+µxdy, avec λµ(λ+µ) 6= 0, θ2 =

(
2

∑
i=0

αix2−iyi

)
dx+

(
2

∑
i=0

βix2−iyi

)
dy,

θ3 =

(
3

∑
i=0

aix3−iyi

)
dx+

(
3

∑
i=0

bix3−iyi

)
dy, θ4 =

(
3

∑
i=0

cix3−iyi

)
(xdy− ydx),
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i.1. Supposons que BB(F ,m) 6= 16
3 ; cette condition se traduit par (λ+3µ)(3λ+µ) 6= 0.

Commençons par montrer que α0 = 0. Supposons par l’absurde que α0 6= 0. Soit (p,q) la carte
affine de P̌2

C associée à la droite {px−qy = 1} ⊂ P2
C ; le 3-tissu LegF est donné par la 3-forme

symétrique

ω̌ =
[(

β2 p+α2q−λq2)dp2 +(β1 p+α1q+λpq−µpq)dpdq+
(
β0 p+α0q+µp2)dq2](pdq−qdp)

+q
(
a3dp3 +a2dp2dq+a1dpdq2 +a0dq3)+ p

(
b3dp3 +b2dp2dq+b1dpdq2 +b0dq3)

+ c3dp3 + c2dp2dq+ c1dpdq2 + c0dq3.

Considérons la famille d’automorphismes ϕ = ϕε = (α0ε−1 p,α0ε−2q). Nous constatons que

ω̌0 := lim
ε→0

ε
9
α
−6
0 ϕ

∗
ω̌ = (pdq−qdp)

(
−λq2dp2 + pq(λ−µ)dpdq+(µp2 +q)dq2) .

Puisque µ est non nul ω̌0 définit un 3-tissu W0, qui appartient évidemment à O(LegF ). L’image
réciproque de W0 par l’application rationnelle ψ(p,q) =

(
λ(p+q),−λ(λ+µ)2 pq

)
s’écrit

ψ∗W0 = F1�F2�F3, où

F1 : q2dp+ p2dq = 0, F2 : µq2dp+ p(λq+µq−λp)dq = 0, F3 : µp2dq+q(λp+µp−λq)dp = 0.

Un calcul direct, utilisant la formule (1.3.2), conduit à

η(ψ∗W0) =
5(λ+µ)p2− (8λ+7µ)pq+(3λ+4µ)q2

(λ+µ)p(p−q)2 dp+
5(λ+µ)q2− (8λ+7µ)pq+(3λ+4µ)p2

(λ+µ)q(p−q)2 dq

de sorte que

K(ψ∗W0) = dη(ψ∗W0) =−
4µ(p+q)

(λ+µ)(p−q)3 dp∧dq 6≡ 0 ;

comme LegF est plat par hypothèse, il en est de même pour W0 ; par suite K(ψ∗W0) =

ψ∗K(W0) = 0, ce qui est absurde. D’où l’égalité α0 = 0.

Montrons maintenant que a0 = 0. Raisonnons encore par l’absurde en supposant a0 6= 0. Le

feuilletage F est décrit dans la carte affine (x,y) par θ = θ1 + θ2 + θ3 + θ4 avec α0 = 0. En

faisant agir la transformation linéaire diagonale (εx,a0ε3y) sur θ puis en passant à la limite

lorsque ε→ 0 nous obtenons

θ0 = λydx+µxdy+ x3dx

qui définit un feuilletage de degré trois F0 ∈ O(F ).

Notons I0 = Itr
F0

, G0 = GF0 et I⊥0 = G−1
0 (G0(I0))\ I0, où l’adhérence est prise au sens ordinaire.

Un calcul élémentaire montre que

G0(x,y) =
(

x3 +λy
x(x3 +λy+µy)

,− µ
x3 +λy+µy

)
, I0 = {(x,y) ∈ C2 : (λ−2µ)x3 +λ(λ+µ)y = 0} ⊂ P2

C

et que la courbe I⊥0 a pour équation affine f (x,y) = y−νx3 = 0, où ν =− 4λ+µ
4λ(λ+µ)

.
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Comme LegF est plat, LegF0 l’est aussi. Or, d’après [4, Corollaire 4.6], le 3-tissu LegF0 est

plat si et seulement si I⊥0 est invariante par F0, i.e. si et seulement si

0≡ d f ∧θ0

∣∣∣
y=νx3

= 3(3λ+µ)µx3dx∧dy ;

d’où µ(3λ+µ) = 0 : contradiction. Donc a0 = α0 = 0, ce qui signifie que la droite (y = 0) est

F -invariante.

Ce qui précède montre également que l’invariance de la droite (y = 0) par F découle unique-

ment du fait que λµ(λ+µ)(3λ+µ) 6= 0 et de l’hypothèse que LegF est plat. En permutant les

coordonnées x et y, la condition λµ(λ+µ)(λ+3µ) 6= 0 permet de déduire que β2 = b3 = 0, i.e.

que la droite (x = 0) est aussi invariante par F .

La singularité m de F n’est pas radiale car BB(F ,m) 6= 4; de plus ν(F ,m)= 1 car µ(F ,m)= 1.

Il s’en suit que τ(F ,m) = 1; d’après la Remarque 3.11, nous avons σ(F ,m)≤ τ(F ,m)+1= 2,

d’où la première assertion.

i.2. Lorsque BB(F ,m) = 16
3 , nous pouvons supposer que λ =−3µ et µ 6= 0. Dans ce cas

λµ(λ+µ)(3λ+µ) =−48µ4 6= 0 et λµ(λ+µ)(λ+3µ) = 0 ;

donc la droite (y = 0) est F -invariante, mais nous ne pouvons rien dire a priori sur l’invariance

par F ou non de la droite (x= 0). Sur la droite (y= 0) nous avons CS(F ,(y= 0),m)=−λ

µ = 3,

d’où la seconde assertion.

Démonstration du Théorème 3.6. — Écrivons SingF = Σ0∪Σ1∪Σ2 avec

Σ
0 = {s ∈ SingF : BB(F ,s) = 16

3 }, Σ
1 = {s ∈ SingF : BB(F ,s) = 4}, Σ

2 = SingF \ (Σ0∪Σ
1)

et notons κi = # Σi, i = 0,1,2. Par hypothèse, F est de degré 3 et toutes ses singularités ont leur

nombre de MILNOR 1. Les formules (1.1.4) et (1.1.5) impliquent alors que

# SingF = κ0 +κ1 +κ2 = 13 et 16
3 κ0 +4κ1 + ∑

s∈Σ2

BB(F ,s) = 25 ;(3.2.1)

il en résulte que Σ2 est non vide. Soit m un point de Σ2 ; d’après la première assertion du

Lemme 3.12 il passe par m exactement deux droites `(1)m et `(2)m invariantes par F . Alors, pour

i = 1,2, la Proposition 3.9 assure l’existence d’un feuilletage homogène H (i)
m de degré 3 sur

P2
C appartenant à O(F ) et tel que la droite `

(i)
m soit H (i)

m -invariante. Comme LegF est plat par

hypothèse, il en est de même pour LegH (1)
m et LegH (2)

m . Donc chacun des H (i)
m est linéairement

conjugué à l’un des onze feuilletages homogènes donnés par le Théorème 3.1. Pour i = 1,2, la

Proposition 3.9 assure aussi que

(a) SingF ∩ `(i)m = SingH (i)
m ∩ `(i)m ;

(b) ∀ s ∈ SingH (i)
m ∩ `(i)m , µ(H (i)

m ,s) = 1 et CS(H (i)
m , `

(i)
m ,s) = CS(F , `

(i)
m ,s).
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Puisque CS(F , `
(1)
m ,m)CS(F , `

(2)
m ,m) = 1, nous avons CS(H (1)

m , `
(1)
m ,m)CS(H (2)

m , `
(2)
m ,m) = 1.

Cette égalité et la Table 1 impliquent

{CS(H (1)
m , `

(1)
m ,m), CS(H (2)

m , `
(2)
m ,m)}= {−2,−1

2} ;

d’où BB(F ,m) = −1
2 . Le point m ∈ Σ2 étant arbitraire, Σ2 est formé des s ∈ SingF tels que

BB(F ,s) =−1
2 . Par suite le système (3.2.1) se réécrit

κ0 +κ1 +κ2 = 13 et 16
3 κ0 +4κ1− 1

2 κ2 = 25

dont l’unique solution est (κ0,κ1,κ2) = (0,7,6), c’est-à-dire que SingF = Σ1∪Σ2, # Σ1 = 7

et # Σ2 = 6.

Pour fixer les idées, nous supposons que CS(H (1)
m , `

(1)
m ,m) = −2 pour n’importe quel choix

de m ∈ Σ2, donc CS(H (2)
m , `

(2)
m ,m) = −1

2 . Dans ce cas, l’inspection de la Table 1 ainsi que les

relations (a) et (b) conduisent à

# (Σ1∩ `(1)m ) = 3, # (Σ1∩ `(2)m ) = 2, Σ
2∩ `(1)m = {m}, Σ

2∩ `(2)m = {m,m′}

pour un certain point m′ ∈ Σ2 \{m} vérifiant CS(F , `
(2)
m ,m′) =−1

2 . Ce point m′ satisfait à son

tour l’égalité Σ2 ∩ `(1)m′ = {m
′}. Nous constatons que `

(2)
m′ = `

(2)
m , `

(1)
m′ 6= `

(1)
m , `

(1)
m′ 6= `

(2)
m et que

ces trois droites distinctes satisfont Σ2∩ (`(1)m ∪ `(2)m ∪ `(1)m′ ) = {m,m′}. Comme # Σ2 = 6 = 2 ·3,

F possède 3 ·3 = 9 droites invariantes.

Posons Σ1∩ `(2)m = {m1,m2}. Notons D1,D2, . . . ,D6 les six droites F -invariantes qui restent ;

par construction chacune d’elles doit couper `(1)m et `(2)m en des points de Σ1. Par ailleurs, d’après

la Remarque 3.11, pour tout s ∈ SingF nous avons σ(F ,s) ≤ τ(F ,s) + 1 ≤ 4. Donc par

chacun des points m1 et m2 passent exactement trois droites de la famille {D1,D2, . . . ,D6}.
Puisque # (Σ1∩ `(1)m ) = 3, Σ1∩ `(1)m contient au moins un point, noté m3, par lequel passent pré-

cisément trois droites de la famille {`(1)m′ ,D1,D2, . . . ,D6}. Ainsi, pour j = 1,2,3 nous avons

σ(F ,m j) = 4, ce qui implique que τ(F ,m j) = 3. L’hypothèse sur les singularités de F assure

que ν(F ,m j) = 1 pour j = 1,2,3. Il s’en suit que les singularités m1, m2 et m3 sont radiales

d’ordre 2 de F .

Par construction ces trois points ne sont pas alignés. Nous concluons en appliquant la Proposi-

tion 3.8.
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3.2.2. Feuilletages de FP(3) ayant au moins une singularité dégénérée

3.2.2.1. Cas d’une singularité dégénérée de multiplicité algébrique ≤ 2

Dans l’Appendice A nous donnons une démonstration calculatoire de l’énoncé suivant.

Proposition 3.13 (voir Appendice A). — Soit F un feuilletage de degré 3 sur P2
C ayant au

moins une singularité dégénérée de multiplicité algébrique inférieure ou égale à 2. Alors le

3-tissu dual LegF de F ne peut être plat.

Il s’agit dans cet appendice d’un raisonnement par l’absurde : nous supposons d’abord qu’il

existe un feuilletage F de degré 3 sur P2
C tel que le 3-tissu LegF soit plat et dont le lieu singu-

lier SingF contient un point m vérifiant µ(F ,m)≥ 2 et ν(F ,m)≤ 2 ; puis, nous utilisons ces

deux inégalités pour distinguer trois cas, chacun donnant lieu à une section (§A.1, §A.2, §A.3) ;

enfin, dans chacun de ces cas, en calculant explicitement la courbure de LegF par la For-

mule (1.3.4) et en tenant compte de la condition K(LegF ) ≡ 0, nous arrivons à la contradic-

tion : degF < 3 (i.e. le lieu singulier de F contient une droite, une conique, ou une cubique).

Problème 1. — Fournir une démonstration non calculatoire de la Proposition 3.13.

3.2.2.2. Cas d’une singularité dégénérée de multiplicité algébrique 3

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux feuilletages F ∈ FP(3) ayant une singu-

larité m dégénérée de multiplicité algébrique 3. Nous allons distinguer deux cas suivant que

µ(F ,m) = 13 ou µ(F ,m)< 13 (i.e. suivant que SingF = {m} ou {m} SingF ).

3.2.2.2.1. Le cas ν(F ,m) = 3 et µ(F ,m) = 13. — Nous commençons par établir l’énoncé

suivant de classification des feuilletages de F(3) dont le lieu singulier est réduit à un point de

multiplicité algébrique 3.

Proposition 3.14. — Soient F un feuilletage de degré trois sur P2
C ayant une seule singularité

et ω une 1-forme décrivant F . Si cette singularité est de multiplicité algébrique 3, alors ω est,

à isomorphisme près, de l’un des types suivants

1. x3dx+ y2(cx+ y)(xdy− ydx), c ∈ C ;

2. x3dx+ y(x+ cxy+ y2)(xdy− ydx), c ∈ C ;

3. x3dx+(x2 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C ;

4. x2ydx+(x3 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C ;

5. x2ydx+(x3 +δxy+ y3)(xdy− ydx), δ ∈ C∗ ;

6. x2ydy+(x3 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C ;

7. xy(xdy−λydx)+(x3 + y3)(xdy− ydx), λ ∈ C\{0,1} ;

8. xy(y− x)dx+(c0 x3 + c1x2y+ y3)(xdy− ydx), c0(c0 + c1 +1) 6= 0.

Ces huit 1-formes ne sont pas linéairement conjuguées entre elles.
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Cette proposition est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 dû

à D. CERVEAU, J. DÉSERTI, D. GARBA BELKO et R. MEZIANI ([11, Proposition 1.8]). La

démonstration que nous allons en donner est très voisine de celle de [11] ; elle résultera des

Lemmes 3.15, 3.16, 3.17 et 3.18 qui suivent. Dans ces quatre lemmes F désigne un feuilletage

de degré trois sur P2
C défini par une 1-forme ω et tel que

1. l’unique singularité de F soit O = [0 : 0 : 1], i.e. µ(F ,O) = 13 ;

2. les jets d’ordre 1 et 2 de ω en (0,0) soient nuls, i.e. ν(F ,O) = 3.

Dans ce cas

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy+C(x,y)(xdy− ydx),

où A, B et C sont des polynômes homogènes de degré 3. Le feuilletage F étant de degré trois,

le cône tangent xA+ yB de ω en (0,0) ne peut être identiquement nul. Le polynôme C n’est

pas non plus identiquement nul sinon la droite à l’infini serait invariante par F qui posséderait

donc une singularité sur cette droite, ce qui est exclu. Nous allons raisonner suivant la nature

du cône tangent qui, a priori, peut être quatre droites, trois droites, deux droites ou une droite.

Lemme 3.15. — Tout facteur irréductible L de xA+ yB divise pgcd(A,B) et ne divise pas C.

En particulier, le cône tangent de ω en (0,0) ne peut être l’union de quatre droites distinctes.

Démonstration. — À isomorphisme près, nous pouvons nous ramener à L = x ; alors x divise

B. Ainsi sur la droite x= 0 la forme ω s’écrit A(0,y)dx−yC(0,y)dx= y3 (A(0,1)− yC(0,1))dx.

Comme O est l’unique singularité de F , le produit A(0,1)C(0,1) est nul. Le point [0 : 1 : 0]

étant non singulier, C(0,1) est non nul et par suite A(0,1) = 0 ; d’où x divise A mais pas C.

Lemme 3.16. — Si le cône tangent de ω en (0,0) est composé de trois droites distinctes, alors,

à isomorphisme près, ω est du type

xy(y− x)dx+(c0 x3 + c1x2y+ y3)(xdy− ydx), c0(c0 + c1 +1) 6= 0.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que xA+yB = ∗x2y(y−x),∗ ∈C∗ ; il s’en suit que
ω s’écrit ([13])

x2y(y− x)
(

λ0
dx
x
+λ1

dy
y
+λ2

d(y− x)
y− x

+δd
( y

x

))
+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), δ,λi,ci ∈ C.

Nous avons donc

A(x,y) = y
(
(y− x)(λ0 x−δy)−λ2x2

)
, B(x,y) = x

(
(y− x)(λ1x+δy)+λ2xy

)
, C(x,y) =

3

∑
i=0

cix3−iyi.

D’après le Lemme 3.15, le polynôme xy(y− x) divise A et B mais ne divise pas C ; ceci se
traduit par

A(0,1) = A(1,0) = A(1,1) = B(0,1) = B(1,0) = B(1,1) = 0 et C(0,1)C(1,0)C(1,1) 6= 0.
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Il en résulte que δ = λ1 = λ2 = 0 et que c0c3(c0 +c1 +c2 +c3) 6= 0. Le feuilletage F étant de

degré trois λ0 est non nul ; nous pouvons donc supposer que λ0 = 1, d’où

ω = xy(y− x)dx+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx).

L’homothétie
(

1
c3

x, 1
c3

y
)

nous permet de supposer que c3 = 1 ; par conséquent

ω = xy(y− x)dx+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx), c0(c0 + c1 + c2 +1) 6= 0.

Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme
(

x
1+ c2y

,
y

1+ c2y

)
le coefficient c2 vaut 0, d’où

l’énoncé.

Lemme 3.17. — Si le cône tangent de ω en (0,0) est formé de deux droites distinctes, alors ω

est, à conjugaison près, de l’un des types suivants

1. x2ydx+(x3 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C ;

2. x2ydx+(x3 +δxy+ y3)(xdy− ydx), δ ∈ C∗ ;

3. x2ydy+(x3 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C ;

4. xy(xdy−λydx)+(x3 + y3)(xdy− ydx), λ ∈ C\{0,1}.

Démonstration. — À conjugaison linéaire près nous sommes dans l’une des deux situations

suivantes

(a) xA+ yB = ∗x3y, ∗ ∈ C∗ ;

(b) xA+ yB = ∗x2y2, ∗ ∈ C∗.
Commençons par étudier l’éventualité (a). Dans ce cas la 1-forme ω s’écrit ([13])

x3y
(

λ0
dx
x
+λ1

dy
y
+d
(

δ1xy+δ2y2

x2

))
+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), λi,δi,ci ∈ C.

Nous avons alors

A(x,y) = y(λ0x2−δ1xy−2δ2y2), B(x,y) = x(λ1x2 +δ1xy+2δ2y2), C(x,y) =
3

∑
i=0

cix3−iyi.

D’après le Lemme 3.15, le polynôme xy divise A et B mais ne divise pas C. Par suite δ2 = λ1 = 0

et c0c3 6= 0. Le feuilletage F étant de degré trois le coefficient λ0 est non nul et nous pouvons

le supposer égal à 1. Ainsi F est décrit par

ω = x2ydx+δ1xy(xdy− ydx)+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx).

La transformation linéaire diagonale

(
1
c0

x, 3

√
1

c3c2
0

y

)
nous permet de supposer que c0 = c3 = 1 ;

par conséquent

ω = x2ydx+(x3 +δ1xy+ c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx).
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Si δ1 = 0, resp. δ1 6= 0, en conjuguant ω par

(
x

1+ c1y
,

y
1+ c1y

)
, resp.

 x

1−
(

c2

δ1

)
y−
(

δ1c1 + c2

δ2
1

)
x
,

y

1−
(

c2

δ1

)
y−
(

δ1c1 + c2

δ2
1

)
x

 ,

nous nous ramenons à c1 = 0, resp. c1 = c2 = 0, c’est-à-dire à

ω = x2ydx+(x3 + c2xy2 + y3)(xdy− ydx), resp. ω = x2ydx+(x3 +δ1xy+ y3)(xdy− ydx) ;

d’où les deux premiers modèles annoncés.

Envisageons maintenant la possibilité (b). Dans ce cas ω s’écrit ([13])

x2y2
(

λ0
dx
x
+λ1

dy
y
+d
(

δ1x2 +δ2y2

xy

))
+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), λi,δi,ci ∈ C.

Ici A(x,y) = y(δ1x2 + λ0 xy− δ2y2) et B(x,y) = x(δ2y2 + λ1xy− δ1x2). Toujours d’après le

Lemme 3.15, xy divise pgcd(A,B) et ne divise pas C, ce qui équivaut à δ1 = δ2 = 0 et c0c3 6= 0.

Le feuilletage F étant de degré trois la somme λ0 + λ1 est non nulle ; un des coefficients

λi est alors non nul et nous pouvons évidemment le normaliser à 1. Comme les droites du

cône tangent (i.e. x = 0 et y = 0) jouent un rôle symétrique, il suffit de traiter l’éventualité

λ1 = 1. Ainsi F est donné par

ω = xy(xdy+λ0ydx)+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), (λ0 +1)c0c3 6= 0.

Soit α dansC tel que α3 =
1

c3c2
0

; posons β= c0α2. En faisant agir (αx,βy) sur ω, nous pouvons

supposer que c0 = c3 = 1 ; par suite

ω = xy(xdy+λ0ydx)+(x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx), λ0 +1 6= 0.

Si λ0 = 0, resp. λ0 6= 0, en conjuguant ω par

(
x

1− c1x
,

y
1− c1x

)
, resp.

 x

1+
(

c2

λ0

)
y− c1x

,
y

1+
(

c2

λ0

)
y− c1x

 ,

nous nous ramenons à c1 = 0, resp. c1 = c2 = 0, c’est-à-dire à

ω = x2ydy+(x3 + c2xy2 + y3)(xdy− ydx),

resp. ω = xy(xdy+λ0ydx)+(x3 + y3)(xdy− ydx), λ0(λ0 +1) 6= 0 ;

d’où les deux derniers modèles annoncés.
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Lemme 3.18. — Si le cône tangent de ω en (0,0) est réduit à une seule droite, alors ω est, à

isomorphisme près, de l’un des types suivants

1. x3dx+ y2(cx+ y)(xdy− ydx), c ∈ C ;

2. x3dx+ y(x+ cxy+ y2)(xdy− ydx), c ∈ C ;

3. x3dx+(x2 + cxy2 + y3)(xdy− ydx), c ∈ C.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que le cône tangent est la droite x = 0 ; alors ω

s’écrit

x4
(

λ
dx
x
+d
(

δ1x2y+δ2xy2 +δ3y3

x3

))
+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), λ,δi,ci ∈ C.

Nous avons donc

A(x,y) = λx3−δ1x2y−2δ2xy2−3δ3y3, B(x,y) = x(δ1x2 +2δ2xy+3δ3y2), C(x,y) =
3

∑
i=0

cix3−iyi.

D’après le Lemme 3.15, x divise A et B mais ne divise pas C ; par suite δ3 = 0 et c3 6= 0. Quitte

à faire agir l’homothétie
(

1
c3

x, 1
c3

y
)
, nous pouvons effectuer la normalisation c3 = 1.

Le feuilletage F étant de degré trois le coefficient λ est non nul et nous pouvons supposer que

λ = 1. Ainsi F est décrit par

ω = x3dx+(δ1x2 +2δ2xy+ c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx).

Nous avons les trois possibilités suivantes à étudier

– δ2 6= 0 ;

– δ1 = δ2 = 0 ;

– δ2 = 0,δ1 6= 0.

1. Si δ2 6= 0, alors en conjuguant ω par
(
α2x,α3/2y−αδ1x

)
, où α= 2δ2, nous nous ramenons

à δ1 = 0 et δ2 =
1
2 . Par suite F est donné par

ω = x3dx+(xy+ c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx).

La conjugaison par le difféomorphisme
(

x
1+ c0y− c1x

,
y

1+ c0y− c1x

)
permet de supposer

que c0 = c1 = 0 ; par conséquent

ω = x3dx+ y(x+ c2xy+ y2)(xdy− ydx) ;

d’où le deuxième modèle annoncé.
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2. Si δ1 = δ2 = 0 la 1-forme ω s’écrit

x3dx+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx).

Soit α dans C tel que 3α2 + 2c2α+ c1 = 0. En faisant agir (x,y+αx) sur ω, nous pouvons

supposer que c1 = 0. Puis la conjugaison par le difféomorphisme
(

x
1+ c0y

,
y

1+ c0y

)
permet

d’annuler c0 ; d’où le premier modèle annoncé.

3. Lorsque δ2 = 0 et δ1 6= 0, la forme ω s’écrit

x3dx+(δ1x2 + c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + y3)(xdy− ydx).

En faisant agir
(
δ4

1x,δ3
1y
)

sur ω, nous pouvons supposer que δ1 = 1. Puis en conjuguant par(
x

1− c1y− (c0 + c1)x
,

y
1− c1y− (c0 + c1)x

)
, nous nous ramenons à c0 = c1 = 0, c’est-à-dire

au troisième modèle annoncé.

Démonstration de la Proposition 3.14. — Il suffit de choisir des coordonnées affines (x,y) telles

que le point (0,0) soit singulier de F et d’utiliser les Lemmes 3.15, 3.16, 3.17, 3.18.

Nous sommes maintenant prêt pour décrire à isomorphisme près les feuilletages de FP(3) dont

le lieu singulier est réduit à un point de multiplicité algébrique 3.

Proposition 3.19. — Soit F un feuilletage de degré trois sur P2
C ayant une seule singularité.

Supposons que cette singularité soit de multiplicité algébrique 3 et que le 3-tissu LegF soit

plat. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage F2 décrit par la 1-forme

ω2 = x3dx+ y3(xdy− ydx).

Démonstration. — Soit ω une 1-forme décrivant F dans une carte affine (x,y) et soit (p,q) la

carte affine de P̌2
C correspondant à la droite {px− qy = 1} ⊂ P2

C. À conjugaison linéaire près

ω est de l’un des huit types de la Proposition 3.14.

– Si ω = x3dx+y2(cx+y)(xdy−ydx), c∈C, alors le 3-tissu LegF est donné par l’équation

différentielle q(q′)3+cq′+1 = 0, avec q′ = dq
dp . Le calcul explicite de K(LegF ) conduit à

K(LegF ) =−4c2(2c3 +27q)
q2(4c3 +27q)2 dp∧dq ;

par suite LegF est plat si et seulement si c= 0, auquel cas ω= ω2 = x3dx+y3(xdy−ydx).
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– Si ω = x3dx + y(x + cxy+ y2)(xdy− ydx), c ∈ C, alors LegF est décrit par l’équation

différentielle F(p,q,w) := qw3+ pw2+(c−q)w+1 = 0, avec w = dq
dp . Le calcul explicite

de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

K(LegF ) =

∑
i+ j≤6

ρ
j
i (c)piq j

∆(p,q)2 dp∧dq,

où ∆ est le w-discriminant de F et les ρ
j
i sont des polynômes en c avec ρ5

1(c) = 4 6= 0 ;

d’où K(LegF ) 6≡ 0.

De façon analogue nous vérifions que LegF ne peut être plat lorsque F est donné par

l’une des six dernières 1-formes de la Proposition 3.14.

3.2.2.2.2. Le cas ν(F ,m) = 3 et µ(F ,m) < 13. — Nous commençons par démontrer trois

lemmes.

Lemme 3.20. — Soient F un feuilletage de degré trois sur P2
C, m un point singulier de F et ω

une 1-forme décrivant F . Supposons que cette singularité soit de multiplicité algébrique 3 et

que le 3-tissu LegF soit plat. Alors

– ou bien F est homogène ;

– ou bien le 3-jet de ω en m n’est pas saturé.

Remarque 3.21. — Notons qu’un feuilletage de degré d sur P2
C est homogène si et seulement

s’il possède une singularité de multiplicité algébrique maximale (i.e. égale à d) et une droite

invariante ne passant pas par cette singularité.

Démonstration. — Choisissons un système de coordonnées homogènes [x : y : z] ∈ P2
C dans

lequel m = [0 : 0 : 1]. La condition ν(F ,m) = 3 assure que toute 1-forme ω définissant F dans

la carte affine (x,y) est du type ω = θ3 +C3(x,y)(xdy− ydx), où θ3 (resp. C3) est une 1-forme

(resp. un polynôme) homogène de degré 3 ; la 1-forme θ3 représente le 3-jet de ω en (0,0).

Supposons que θ3 soit saturé ; nous allons prouver que F est nécessairement homogène. No-

tons H le feuilletage homogène de degré trois sur P2
C défini par θ3 ; H est bien défini grâce à

l’hypothèse sur θ3. Considérons la famille d’homothéties ϕ = ϕε = (εx,εy). Nous avons

1
ε4 ϕ

∗
ω = θ3 + εC3(x,y)(xdy− ydx)

qui tend vers θ3 lorsque ε tend vers 0 ; il en résulte que H ∈ O(F ). Le 3-tissu LegF est

par hypothèse plat ; il en est donc de même pour le 3-tissu LegH . Le feuilletage H est alors

linéairement conjugué à l’un des onze feuilletages homogènes donnés par le Théorème 3.1.
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Ainsi en consultant la Table 1, nous constatons immédiatement que H possède au moins une

singularité m0 non-dégénérée vérifiant BB(H ,m0) 6∈ {4, 16
3 }. Soit (Fε)ε∈C la famille de feuille-

tages définis par ωε = θ3 +εC3(x,y)(xdy−ydx). D’après ce qui précède, pour ε non nul Fε est

dans O(F ) et pour ε nul nous avons Fε=0 = H . La singularité m0 de H est « stable » ; il

existe une famille (mε)ε∈C de singularités non-dégénérées de Fε telle que mε=0 = m0. Les Fε

étant conjugués pour ε non nul, BB(Fε,mε) est localement constant ; par suite BB(Fε,mε) =

BB(H ,m0) pour ε petit. En particulier F possède une singularité m′ non-dégénérée vérifiant

BB(F ,m′) = BB(H ,m0) de sorte que BB(F ,m′) 6∈ {4, 16
3 }. D’après la première assertion du

Lemme 3.12 par le point m′ passent exactement deux droites invariantes par F , dont au moins

une est nécessairement distincte de (mm′) ; ceci implique, d’après la Remarque 3.21, que F est

homogène.

Lemme 3.22. — Soient F un feuilletage de degré trois sur P2
C ayant une singularité m de

multiplicité algébrique 3 et ω une 1-forme décrivant F . Supposons que le lieu singulier de F
ne soit pas réduit à m et que le 3-jet de ω en m ne soit pas saturé. Alors ω est, à isomorphisme

près, du type suivant

y(a0 x2 +a1xy+ y2)dx+ xy(b0 x+b1y)dy+ x(x2 + c1xy+ c2y2)(xdy− ydx),

où a0,a1,b0,b1,c1,c2 sont des nombres complexes tels que le degré du feuilletage associé soit

égal à 3.

Démonstration. — La condition ν(F ,m) = 3 assure l’existence d’un système de coordonnées

homogènes [x : y : z] ∈ P2
C dans lequel m = [0 : 0 : 1] et F est défini par une 1-forme ω du type

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy+C(x,y)(xdy− ydx),

où A, B et C sont des polynômes homogènes de degré 3. Comme J3
(0,0)ω est par hypothèse non

saturé, nous pouvons écrire

A(x,y) = (h0 x+h1y)(a0 x2 +a1xy+a2y2) et B(x,y) = (h0 x+h1y)(b0 x2 +b1xy+b2y2).

Écrivons C(x,y) = ∑
3
i=0 cix3−iyi. L’hypothèse SingF 6= {m} nous permet de supposer que le

point m′ = [0 : 1 : 0] est singulier de F , ce qui revient à supposer que c3 = h1b2 = 0. Le

feuilletage F étant de degré trois le produit h1a2 est non nul et par suite b2 = 0 ; quitte à

poser h0 = h′0h1, ai = a′ia2, bi = b′ia2, cj = c′jh1a2, avec i ∈ {0,1} et j ∈ {0,1,2}, nous pouvons

supposer que h1 = a2 = 1. Ainsi ω s’écrit

(h0 x+ y)
(
(a0 x2 +a1xy+ y2)dx+ x(b0 x+b1y)dy

)
+ x(c0 x2 + c1xy+ c2y2)(xdy− ydx).
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La conjugaison par le difféomorphisme (x,y−h0 x) permet d’annuler h0 ; par conséquent

ω = y
(
(a0 x2 +a1xy+ y2)dx+ x(b0 x+b1y)dy

)
+ x(c0 x2 + c1xy+ c2y2)(xdy− ydx).

L’égalité degF = 3 implique que c0 6= 0. En faisant agir l’homothétie
(

1
c0

x, 1
c0

y
)

sur ω, nous

nous ramenons à c0 = 1, c’est-à-dire au modèle annoncé.

Lemme 3.23. — Soit F un feuilletage de degré trois sur P2
C possédant une singularité m de

multiplicité algébrique 3. Supposons que le lieu singulier de F ne soit pas réduit à m et que

le 3-tissu LegF soit plat. Alors toute singularité m′ distincte de m est non-dégénérée, la droite

(mm′) est F -invariante et

– soit F est homogène ;

– soit CS(F ,(mm′),m′) ∈ {1,3} pour tout m′ ∈ SingF r{m}.

Démonstration. — Soit m′ un point singulier de F distinct de m. D’après la Remarque 1.3 (iii)

le point m est l’unique singularité de F de multiplicité algébrique 3 et par suite ν(F ,m′)≤ 2.

Si la singularité m′ était dégénérée, alors, d’après la Proposition 3.13, le 3-tissu LegF ne serait

pas plat ce qui, par hypothèse, est impossible. Donc µ(F ,m′) = 1.

Comme degF = 3,τ(F ,m) = 3 et τ(F ,m′) ≥ 1, la droite (mm′) est invariante par F (sinon

la formule (1.1.2) donnerait 3≥ τ(F ,m)+ τ(F ,m′)≥ 4).

Supposons qu’il soit possible de choisir m′ de telle sorte que CS(F ,(mm′),m′) 6∈ {1,3} ; nous

allons montrer que F est nécessairement homogène. L’égalité µ(F ,m′) = 1 et la condition

CS(F ,(mm′),m′) 6= 1 impliquent que BB(F ,m′) 6= 4.

– Si BB(F ,m′) 6= 16
3 , alors, d’après la première assertion du Lemme 3.12, par le point m′

passe une droite invariante par F et distincte de la droite (mm′), ce qui entraîne, d’après

la Remarque 3.21, que F est homogène ;

– Si BB(F ,m′) = 16
3 , alors, d’après la seconde assertion du Lemme 3.12, par la singularité

m′ passe une droite ` invariante par F et telle que CS(F , `,m′) = 3 ; comme nous avons

supposé que CS(F ,(mm′),m′) 6= 3, nous en déduisons que ` 6= (mm′), ce qui implique

que F est homogène, en vertu de la même remarque.

Nous sommes maintenant parés pour décrire à isomorphisme près les feuilletages inhomogènes

de FP(3) dont le lieu singulier contient un point de multiplicité algébrique 3 et de nombre de

MILNOR inférieur strictement à 13.
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Proposition 3.24. — Soit F un feuilletage de degré trois sur P2
C. Supposons que F possède

une singularité de multiplicité algébrique 3 et que SingF ne soit pas réduit à cette singularité.

Supposons en outre que le 3-tissu LegF soit plat. Alors ou bien F est homogène, ou bien F
est, à action d’un automorphisme de P2

C près, défini par l’une des 1-formes suivantes

1. ω1 = y3dx+ x3(xdy− ydx) ;

2. ω4 = (x3 + y3)dx+ x3(xdy− ydx) ;

3. ω5 = y2(ydx+2xdy)+ x3(xdy− ydx).

Démonstration. — Supposons que F ne soit pas homogène ; nous devons montrer qu’à conju-

gaison linéaire près F est décrit par l’une des trois 1-formes ω1,ω4,ω5.

Notons m la singularité de multiplicité algébrique 3 de F et soit ω une 1-forme décrivant F
dans une carte affine (x,y) de P2

C. Comme LegF est par hypothèse plat, il en résulte, d’après le

Lemme 3.20, que le 3-jet de ω en m n’est pas saturé. Par hypothèse nous avons SingF 6= {m}.
Par suite le Lemme 3.22 nous assure que ω est, à isomorphisme près, du type suivant

y(a0 x2 +a1xy+ y2)dx+ xy(b0 x+b1y)dy+ x(x2 + c1xy+ c2y2)(xdy− ydx), ai,bi,cj ∈ C.

Dans cette situation, m = [0 : 0 : 1], m′ := [0 : 1 : 0] ∈ SingF et la droite (mm′) = (x = 0) est

invariante par F ; de plus un calcul montre que CS(F ,(mm′),m′) = 1+ b1. Le Lemme 3.23

implique alors que b1 ∈ {0,2}.
Si b0 6= 0, resp. (b0,b1) = (0,2), resp. b0 = b1 = 0,c2 6= 0, resp. b0 = b1 = c2 = 0,c1 6= 0,
alors en conjuguant par(

b2
0 x

1− c1b0 x
,

b3
0y

1− c1b0 x

)
, resp.

 x

1−
(c2

2

)
x
,

y

1−
(c2

2

)
x

 , resp.
(

c−1
2 x,c−3/2

2 y
)
, resp.

(
c−2

1 x,c−3
1 y
)
,

nous nous ramenons à (b0,c1) = (1,0), resp. c2 = 0, resp. c2 = 1, resp. c1 = 1. Il nous suffit

donc de traiter les possibilités suivantes

(b0,b1,c1) = (1,0,0), (b0,b1,c1) = (1,2,0), (b0,b1,c2) = (0,2,0),

(b0,b1,c2) = (0,0,1), (b0,b1,c1,c2) = (0,0,1,0), (b0,b1,c1,c2) = (0,0,0,0).

Plaçons-nous dans la carte affine (p,q) de P̌2
C associée à la droite {py− qx = 1} ⊂ P2

C ; le

3-tissu LegF est décrit par l’équation différentielle

F(p,q,w) := pw3 +(a1 p+b1q− c2)w2 +(a0 p+b0q− c1)w−1 = 0, avec w =
dq
dp

.
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Le calcul explicite de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

K(LegF ) =

∑
i+ j≤6

ρ
j
i piq j

∆(p,q)2 dp∧dq,

où ∆ est le w-discriminant de F et les ρ
j
i sont des polynômes en les paramètres ai,bi,cj.

1. Si (b0,b1,c1) = (1,0,0), alors le calcul explicite de K(LegF ) conduit à ρ5
0 = 4c2 et

ρ
1
2 = a2

0(a0 +8a1)c3
2− (177a2

0−60a0−24a0a1−84a0a2
1 +24a2

1 +24a3
1)c

2
2 +(108a2

1−36a1−81a0)c2 +81,

de sorte que le système ρ5
0 = ρ1

2 = 0 n’a pas de solutions. Donc ce premier cas n’arrive pas.

2. Lorsque (b0,b1,c1) = (1,2,0), le calcul explicite de K(LegF ) nous donne :

ρ6
0 =−4(6a0−5a1 +4),

ρ5
1 =−4(12a2

0 +20a0−10a0a1−3a2
1),

ρ0
5 = 32a5

0c2−8(a2
1c2 +2a1c2 +12)a4

0 +4(a3
1c2 +4a2

1 +a1−12)a3
0 +(4a2

1−5a1 +30)a2
0a2

1−4a0a4
1 ;

il est facile de voir que le système ρ6
0 = ρ5

1 = ρ0
5 = 0 n’a pas de solutions. Donc ce deuxième

cas n’est pas possible.

3. Quand (b0,b1,c2) = (0,2,0), le calcul explicite de K(LegF ) nous fournit :

ρ
0
1 = 24c4

1, ρ
4
1 =−256a2

0, ρ
4
0 = 64(14a1 +3a0c1),

de sorte que a0 = a1 = c1 = 0. Par conséquent, dans ce troisième cas, F est donné par

ω5 = y2(ydx+2xdy)+ x3(xdy− ydx) ;

nous vérifions par le calcul que sa transformée de LEGENDRE est plate.

4. Lorsque (b0,b1,c2) = (0,0,1), le calcul explicite de K(LegF ) nous donne :

ρ0
5 = 2a2

0(4a0−a2
1)(2a2

0−6a0−a0a1c1 +2a2
1),

ρ0
1 = 2

(
c2

1−4
)(

(12a0−a2
1)c

2
1− (5a0 +18)a1c1 +a2

0−24a0 +14a2
1 +27

)
,

ρ0
4 = (24a0−5a2

1)a
2
0a1c2

1− (60a3
0−36a2

0−11a2
0a2

1 +45a0a2
1−8a4

1)a0c1 +2a1(2a4
0 +24a3

0−54a2
0−5a2

0a2
1 +30a0a2

1−4a4
1),

ρ0
2 = (8a0−a2

1)a1c4
1− (64a2

0 +60a0−7a0a2
1 +7a2

1)c
3
1 +3(5a2

0 +52a0−2a2
1 +27)a1c2

1−2a1(a2
0 +162a0−48a2

1−27)

−(a3
0−177a2

0−81a0 +84a0a2
1 +108a2

1 +81)c1 ;

le système ρ0
1 = ρ0

2 = ρ0
4 = ρ0

5 = 0 équivaut à (a0,a1,c1) ∈ {(1,2,2),(1,−2,−2)} comme le

montre un calcul explicite. Si (a0,a1,c1) = (1,2,2), resp. (a0,a1,c1) = (1,−2,−2), alors ω

s’écrit

(x+ y)2(ydx+ x(xdy− ydx)), resp. (x− y)2(ydx+ x(xdy− ydx)),

ce qui contredit l’égalité degF = 3.
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5. Lorsque (b0,b1,c1,c2) = (0,0,1,0), le calcul explicite de K(LegF ) montre que :

ρ
0
3 =−2a2

0(6a0 +a0a1−2a2
1)(4a0−a2

1), ρ
0
0 =−81−60a0 +8a0a1 +81a1−7a2

1−a3
1,

ρ
0
1 =−4(a1−3)(6a2

0−9a0a1−a0a2
1 +2a3

1) ;

le système ρ0
0 = ρ0

1 = ρ0
3 = 0 est vérifié si et seulement si (a0,a1) = (2,3), auquel cas

ω = (x+ y)
(
y(y+2x)dx+ x2(xdy− ydx)

)
,

mais ceci contredit l’égalité degF = 3.

6. Si (b0,b1,c1,c2)= (0,0,0,0), alors ω= y(a0 x2+a1xy+y2)dx+x3(xdy−ydx) ; l’équation

différentielle décrivant LegF s’écrit

F(p,q,q′) = p(q′)3 +a1 p(q′)2 +a0 pq′−1 = 0, avec q′ =
dq
dp

.

Nous étudions deux éventualités suivant que a1 est nul ou non.

6.1. Lorsque a1 = 0 le calcul explicite de K(LegF ) nous donne

K(LegF ) =−
48a4

0 p
(4a3

0 p2 +27)2
dp∧dq ;

par suite LegF est plat si et seulement si a0 = 0, auquel cas F est décrit par

ω1 = y3dx+ x3(xdy− ydx).

6.2. Si a1 6= 0, alors quitte à conjuguer ω par
(
α2x,α3y

)
, où α= 1

3 a1, nous pouvons supposer

que a1 = 3. Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) montre que

K(LegF ) =−
12(a0−3)

(
a2

0(4a0−9)p+27(a0−2)
)(

a2
0(4a0−9)p2 +54(a0−2)p+27

)2 dp∧dq ;

par conséquent LegF est plat si et seulement si a0 = 3, auquel cas

ω = y(3x2 +3xy+ y2)dx+ x3(xdy− ydx).

Quitte à faire agir le difféomorphisme (x,−x− y) sur ω, le feuilletage F est donné dans les

coordonnées affines (x,y) par la 1-forme

ω4 = (x3 + y3)dx+ x3(xdy− ydx).
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Remarque 3.25. — Les cinq feuilletages F1, . . . ,F5 ont les propriétés suivantes

(i) #SingF2 = 1, #SingF3 = 13 et #SingF j = 2 pour j = 1,4,5 ;

(ii) F j est convexe si et seulement si j ∈ {1,3} ;

(iii) F j possède une singularité radiale d’ordre 2 si et seulement si j ∈ {1,3,4} ;

(iv) F j admet un point d’inflexion double si et seulement si j ∈ {2,4}.
Les vérifications de ces propriétés sont aisées et laissées au lecteur.

Remarque 3.26. — Les seize feuilletages H1, . . . ,H11, F1, . . . ,F5 ne sont pas linéairement

conjugués. En effet, par construction, les F j ne sont pas homogènes et ne sont donc pas conju-

gués aux homogènes Hi. Les Hi ne sont pas linéairement conjugués (Théorèmes 3.1). Enfin

le fait que les F j ne sont pas linéairement conjugués découle des propriétés (i), (ii) et (iii)

ci-dessus.

Le Théorème 3.4 résulte des Théorèmes 3.1, 3.6, des Propositions 3.13, 3.19, 3.24 et de la

Remarque 3.26.

Corollaire 3.27. — À automorphisme de P2
C près, il y a quatre feuilletages convexes de degré

trois sur le plan projectif complexe, à savoir les feuilletages H1,H3,F1 et F3.

Démonstration. — D’après [4, Corollaire 4.7] tout feuilletage convexe de degré trois sur P2
C

a une transformée de LEGENDRE plate, et donc est linéairement conjugué à l’un des seize

feuilletages donnés par le Théorème 3.4. Or les seuls feuilletages convexes apparaissant dans

ce théorème sont H1,H3,F1 et F3, d’où le résultat.

Le Corollaire 3.27 est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 dû à

C. FAVRE et J. PEREIRA ([16, Proposition 7.4]).

D. MARÍN et J. PEREIRA dans [21] ont étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes à

diviseur d’inflexion réduit ; ils ont montré que l’ensemble formé de tels feuilletages est contenu

dans FP(d), voir [21, Théorème 2]. À notre connaissance les seuls feuilletages convexes à

diviseur d’inflexion réduit connus dans la littérature sont ceux qui sont présentés dans [21,

Table 1.1] : le feuilletage de FERMAT F d de degré d et les trois feuilletages donnés par les

1-formes

(2x3− y3−1)ydx+(2y3− x3−1)xdy ,

(y2−1)(y2− (
√

5−2)2)(y+
√

5x)dx− (x2−1)(x2− (
√

5−2)2)(x+
√

5y)dy ,

(y3−1)(y3 +7x3 +1)ydx− (x3−1)(x3 +7y3 +1)xdy ,
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qui sont de degrés 4, 5 et 7 respectivement. Dans [21, Problème 9.1] les auteurs posent la

question suivante : y a-t-il d’autres feuilletages convexes à diviseur d’inflexion réduit ? Le

résultat suivant donne une réponse négative en degré trois à cette question.

Corollaire 3.28. — Tout feuilletage convexe de degré 3 sur P2
C à diviseur d’inflexion réduit

est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT F3.

Démonstration. — Elle résulte du Corollaire 3.27 et du fait que l’unique feuilletage convexe

à diviseur d’inflexion réduit apparaissant dans ce corollaire est le feuilletage F3.

3.3. Orbites sous l’action de PGL3(C)

Dans cette section, nous donnons une description des composantes irréductibles de FP(3) :

nous commençons par déterminer les dimensions des orbites O(Hi),O(F j) sous l’action de

Aut(P2
C) = PGL3(C) ; puis, nous classifions à isomorphisme près les feuilletages de F(3) qui

réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3 ; enfin, nous étudions les adhérences des

orbites O(Hi),O(F j) dans F(3) et nous établissons un résultat (Théorème 3.50) de description

des composantes irréductibles de FP(3).

3.3.1. Isotropies ; dimensions des O(Hi) et O(F j)

Définition 3.29. — Soit F un feuilletage sur P2
C. Le sous-groupe de Aut(P2

C) (resp. Aut(P̌2
C))

qui préserve F (resp. LegF ) s’appelle le groupe d’isotropie de F (resp. LegF ) et est noté

Iso(F ) (resp. Iso(LegF )) ; Iso(F ) et Iso(LegF ) sont des groupes algébriques.

La Proposition suivante est de nature élémentaire, sa démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3.30. — Les groupes Iso(Hi) et Iso(F j) sont donnés par

1. Iso(H1) =
{
[±x : y : αz], [±y : x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

2. Iso(H2) =
{
[±x : y : αz], [±y : x : αz], [± ix : y : αz], [± iy : x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

3. Iso(H3) =
{
[x : y : αz], [y : x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

4. Iso(H4) =
{
[x : y : αz], [y : x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

5. Iso(H5) =
{
[x : y : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

6. Iso(H6) =
{
[x : y : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

7. Iso(H7) =
{
[±x : y : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;
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8. Iso(H8) =
{
[x : y : αz], [4y− x : y : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

9. Iso(H9) =
{
[x : y : αz], [x− y : x : αz], [y : y− x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

10. Iso(H10) =
{
[x : y : αz], [−y : x : αz]

∣∣ α ∈ C∗
}

;

11. Iso(H11) =
{
[x : y : αz], [y : x : αz], [ξ5 x : x+ξy : αz], [ξ−5 x : x+ξ−1 y : αz], [ξ5 y : y+ξx : αz],

[ξ−5 y : y+ξ−1 x : αz], [ξ5 x− y : x+ξ−1 y : αz], [ξ−5 x− y : x+ξy : αz],

[ξ5 x+ξ4 y : x : αz], [ξ−5 x+ξ−4 y : x : αz], [ξ5 y+ξ4 x : y : αz],

[ξ−5 y+ξ−4 x : y : αz]
∣∣ α ∈ C∗

}
où ξ = eiπ/6 ;

12. Iso(F1) =
{
[α2x : α3y : z+βx]

∣∣ α ∈ C∗, β ∈ C
}

;

13. Iso(F2) =
{
[α4x : α3y : z+βx]

∣∣ α ∈ C∗, β ∈ C
}

;

14. Iso(F3) =
{
[±x :±y : z], [±y :±x : z], [±x :±z : y], [±z :±x : y], [±y :±z : x], [±z :±y : x]

}
;

15. Iso(F4) =
{
[x : y : z+αx], [ jx : y : z+αx], [ j2x : y : z+αx]

∣∣ α ∈ C
}

où j = e2iπ/3 ;

16. Iso(F5) =
{
[α2x : α3y : z]

∣∣ α ∈ C∗
}

.

En particulier, les dimensions des O(Hi) et O(F j) sont les suivantes

dimO(F1) = 6, dimO(F2) = 6, dimO(Hi) = 7, i = 1, . . . ,11,

dimO(F4) = 7, dimO(F5) = 7, dimO(F3) = 8.

Remarque 3.31. — Soit F un feuilletage sur P2
C. Si [a : b : c] sont les coordonnées homogènes

de P̌2
C associées à la droite {ax+by+ cz = 0} ⊂ P2

C, alors

Iso(LegF ) =
{
[a : b : c] ·A−1 ∣∣ A ∈ PGL3(C), [x : y : z] · tA ∈ Iso(F )

}
.

Plus précisément, l’isomorphisme τ : Aut(P2
C)→ Aut(P̌2

C) qui, pour A dans PGL3(C), envoie

[x : y : z] · tA sur [a : b : c] ·A−1 induit par restriction un isomorphisme de Iso(F ) sur Iso(LegF ).

3.3.2. Description des feuilletages F de degré trois tels que dimO(F ) = 6

La Proposition 2.3 de [11] affirme que si F est un feuilletage de degré d ≥ 2 sur P2
C, alors la

dimension de O(F ) est minorée par 6, ou, ce qui revient au même, la dimension de Iso(F ) est

majorée par 2. Notons que ces bornes sont atteintes pour les feuilletages F (d)
1 et F (d)

2 définis

respectivement en carte affine z = 1 par les 1-formes

ω
(d)
1 = yddx+ xd(xdy− ydx) et ω

(d)
2 = xddx+ yd(xdy− ydx).



3.3. ORBITES SOUS L’ACTION DE PGL3(C) 76

En effet, il est facile de vérifier que{(
αd−1x
1+βx

,
αdy

1+βx

) ∣∣∣ α ∈ C∗, β ∈ C
}
⊂ Iso(F (d)

1 )

et {(
αd+1x
1+βx

,
αdy

1+βx

) ∣∣∣ α ∈ C∗, β ∈ C
}
⊂ Iso(F (d)

2 ),

de sorte que dimIso(F (d)
i )≥ 2, i = 1,2, et donc dimIso(F (d)

i ) = 2.

Remarque 3.32. — Par construction on a F (3)
1 = F1 et F (3)

2 = F2.

D. CERVEAU, J. DÉSERTI, D. GARBA BELKO et R. MEZIANI ont montré qu’à automorphisme

de P2
C près les feuilletages quadratiques F (2)

1 et F (2)
2 sont les seuls feuilletages qui réalisent la

dimension minimale des orbites en degré 2 ([11, Proposition 2.7]). En degré 3 on a le résultat

similaire suivant.

Corollaire 3.33. — À automorphisme de P2
C près, les feuilletages F1 et F2 sont les seuls

feuilletages qui réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3.

Démonstration. — Soit F un feuilletage de degré trois sur P2
C tel que dimO(F ) = 6. Comme

Iso(LegF ) est isomorphe à Iso(F ), nous avons dimIso(LegF ) = dimIso(F ) = 8−6= 2. Soit

m ∈ P̌2
Cr∆(LegF ) ; désignons par Wm le germe du 3-tissu LegF en m. D’après É. CARTAN

[7] l’égalité dimIso(LegF ) = 2 implique que Wm est parallélisable et donc plat. Comme la

courbure de LegF est holomorphe sur P̌2
Cr∆(LegF ), nous en déduisons que LegF est plat.

Donc F est linéairement conjugué à l’un des seize feuilletages donnés par le Théorème 3.4. La

Proposition 3.30 et l’hypothèse dimO(F ) = 6 permettent de conclure.

3.3.3. Adhérences d’orbites ; composantes irréductibles de FP(3)

Nous commençons par étudier les adhérences des orbites O(Hi) et O(F j) dans F(3), puis

nous donnons une description des composantes irréductibles de FP(3).
La définition suivante nous sera utile.

Définition 3.34 ([11]). — Soient F et F ′ deux feuilletages de F(3). On dit que F dégénère
sur F ′ si l’adhérence O(F ) (dans F(3)) de O(F ) contient O(F ′) et O(F ) 6= O(F ′).

Remarques 3.35. — Soient F et F ′ deux feuilletages tels que F dégénère sur F ′. Alors :

(i) dimO(F ′)< dimO(F ) ;

(ii) Si LegF plat, LegF ′ l’est aussi ;

(iii) degIinv
F ≤ degIinv

F ′ ce qui équivaut à degItr
F ≥ degItr

F ′ . En particulier si F est convexe,

F ′ l’est aussi.
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Comme nous l’avons signalé au paragraphe §3.2.1, D. MARÍN et J. PEREIRA dans [21] ont

montré que l’adhérence de l’orbite O(F3) de F3 est une composante irréductible de FP(3).
Le point 2. de la proposition suivante en donne une description plus précise.

Proposition 3.36. — 1. Les orbites O(F1) et O(F2) sont fermées.

2. O(F3) = O(F1)∪O(H1)∪O(H3)∪O(F3).

Démonstration. — La première assertion résulte du Corollaire 3.33 et de la Remarque 3.35 (i).

D’après le Corollaire 3.27 et la Remarque 3.35 (iii), F3 ne peut dégénérer que sur F1,H1 et H3.

Montrons qu’il en est ainsi. Considérons la famille d’homothéties ϕ = ϕε =
( x

ε
, y

ε

)
. Nous avons

−ε
4
ϕ
∗
ω3 = (y3− ε

2y)dx+(ε2x− x3)dy

qui tend vers ω1 lorsque ε tend vers 0. Le feuilletage F3 dégénère donc sur H1.

Dans la carte affine x = 1, F1, resp. F3, est décrit par

θ1 = dy− y3dz, resp. θ3 = (y3− y)dz− (z3− z)dy ;

considérons la famille d’automorphismes σ =
( y

ε
,2+6ε2z

)
. Un calcul direct conduit à

− ε

6
σ
∗
θ3 = (1+11ε

2z+36ε
4z2 +36ε

6z3)dy+(ε2y− y3)dz

ce qui tend vers θ1 lorsque ε tend vers 0. Ainsi F3 dégénère sur F1.

En coordonnées homogènes, H3, resp. F3, est défini par

Ω3 = zy2(3x+ y)dx− zx2(x+3y)dy+ xy(x2− y2)dz,

resp. Ω3 = x3(ydz− zdy)+ y3(zdx− xdz)+ z3(xdy− ydx) ;

en posant ψ = [x− y : 2εz− x− y : x+ y] nous obtenons

1
8ε

ψ
∗
Ω3 = zy(y− εz)(3x+ y−2εz)dx− zx(x− εz)(x+3y−2εz)dy+ xy(x2− y2)dz

qui tend vers Ω3 lorsque ε tend vers 0. Par conséquent F3 dégénère sur H3.

Remarque 3.37. — En combinant l’assertion 2. de la Proposition 3.36 au Corollaire 3.27,

nous constatons que l’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de P2
C est exactement

l’adhérence O(F3) de O(F3) et est donc un fermé irréductible de F(3).

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Corollaire 3.33 et de la Remarque 3.35 (i).

Corollaire 3.38. — Soit F un élément de F(3) tel que dimO(F )≤ 7. Alors

O(F )⊂ O(F )∪O(F1)∪O(F2).
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Une condition nécessaire pour qu’un feuilletage de degré trois de P2
C dégénère sur le feuilletage

F1 est donnée par la :

Proposition 3.39. — Soit F un élément de F(3). Si F dégénère sur F1, alors F possède un

point singulier m non-dégénéré vérifiant BB(F ,m) = 4.

Démonstration. — Supposons que F dégénère sur F1 ; il existe une famille analytique (Fε)

définie par la famille de 1-formes (ωε) telle que pour ε non nul Fε soit dans O(F ) et pour ε nul

nous ayons Fε=0 = F1. Le point singulier non-dégénéré de F1, noté m0, est « stable » ; il existe

une famille analytique (mε) de points singuliers non-dégénérés de Fε telle que mε=0 = m0.

Les Fε étant conjugués à F pour ε non nul, F admet un point singulier m non-dégénéré tel que

∀ ε ∈ C∗, BB(Fε,mε) = BB(F ,m).

Comme µ(Fε,mε) = 1 pour tout ε dans C, la fonction ε 7→ BB(Fε,mε) est continue et est donc

constante sur C. Par suite

BB(F ,m) = BB(Fε=0,mε=0) = BB(F1,m0) = 4.

Corollaire 3.40. — Les feuilletages H2,H8,H11 et F5 ne dégénèrent pas sur F1.

Une condition suffisante pour qu’un feuilletage de degré trois de P2
C dégénère sur le feuilletage

F1 est donnée par la :

Proposition 3.41. — Soit F un élément de F(3) tel que F1 6∈ O(F ). Si F possède un point

singulier m non-dégénéré vérifiant

BB(F ,m) = 4 et κ(F ,m) = 3,

alors F dégénère sur F1.

Démonstration. — Supposons que F ait une telle singularité m. L’égalité κ(F ,m) = 3 assure

l’existence d’une droite `m passant par m, non invariante par F et telle que Tang(F , `m,m) = 3.

Choisissons un système de coordonnées affines (x,y) tel que m = (0,0) et `m = (x = 0). Le

feuilletage F est défini dans ces coordonnées par une 1-forme ω du type

(∗x+βy+∗x2 +∗xy+∗y2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)dx

+(αx+ ry+∗x2 +∗xy+ sy2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 + γy3)dy

+(∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)(xdy− ydx), avec ∗,r,s,α,β,γ ∈ C.
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Sur l’axe x = 0, la 2-forme ω∧dx s’écrit (ry+ sy2 + γy3)dy∧dx. L’égalité Tang(F , `m,m) = 3

se traduit alors par : r = s = 0 et γ 6= 0. Les égalités r = 0, µ(F ,m) = 1 et BB(F ,m) = 4

impliquent que β =−α 6= 0. Ainsi ω est du type

(∗x−αy+∗x2 +∗xy+∗y2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)dx

+(αx+∗x2 +∗xy+∗x3 +∗x2y+∗xy2 + γy3)dy

+(∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)(xdy− ydx), où les ∗ ∈ C, α,γ ∈ C∗.

Posons ϕ =
(
ε3x,εy

)
. Soient i et j deux entiers naturels non tous deux nuls. Notons que

1. ϕ∗(xiy jdx) = ε3i+ j+3xiy jdx est divisible par ε4 et 1
ε4 ϕ∗(xiy jdx) tend vers 0 lorsque ε

tend vers 0 sauf pour (i, j) = (0,1) ;

2. ϕ∗(xiy jdy) = ε3i+ j+1xiy jdy est divisible par ε4 sauf pour (i, j) = (0,1) et (i, j) = (0,2).

Si (i, j) n’appartient pas à {(0,1),(0,2),(0,3),(1,0)}, la forme 1
ε4 ϕ∗(xiy jdy) tend vers 0

lorsque ε tend vers 0.

Nous constatons que

lim
ε→0

1
ε4 ϕ

∗
ω = α(xdy− ydx)+ γy3dy.

Le feuilletage défini par α(xdy− ydx) + γy3dy est conjugué à F1 car, comme le montre un

calcul immédiat, c’est un feuilletage convexe dont le lieu singulier est formé de deux points.

Par suite F dégénère sur F1.

Corollaire 3.42. — Les feuilletages H1,H3,H5,H7 et F4 dégénèrent sur F1.

La réciproque de la Proposition 3.41 est fausse comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.43. — Soit F le feuilletage de degré 3 sur P2
C défini en carte affine z = 1 par

ω = xdy− ydx+(y2 + y3)dy.

Le lieu singulier de F est formé des deux points m = [0 : 0 : 1] et m′ = [1 : 0 : 0] ; de plus

µ(F ,m) = 1, BB(F ,m) = 4, κ(F ,m) = 2, µ(F ,m′)> 1.

Le feuilletage F dégénère sur F1 ; en effet, en posant ϕ =

(
1
ε3 x,

1
ε

y
)

, nous constatons que

lim
ε→0

ε
4
ϕ
∗
ω = xdy− ydx+ y3dy.

Une condition nécessaire pour qu’un feuilletage de degré trois de P2
C dégénère sur le feuilletage

F2 est donnée par la :

Proposition 3.44. — Soit F un élément de F(3). Si F dégénère sur F2, alors degItr
F ≥ 2.
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Démonstration. — Si F dégénère sur F2, alors degItr
F ≥ degItr

F2
. Or un calcul immédiat montre

que Itr
F2

= y2 de sorte que degItr
F2

= 2, d’où l’énoncé.

Corollaire 3.45. — Les feuilletages H5 et H9 ne dégénèrent pas sur F2.

Une condition suffisante pour qu’un feuilletage de degré trois de P2
C dégénère sur le feuilletage

F2 est donnée par la :

Proposition 3.46. — Soit F un élément de F(3) tel que F2 6∈ O(F ). Si F possède un point

d’inflexion double, alors F dégénère sur F2.

Démonstration. — Supposons que F ait un tel point. Choisissons un système de coordonnées

affines (x,y) tel que m = (0,0) soit d’inflexion double pour F et x = 0 soit la tangente à la

feuille de F passant par m. Soit ω une 1-forme définissant F dans ces coordonnées ; comme

TmF = (x = 0), ω est du type

(α+∗x+∗y+∗x2 +∗xy+∗y2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)dx

+(∗x+ ry+∗x2 +∗xy+ sy2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 +βy3)dy

+(∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)(xdy− ydx), avec ∗,r,s,β,∈ C, α ∈ C∗.

Sur la droite x = 0, la 2-forme ω∧dx s’écrit (ry+ sy2+βy3)dy∧dx. L’hypothèse que (0,0) est

d’inflexion double se traduit donc par : r = s = 0 et β 6= 0. Ainsi ω est du type

(α+∗x+∗y+∗x2 +∗xy+∗y2 +∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)dx

+(∗x+∗x2 +∗xy+∗x3 +∗x2y+∗xy2 +βy3)dy

+(∗x3 +∗x2y+∗xy2 +∗y3)(xdy− ydx), où les ∗ ∈ C, α,β ∈ C∗.

Considérons la famille ϕε = ϕ = (ε4x,εy). Notons que

1. ϕ∗(xiy jdx) = ε4i+ j+4xiy jdx est divisible par ε4 et 1
ε4 ϕ∗(xiy jdx) tend vers 0 lorsque ε

tend vers 0 sauf pour i = j = 0 ;

2. ϕ∗(xiy jdy) = ε4i+ j+1xiy jdy est divisible par ε4 sauf si (i, j) ∈ {(0,0),(0,1),(0,2)}.
Si (i, j) 6∈ {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3)}, la forme 1

ε4 ϕ∗(xiy jdy) tend vers 0 lorsque ε tend

vers 0.

Nous constatons que

lim
ε→0

1
ε4 ϕ

∗
ω = αdx+βy3dy.

Visiblement αdx+βy3dy définit un feuilletage conjugué à F2 ; par suite F dégénère sur F2.

Corollaire 3.47. — Les feuilletages H2,H4,H6,H8 et F4 dégénèrent sur F2.
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Exemple 3.48 (de JOUANOLOU). — Considérons le feuilletage FJ de degré 3 sur P2
C défini,

dans la carte affine z = 1, par

ωJ = (x3y−1)dx+(y3− x4)dy ;

cet exemple est dû à JOUANOLOU ([20]). C’est historiquement le premier exemple explicite de

feuilletage sans courbe algébrique invariante ([20]) ; c’est aussi un feuilletage qui n’admet pas

d’ensemble minimal non trivial ([10]). Le point m = (0,0) est d’inflexion double pour FJ car

TmFJ = (x = 0) et ωJ ∧dx
∣∣∣
x=0

= y3dy∧dx ; ainsi FJ dégénère sur F2.

La réciproque de la Proposition 3.46 est fausse comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.49. — Soit F le feuilletage de degré 3 sur P2
C défini en carte affine z = 1 par

ω = dx+(y2 + y3)dy.

Un calcul élémentaire montre que F n’a aucun point d’inflexion double. Ce feuilletage dégé-

nère sur F2 ; en effet, en posant ϕ =

(
1
ε4 x,

1
ε

y
)

, nous obtenons que

lim
ε→0

ε
4
ϕ
∗
ω = dx+ y3dy.

Du Théorème 3.4, des Propositions 3.30, 3.36 et des Corollaires 3.27, 3.38, 3.40, 3.42, 3.45,

3.47, nous tirons l’énoncé suivant.

Théorème 3.50. — Les adhérences étant prises dans F(3), nous avons

O(F1) = O(F1), O(F2) = O(F2),

O(F3) = O(F1)∪O(H1)∪O(H3)∪O(F3), O(F4) = O(F1)∪O(F2)∪O(F4),

O(H1) = O(F1)∪O(H1), O(H2) = O(F2)∪O(H2),

O(H3) = O(F1)∪O(H3), O(H8) = O(F2)∪O(H8),

O(H5) = O(F1)∪O(H5), O(H4)⊃ O(F2)∪O(H4),

O(H7)⊃ O(F1)∪O(H7), O(H6)⊃ O(F2)∪O(H6),

O(H9)⊂ O(F1)∪O(H9), O(H11)⊂ O(F2)∪O(H11),

O(H10)⊂ O(F1)∪O(F2)∪O(H10), O(F5)⊂ O(F2)∪O(F5)

avec

dimO(F1) = 6, dimO(F2) = 6, dimO(Hi) = 7, i = 1, . . . ,11,

dimO(F4) = 7, dimO(F5) = 7, dimO(F3) = 8.
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En particulier :

– l’ensemble FP(3) possède exactement douze composantes irréductibles, à savoir O(F3),

O(F4), O(F5), O(H2), O(H k), k = 4,5, . . . ,11 ;

– l’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de P2
C est exactement l’adhérence

O(F3) de O(F3) (c’est donc un fermé irréductible de F(3)).

Problème 2. — Établir un critère permettant de décider si un feuilletage de degré trois de P2
C

dégénère ou non sur les feuilletages F1 et F2.

Une réponse à ce problème nous permet de décider si une orbite d’un feuilletage de F(3) de

dimension 7 est fermée ou non dans F(3), en vertu du Corollaire 3.38.



APPENDICE A

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.13

Nous présentons ici une démonstration de la Proposition 3.13. Cet énoncé affirme que si un

feuilletage de degré trois sur le plan projectif complexe possède une singularité dégénérée de

multiplicité algébrique inférieure ou égale à 2, alors sa transformée de LEGENDRE ne peut être

plate.

Nous allons raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe un feuilletage F de degré trois

sur P2
C tel que le 3-tissu LegF soit plat et dont le lieu singulier SingF contient un point m

vérifiant µ(F ,m)≥ 2 et ν(F ,m)≤ 2. Il s’agit de calculer explicitement la courbure de LegF
par la formule (1.3.4) et d’utiliser la condition K(LegF ) ≡ 0 pour arriver à une contradiction

avec l’hypothèse degF = 3.

Pour ce faire, choisissons un système de coordonnées homogènes [x : y : z] ∈ P2
C tel que m soit

l’origine O de la carte affine z = 1 ; soit ω une 1-forme décrivant F dans cette carte. Comme

µ(F ,m)≥ 2 et ν(F ,m)≤ 2, à isomorphisme linéaire près, on a les trois possibilités suivantes

1. J1
(0,0) ω = xdy, la singularité est dite de type selle-nœud, éventualité étudiée au § A.1 ;

2. J1
(0,0) ω = ydy, la singularité O est dite de type nilpotent, ce cas sera l’objet du § A.2 ;

3. J1
(0,0) ω = 0 et J2

(0,0) ω 6= 0 (voir § A.3).

A.1. Étude du cas selle-nœud

Supposons que la singularité O soit de type selle-nœud ; on peut alors écrire ω sous la forme
ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy+C(x,y)(xdy− ydx) où

A(x,y) = α0x2 +α1xy+α2y2 +a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3, C(x,y) = c0x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3,

B(x,y) = x+β0x2 +β1xy+β2y2 +b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3.
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Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme
(

2x
2α1x−β1y+2

,
2y

2α1x−β1y+2

)
, on peut suppo-

ser que α1 = β1 = 0.

Nous allons examiner la platitude de LegF dans les trois cas suivants

– α2 6= 0 (µ(F ,O) = 2) ;

– α2 = 0 et a3 6= 0 (µ(F ,O) = 3) ;

– α2 = 0 et a3 = 0 (µ(F ,O)≥ 4).
Pour cela, plaçons-nous dans la carte affine (p,q) de P̌2

C associée à la droite {px−qy = 1} de
P2
C, où le 3-tissu LegF est décrit par l’équation différentielle

F(p,q,w) :=
(

p3 +β0 p2 +b0 p+α0 pq+a0q+ c0

)
w3

+
(
−2p2q+b1 p−α0q2−β0 pq+a1q+ c1

)
w2

+
(

pq2 +β2 p2 +b2 p+α2 pq+a2q+ c2

)
w

+b3 p−α2q2−β2 pq+a3q+ c3 = 0, avec w =
dq
dp

.

Le calcul explicite de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

K(LegF ) =

∑
i+ j≤23

ρ
j
i piq j

R(p,q)2 dp∧dq,

où R :=Result(F,∂w(F)) et les ρ
j
i sont des polynômes en les paramètres α0,α2,β0,β2,ak,bk,ck.

1. Si α2 6= 0, alors, quitte à conjuguer ω par la transformation linéaire
(

x, 1
α2

y
)

, on peut

supposer que α2 = 1. Dans ce cas l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que

(α0,β0,β2) = (0,a2,0), (b0,b1,b2,b3) = (1
4 a2

2−a1,−1
2 a2,−3

4 ,0),

(a0,a3) = (0,1), (c0,c1,c2,c3) = (−1
2 a1a2,−1

4 a2
2− 1

2 a1,−1
2 a2,−1

4) ;

en effet

α2 = 1⇒


ρ2

21 =−2β4
2 = 0

ρ17
4 =−α5

0a0 = 0

ρ17
3 =−2α4

0(4α3
0 +a2

0) = 0

⇔

{
β2 = 0

α0 = 0

(α2,β2,α0) = (1,0,0)⇒


ρ4

19 =−32b2
3 = 0

ρ13
10 =−4β0a2

0 = 0

ρ12
11 =−32a2

0 +2β0a0(β
2
0−4a1−4b0) = 0

⇔

{
b3 = 0

a0 = 0

(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)⇒ ρ
6
17 =−2(4a3 +4b2−1)2 = 0⇔ b2 =

1
4
−a3
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{
(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

b2 =
1
4 −a3

⇒ ρ
4
17 =−

5
2
(2a3 +4c3−1)2 = 0⇔ c3 =

1
4
− 1

2
a3

{
(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(b2,c3) = ( 1
4 −a3,

1
4 −

1
2 a3)

⇒ ρ
2
17 =−3(a3−1)4 = 0⇔ a3 = 1

{
(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

⇒ ρ
8
15 =−8(2a2 +2b1−β0)

2 = 0⇔ b1 =
1
2

β0−a2


(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

b1 =
1
2 β0−a2

⇒ ρ
6
15 =−10(a2 +2c2)

2 = 0⇔ c2 =−
1
2

a2


(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

(b1,c2) = ( 1
2 β0−a2,− 1

2 a2)

⇒ ρ
10
13 =−2(4a1 +4b0−β

2
0)

2 = 0⇔ b0 =
1
4

β
2
0−a1


(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

(b1,c2) = ( 1
2 β0−a2,− 1

2 a2)

b0 =
1
4 β2

0−a1

⇒ ρ
8
13 =−

5
2
(2a1 +2β0a2−β

2
0 +4c1)

2 = 0⇔ c1 =
1
4

β
2
0−

1
2

a1−
1
2

β0a2


(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

(b1,c2) = ( 1
2 β0−a2,− 1

2 a2)

(b0,c1) = ( 1
4 β2

0−a1,
1
4 β2

0−
1
2 a1− 1

2 β0a2)

⇒ ρ
6
13 =−3(a2−β0)

4 = 0⇔ β0 = a2

et 
(α2,β2,α0,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,b2,c3) = (1,− 3
4 ,−

1
4 )

(β0,b1,c2) = (a2,− 1
2 a2,− 1

2 a2)

(b0,c1) = ( 1
4 a2

2−a1,− 1
4 a2

2−
1
2 a1)

⇒ ρ
10
11 =−10(a1a2 +2c0)

2 = 0⇔ c0 =−
1
2

a1a2.

Par suite la 1-forme ω définissant F s’écrit

1
4

(
a2x+ y+2

)(
2y2dx+(a2x2− xy+2x)dy− (2a1x2 +a2xy+ y2)(xdy− ydx)

)
,

ce qui conduit à degF = 2 : contradiction.

2. Cas où α2 = 0 et a3 6= 0. Quitte à faire agir la transformation linéaire
(

x,
√

1
a3

y
)

sur ω, on

peut supposer que a3 = 1. Dans ce cas le système ρ3
20 = ρ3

19 = ρ5
17 = ρ3

17 = ρ1
17 = 0 n’a aucune
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solution ; en effet

(α2,a3) = (0,1)⇒ ρ
3
20 = β

3
2 = 0⇔ β2 = 0,

(α2,a3,β2) = (0,1,0)⇒ ρ
3
19 = 96b2

3 = 0⇔ b3 = 0,

(α2,a3,β2,b3) = (0,1,0,0)⇒ ρ
5
17 = 96(b2 +1)2 = 0⇔ b2 =−1,

(α2,a3,β2,b3,b2) = (0,1,0,0,−1)⇒ ρ
3
17 = 112c2

3 = 0⇔ c3 = 0,

(α2,a3,β2,b3,b2,c3) = (0,1,0,0,−1,0)⇒ ρ
1
17 = 8 6= 0.

Il s’en suit que ce deuxième cas est aussi impossible.

3. Cas où (α2,a3) = (0,0). Le calcul explicite de K(LegF ) montre que ρ17
4 = −α5

0a0, de

sorte que α0a0 = 0. À conjugaison près par des transformations linéaires du type (λx,µy), on

est dans l’une des situations suivantes

(α2,a3,β2,α0,a0) = (0,0,1,1,0), (α2,a3,β2,α0) = (0,0,1,0),

(α2,a3,β2,b3) = (0,0,0,0), (α2,a3,β2,b3) = (0,0,0,1).

3.1. Lorsque (α2,a3,β2,α0,a0) = (0,0,1,1,0), l’hypothèse K(LegF ) implique que

(a1,a2) = (−2b3,2), (b0,b1,b2) = (b3,−1−β0b3,β0−b2
3),

(c0,c1,c2,c3) = (0,−b2
3,2b3,−1) ;

en effet

(α2,a3,β2,α0,a0) = (0,0,1,1,0)⇒


ρ4

19 = 2a2 +4c3 = 0

ρ2
20 =−12a2−28c3−4 = 0

ρ5
18 =−(4a2 +8c3 +6)b3 +3a1 +6c2 = 0

ρ3
19 = (14a2 +56c3 +76)b3−22a1−46c2 = 0

⇔


a2 = 2

c3 =−1

a1 =−2b3

c2 = 2b3

et

{
(α2,a3,β2,α0,a0) = (0,0,1,1,0)

(a2,c3,a1,c2) = (2,−1,−2b3,2b3)
⇒



ρ6
17 = 8(β0−b2 + c1) = 0

ρ4
18 =−6(12β0−b2

3−12b2 +11c1) = 0

ρ7
16 =−(34β0−24b2 +24c1)b3−10

−10b1 +10c0 = 0

ρ5
17 =−16b3

3 +4(81β0−56b2 +52c1)b3

+100+100b1−88c0 = 0

ρ8
15 = 32β0b2

3 +(32b1−32c0 +44)b3 +8β2
0

+(8c1−24b2)β0 +16b2
2−16b2c1

−12b0 = 0

⇔



b2 = β0−b2
3

c1 =−b2
3

b1 =−1−β0b3

c0 = 0

b0 = b3.

Donc la 1-forme ω décrivant F s’écrit(
y2−b3xy+ x

)(
xdx+(β0x+b3y+1)dy+(b3x− y)(xdy− ydx)

)
,

mais ceci contredit l’égalité degF = 3.
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3.2. Lorsque (α2,a3,β2,α0) = (0,0,1,0), la platitude de LegF entraîne que ai = ci = 0 pour
i = 0,1,2,3 ; en effet

(α2,a3,β2,α0) = (0,0,1,0)⇒


ρ4

19 = 2a2 +4c3 = 0

ρ2
20 =−12a2−28c3 = 0

ρ5
18 =−(4a2 +8c3)b3 +3a1 +6c2 = 0

ρ3
19 = (14a2 +56c3)b3−22a1−46c2 = 0

⇔


a2 = 0

c3 = 0

a1 = 0

c2 = 0

et

(α2,a3,β2,α0,a2,c3,a1,c2) = (0,0,1,0,0,0,0,0)⇒


ρ6

17 = 4a0 +8c1 = 0

ρ4
18 =−30a0−66c1 = 0

ρ7
16 =−(12a0 +24c1)b3 +10c0 = 0

⇔


a0 = 0

c1 = 0

c0 = 0.

Ainsi, la 1-forme ω s’écrit (x+β0x2+y2+b0x3+b1x2y+b2xy2+b3y3)dy, ce qui implique que

degF = 0 : contradiction.

3.3. Quand (α2,a3,β2,b3) = (0,0,0,0), le calcul explicite de K(LegF ) conduit à

ρ
1
17 = 2(12b2c3)

2 et ρ
2
17 = 8c3(16b3

2 +27c2
3) ;

le système ρ1
17 = ρ2

17 = 0 équivaut à c3 = 0. Les égalités α2 = a3 = β2 = b3 = c3 = 0 impliquent

que degF < 3 : contradiction.

3.4. Lorsque (α2,a3,β2,b3)= (0,0,0,1), la platitude de LegF implique que α0 = ai = ci = 0
pour i = 0,1,2,3 ; en effet

(α2,a3,β2,b3) = (0,0,0,1)⇒



ρ5
18 =−8c3 = 0

ρ4
18 = 28a2 = 0

ρ6
17 = 16(α0− c2) = 0

ρ5
17 = 8(6a2b2−6β0c3 +a1) = 0

ρ3
18 = 2(184b2c3 +141α0−75c2) = 0

⇔



c3 = 0

a2 = 0

a1 = 0

c2 = 0

α0 = 0

et

(α2,a3,β2,b3,c3,a2,a1,c2,α0) = (0,0,0,1,0,0,0,0,0)⇒


ρ7

16 =−24c1 = 0

ρ6
16 = 36a0 = 0

ρ8
15 =−16b2c1−32c0 = 0

⇔


c1 = 0

a0 = 0

c0 = 0.

Par conséquent, la 1-forme ω s’écrit (x+ β0x2 + b0x3 + b1x2y+ b2xy2 + y3)dy ; de sorte que

degF = 0 : contradiction.
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A.2. Étude du cas nilpotent

Supposons que la singularité O soit de type nilpotent ; on peut donc écrire ω sous la forme
ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy+C(x,y)(xdy− ydx) où

A(x,y) = α0x2 +α1xy+α2y2 +a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3, C(x,y) = c0x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3,

B(x,y) = y+β0x2 +β1xy+β2y2 +b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3.

Soit (p,q) la carte affine de P̌2
C associée à la droite {py− qx = 1} ⊂ P2

C ; le 3-tissu LegF est
donné par l’équation différentielle

F(p,q,w) :=
(

p2q+α2 p2 +β2 pq+a3 p+b3q− c3

)
w3

+
(
−2pq2 +α1 p2 +(β1−α2)pq−β2q2 +a2 p+b2q− c2

)
w2

+
(

q3 +α0 p2 +(β0−α1)pq−β1q2 +a1 p+b1q− c1

)
w

−α0 pq−β0q2 +a0 p+b0q− c0 = 0, où w =
dq
dp

.

Le calcul explicite de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

K(LegF ) =

∑
i+ j≤23

ρ
j
i piq j

R(p,q)2 dp∧dq,

où R := Result(F,∂w(F)) et les ρ
j
i sont des polynômes en les coefficients de A,B,C, avec ρ6

17 =

2α5
0. La platitude de LegF entraîne donc que α0 = 0. Puis en faisant agir le difféomorphisme(

2x
2α2x−β2y+2

,
2y

2α2x−β2y+2

)
sur ω, on peut supposer que α2 = β2 = 0. Ainsi

ω = α1xydx+(y+β0x2 +β1xy)dy+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) donne

ρ11
12 =

(
4a0− (α1 +β0)

2
)(

(5α1−β0)a0−α1(α1 +β0)
2
)
,

ρ
9
13 =−2

(
4a0− (α1 +β0)

2
)(

15a2
0−2β0(α1 +4β0)a0−α2

1(α1 +β0)
2
)
,

ρ7
14 = (99α1 +297β0)a3

0−3(α1 +β0)(68β2
0 +19α1β0 +19α2

1)a
2
0

+(5α3
1−21α2

1β0 +24α1β2
0 +32β3

0)(α1 +β0)
2a0 +α2

1(α1 +4β0)(α1 +β0)
4,

ρ5
15 =−8α1a0

(
(54β0 +18α1)a2

0 +(−12β3
0−49α2

1β0−7α3
1−48α1β2

0)a0 +α1(α
2
1 +6α1β0 +4β2

0)(α1 +β0)
2
)
,

ρ3
16 = 4α1a0

(
81a3

0−3α1(10α1 +27β0)a2
0 +α2

1(3α2
1 +16α1β0 +7β2

0)a0 +α3
1β0(α1 +β0)

2
)

;
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le système ρ11
12 = ρ

9
13 = ρ7

14 = ρ5
15 = ρ3

16 = 0 est vérifié si et seulement si on est dans l’une des

situations suivantes

a0 = 0, α1 = 0 ; a0 = 0, β0 =−α1, α1 6= 0 ;

a0 = α
2
1, β0 = α1, α1 6= 0 ; a0 =

α2
1

2
, β0 =

α1

2
, α1 6= 0.

À conjugaison près par des transformations linéaires du type (λx,µy), on se ramène aux cinq

cas suivants

(a0,α1,β0) = (0,0,0), (a0,α1,β0) = (0,0,1), (a0,α1,β0) = (0,1,−1),

(a0,α1,β0) = (1,1,1), (a0,α1,β0) = (1
2 ,1,

1
2).

1. Lorsque (a0,α1,β0) = (0,0,0), l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que a1 = 0 ; en effet

(a0,α1,β0) = (0,0,0)⇒


ρ12

10 =−4a1(a1 +b0)(10a1 +9b0) = 0

ρ
9
11 =−16a2

1(5a1 +9b0)(a1 +b0) = 0

ρ6
12 =−2a2

1(20a3
1 +234a2

1b0 +459a1b2
0 +243b3

0) = 0

⇔ a1 = 0.

On envisage deux cas suivant que b0 est nul ou non.

1.1. Lorsque b0 = 0, l’hypothèse sur LegF d’être plat entraîne que c0 = 0 ; en effet

(a0,α1,β0,a1,b0) = (0,0,0,0,0)⇒ ρ
9
10 =−78c3

0 = 0⇔ c0 = 0.

Les égalités β0 = a0 = b0 = c0 = 0 impliquent que degF < 3 : contradiction.

1.2. Si b0 6= 0, alors, quitte à faire agir la transformation linéaire diagonale (x,b0y), on
peut effectuer la normalisation b0 = 1. Dans ce cas l’hypothèse K(LegF ) ≡ 0 implique que
a2 = a3 = ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en effet{

(a0,α1,β0) = (0,0,0)

(a1,b0) = (0,1)
⇒

{
ρ11

10 =−78c0 = 0

ρ10
10 = (141β1 +156c0)c0 +153a2 = 0

⇔

{
c0 = 0

a2 = 0


(a0,α1,β0) = (0,0,0)

(a1,b0) = (0,1)

(c0,a2) = (0,0)

⇒

{
ρ12

9 = 84c1 = 0

ρ14
8 =−28β1c1−12a3 = 0

⇔

{
c1 = 0

a3 = 0

et 
(a0,α1,β0) = (0,0,0)

(a1,b0) = (0,1)

(c0,a2) = (0,0)

(c1,a3) = (0,0)

⇒

{
ρ13

8 = 198c2 = 0

ρ14
7 = (74β2

1 +152b1)c2 +336c3 = 0
⇔

{
c2 = 0

c3 = 0.
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Ainsi la forme ω s’écrit (y+β1xy+x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3)dy, ce qui conduit à degF = 0 :

contradiction.

2. Quand (a0,α1,β0) = (0,0,1), l’hypothèse K(LegF ) ≡ 0 implique que ai = ci = 0 pour
i = 0,1,2,3 ; en effet

a0 = 0

α1 = 0

β0 = 1

⇒


ρ10

12 =−4a1 = 0

ρ11
11 = (56a1 +56b0−22β1)a1 +6a2 +12c0 = 0

ρ
9
12 =−16(7a1 +6b0−3β1)a1−12a2−12c0 = 0

⇔


a1 = 0

a2 = 0

c0 = 0

{
(a0,α1,β0) = (0,0,1)

(a1,a2,c0) = (0,0,0)
⇒

{
ρ12

10 = 14a3 +30c1 = 0

ρ10
11 =−22a3−54c1 = 0

⇔

{
a3 = 0

c1 = 0

et 
(a0,α1,β0) = (0,0,1)

(a1,a2,c0) = (0,0,0)

(a3,c1) = (0,0)

⇒

{
ρ13

9 = 50c2 = 0

ρ14
8 = (89β1−136b0)c2 +72c3 = 0

⇔

{
c2 = 0

c3 = 0.

Par suite ω s’écrit (y+ x2 +β1xy+ b0x3 + b1x2y+ b2xy2 + b3y3)dy, ce qui contredit l’égalité

degF = 3.

3. Lorsque (a0,α1,β0) = (1,1,1), la platitude de LegF implique que

(β1,b0,b1,b2,b3,c0,c1,c2,c3) =
(
2a1,a1,a2

1−a2,−a3,0,−a2,−a1a2−a3,−a1a3,0
)

;

en effet


a0 = 1

α1 = 1

β0 = 1

⇒



ρ10
12 =−12a1 +12β1−12b0 = 0

ρ8
13 = 124a1−122β1 +120b0 = 0

ρ11
11 =−16a2−16b1 +456β1b0−184a2

1

−248b2
0−204β2

1 +392β1a1−432a1b0 = 0

ρ
9
12 = 180a2 +174b1 +6c0−1586β1b0 +772a2

1

+876b2
0 +667β2

1−1477β1a1 +1636a1b0 = 0

⇔


β1 = 2a1

b0 = a1

b1 = a2
1−a2

c0 =−a2

et 

a0 = 1

α1 = 1

β0 = 1

β1 = 2a1

b0 = a1

b1 = a2
1−a2

c0 =−a2

⇒



ρ12
10 =−20a3−20b2 = 0

ρ10
11 = 8a1a2 +244a3 +236b2 +8c1 = 0

ρ13
9 =−32a1a3−32a1b2−24b3 = 0

ρ11
10 = 306b3 +10c2 +2(6a1a2 +267a3 +256b2 +6c1)a1 = 0

ρ12
9 = 4(a1a2 + c1 +95a3 +90b2)a2

1− (8a2
2−696b3−16c2)a1

−(344a3 +336b2 +8c1)a2 +12c3 = 0

⇔



b2 =−a3

b3 = 0

c1 =−a1a2−a3

c2 =−a1a3

c3 = 0.

Il en résulte que la 1-forme ω décrivant F s’écrit(
y+a1xy+ x2

)(
xdx+(1+a1x)dy− (a2x+a3y)(xdy− ydx)

)
;
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d’où degF = 1 : contradiction.

4. Quand (a0,α1,β0) = (1
2 ,1,

1
2), la platitude de LegF conduit à :

(a3,β1,b0,b1,b2,b3) =

(
1
4

a1(a2
1 +2a2),

5
2

a1,
3
4

a1,
25
16

a2
1−

7
8

a2,−
3

16
a1(a2

1 +2a2),−
1

64
(a2

1 +2a2)
2
)
,

(c0,c1,c2,c3) =

(
1

16
a2

1−
3
8

a2,−a1a2,−
3
64

(5a2
1 +2a2)(a2

1 +2a2),−
1

32
(a2

1 +2a2)
2a1

)
;

en effet

(a0,α1,β0) = (
1
2
,1,

1
2
)⇒

{
ρ10

12 =−
5
2 a1− 15

4 b0 +
17
8 β1 = 0

ρ8
13 = 17a1 +24b0−14β1 = 0

⇔

{
β1 =

5
2 a1

b0 =
3
4 a1

{
(a0,α1,β0) = ( 1

2 ,1,
1
2 )

(β1,b0) = ( 5
2 a1,

3
4 a1)

⇒

{
ρ11

11 =
407
16 a2

1−
99
8 a2− 33

2 b1 +
11
2 c0 = 0

ρ
9
12 =−

213
2 a2

1 +
105

2 a2 +69b1−21c0 = 0
⇔

{
b1 =

25
16 a2

1−
7
8 a2

c0 =
1

16 a2
1−

3
8 a2


(a0,α1,β0) = ( 1

2 ,1,
1
2 )

(β1,b0) = ( 5
2 a1,

3
4 a1)

(b1,c0) = ( 25
16 a2

1−
7
8 a2,

1
16 a2

1−
3
8 a2)

⇒



ρ12
10 =

1
32 a1(3a2

1 +302a2)

− 189
8 a3−31b2 +

37
4 c1 = 0

ρ10
11 =−

3
64 a1(21a2

1 +706a2)

+ 1593
16 a3 +

255
2 b2− 249

8 c1 = 0

ρ8
12 =

21
16 a1(3a2

1 +38a2)

−213a3−263b2 +42c1 = 0

⇔


a3 =

1
4 a1(a2

1 +2a2)

b2 =− 3
16 a1(a2

1 +2a2)

c1 =−a1a2



(a0,α1,β0) = ( 1
2 ,1,

1
2 )

(β1,b0) = ( 5
2 a1,

3
4 a1)

b1 =
25
16 a2

1−
7
8 a2

c0 =
1

16 a2
1−

3
8 a2

a3 =
1
4 a1(a2

1 +2a2)

b2 =− 3
16 a1(a2

1 +2a2)

c1 =−a1a2

⇒


ρ13

9 = 3
64 (a

2
1 +2a2)(53a2

1−4a2)

− 189
4 b3 +

55
4 c2 = 0

ρ11
10 =−

15
256 (a

2
1 +2a2)(135a2

1−32a2)

+ 3225
16 b3− 755

16 c2 = 0

⇔

{
b3 =− 1

64 (a
2
1 +2a2)

2

c2 =− 3
64 (5a2

1 +2a2)(a2
1 +2a2)

et 

(a0,α1,β0) = ( 1
2 ,1,

1
2 )

(β1,b0) = ( 5
2 a1,

3
4 a1)

b1 =
25
16 a2

1−
7
8 a2

c0 =
1
16 a2

1−
3
8 a2

a3 =
1
4 a1(a2

1 +2a2)

b2 =− 3
16 a1(a2

1 +2a2)

c1 =−a1a2

b3 =− 1
64 (a

2
1 +2a2)

2

c2 =− 3
64 (5a2

1 +2a2)(a2
1 +2a2)

⇒ ρ14
8 = 19

32 (a
2
1 +2a2)

2a1 +19c3 = 0 ⇔ c3 =− 1
32 (a

2
1 +2a2)

2a1.

Il s’en suit que la 1-forme ω s’écrit

1
64

(
4x2 +8a1xy+λy2 +8y

)(
8xdx+(8+12a1x−λy)dy+(µx−2λa1y)(xdy− ydx)

)
,



A.2. ÉTUDE DU CAS NILPOTENT 92

où λ = a2
1 +2a2 et µ = a2

1−6a2. D’où degF = 1 : contradiction.

5. Examinons le cas où (a0,α1,β0) = (0,1,−1). Écrivons

b0 = δ0−a1, c0 = ε0− 1
4 a2

1, b1 = δ1 +
1
4 a2

1−a2, β1 = ε1 +a1,

b2 = δ2−a3, c1 = ε2− 1
2 a1a2, c2 = ε3− 1

2 a1a3;

l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que δ0 = δ1 = δ2 = ε0 = ε1 = ε2 = ε3 = b3 = a2 = c3 = 0 ;
en effet

(a0,α1,β0) = (0,1,−1)⇒ ρ
5
14 =−24δ

2
0 = 0⇔ δ0 = 0

(a0,α1,β0,δ0) = (0,1,−1,0)⇒


ρ3

14 = 8ε0(ε1a1−2δ1−2ε0) = 0

ρ5
13 = 8ε0(2ε2

1 +3ε1a1−6δ1−2ε0) = 0

ρ2
14 =−4ε0(ε1a2

1−2δ1a1−2ε0a1−4ε1ε0) = 0

⇔ ε0 = 0

{
(a0,α1,β0) = (0,1,−1)

(δ0,ε0) = (0,0)
⇒

{
ρ11

10 = 3ε2
1(6δ1− ε2

1−3ε1a1) = 0

ρ13
9 =−2(ε2

1−3ε1a1 +6δ1)(ε
2
1 +2ε1a1−4δ1) = 0

⇔

{
δ1 = 0

ε1 = 0

{
(a0,α1,β0) = (0,1,−1)

(δ0,δ1,ε0,ε1) = (0,0,0,0)
⇒

{
ρ15

7 = 16δ2(3δ2−7ε2) = 0

ρ13
8 = 32ε2(ε2−9δ2) = 0

⇔

{
δ2 = 0

ε2 = 0


(a0,α1,β0) = (0,1,−1)

(δ0,δ1,δ2) = (0,0,0)

(ε0,ε1,ε2) = (0,0,0)

⇒


ρ17

5 =−8b3(a2
2 +14ε3−6b3) = 0

ρ15
6 = 2ε3(16ε3−144b3 +a2

2)−54b3a2
2 = 0

ρ13
7 = 8ε3(10ε3−36b3 +3a2

2)−8b3(11a2
2 +6b3) = 0

⇔

{
ε3 = 0

b3 = 0

et
(a0,α1,β0) = (0,1,−1)

(δ0,δ1,δ2,b3) = (0,0,0,0)

(ε0,ε1,ε2,ε3) = (0,0,0,0)

⇒

{
ρ11

8 = 2a4
2 = 0

ρ13
6 = (12a2

3−159a1c3)a2
2 +60a2a3c3 +48c2

3 = 0
⇔

{
a2 = 0

c3 = 0.

Donc la 1-forme ω s’écrit

1
4

(
a1x+2

)(
2xydx− (2x2−a1xy−2y)dy− (a1x2 +2a3y2)(xdy− ydx)

)
;

mais ceci contredit l’égalité degF = 3.
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A.3. Cas 1-jet nul et 2-jet non nul

Supposons que la singularité O soit de multiplicité algébrique 2, i.e. que J1
(0,0) ω = 0 et

J2
(0,0) ω 6= 0 ; ω s’écrit alors sous la forme

ω = A2(x,y)dx+B2(x,y)dy+A3(x,y)dx+B3(x,y)dy+C3(x,y)(xdy− ydx),

où A2,B2 (resp. A3,B3,C3) sont des polynômes homogènes de degré 2 (resp. 3). Les polynômes

A2 et B2 ne sont pas tous deux nuls car J2
(0,0) ω = A2(x,y)dx+B2(x,y)dy.

Dans la suite, nous nous placerons systématiquement dans la carte affine (p,q) de P̌2
C associée

à la droite {px−qy = 1} ⊂ P2
C, où le 3-tissu LegF est défini par l’équation différentielle

F(p,q,w) := (pw−q)(qA2(w,1)+ pB2(w,1))+qA3(w,1)+ pB3(w,1)+C3(w,1) = 0, où w =
dq
dp

.

Nous adopterons les notations suivantes

A2 =
2

∑
i=0

αix2−iyi, B2 =
2

∑
i=0

βix2−iyi, A3 =
3

∑
i=0

aix3−iyi, B3 =
3

∑
i=0

bix3−iyi, C3 =
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Le calcul explicite de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

K(LegF ) =

∑
j+k≤17

ρk
j p jqk

R(p,q)2 dp∧dq,

où R := Result(F,∂w(F)) et les ρk
j sont des polynômes en les paramètres αi,βi,ai,bi,ci.

Signalons que les ρk
j ont des expressions très compliquées ; il est très difficile et peut-être

impossible de contrôler la condition K(LegF )≡ 0 « à la main », comme nous l’avons pu faire

dans les cas précédents où la singularité O était selle-nœud ou nilpotente.

Pour s’affranchir de cette difficulté, nous allons envisager quatre éventualités, chacune donnant

lieu à une sous-section. Il s’agit de réduire le nombre des paramètres αi,βi en raisonnant suivant

la nature du cône tangent xA2 + yB2 de J2
(0,0) ω qui, a priori, peut être nul, une droite, deux

droites ou trois droites.

A.3.1. Cas 2-jet à cône tangent nul. — À conjugaison linéaire près ω s’écrit

y(xdy− ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, ai,bi,ci ∈ C.

En faisant agir le difféomorphisme
(

2x
a2x+a3y+2

,
2y

a2x+a3y+2

)
sur ω, on peut supposer que

a2 = a3 = 0. Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) donne ρ11
2 = 108a5

0, donc a0 = 0.

Le feuilletage F étant de degré trois, |b0|+ |c0| est non nul. Suivant que le paramètre b0 est nul

ou non, on se ramène à (b0,c0) = (0,1) ou b0 = 1.
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1. Lorsque (b0,c0) = (0,1), l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que a1 = b1 = b2 = b3 = 0 ;
en effet

(a2,a3,a0,b0,c0) = (0,0,0,0,1)⇒ ρ
6
5 = 24a3

1 = 0⇔ a1 = 0,

(a2,a3,a0,b0,c0,a1) = (0,0,0,0,1,0)⇒ ρ
4
7 =−8b1 = 0⇔ b1 = 0,

(a2,a3,a0,b0,c0,a1,b1) = (0,0,0,0,1,0,0)⇒ ρ
3
8 =−16b2 = 0⇔ b2 = 0,

(a2,a3,a0,b0,c0,a1,b1,b2) = (0,0,0,0,1,0,0,0)⇒ ρ
2
9 =−24b3 = 0⇔ b3 = 0.

Ainsi ω s’écrit (y+ x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx) ; d’où degF = 0 : contradiction.

2. Quand b0 = 1, l’hypothèse K(LegF ) ≡ 0 entraîne que a1 + 1 = b1 = b2 = b3 = 0 ; en
effet

(a2,a3,a0,b0) = (0,0,0,1)⇒

{
ρ7

5 = 16a2
1(a1 +1)(3a1 +4) = 0

ρ6
7 = 2(1+a1)(12a2

1 +26a1 +15) = 0
⇔ a1 =−1

et

(a2,a3,a0,b0,a1) = (0,0,0,1,−1)⇒


ρ5

8 = 4b1 = 0

ρ4
9 = 8b1(b1− c0)+6b2 = 0

ρ3
10 = 16b2(b1− c0)+8b3 = 0

⇔


b1 = 0

b2 = 0

b3 = 0.

Par suite ω s’écrit (y+ x2 + c0x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx) ; ceci contredit l’égalité

degF = 3.

A.3.2. Cas 2-jet à cône tangent réduit à une seule droite. — On peut supposer que le cône
tangent de J2

(0,0) ω est la droite x = 0 ; il s’en suit que ω s’écrit ([13])

x3
(

λ
dx
x
+d
(

δ1xy+δ2y2

x2

))
+dx

3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ,δi,ai,bi,ci ∈ C.

On a xA2(x,y)+yB2(x,y)= λx3 ; le paramètre λ est donc non nul et on peut le supposer égal à 1.
Ainsi

ω = x2dx+(δ1x+2δ2y)(xdy− ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Si δ1 6= 0, resp. δ2 6= 0, en conjuguant ω par
(

x, 1
δ1

y
)

, resp.
(

x,
√

1
2δ2

y− δ1
2δ2

x
)

, on se ramène à

δ1 = 1, resp. (δ1,δ2) = (0, 1
2). En outre, en faisant agir le difféomorphisme(

x
(b0−2δ1a0)y−a0x+1

,
y

(b0−2δ1a0)y−a0x+1

)
sur ω, on se ramène à a0 = b0 = 0 sans altérer le 2-jet de ω en (0,0). Il suffit donc de traiter les

possibilités suivantes

(δ1,δ2,a0,b0) = (0,0,0,0), (δ1,δ2,a0,b0) = (1,0,0,0), (δ1,δ2,a0,b0) = (0, 1
2 ,0,0).
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1. Lorsque (δ1,δ2,a0,b0) = (0, 1
2 ,0,0), l’hypothèse K(LegF ) ≡ 0 implique que ai = bi =

ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en effet

δ1 = 0

δ2 =
1
2

a0 = 0

b0 = 0

⇒



ρ7
10 =−12b3 = 0

ρ8
9 =−10(a3 +b2) = 0

ρ
9
8 =−86b3−8(a2 +b1) = 0

ρ10
7 =−6a1−75a3−72b2 = 0

ρ11
6 =−60a2−58b1−126b3 = 0

ρ12
5 =−45a1−129a3−106b2 = 0

⇔



b3 = 0

b2 = 0

b1 = 0

a3 = 0

a2 = 0

a1 = 0

⇒



ρ7
9 =−24c3 = 0

ρ8
8 =−20c2 = 0

ρ
9
7 =−16(c1 +12c3) = 0

ρ10
6 =−12c0−155c2 = 0

⇔



c3 = 0

c2 = 0

c1 = 0

c0 = 0.

Ainsi ω s’écrit x2dx+ y(xdy− ydx) ; d’où degF = 2 : contradiction.

2. Quand (δ1,δ2,a0,b0) = (1,0,0,0), l’hypothèse K(LegF )≡ 0 entraîne que

a2 +b1 = a3 = b2 = b3 = c3 = 0 ;

en effet, ρ10
7 =−8b3 et

δ1 = 1

δ2 = 0

a0 = 0

b0 = 0

b3 = 0

⇒



ρ11
6 =−6(a3 +b2) = 0

ρ12
5 =−4a2−12a3−4b1−10b2 = 0

ρ
9
7 = 4(4a2−9a3 +4b1)a3 +8(2a2−3a3 +2b1 +2b2)b2 = 0

ρ10
6 =−(28a2 +126a3 +b1 +105b2)a3 +(2a2 +35b1 +15b2)b2 +8(a2 +b1)

2−12c3 = 0

⇔



a3 = 0

b2 = 0

b1 =−a2

c3 = 0.

Les égalités δ2 = a3 = b3 = c3 = 0 impliquent que degF ≤ 2, ce qui est absurde.

3. Lorsque (δ1,δ2,a0,b0) = (0,0,0,0), la platitude de LegF implique que b2 = b3 = 0 ; en
effet, ρ

9
6 = 78b3

3 et

(δ1,δ2,a0,b0,b3) = (0,0,0,0,0)⇒

 ρ12
3 = 4a3b2(9a3−b2) = 0

ρ6
7 =−2b2

2

(
27(9a3 +10b2)a2

3 +(45a3−2b2)b2
2

)
= 0

⇔ b2 = 0.

Ainsi, dans ce dernier cas, le feuilletage F est décrit par

ω = x2dx+ y(a1x2 +a2xy+a3y2)dx+b1x2ydy+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx).

Maintenant nous allons examiner les trois éventualités suivantes

a3 6= 0 ; (a2,a3) = (0,0) ; a3 = 0,a2 6= 0.

3.1. Si a3 6= 0, alors, quitte à conjuguer ω par l’homothétie
(

1
a3

x, 1
a3

y
)

, on peut supposer que

a3 = 1. Dans ce cas la platitude de LegF implique que b1 = ci = 0, i = 0,1,2,3; en effet
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a3 = 1⇒ ρ
13
2 = 24b1 = 0⇔ b1 = 0,

(a3,b1) = (1,0)⇒ ρ
11
3 =−120c3 = 0⇔ c3 = 0,

(a3,b1,c3) = (1,0,0)⇒ ρ
12
2 =−48c2 = 0⇔ c2 = 0,

(a3,b1,c3,c2) = (1,0,0,0)⇒ ρ
10
3 =−396c1 = 0⇔ c1 = 0,

(a3,b1,c3,c2,c1) = (1,0,0,0,0)⇒ ρ
11
2 =−168c0 = 0⇔ c0 = 0.

Par suite ω s’écrit (x2 +a1x2y+a2xy2 + y3)dx, ce qui contredit l’égalité degF = 3.

3.2. Lorsque (a2,a3) = (0,0), la platitude de LegF conduit à c3 = 0 ; en effet

(a2,a3) = (0,0)⇒

{
ρ11

2 = 24b1c2
3 = 0

ρ
9
3 =−24c2

3(2b2
1 +5c3) = 0

⇔ c3 = 0.

Les égalités a3 = c3 = 0 implique que degF < 3 : contradiction.

3.3. Cas où a3 = 0 et a2 6= 0. La conjugaison par l’homothétie
(

1
a2

x, 1
a2

y
)

permet d’effectuer
la normalisation a2 = 1. Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) donne

ρ
11
2 =

(
4c3 +1

)(
(6c3 +1)b1 + c3

)
,

ρ
9
3 =−2

(
4c3 +1

)(
(6c3−1)b2

1 +14c3b1 + c3(15c3 +8)
)
,

ρ
5
5 = 8c3b1

(
(6c3 +1)b3

1− (11c3 +2)b2
1 +(36c2

3−12c3−4)b1 +6c3(9c3 +2)
)
,

ρ
7
4 =−(18c3 +3)b3

1 +(204c2
3 +27c3−4)b2

1 +9c3(22c2
3 +39c3 +8)b1 + c3(9c3 +4)(33c3 +8) ;

il est facile de voir que les seules solutions du système ρ11
2 = ρ

9
3 = ρ5

5 = ρ7
4 = 0, sous la condition

c3 6= 0, sont

(b1,c3) = (−1
2 ,−

1
4) et (b1,c3) = (−2

3 ,−
2
9).

3.3.1. Lorsque (b1,c3) = (−1
2 ,−

1
4), l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que

a1 +2c2 = c0 = c1 = 0 ;

en effet
a3 = 0

a2 = 1

b1 =− 1
2

c3 =− 1
4

⇒


ρ8

3 =−
1
16 (a1 +2c2) = 0

ρ5
4 =−

1
64

(
(a1 +2c2)(176a1 +207c2)− c1

)
= 0

ρ6
3 =−

1
16

(
(a1 +2c2)(61a2

1 +84a1c2−33c1−15c2
2)−

1
2 c0

)
= 0

⇔


a1 =−2c2

c1 = 0

c0 = 0.

Ainsi ω s’écrit 1
4

(
y2−4c2xy+2x

)(
2xdx−y(xdy−ydx)

)
, ce qui contredit l’égalité degF = 3.
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3.3.2. Lorsque (b1,c3) = (−2
3 ,−

2
9), la platitude de LegF implique que a1 = ci = 0 pour

i = 0,1,2 ; en effet
a3 = 0

a2 = 1

b1 =− 2
3

c3 =− 2
9

⇒

 ρ10
2 =− 2

243 (20a1 +33c2) = 0

ρ8
3 =

64
729 (7a1 +12c2) = 0

⇔

{
a1 = 0

c2 = 0

et 

a3 = 0

a2 = 1

b1 =− 2
3

c3 =− 2
9

a1 = 0

c2 = 0

⇒


ρ5

4 =−
256
243 c1 = 0

ρ6
3 =

128
243 c0 = 0

⇔

{
c1 = 0

c0 = 0.

Donc ω s’écrit 1
9

(
y2 +3x

)(
3xdx−2y(xdy− ydx)

)
, mais ceci contredit l’égalité degF = 3.

A.3.3. Cas 2-jet à cône tangent formé de deux droites. — On peut supposer que le cône
tangent de J2

(0,0) ω est de la forme {x2y = 0} ; dans ce cas, d’après [13], la forme ω s’écrit

x2y
(

λ0
dx
x
+λ1

dy
y
+δd

( y
x

))
+dx

3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λi,δ,ai,bi,ci ∈ C.

On a xA2(x,y)+ yB2(x,y) = (λ0 +λ1)x2y ; la somme λ0 +λ1 est alors non nulle. Par suite, on

est dans l’une des situations suivantes

δ = λ1 = 0, λ0 6= 0 ; δ = λ0 = 0, λ1 6= 0 ; δ = 0, λ0λ1(λ0 +λ1) 6= 0 ;

δ 6= 0, λ1 = 0, λ0 6= 0 ; δλ1(λ0 +λ1) 6= 0.

Si l’un des paramètres λi est non nul, on peut évidemment le supposer égal à 1 ; puis, si δ 6= 0

en faisant agir la transformation linéaire (δx,y) sur ω, on peut effectuer la normalisation δ = 1.

Il suffit donc d’étudier les cas suivants

(δ,λ0,λ1) = (0,1,0) ; (δ,λ0,λ1) = (0,0,1) ; (δ,λ1) = (0,1), λ0(λ0 +1) 6= 0 ;

(δ,λ0,λ1) = (1,1,0) ; (δ,λ1) = (1,1), λ0 +1 6= 0.

1. Si (δ,λ0,λ1) = (0,1,0), alors ω s’écrit

ω = xydx+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

La conjugaison par le difféomorphisme
(

2x
2−2a1x−a2y

,
2y

2−2a1x−a2y

)
permet de supposer

que a1 = a2 = 0.
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On envisage deux cas suivant que a0 est nul ou non.

1.1. Lorsque a0 = 0, l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que b0 = c0 = 0 ; en effet

(a1,a2,a0) = (0,0,0)⇒

{
ρ11

4 =−b3
0 = 0

ρ11
1 =−4c2

0(2b2
0 + c0) = 0

⇔

{
b0 = 0

c0 = 0.

Les égalités a0 = b0 = c0 = 0 entraînent que degF < 3 : contradiction.

1.2. Si a0 6= 0, alors, quitte à conjuguer ω par
(√

1
a0

x,y
)

, on peut supposer que a0 = 1. Dans

ce cas l’hypothèse K(LegF )≡ 0 entraîne que

(b0,b2,b3) = (0,0,0) et (c0,c1,c2,c3) = (b1,0,b2
1,a3b1) ;

en effet


a1 = 0

a2 = 0

a0 = 1

⇒



ρ12
3 =−2b2

0 = 0

ρ11
4 = 2b2−b3

0 = 0

ρ10
5 = 3b3 +4b0b2 = 0

ρ13
1 = 4(2b2

0 +b1− c0) = 0

ρ12
2 = 4b3

0 +(9b1−10c0)b0 +17b2− c1 = 0

ρ12
1 =−8b2

0b1− (50a3−80b2−10c1)b0 +44b3 +4c0(b1−2c0)+4c2 = 0

ρ10
4 = b3

0b1 +(12a3 +57b2− c1)b2
0 +4b2(2b1 + c0)+78b0b3 +3a3b1−3c3 = 0

⇔



b0 = 0

b2 = 0

b3 = 0

c0 = b1

c1 = 0

c2 = b2
1

c3 = a3b1.

Ainsi ω s’écrit
(

xy+x3+b1xy2+a3y3
)(

dx+b1(xdy−ydx)
)

; d’où degF = 0 : contradiction.

2. Lorsque (δ,λ0,λ1) = (1,1,0), la 1-forme ω s’écrit

ω = xydx+ y(xdy− ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme
(

2x
2−2a1x− (2a1 +a2)y

,
2y

2−2a1x− (2a1 +a2)y

)
, on

peut supposer que a1 = a2 = 0. En calculant ρ11
4 , ρ11

1 et en raisonnant comme dans 1.1., on

constate que a0 6= 0. En faisant agir l’homothétie
(

1
a0

x, 1
a0

y
)

sur ω, on se ramène à a0 = 1.

Dans ce cas la platitude de LegF implique que

a3 =−2, (b0,b1,b2,b3) = (1,1,2,0) et (c0,c1,c2,c3) = (0,1,1,1) ;

en effet
a1 = 0

a2 = 0

a0 = 1

⇒


ρ13

2 = 1−b0 = 0

ρ3
12 =−8b2

0b3 = 0

ρ11
4 = (1−b0)(b2

0 +10b0 +7)+2b2−4 = 0

⇔


b0 = 1

b3 = 0

b2 = 2
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et 

a1 = 0

a2 = 0

a0 = 1

b0 = 1

b3 = 0

b2 = 2

⇒



ρ10
5 =−3(a3 +2b1) = 0

ρ
9
6 =−2(11a3 +14b1 +8) = 0

ρ13
1 = 4(b1− c0−1) = 0

ρ12
2 = 25b1−25c0− c1−24 = 0

ρ3
11 = 64a2

3 +8(2b1 +31)a3 +16(2b1− c3 +16) = 0

ρ4
10 = 2(70a3 +29b1−6c0 +255)a3 +8(b1 +15)b1−4(24c3 +6c0 +3c2−139) = 0

⇔



b1 = 1

a3 =−2

c0 = 0

c1 = 1

c3 = 1

c2 = 1.

Donc ω s’écrit
(

x2 + xy+ y2 + y
)(

xdx + (y+ 1)(xdy− ydx)
)

, mais ceci contredit l’égalité

degF = 3.

3. Si (δ,λ0,λ1) = (0,0,1), la forme ω s’écrit

x2dy+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Quitte à conjuguer ω par
(

2x
2−b0x−2b1y

,
2y

2−b0x−2b1y

)
, on peut supposer que b0 = b1 = 0.

Dans ce cas la platitude de LegF implique que a3 = 0 ; en effet

(b0,b1) = (0,0)⇒



ρ3
12 =−30a3b2

3 = 0

ρ5
10 = 8a1b2

3 +(4a2b2 +8c3)b3−2a3(15a2
3 +4b2a3 +b2

2) = 0

ρ3
11 =−456a0b3

3− (24c2 +48a2
2 +88a1b2 +672a1a3)b2

3

−(32a2b2
2 +384a3c3 +432a2a2

3 +320a2a3b2 +64b2c3)b3

+16a3b2
2(4a3 +b2) = 0

⇒ a3 = 0.

Ainsi

ω = x2dy+ x(a0 x2 +a1xy+a2y2)dx+ y2(b2x+b3y)dy+(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Le feuilletage F étant de degré trois, la somme |b3|+ |c3| est non nulle. Si b3 6= 0, resp. b3 = 0,

en conjuguant ω par
(

1
b3

x, 1
b3

y
)

, resp.
(√

1
c3

x,
√

1
c3

y
)
, on se ramène à b3 = 1, resp. c3 = 1. Il

suffit donc d’examiner les possibilités suivantes

b3 = 1 et (b3,c3) = (0,1).

3.1. Lorsque (b3,c3) = (0,1), le calcul explicite de K(LegF ) montre que

ρ
2
10 =−14b5

2a0− (44a1a2−2c1)b4
2− (24a2c2 +68a1 +48a3

2)b
3
2− (12c2 +126a2

2)b
2
2−198b2a2−108 ;

on en déduit que b2 6= 0. La conjugaison par la transformation linéaire
(
b3

2x,b2y
)

permet de

supposer que b2 = 1. Dans ce cas la platitude de LegF implique que

(a0,a1,a2) = (0,0,−1) et (c0,c1,c2) = (0,0,−1) ;
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en effet


b3 = 0

c3 = 1

b2 = 1

⇒



ρ8
5 = 4a0a4

2 = 0

ρ3
10 = a1−5a2 + c2−4 = 0

ρ1
11 =−4(2a1 +8a2

2 +15a2 +2c2 +9) = 0

ρ4
9 = 2a0 +8a1 +6a1a2−2a2

2 +2a2c2 = 0

ρ6
7 = 4(5a2

2 +12a2 +12)a0 +8(a2 +2)a1a2
2 = 0

ρ7
5 = 8(5a2

2 +12a2 +12)a2
0−2(8a3

2−a1a2−8a2c2 +14a1)a0a2
2 +4a4

2c0 = 0

ρ2
10 =−14a0−68a1−2(24a2

2 +63a2 +22a1 +12c2 +99)a2 +2c1−12c2−108 = 0

⇔



a0 = 0

a1 = 0

c0 = 0

c1 = 0

a2 =−1

c2 =−1.

Donc ω s’écrit
(

y2− xy+ x
)(

xdy+ y(xdy− ydx)
)

, mais ceci contredit l’égalité degF = 3.

3.2. Lorsque b3 = 1, la platitude de LegF entraîne que

(a0,a2) = (0,0) et (c0,c1,c2,c3) = (−a2
1,0,−a1b2,−a1) ;

en effet

b3 = 1⇒

{
ρ4

11 =−4a2 = 0

ρ6
9 = 4(8a0 +a2

2) = 0
⇔

{
a2 = 0

a0 = 0

et 
b3 = 1

a2 = 0

a0 = 0

⇒


ρ5

10 = 8(a1 + c3) = 0

ρ5
9 = 16(a2

1−a1c3 +2c0) = 0

ρ4
10 = 8(a1b2

2 +b2c2 +2c1) = 0

ρ3
11 =−8(11a1b2 +8b2c3 +3c2) = 0

⇔


c3 =−a1

c0 =−a2
1

c2 =−a1b2

c1 = 0.

Par suite ω s’écrit
(

a1x3 + b2xy2 + y3 + x2
)(

dy− a1(xdy− ydx)
)

, ce qui contredit l’égalité

degF = 3.

4. Lorsque (δ,λ1) = (0,1) et λ0(λ0 +1) 6= 0, la 1-forme ω s’écrit

x(xdy+λ0ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ0(λ0 +1) 6= 0.

Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme
(

2λ0x
2−λ0b0x−a2y

,
2λ0y

2−λ0b0x−a2y

)
, on peut

supposer que a2 = b0 = 0. Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF )≡ 0 donne

ρ
12
5 = 4a0λ

4
0(λ0 +1)2, ρ

11
6 = 2a1λ

4
0(λ0 +1)2, ρ

5
11 = 54(b3λ0)

2(λ0 +1)3 ;

donc a0 = a1 = b3 = 0 et ω s’écrit

ω = x(xdy+λ0ydx)+a3y3dx+ xy(b1x+b2y)dy+(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ0(λ0 +1) 6= 0.

Nous allons traiter deux possibilités suivant que le paramètre a3 est nul ou non.
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4.1. Lorsque a3 = 0, l’hypothèse K(LegF )≡ 0 implique que b2 = c3 = 0 ; en effet

a3 = 0⇒


ρ3

11 =−8b4
2 λ0(7λ0 +1) = 0

ρ7
9 =−2(b2λ0)

2(2λ2
0 +5λ0 +1)(λ0 +1)2 = 0

⇔ b2 = 0

et {
a3 = 0

b2 = 0
⇒ ρ

5
9 = 54c2

3 λ
3
0 (λ0 +1)2 = 0⇔ c3 = 0.

Les égalités a3 = c3 = 0 entraînent que degF < 3 : contradiction.

4.2. Si a3 6= 0, alors, quitte à faire agir l’homothétie
(

1
a3

x, 1
a3

y
)

sur ω, on peut supposer que

a3 = 1. Dans ce cas la platitude de LegF implique que

λ0 =−
1
2
, (b1,b2) = (0,−2) et ci = 0, i = 0,1,2,3 ;

en effet

a3 = 1⇒


ρ

9
8 = λ2

0

(
λ0 +1

)2(
λ0(2λ2

0 +λ0 +1)b2−4λ2
0−4λ0−2

)
= 0

ρ7
9 =−2λ2

0

(
λ0 +1

)2(
(2λ2

0 +5λ0 +1)b2
2− (8λ0−4λ2

0 +7)b2−12λ0−6
)
= 0

ρ3
11 =−8b2

2

(
λ0(7λ0 +1)b2

2 +2(4λ3
0 +13λ2

0 +λ0−1)b2 +4(λ0−1)(2λ0 +1)(λ0 +2)
)
= 0

⇔


λ0 =− 1

2

b2 =−2

et


a3 = 1

λ0 =− 1
2

b2 =−2

⇒



ρ11
5 = 3

32 c0 = 0

ρ10
6 = 7

128 c1 = 0

ρ6
9 =

1
4 (34b1−9c3) = 0

ρ8
8 =

1
128 (46b1−15c3) = 0

ρ7
8 =−

1
16 (54b2

1−23b1c3−12c2) = 0

⇔



c0 = 0

c1 = 0

b1 = 0

c3 = 0

c2 = 0.

Ainsi la 1-forme ω s’écrit (x−2y2)(xdy− 1
2 ydx) ; d’où degF = 1 : contradiction.

5. Considérons l’éventualité (δ,λ1) = (1,1), λ0 +1 6= 0. Dans ce cas ω s’écrit

x(xdy+λ0ydx)+ y(xdy− ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ0 +1 6= 0.

Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme(
2x

(a2 +λ0a3)x+a3y+2
,

2y
(a2 +λ0a3)x+a3y+2

)
,

on peut supposer que a2 = a3 = 0. Dans ce cas la platitude de LegF implique que bi = ci = 0
pour i = 1,2,3 ; en effet

{
a2 = 0

a3 = 0
⇒


ρ3

14 =−8
(

λ0 +1
)2

b3 = 0

ρ4
13 =−2

(
λ0 +1

)2(
(13λ0 +31)b3 +3b2

)
= 0

ρ5
12 =−2

(
λ0 +1

)2(
(13λ2

0 +41λ0 +60)b3 +(10λ0 +23)b2 +2b1

)
= 0

⇔


b3 = 0

b2 = 0

b1 = 0
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et 

a2 = 0

a3 = 0

b3 = 0

b2 = 0

b1 = 0

⇒


ρ3

13 =−16
(

λ0 +1
)2

c3 = 0

ρ4
12 =−4

(
λ0 +1

)2(
(16λ0 +33)c3 +3c2

)
= 0

ρ5
11 =−2

(
λ0 +1

)2(
(49λ2

0 +143λ0 +150)c3 +(23λ0 +47)c2 +4c1

)
= 0

⇔


c3 = 0

c2 = 0

c1 = 0.

Ainsi le feuilletage F est décrit dans la carte affine y = 1 par la 1-forme

θ = z2dx+ x(c0x2−a1xz−λ0z2)dx+ x2[(a1 +b0)x+(λ0 +1)z]dz−a0x3(zdx− xdz).

Remarquons que le point [0 : 1 : 0] ∈ P2
C est singulier de F de multiplicité algébrique 2 et

que J2
(0,0)θ = z2dx ; on est donc dans une situation analogue à celle du cas 3., qui a été exclu

auparavant. Par suite l’éventualité 5. n’arrive pas.

A.3.4. Cas 2-jet à cône tangent formé de trois droites. — On peut supposer que le cône
tangent de J2

(0,0) ω est formé des droites x= 0, y= 0 et y−x= 0 ; il s’en suit que ω s’écrit ([13])

xy(y− x)
(

λ0
dx
x
+λ1

dy
y
+λ2

d(y− x)
y− x

)
+dx

3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λi,ai,bi,ci ∈ C.

On a xA2(x,y)+yB2(x,y) = (λ0+λ1+λ2)xy(y−x) ; la somme λ0+λ1+λ2 est donc non nulle.

En particulier les λi ne peuvent pas être simultanément nuls ; comme les droites du cône tangent

de J2
(0,0) ω jouent un rôle symétrique, il nous suffit de traiter les trois possibilités suivantes

(λ0,λ1,λ2) = (1,0,0), λ0 = 1,λ2 = 0,λ1(λ1 +1) 6= 0,

λ2 = 1,λ0λ1(λ0 +λ1 +1) 6= 0.

1. Commençons par étudier l’éventualité (λ0,λ1,λ2) = (1,0,0). Dans ce cas ω s’écrit

y(y− x)dx+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi.

Quitte à conjuguer ω par le difféomorphisme
(

x
a1x−b1y+1

,
y

a1x−b1y+1

)
, on peut supposer

que a1 = b1 = 0. L’égalité degF = 3 implique que |a0|+ |b0|+ |c0| 6= 0. Si a0 est nul, on

trouve que : ρ11
4 = b3

0 et ρ11
1 = 4c2

0(c0− 2b2
0) de sorte que b0 = c0 = 0, ce qui est absurde.

Donc a0 6= 0 ; l’homothétie
(

1
a0

x, 1
a0

y
)

nous permet de supposer que a0 = 1. Dans ce cas, la

platitude de LegF entraîne que b0 = b2 = b3 = c0 = c1 = c2 = c3 = 0 ; en effet

(a0,a1,b1) = (1,0,0)⇒


ρ13

2 = b0 = 0

ρ11
4 = (b0−6)b2

0−2b2 = 0

ρ10
5 =−3b3

0 +(7−4b2)b0 +5b2−3b3 = 0

⇔


b0 = 0

b2 = 0

b3 = 0

et
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{
(a0,a1,b1) = (1,0,0)

(b0,b2,b3) = (0,0,0)
⇒


ρ13

1 = 4c0 = 0

ρ12
2 = c1−12c0 = 0

ρ
9
5 =−4(3c0 +2c1 +2c2) = 0

ρ10
4 = 4c0 +7c1 +6c2 +3c3 = 0

⇔


c0 = 0

c1 = 0

c2 = 0

c3 = 0.

Ainsi ω = (x3 +a2xy2 +a3y3− xy+ y2)dx ; d’où degF = 0 : contradiction.

2. Examinons l’éventualité : λ0 = 1,λ2 = 0,λ1(λ1 +1) 6= 0. Dans ce cas ω s’écrit

(y− x)(λ1xdy+ ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ1(λ1 +1) 6= 0.

En conjuguant ω par le difféomorphisme
(

2λ1x
b0x−λ1a3y+2λ1

,
2λ1y

b0x−λ1a3y+2λ1

)
, on se ramène

à a3 = b0 = 0. Dans ce cas la platitude de LegF implique que a0 = a1 = b2 = b3 = 0 et que

b1 = λ1a2 ; en effet

(a3,b0) = (0,0)⇒



ρ12
5 =−4λ3

1(λ1 +1)2a0 = 0

ρ1
16 = 4λ6

1(λ1 +1)2b3 = 0

ρ11
6 =−λ3

1(λ1 +1)2(15λ1a0 +2a1−13a0) = 0

ρ2
15 = λ5

1(λ1 +1)2(2λ1b2−13λ1b3 +15b3) = 0

⇔



a0 = 0

b3 = 0

a1 = 0

b2 = 0

et {
(a0,a1,a3) = (0,0,0)

(b0,b2,b3) = (0,0,0)
⇒

{
ρ

9
8 = λ2

1(λ1 +1)3(3λ1 +2)(λ1a2−b1) = 0

ρ4
13 = λ4

1(λ1 +1)3(2λ1 +3)(λ1a2−b1) = 0
⇔ b1 = λ1a2.

Ainsi F est décrit par

ω = (y− x+a2xy)(λ1xdy+ ydx)+(c0 x3 + c1x2y+ c2xy2 + c3y3)(xdy− ydx), λ1(λ1 +1) 6= 0.

On envisage maintenant les trois éventualités suivantes

(a2,λ1) = (0,1), a2 = 0, λ1(λ1 +1)(λ1−1) 6= 0, λ1(λ1 +1)a2 6= 0.

2.1. Lorsque (a2,λ1) = (0,1), le calcul explicite de K(LegF ) conduit à

ρ
10
6 =−8(c0 + c1) et ρ

2
14 = 8(c2 + c3),

donc c1 =−c0, c3 =−c2 et ω s’écrit

(y− x)
[
xdy+ ydx− (c0 x2 + c2y2)(xdy− ydx)

]
,

ce qui contredit l’égalité degF = 3.
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2.2. Quand a2 = 0 et λ1(λ1+1)(λ1−1) 6= 0, la nullité de la courbure de LegF implique que
ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en effet

a2 = 0⇒

 ρ11
5 =−4λ2

1(λ1−1)(λ1 +1)2c0 = 0

ρ1
15 =−4λ6

1(λ1−1)(λ1 +1)2c3 = 0
⇔

 c0 = 0

c3 = 0

et

(a2,c0,c3) = (0,0,0)⇒

 ρ
9
5 =−2λ2

1(λ1 +1)2c2
1 = 0

ρ1
13 = 2λ6

1(λ1 +1)2c2
2 = 0

⇔

 c1 = 0

c2 = 0.

Par suite ω s’écrit (y− x)(λ1xdy+ ydx), ce qui contredit l’égalité degF = 3.

2.3. Si λ1(λ1 +1)a2 6= 0, alors, en faisant agir l’homothétie
(

1
a2

x, 1
a2

y
)

sur ω, on se ramène

à a2 = 1. Dans ce cas l’hypothèse sur LegF d’être plat entraîne que ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en

effet

a2 = 1⇒



ρ
9
0 =−8(λ1 +1)(3λ1c1 +2c0)c3

0 = 0

ρ10
0 =−4(λ1 +1)(λ1c1 + c0)c3

0 = 0

ρ1
14 =−4λ6

1(λ1 +1)(5λ2
1−7)c3 = 0

ρ1
15 =−4λ6

1(λ1−1)(λ1 +1)2c3 = 0

⇔


c0 = 0

c3 = 0

et

(a2,c0,c3) = (1,0,0)⇒

 ρ
9
5 =−2λ2

1(λ1 +1)2c2
1 = 0

ρ1
13 = 2(λ1 +1)2λ6

1c2
2 = 0

⇔

 c1 = 0

c2 = 0.

Il s’en suit que ω s’écrit (y− x+ xy)(λ1xdy+ ydx), mais ceci contredit l’égalité degF = 3.

3. Pour finir considérons l’éventualité : λ2 = 1 et λ0λ1(λ0 + λ1 + 1) 6= 0. Dans ce cas ω

s’écrit

xyd(y− x)+(y− x)(λ1xdy+λ0ydx)+dx
3

∑
i=0

aix3−iyi +dy
3

∑
i=0

bix3−iyi +(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ0λ1(λ0 +λ1 +1) 6= 0.

La conjugaison par le difféomorphisme x(
b0

2λ1

)
x−
(

a3

2λ0

)
y+1

,
y(

b0

2λ1

)
x−
(

a3

2λ0

)
y+1


permet de supposer que a3 = b0 = 0. Le calcul explicite de K(LegF ) donne

ρ
12
5 =−4λ

3
1(λ0 +1)4(λ0 +λ1 +1)2a0 et ρ

1
16 = 4λ0λ

2
1(λ1 +1)4(λ0 +λ1 +1)2b3 ;

comme λ0λ1(λ0+λ1+1) 6= 0 et comme les coordonnées x,y jouent un rôle symétrique, il suffit

de traiter seulement les deux cas suivants

• λ0 =−1 et λ1 6= 0 ;

• λ0λ1(λ0 +1)(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1) 6= 0.
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3.1. Quand λ0 =−1 et λ1 6= 0, la platitude de LegF implique que ai = ci = 0 pour i= 0,1,2 ;

en effet


a3 = 0

b0 = 0

λ0 =−1

⇒


ρ10

7 =−48λ7
1a0 = 0

ρ
9
8 = 2λ6

1(11λ2
1 +106λ1 +15)a0−16λ7

1a1 = 0

ρ8
9 =−λ5

1(367λ2
1 +2λ4

1 +85λ3
1 +167λ1 +3)a0 +8λ6

1(10λ1 +λ2
1−2)a1 +8λ7

1a2 = 0

⇔


a0 = 0

a1 = 0

a2 = 0

et

a3 = 0

b0 = 0

λ0 =−1

a0 = 0

a1 = 0

a2 = 0

⇒


ρ

9
7 =−48λ7

1c0 = 0

ρ8
8 = 2λ6

1(11λ2
1−5+90λ1)c0−24λ7

1c1 = 0

ρ7
9 =−2λ5

1(λ1 +1)(λ3
1 +34λ2

1 +61λ1−12)c0 +4λ6
1(3λ2

1 +32λ1−23)c1 +32λ7
1c2 = 0

⇔


c0 = 0

c1 = 0

c2 = 0.

Ainsi le feuilletage F est décrit dans la carte affine x = 1 par la 1-forme

θ =−(b1y−λ1z)
(
ydz− zdy)+ y(c3y2 +b2yz+(λ1 +1)z2)dy− y2(b2y+λ1z)dz−b3y3(ydz− zdy).

Remarquons que le point [1 : 0 : 0] ∈ P2
C est singulier de F de multiplicité algébrique 2 et

que le cône tangent de J2
(0,0)θ est identiquement nul ; d’après le paragraphe §A.3.1, F ne peut

admettre un tel point singulier. Donc le cas 3.1. n’arrive pas.

3.2. Lorsque λ0λ1(λ0+1)(λ1+1)(λ0+λ1+1) 6= 0, l’hypothèse K(LegF )≡ 0 entraîne que
a0 = a1 = b2 = b3 = 0 ; en effet{

a3 = 0

b0 = 0
⇒

{
ρ12

5 =−4λ3
1(λ0 +1)4(λ0 +λ1 +1)2a0 = 0

ρ1
16 = 4λ0λ2

1(λ1 +1)4(λ0 +λ1 +1)2b3 = 0
⇔

{
a0 = 0

b3 = 0

et {
(a0,a3) = (0,0)

(b0,b3) = (0,0)
⇒

{
ρ11

6 =−2λ3
1(λ0 +1)4(λ0 +λ1 +1)2a1 = 0

ρ2
15 = 2λ0λ2

1(λ1 +1)4(λ0 +λ1 +1)2b2 = 0
⇔

{
a1 = 0

b2 = 0.

Ainsi le feuilletage F est donné par

ω = xyd(y− x)+(y− x)(λ1xdy+λ0ydx)+ xy(a2ydx+b1xdy)+(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi,

avec λ0λ1(λ0+1)(λ1+1)(λ0+λ1+1) 6= 0. Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) montre

que

ρ
9
8 = λ

2
1(λ0 +1)(λ0 +λ1 +1)2

σ1, ρ
8
9 =−λ

2
1(λ0 +λ1 +1)2

σ2,

ρ
5
12 = λ

2
1(λ0 +λ1 +1)2

σ3, ρ
4
13 = λ

2
1(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1)2

σ4,

avec
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σ1 =
(
−2+2λ1λ3

0 +3λ2
1λ0 +5λ1λ2

0−6λ0 +λ1 +5λ2
1λ2

0 +3λ3
1λ0 +4λ0λ1−λ3

1−2λ2
1−2λ3

0−6λ2
0

)
a2

−
(

λ0 +1
)(

2λ3
0 +6λ2

0 +5λ1λ2
0 +2λ0λ1 +6λ0 +3λ2

1λ0 +2−λ2
1−3λ1

)
b1,

σ2 =
(

5λ1λ4
0−10+38λ1λ3

0 +λ4
0 +6λ3

1λ2
0−2λ4

1λ0 +7λ2
1λ0 +55λ1λ2

0−29λ0 +13λ2
1λ3

0−6λ1 +28λ2
1λ2

0 +4λ3
1λ0 +16λ0λ1

−2λ4
1−10λ3

1−8λ2
1−7λ3

0−27λ2
0

)
a2−

(
λ0 +1

)(
5λ4

0 +19λ3
0 +13λ1λ3

0 +6λ2
1λ2

0 +8λ1λ2
0 +33λ2

0 +29λ0−2λ3
1λ0

−9λ0λ1 +2λ2
1λ0 +10−12λ2

1−4λ1−2λ3
1

)
b1,

σ3 =
(

λ1 +1
)(
−5λ4

1−19λ3
1−13λ3

1λ0−8λ2
1λ0−33λ2

1−6λ2
1λ2

0−29λ1 +9λ0λ1−2λ1λ2
0 +2λ1λ3

0−10+2λ3
0 +12λ2

0

+4λ0

)
a2 +

(
−10+5λ4

1λ0 +13λ3
1λ2

0 +λ4
1−10λ3

0−7λ3
1−27λ2

1−29λ1 +6λ2
1λ3

0 +28λ2
1λ2

0−2λ4
0−6λ0 +4λ1λ3

0

+16λ0λ1 +7λ1λ2
0 +38λ3

1λ0 +55λ2
1λ0−8λ2

0−2λ1λ4
0

)
b1,

σ4 =
(

λ1 +1
)(

2λ3
1 +6λ2

1 +5λ2
1λ0 +2λ0λ1 +3λ1λ2

0 +6λ1 +2−3λ0−λ2
0

)
a2 +

(
2λ3

1−2λ3
1λ0−5λ2

1λ2
0−5λ2

1λ0 +6λ2
1

−3λ1λ2
0 +6λ1−3λ1λ3

0−4λ0λ1 +2−λ0 +2λ2
0 +λ3

0

)
b1.

Grâce à la linéarité des σi en (a2,b1), on vérifie que le système σi = 0, i = 1, . . . ,4, sous la
condition λ0λ1(λ0 +1)(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1) 6= 0, est équivalent à (a2,b1) = (0,0). Ainsi

ω = xyd(y− x)+(y− x)(λ1xdy+λ0ydx)+(xdy− ydx)
3

∑
i=0

cix3−iyi, λ0λ1(λ0 +1)(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1) 6= 0.

Dans ce cas le calcul explicite de K(LegF ) donne

ρ
11
5 = 4λ

2
1(λ0 +1)4(λ0−λ1 +1)(λ0 +λ1 +1)2c0 et ρ

1
15 = 4λ

2
1(λ1 +1)4(λ0−λ1−1)(λ0 +λ1 +1)2c3 ;

puisque λ0λ1(λ0 + 1)(λ1 + 1)(λ0 +λ1 + 1) 6= 0 et puisque les coordonnées x,y jouent un rôle

symétrique, il suffit d’examiner seulement les deux cas suivants

• λ0 = λ1−1 et λ1(λ1−1)(λ1 +1) 6= 0 ;

• λ0λ1(λ0 +1)(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1)(λ0−λ1 +1)(λ0−λ1−1) 6= 0.

3.2.1. Lorsque λ0 = λ1− 1 et λ1(λ1− 1)(λ1 + 1) 6= 0, la platitude de LegF implique que
ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en effet

λ0 = λ1−1⇒


ρ1

15 =−32λ4
1(λ1 +1)4c3 = 0

ρ1
13 = 8λ3

1

(
λ1 +1

)2(
λ1(λ1 +1)2c2

2− (42λ2
1−12λ1 +6)c2c3−λ1(λ

2
1 +62λ1−38)c2

3

−4(λ1 +1)(5λ1c1−2λ1c0 + c1−2c0)c3

)
= 0

⇔


c3 = 0

c2 = 0

et


λ0 = λ1−1

c2 = 0

c3 = 0

⇒



ρ10
6 =−8λ8

1

(
(λ1 +1)c0 +λ1c1

)
= 0

ρ8
8 = 8λ6

1

(
(35λ3

1−128λ2
1 +18λ1−35)c0 +λ1(31λ2

1−105λ1 +19)c1

)
= 0

ρ7
9 =−16λ5

1

(
(6λ4

1−46λ3
1−113λ2

1 +37λ1−10)c0 +λ1(6λ3
1−24λ2

1

−103λ1 +58)c1

)
= 0

⇔


c0 = 0

c1 = 0.

Ainsi ω s’écrit xyd(y−x)+(y−x)(λ1xdy+λ1ydx−ydx), ce qui contredit l’égalité degF = 3.
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3.2.2. Quand λ0λ1(λ0 +1)(λ1 +1)(λ0 +λ1 +1)(λ0−λ1 +1)(λ0−λ1−1) 6= 0, l’hypothèse
K(LegF )≡ 0 entraîne que ci = 0, i = 0,1,2,3 ; en effet

ρ
11
5 = 4λ

2
1(λ0 +1)4(λ0−λ1 +1)(λ0 +λ1 +1)2c0, ρ

1
15 = 4λ

2
1(λ1 +1)4(λ0−λ1−1)(λ0 +λ1 +1)2c3

et {
c0 = 0

c3 = 0
⇒

{
ρ

9
5 =−2λ2

1(λ0 +1)4(λ0 +λ1 +1)2c2
1 = 0

ρ1
13 = 2λ2

1(λ1 +1)4(λ0 +λ1 +1)2c2
2 = 0

⇔

{
c1 = 0

c2 = 0.

Donc ω s’écrit xyd(y− x)+(y− x)(λ1xdy+λ0ydx), mais ceci contredit l’égalité degF = 3.
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