N° d ordre: 17/2017-D/IMT

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE HOUARI BOUMEDIENE
FACULTE DE MATHEMATIQUES

These

Présentée pour I’ obtention du grade de DOCTEUR EN SCIENCES

EN : MATHEMATIQUES

Spécialité : Equations différentielles dans le champ complexe

Par : BEDROUNI Samir
Sujet

Feuilletages de degrétroisdu plan projectif complexe

ayant unetransformée de Legendre plate

Soutenue publiquement, le 06 décembre 2017, devant le jury compose de :

M. A.KESSI Professeur al’ USTHB Président

M. D.MARIN Professeur al’ Université Autonome de Barcelone (Espagne)  Directeur de These

M. D.BEHLOUL Professeur al’USTHB Co-Directeur de Theése
M. D.CERVEAU Professeur al’ Université de Rennes 1 (France) Examinateur

M. K.BETINA Professeur al’ USTHB Examinateur

M. F.LORAY Professeur al’ Université de Rennes 1 (France) Examinateur



A la mémoire de mon frére « RABIE »
J’aurais tant aimé que tu sois la aujourd’hui, mais le destin en a décidé autrement.

Puisse Dieu le Tout-Puissant t’accorder sa sainte miséricorde et t’accueillir dans son vaste paradis,
S.B.



REMERCIEMENTS

Je tiens a exprimer mes vifs remerciements a mon Directeur de these, Monsieur David
MARIN, Professeur a I’Université Autonome de Barcelone, pour m’avoir proposé ce sujet, pour
son aide précieuse, ses encouragements et ses conseils avisés tout au long de ces six années de
these. Je le remercie également pour m’avoir accueilli au sein de son laboratoire durant dix-huit

mois ol j’ai eu la possibilité de travailler dans un excellent environnement.

Je témoigne ma profonde reconnaissance a mon Co-directeur de thése, Monsieur Djilali
BEHLOUL, Professeur a 'USTHB, pour m’avoir aidé dans les démarches administratives.
Merci Monsieur BEHLOUL.

J adresse mes sinceres remerciements aux membres du jury de ma these : Monsieur Arezki
KEssT, Professeur a I’'USTHB, pour avoir accepté de présider ce jury et Messieurs Dominique
CERVEAU, Professeur a 1I’Université de Rennes 1, Kamel BETINA, Professeur a I’USTHB,
Frank LORAY, Professeur a I’Université de Rennes 1 et Directeur de recherche au CNRS, pour

m’avoir fait ’honneur de rapporter ce travail.

Jexprime ma profonde gratitude a Monsieur Djamel SMAT, Maitre Assistant a ’'USTHB,
pour sa générosité intellectuelle, ses encouragements et ses conseils précieux lors de la rédac-

tion de ce manuscrit. Un grand merci Monsieur SMAT.

Mon séjour de dix-huit mois a ’'UAB a été possible grace a une bourse algérienne, qui m’a

été allouée par le programme PNE, auquel j’adresse ma profonde reconnaissance.

Je ne citerai pas, mais ils se reconnaitront, tous mes amis et collegues de 'USTHB et de

I’UAB, qui m’ont soutenu, méme de loin. Je leur en suis reconnaissant.

Enfin je voudrais remercier ma famille, en particulier mes parents, mes fréres YACINE, ALI,
KHALIL, MOHAMED, YOUCEF et ma sccur FATIMA pour leur soutien moral et leurs encoura-

gements durant toutes ces années de these.



Samir BEDROUNI

FEUILLETAGES DE DEGRE TROIS DU
PLAN PROJECTIF COMPLEXE AYANT
UNE TRANSFORMEE DE LEGENDRE
PLATE




Samir BEDROUNI
Faculté de Mathématiques, USTHB, BP 32, El-Alia, 16111 Bab-Ezzouar, Alger, Algérie.

E-mail : sbedrouni@usthb.dz

Mots clefs. — feuilletage, tissu, platitude, transformation de LEGENDRE.




FEUILLETAGES DE DEGRE TROIS DU PLAN PROJECTIF
COMPLEXE AYANT UNE TRANSFORMEE DE LEGENDRE
PLATE

Samir BEDROUNI

Résumé. — L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d du plan projectif complexe s’identifie
2 un ouvert de Zariski dans un espace projectif de dimension (d + 2)% — 2 sur lequel agit le
groupe Aut(P%). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé des feuilletages de F(d) ayant une
transformée de LEGENDRE (tissu dual) plate est un fermé de Zariski de F(d).

Dans cette these nous étudions les feuilletages de FP(d) et nous tentons de mieux comprendre
la structure topologique de FP(3).

Dans un premier temps, nous établissons quelques résultats généraux sur la platitude du d-tissu
dual d’un feuilletage homogene de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites.
Nous verrons également qu’il est possible, sous certaines hypotheses, de ramener 1’étude de la
platitude du tissu dual d’un feuilletage inhomogene au cadre homogene.

Dans un deuxie¢me temps, nous classifions a automorphisme de IP’(%: pres les éléments de FP(3).
Plus précisément, nous montrons qu’a automorphisme pres il y a 16 feuilletages de degré 3
ayant une transformée de LEGENDRE plate. De cette classification nous déduisons que FP(3)

posseéde exactement 12 composantes irréductibles.

Mots clefs. — feuilletage, tissu, platitude, transformation de LEGENDRE.
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INTRODUCTION

Un d-tissu (régulier) %/ de (C2,0) est la donnée d’une famille {.%1,.%,,...,.%,} de feuille-
tages holomorphes réguliers de (C?,0) deux a deux transverses en I’origine. Le premier résultat
significatif dans 1’étude des tissus a été obtenu par W. BLASCHKE et J. DUBOURDIEU autour
des années 1920. Ils ont montré ([3]) que tout 3-tissu régulier %/ de (C2,0) est conjugué, via
un isomorphisme analytique de (C2,0), au 3-tissu trivial défini par dx.dy.d(x +y), et cela sous
I’hypothése d’annulation d’une 2-forme différentielle K (‘%) connue sous le nom de courbure
de BLASCHKE de W. La courbure d’un d-tissu W avec d > 3 se définit comme la somme
des courbures de BLASCHKE des sous-3-tissus de 7. Un tissu de courbure nulle est dit plat.
Cette notion est utile pour la classification des tissus de rang maximal ; en effet un résultat de
N. MIHAILEANU montre que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du
rang, voir par exemple [18, 30].

Depuis peu, I’étude des tissus globaux holomorphes définis sur les surfaces complexes a été
réactualisée, voir par exemple [12, 27, 21]. Dans cette thése, nous nous intéressons aux tissus du
plan projectif complexe. Un d-tissu (global) sur IP’% est donné dans une carte affine (x,y) par une
équation différentielle algébrique F(x,y,y’) = 0, ot F(x,y,p) = YL qai(x,y)p? " € C|x,y, p|
est un polynome réduit a coefficient ap non identiquement nul. Au voisinage de tout point
20 = (x0,Y0) tel que ag(xo,y0)A(x0,y0) # 0, olt A(x,y) est le p-discriminant de F, les courbes
intégrales de cette équation définissent un d-tissu régulier de (C?, z).

La courbure d’un tissu ‘W sur IP’%C est une 2-forme méromorphe a pdles le long du discriminant
A(W). La platitude d’un tissu W sur P% se caractérise par I’holomorphie de sa courbure K (%)
le long des points génériques de A(W).

D. MARIN et J. PEREIRA ont montré, dans [21], comment on peut associer a tout feuilletage F
de degré d sur PZ, un d-tissu sur le plan projectif dual P2, appelé transformée de LEGENDRE
de F et noté Leg¥ ; les feuilles de Leg# sont les droites tangentes aux feuilles de ¥ . Plus
explicitement, soit (p,q) la carte affine de If% associée 2 la droite {y = px —q} C P2 ;si F est
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défini par une 1-forme ® = A(x,y)dx+ B(x,y)dy, ou A, B € Clx,y], pged(A,B) = 1, alors Leg F
est donné par I’équation différentielle algébrique

_dq

F(p,q,x) :==A(x,px—q)+ pB(x,px—q) =0,  avec x=_.
p

L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur IP% s’identifie a un ouvert de ZARISKI de
I’espace projectif IP’((EI +2)2_2. Le groupe des automorphismes de IP% agit sur F(d) ; I’orbite d’un
élément 7 € F(d) sous I'action de Aut(PP%) = PGL3(C) sera notée O(F ). Le sous-ensemble
FP(d) de F(d) formé des F € F(d) tels que Leg ¥ soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d).
Dans [21] les auteurs posent un probleme concernant la géométrie des tissus de IP% qui, dans
le cadre des feuilletages de ]P’%, consiste en la description de certaines composantes irréduc-
tibles de FP(d). Le premier cas non trivial que 1’on rencontre est celui ot d = 3 ; on dispose
actuellement d’une caractérisation théorique ([4, Théoréme 4.5]) des éléments de FP(3), mais
ce résultat reste insuffisant pour mieux comprendre la structure topologique de FP(3).

C’est pour cela que nous nous proposons, dans un premier temps, d’étudier la platitude de
la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogéne de degré d quelconque, feuilletage
homogene au sens ot il est invariant par homothétie. Plus précisément, il s’agit d’établir, pour
un tel feuilletage # € F(d), quelques criteres effectifs de I’holomorphie de la courbure de
Leg# (Théorémes 2.10 et 2.12). Ces criteres nous permettront de décrire certains feuilletages
homogenes appartenant 2 FP(d) pour d arbitraire (Propositions 2.15, 2.16 et 2.17). De plus
nous verrons (Proposition 3.9) que I’étude de la platitude de la transformée de LEGENDRE
d’un feuilletage inhomogene se ramene, sous certaines hypotheses, au cadre homogene.

Dans un deuxieme temps, en se basant sur ces résultats et en faisant une étude de la platitude
du 3-tissu dual d’un feuilletage ¥ € F(3) suivant la nature de ses singularités, nous obtenons

la classification & automorphisme de P% prés des éléments de FP(3).

Théoréme A (Théoreme 3.4). — A automorphisme de ]P’% pres, il y a seize feuilletages de
degré trois Hy,...,Hi1,F1,...,Fs sur le plan projectif complexe ayant une transformée de
LEGENDRE plate. Ils sont décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes
1. @ =ydx—xdy;
0y =x3dx—y3dy;
@3 =y*(3x+y)dx —x*(x+3y)dy;
®y = y?(3x+y)dx+x*(x+ 3y)dy;
®s = 2y>dx+x*(3y —2x)dy ;
0 = (4x> — 6x2y +4y3)dx +x*(3y — 2x)dy ;
7 =y dx+x(3y* —x?)dy;
g = x(x* —3y?)dx —4y3dy;

0 N O O N~ W N
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9. @y =y ((=3+iv3)x+2y) dx+x> ((1+iv3)x—2iv3y) dy;

10. @0 = (3x+v/3y)y*dx+ (3y — v3x)x2dy ;

11, @ = (3334 3v3x%y +3xy? + V33 )dx + (V323 4 3x%y + 3v/3xy? + 3y%)dy ;
12. ®; =y dx+x(xdy — ydx) ;

13. ® =x’dx+y* (xdy — ydx) ;

14. @3 = (& —x)dy— (> —y)dx;

15. @4 = (> +y¥)dx 423 (xdy — ydx) ;

16. ®s5 = y*(ydx+ 2xdy) +x°(xdy — ydx).

Les orbites de F; et F; sont toutes deux de dimension 6 qui est la dimension minimale possible,
et ce en tout degré supérieur ou égal a 2 ([11, Proposition 2.3]). D. CERVEAU, J. DESERTI,
D. GARBA BELKO et R. MEZIANT ont montré qu’en degré 2 il y a exactement deux orbites de
dimension 6 ([11, Proposition 2.7]). Le Théoréme A nous permet d’établir un résultat similaire

en degré 3 :

Corollaire B (Corollaire 3.33). — A automorphisme de ]P’(%: pres, les feuilletages F, et F, sont

les seuls feuilletages qui réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3.

A. BELTRAN, M. FALLA LUZA et D. MARIN ont montré dans [4] que FP(3) contient I’en-
semble des feuilletages 7 € F(3) dont les feuilles qui ne sont pas des droites n’ont pas de
points d’inflexion ; ces feuilletages sont dits convexes. De ces travaux ([4, Corollaire 4.7]) et
du Théoreme A, nous déduisons la classification a automorphisme de IP’% pres des feuilletages

5 2
convexes de degré 3 de Pg.

Corollaire C (Corollaire 3.27). — A automorphisme de ]P% pres, il y a quatre feuilletages
convexes de degré trois sur le plan projectif complexe, a savoir les feuilletages Hy, Hs, Fi

et F3.

Ce corollaire est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 da a

C. FAVRE et J. PEREIRA ([16, Proposition 7.4]).

On sait d’apres [21, Théoreme 3] que 1’adhérence dans F(3) de ’orbite O(43) du feuilletage
3, dit feuilletage de FERMAT de degré 3, est une composante irréductible de FP(3) ; a I’heure
actuelle, a notre connaissance, c’est le seul exemple explicite de composante irréductible de
FP(3) connu dans la littérature. En étudiant les relations d’incidence entre les adhérences des

orbites de #H; et F;, nous obtenons la décomposition de FP(3) en ses composantes irréductibles.
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Théoréme D (Théoreme 3.50). — Les adhérences étant prises dans F(3), nous avons
O(%1) = O(*h), O(%2) = O(%2),
O(F3) = O()VUO(H)UO(H3) UO(F3),  O(Fa) = O(F1)U O(F2) U O(Fa),
O(#,) = O() U O(7H), O(%4) = O(F2) U O(Ha),
O(H5) = O(F1) U O(), O(Hs) = O(F2) U O(Hs),
O(9s5) = O(F1) U O(%4s), O(Ha) O O(F2) U O(Ha),
O(91) > O(F1) U O(%17), O(s) O O(F2) U O(Hs),
O(Ho) C O(F1) U O(Ho), O(#11) C O(F2) U O(%11),
O(%H10) C O(F1) U O(F2) U O(Hio), O(Fs) C O(F2) U O(¥s)
avec
dim O(F,) = 6, dmO(H) =6,  dmO(H)=T,i=1,...,11,
dim O(Fy) =7, dimO(%)=7,  dimO(%)=8.
En particulier -

— I’ensemble FP(3) posséde exactement douze composantes irréductibles, a savoir O(F3),
0(F4), O(Fs), O(9h), O(Hy), k=4,5,...,11;

— I’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de ]P’(z: est exactement 1’adhérence

O(F3) de O(F3) (c’est donc un fermé irréductible de F(3)).

On sait, d’apres [25], que tout feuilletage de degré d > 1 sur IP% ne peut avoir plus de 3d
droites invariantes (distinctes). Lorsque cette borne est atteinte pour F € F(d), alors F est
nécessairement convexe ; dans ce cas on dit que ¥ est convexe réduit. Dans [21] les auteurs ont
étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes réduits ; ils ont montré que I’ensemble formé
de tels feuilletages est contenu dans FP(d), voir [21, Théoréme 2]. A notre connaissance les
seuls feuilletages convexes réduits connus dans la littérature sont ceux qui sont présentés dans

[21, Table 1.1] : le feuilletage de FERMAT de degré d défini par la 1-forme
(¥ —x)dy — (5 —y)dx
et les trois feuilletages donnés par les 1-formes
(2x* —y® — Dydx + (2y° —x° — 1)xdy,

(= DO = (V5-2))(y+ V5x)dx — (& — 1) (x* — (V5 —2)%) (x + V5y)dy,
O3 — 1) + 78 + Dydr— (3 — 1) +7y° + 1)xdy,
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qui sont de degrés 4, 5 et 7 respectivement. Dans [21, Probleme 9.1] les auteurs posent la ques-
tion suivante : y a-t-il d’autres feuilletages convexes réduits ? Comme application du Théo-

réme A nous donnons une réponse négative en degré trois a ce probleme.

Corollaire E (Corollaire 3.28). — Tout feuilletage convexe réduit de degré trois de IP’(ZC est li-

néairement conjugué au feuilletage de FERMAT ¥3.

Organisation de la thése. — Cette these est divisée en trois chapitres suivis d’un appendice.
Le Chapitre 1 est un rappel sur les feuilletages du plan projectif complexe, la théorie locale des

tissus plans et les tissus globaux sur une surface complexe.

Dans le Chapitre 2, nous étudions les feuilletages homogenes du plan projectif complexe ayant
une transformée de LEGENDRE plate. Plus précisément, nous établissons quelques résultats gé-
néraux (Théorémes 2.6, 2.10 et 2.12) sur la platitude du d-tissu dual d’un feuilletage homogene

de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites (Propositions 2.15, 2.16 et 2.17).

Dans le Chapitre 3, nous étudions les feuilletages de degré 3 du plan projectif complexe ayant
une transformée de LEGENDRE plate et nous démontrons les Théoremes A, D ainsi que les
Corollaires B, C, E.

Enfin, dans I’ Appendice A, nous donnons une démonstration d’un résultat (Proposition 3.13)

utilisé au Chapitre 3 pour démontrer le Théoréme A.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1. Feuilletages du plan projectif complexe

Définition 1.1. — Un feuilletage holomorphe singulier F sur une surface complexe S est la
donnée d’un recouvrement ouvert (V;);e; de S et d’une collection de 1-formes holomorphes
W; € Q! (Vj), a z€ros isolés, tels que sur chaque intersection non triviale V; NV, on ait ©; = g jx 0
ot les gjx € O*(V;NVj) sont des unités holomorphes. Le lieu singulier Sing F de ¥ est défini

par
SingF N V; = Singw; ol Singw; ={pe V;:0;(p)=0},(j € J).

La surface sur laquelle nous travaillerons dans cette theése est le plan projectif complexe, i.e.
S = P%. Soit
n: C\ {0} — P%

la projection canonique. Si F est un feuilletage holomorphe sur IP% associé aux données
(Vk, ), on peut définir sur C3 \ {0} le feuilletage ©* F associé aux données (="' (V;), T ).
Un résultat de H. CARTAN [8] assure la trivialité du groupe de cohomologie H' (C3 \. {0}, 0%).
De sorte que le feuilletage 7" F est défini par une 1-forme globale ® € Q!(C? . {0}) qui,
par le théoreme d’extension d’HARTOGS, s’étend holomorphiquement 2 I’origine de C? ; ainsi
T*F s’étend en un feuilletage de C* défini par une 1-forme notée encore ® € Q!(C?). Par

construction le champ radial
R 0 n 0 L 0
= X— P e
ox yay ‘oz

tangent aux fibres de T, est tangent a T* F et donc ir® = 0. On en déduit que, a unité multipli-

cative pres, ® est homogene :

® = Wg41 = p(x,y,z)dx +q(x,y,z)dy + r(x,y,2)dz,
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ou p, g et r sont des polyndmes homogenes de degré d + 1, satisfaisant la condition d’EULER :
xp+yqg+zr=0

et pged(p,q,r) = 1 (i.e. Singwy4; est formé de points isolés). Cet énoncé de type GAGA
dit qu’un feuilletage holomorphe sur IF’% est en fait algébrique puisque défini en coordonnées
homogenes par une 1-forme homogene.
Dualement le feuilletage ¥ peut aussi étre défini par un champ de vecteurs homogene
Z=17,4 :A(x,y,z)3 +B(x,y,z)i +C(x,y,2) =,
ox dy 0z
les coefficients A, B et C désignent des polyndmes homogenes de degré d sans facteur commun.

La relation entre Z et m est donnée par

o = iriz(dx AdyAdz) = Ao+ BB+ Cy,
avec o0 =ydz—zdy, P=zdx—xdz, 7y=xdy—ydx.
L’entier d est par définition le degré du feuilletage 7 ; on le note deg F .

Soit C C IP’%C une courbe algébrique d’équation homogene F(x,y,z) = 0. On dit que C est une
courbe invariante par F si C\.SingF est une réunion de feuilles, feuilles au sens ordinaire, du

feuilletage régulier F ’113% 4 Ceci se traduit en termes algébriques par : la 2-forme ® A dF

\Sin
est divisible par F, i.e. s’annile sur toute composante irréductible de C.

Lorsque toutes les composantes irréductibles de C ne sont pas F -invariantes et si p est un point
quelconque de C, on peut définir un invariant Tang( ¥, C, p), représentant I’ordre de tangence
de F avec C en p, comme suit. Fixons une carte locale (x,y) telle que p = (0,0); soient
f(x,y) = 0 une équation locale (réduite) de C au voisinage de p et X un champ de vecteurs
définissant le germe de ¥ en p. Désignons par X(f) la dérivée de LIE de f le long de X et par

(f,X(f)) I'idéal de C{x,y} engendré par f et X(f); alors

_ dime S0}
Tang(¥, €, p) = dime oy

On voit sans peine que cette définition est bien posée, et Tang(F,C,p) < +eo par la non-
invariance de C. De plus, Tang(¥,C,p) = O si et seulement si C est réguliere en p et F est
transverse a C en p. Donc il y a seulement un nombre fini de points p ot Tang(F, C,p) > 0 et
on peut poser

Tang(F,C) = ) Tang(¥,C,p) €N.

peC
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Il est facile de vérifier que sii : L — IP% est ’inclusion d’une droite générique du plan projectif
IP’%C, alors deg F coincide avec le nombre de points singuliers de la restriction i* ¥ ou, ce qui

revient au méme, le nombre de points de tangence de ¥ avec L.

A & A

degré 0 degré 1 degré 2

En d’autres termes, pour toute droite L C ]P’(ZC non invariante par ¥, on a

(1.1.1) deg F = Tang(¥,L)

Soient ¥ un feuilletage de degré d sur Pé et s € Sing ¥ un point singulier de ¥ . Nous allons

introduire plusieurs notions locales attachées au couple (F,s). Le germe de ¥ en s est défini,

a multiplication par une unité de I’anneau local O(C?,s) en s prés, par un champ de vecteurs
_ 9 9

X —A(X,y)a +B(X,y)a

1. Lordre d’annulation v(F ,s) de F en s, encore appelé multiplicité algébrique, est donné
par
V(¥ ,s) =min{v(A,s),V(B,s)},

ol v(g,s) désigne I’ordre d’annulation de la fonction g en s.

2. Notons £ la famille des droites non invariantes par # et qui passent par s. Pour toute
droite ¢; de £, on a I’encadrement 1 < Tang(F,/s,s) < d. Ceci nous permet d’associer

au couple (7 ,s) les entiers naturels (invariants) suivants
©(F,s) = min{Tang(F,ls,s) | {5 € £}, K(F,s) = max{Tang(F,ls,s) | {s € £5}.

L’invariant T( F ,s) représente I’ordre de tangence de ¥ avec une droite générique passant

par s. Il est facile de montrer que
T(F,s) =min{k > v(F,s) : det(J*X,Ry) # 0},
ol1 JX X désigne le k-jet de X en s et R, le champ radial centré en s.

3. Lasingularité s de ¥ est dite radiale si v(F ,s) = 1 et si de plus T(F,s) > 2. Si tel est le
cas, I’entier naturel T(F,s) — 1, compris entre 1 et d — 1, est appelé ’ordre de radialité

de s. Autrement dit, la singularité s est radiale d’ordre n — 1 > 1 si le champ décrivant F
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est du type
X =Cy-2(x,y) Ry + X, + termes de plus haut degré,

ou C,_ est un polyndme de degré < n—2, X, est un champ homogene de degré n, avec
Cu—2(s) #0 et X, kR;.

Remarque 1.2. — Soit L une droite non invariante par ¥ . Il résulte de la formule (1.1.1)
que I'on a
d> Y (F.s) (1.1.2)
seSing FNL

En particulier, si F possede deux singularités radiales s, s, d’ordre maximal d — 1, alors

la droite (s152) est nécessairement invariante par ¥ .

. Le nombre de MILNOR u( ¥ ,s) de ¥ en s est I’entier

. O(C%s)
— dimp 2222
u(F,s) =dimc AB)
oll (A, B) désigne I’idéal de O(C?,s) engendré par A et B.

Remarques 1.3. — (i) On a toujours I'inégalité u(F,s) > v(A,s) - v(B,s), voir par
exemple [15, Pag. 158]. On en déduit en particulier 1’inégalité
u(F.s) > V(F,s)? (1.1.3)
(ii) Le feuilletage F posséde d? +d + 1 singularités comptées avec multiplicité :
Y u(F.s)=d*+d+1 (1.1.4)
seSing F
Cela implique, en particulier, qu’il n’y a pas de feuilletage régulier (i.e. sans singula-
rité) sur P%- Pour une preuve de cette formule, voir par exemple [9, Proposition 9.2].

(iii) Tout feuilletage sur Pé de degré d > 2 a au plus une singularité de multiplicité

algébrique maximale d. Ceci résulte immédiatement des formules (1.1.3) et (1.1.4).

. La singularité s est dite non-dégénérée si u(‘F,s) = 1, c’est équivalent de dire que
la partie linéaire J!X de X posséde deux valeurs propres A,u non nulles. La quantité
BB(¥,s) = %—k % + 2 est appelée I'invariant de BAUM-BOTT de ¥ en s (voir [1]).
D’apres [14] il passe par s au moins un germe de courbe C invariant par ¥ ; a isomor-
phisme local pres, on peut se ramener a s = (0,0), T,C = {x= 0} et JIX = M% +
(ax—{—,uy)a%, ol I’on peut prendre € = 0 si A # u. La quantité CS(¥F,C,s) = % est appelée
I’indice de CAMACHO-SAD de ¥ en s par rapport a C.
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Remarques 1.4. — (i) Linvariant de BAUM-BOTT peut se définir via la géométrie
différentielle pour n’importe quelle singularité (méme dégénérée avec deux valeurs
propres nulles). Méme remarque pour I’indice de CAMACHO-SAD.

(ii) Le feuilletage ¥ satisfait la formule de BAUM-BOTT ([5, Pag. 34])
Y BB(F,s)=(d+2)? (1.1.5)
seSingF
(iii) Si # admet une droite invariante L, alors ([5, Pag. 37])

1= ) CS(F,Lys) (1.1.6)
seSing F NL

Soit ¥ un feuilletage de degré d sur IP% donné par un champ de vecteurs Z homogene de

degré d. Le diviseur d’inflexion de F , noté 1+, est le diviseur défini par I’équation

x Z(x) Z*(x)
(1.1.7) y Z(y) Z*@y) |=0.
2(z) 2°(z)
Ce diviseur a été étudié dans [25] dans un contexte plus général. En particulier, les propriétés

suivantes ont été prouvées.

1. Sur IP% N\ Sing F, I coincide avec la courbe décrite par les points d’inflexion des feuilles
de F ;

2. Si C est une courbe algébrique irréductible invariante par ¥, alors C C I si et seulement
si C est une droite invariante ;

3. 1 peut se décomposeren Iy = Ii;V +1I%, ot le support de Ii;V est constitué de 1I’ensemble
des droites invariantes par F et ou le support de It} est I’adhérence des points d’inflexion

qui sont isolés le long des feuilles de 7 ;

4. Le degré du diviseur I est 3d.

Définition 1.5. — Un feuilletage F sur ]P’é sera dit convexe si son diviseur d’inflexion I est

invariant par ¥, i.e. si I est le produit de droites invariantes.

Exemple 1.6. — Le feuilletage F de degré 3 sur P% défini par le champ Z = B2 4y a% +23 a%
est convexe car Iy = {xyz(x —y)(x+y)(x —2)(x +2)(y —2) (y +2) = 0} = [

Exemple 1.7. — Le feuilletage ¥ de degré 3 sur IF’% donné par le champ Z = y* % +x° % +2 a%
n’est pas convexe car Iiy = {(xy — 2)(xy+27%) =0} #0.
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Soit ¥ un feuilletage sur ]P’é et notons ]IV’% le plan projectif dual. L’application de GAUSS
associée a F est Iapplication rationnelle G : P% --» IF% définie par Gy (p) =T,F,ou T, F
désigne la droite tangente a la feuille de # en p. Si le feuilletage F est donné par une 1-forme

o = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy + c(x,y,z)dz, I'application de GAUSS est donnée par

Posons la définition suivante, qui nous sera utile plus loin. Soit C C IP’% une courbe passant par

certains points singuliers de 7 ; on définit G (C) comme étant I’adhérence de G# (C\ Sing¥ ).

Remarque 1.8. — Soient (x,y) une carte affine de IP’% et (p,q) la carte affine de If”%c corres-
pondant a la droite {y = px+¢} C IP%. Si F est un feuilletage défini par le champ de vecteurs
X = A(x,y)% —i—B(x,y)%, I’équation de la droite tangente a2 F en un point (xq,yo) & Sing F
est B(xo,y0)x —A(xo0,y0)y + (A(x0,y0)yo — B(x0,y0)X0) = 0; ainsi 1’application de GAUSS G

associée a F s’écrit dans ces coordonnées

B(x,y)  B(x,y)
)= <A<x,y> v A(x,y>x) |
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1.2. Eléments de la théorie locale des tissus plans

1.2.1. Germes de tissus plans réguliers

Définition 1.9. — Un germe de k-tissu régulier W = ;X ---X F, de (C?,0) est une col-
lection de k germes de feuilletages holomorphes réguliers de (C?,0) deux a deux en position

générale en I’ origine, c’est-a-dire ToF; # ToF; pour 1 <i < j<k.

Soit W = F; X ---X F un germe de k-tissu régulier de (C2,0). Usuellement les germes des
feuilletages % sont définis par des germes de 1-formes holomorphes ®; € Q!(C?,0) uniques
a des inversibles prés de O(C?,0), non nuls en 0. L’hypothése sur les % d’étre en position

générale se traduit alors par
O)i/\O)j(O) #0 pour 1<i<j<k.

Le tissu W peut donc étre vu comme un élément de SykaI((CZ,O) que I’on notera W =
W -y o) ou encore W = W(wy,...,0%).
Grace au théoréme de FROBENIUS (voir par exemple [9, Théoreme 2.4]), les k feuilles du tissu
7 sont les courbes de niveau {F;(x,y) = cte} d’éléments F; € O(C?,0) vérifiant F;(0) = 0 et
tels que I’on ait

dFiANdF;j(0)#0 pour 1<i<j<k.

On désignera encore par ‘W = W(Fy,...,F;) un tissu donné par ses feuilles.

La théorie locale des tissus plans s’interesse principalement a la classification des germes de tis-
sus plans modulo I’action naturelle de Diff(C?,0), le groupe des germes de biholomorphismes
a lorigine de C2. Si ¢ € Diff(C?,0) est un germe de biholomorphisme alors I’action naturelle

dont on vient de parler est donnée par

Soient W = W(w ---y) et W = W(| --- o)) deux germes de k-tissus de (C2,0). On dira
qu’ils sont équivalents s’il existe un germe de biholomorphisme ¢ € Diff(C?,0) et une unité
u € 0*(C2,0) tels que

(p*(o)l .. '(Dk) = u_u)’l .. (1);(
Le théoréme d’inversion local implique que tout 1-tissu (resp. 2-tissu) régulier de (C2,0) est

équivalent au tissu des droites x =cte (resp. x =cte et y =cte).
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Tous les germes de 2-tissus plans réguliers sont équivalents (modulo Diff(C?,0)).

Le cas des 3-tissus est plus intéressant. Un 3-tissu %/ de (C?,0) est dit parallélisable s’il est
équivalent au tissu des droites x =cte, y =cte, x +y =cte. Se pose alors la question : sous
quelle condition peut-on affirmer qu’un tel tissu est parallélisable ? La réponse a cette question
est donnée par le « théoreme de structure des 3-tissus parallélisables », que nous énoncerons

ci-dessous sans démonstration.

1.2.2. Courbure de BLASCHKE, hexagonalité et structure des 3-tissus parallélisables

1.2.2.1. Courbure de BLASCHKE. — Soit W = W (®;,®,,®3) un 3-tissu régulier de (C2,0).
L’hypothese de position générale assure alors que les 1-formes 1, ®; et ®3 définissant ce tissu
sont indépendantes deux a deux en 0; il existe donc p; et p, nécessairement inversibles dans
0(C?,0) tels que

W3 = P10] + P20;.
Comme les 1-formes o et po définissent le méme feuilletage si p est inversible dans O(C?,0),
on supposera ici que

0 +0+03=0

et on dira que ces trois 1-formes sont normalisées. On définit alors la 2-forme (non singuliere)

Q = ®; Ao, et dans ce cas, on a les égalités
Q=0 AN =0 AN®3 =03 \®.
Si I’on pose ®; = p;w;,i = 1,2,3, ot p; est inversible dans O((Cz, 0), avec 21-3:1 o, = 0 alors
Q' = 0] A, = p1p2Q = p2p3Q = p1P3Q,
ce qui prouve que p; = P2 = P3 et si p désigne cette valeur commune, on a
Q' =p2Q.

Puisque dans C?, on a pour toute 1-forme ® 1’identité @ A dw = 0, le théoréme de FROBENIUS

donne I’existence pour i = 1,2 et 3 d’une fonction inversible g; € 0*(C?,0), et d’une fonction
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F; € O(C?,0) vérifiant F;(0) = 0 et dF;(0) # O telles que
; = gdF;.

On peut donc écrire
d .
do; = dg,'/\dFi = ﬁ/\(J),'
8i

et puisque le systeme des ®; est normalisé, on a

Puisque —m3 = ®; + ®,, on a

dg; d dg, d
<g1_g3> Ao+ <gz_g3> Ay = 0.
81 &3 82 83

14

Les deux formes ®; et @, étant indépendantes, le lemme de E. CARTAN (voir par exemple [6])

assure I’existence de o, B et & dans O(C?,0) telles que

d d

8L S8 _ oy + By
81 83

dg> dgs

—= — == =Bo; + om,
82 83

On vérifie alors que ’on a

d d d
BB =2 1 (B-8m= "2 pas
81 82 83

la 1-forme ainsi définie sera notée 7y et vérifie
dw; = YA oy, Vie{l,2,3}.
Pour une autre normalisation ¥}, @/ = 0, ot I’on a vu que @] = pw;, on a
do: =Y Ao =dp Aw; + pdw; = pyY A ®;.

Comme les 1-formes ®; et , engendrent Ql(Cz,O), on a

dp
Y=v )

ainsi, par différentiation de cette derniere égalité, on obtient

(1.2.1) dy =dy

Définition 1.10. — On appelle courbure de BLASCHKE du 3-tissu W la 2-forme K(W) =

dy.
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Il résulte immédiatement de 1’égalité (1.2.1) que la courbure de BLASCHKE ne dépend que du

tissu et non du choix de la normalisation qui a permis de la définir.

Remarque 1.11. — La 2-forme  que nous avons construite étant non singuliere, on peut

écrire dw; = 1, Q, ot h; € O(C?,0) pour i = 1,2,3. On vérifie alors que
Y= h2(01 — h10)2 = h3(,02 — h20)3 = h1w3 — h30)1.

Exemple 1.12. — Le 3-tissu W (x,y,x+y) est de courbure nulle. En effet, avec la normalisa-
tion dx+dy —d(x+y) = 0, on obtient Q = dx Ady; ainsi h; = h, = h3 = 0 ce qui prouve que
v=0.

Exemple 1.13. — Pour un 3-tissu W = W(F;,F,F;), ou Fi,F, et F; sont dans O(C?,0),
I’hypothese de position générale et le théoreme d’inversion locale permettent de montrer que
I’application

¢ =(F,F)
de C? dans lui-méme est un difféomorphisme local. Il existe donc une fonction f dans O(C?,0),
nulle en 0, telle que W soit défini, via @, par le triplet

(x =cte,y =cte, f(x,y) = cte).

On peut alors calculer la courbure d’un tel tissu « rectifié » : Wy = W(x,y, f(x,y)). En effet,

on a la normalisation suivante

x(f)dx+0y(f)dy—df =0

par suite Q = d,(f)9d,(f)dx Ady, et avec les notations de la Remarque 1.11, on a

9x9y(f)
hi=—hy = ) t  h3=0.
S XU NV R
On en déduit que
NG XU P XTI

B a)’(f) ax(f)

et donc la courbure K (Wy) de Wy s’exprime sous la forme

s =or= (5557 ) = (577 ) s

et on vérifie que 1’on peut I’écrire abusivement

Ox
K(W)) = 3.9, log ayégdx/\dy.
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Remarque 1.14. — La nullité de la courbure de BLASCHKE est invariante sous 1’action de

Diff(C2,0). En effet, si ¢ désigne un isomorphisme analytique de (C?,0), alors
K(¢"W) = 0'K(W).

Ceci résulte du fait que I’'image réciproque de la normalisation est une normalisation.

1.2.2.2. Tissus hexagonaux. — Soit W = F;X %> X F3 un germe de 3-tissu régulier de (C2,0).
Soient Li,L; et L3 les trois feuilles passant par 0 de 7y, > et 3 respectivement. Si p est un
point de L; suffisamment proche de I’origine, la feuille de 73 passant par p intersecte L, en
un point qu’on notera A3 (p). On vérifie que I"application p — hjo(p) définit un germe holo-
morphe de (L,0) dans (L;,0).

Plus généralement, quand i, j et k sont tels que {i, j,k} = {1,2,3}, en se déplacant le long des
feuilles de #;, on peut associer a tout point p de L; (suffisamment proche de I’origine) un point
hjk(p) de Ly ; cela nous définit un germe d’application holomorphe % : (Lj,0) — (Lx,0).

Par composition on obtient un germe d’application
H = h31 Oh23 Oh12 Oh31 Ol’l23 Oh12 : (Ll,()) — (LI,O).

Pour p € L; (toujours supposé suffisamment proche de I’origine), I’'image ¢ = H;(p) de p par
H) est obtenue en tracant un « hexagone » autour de I’origine en se déplacant le long des feuilles

de W

Définition 1.15. — Le 3-tissu W est dit hexagonal si tout hexagone tracé en partant de suf-
fisamment pres de 1’origine se referme (i.e. si le germe H; défini ci-dessus est I’identité). Plus

généralement un k-tissu est dit hexagonal si tous ses sous-3-tissus le sont.

Exemple 1.16. — Le 3-tissu W (x,y,x+y) est hexagonal comme le montre la figure qui suit.
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W (x,y,x+y) est hexagonal.

Le théoréme classique suivant caractérise les 3-tissus réguliers de ((CZ,O) (cf. [27)).

Théoréme 1.17 (Structure des 3-tissus parallélisables). — Soit W = ;X % X F3 un 3-

tissu régulier de (C?,0). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Le tissu ‘W est parallélisable ;
(2) Le tissu W est hexagonal ;
(3) Le tissu W est de courbure de BLASCHKE nulle, i.e. K(W) =0;

(4) Pouri=1,2,3, il existe une 1-forme fermée m; définissant ¥; telle que 1 +M2+mn3 =0.

Deux tissus topologiquement équivalents ne peuvent €tre hexagonaux qu’en méme temps.
L’hexagonalité est donc une condition de fermeture de nature topologique. Le théoréeme précé-
dent montre qu’elle est équivalente a 1’annulation de la courbure de BLASCHKE, qui est une
condition de nature différentielle. C’est ce fait remarquable qui a amené BLASCHKE a désigner
sous 1’appellation “Topologie Fragen der Differentialgeometrie” (“Questions topologiques de
géométrie différentielle”) 1I’étude de ces questions de fermeture pour les tissus et de leurs liens
avec la classification analytique des tissus. Par extension, c’est sous cette terminologie que

furent publiés dans les années trente les travaux de 1’école hambourgeoise sur les tissus.
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1.3. Tissus globaux sur une surface complexe

1.3.1. Définitions et exemples

Définition 1.18. — Soit k > 1 un entier. Un germe de k-tissu singulier W de (C?,0) est défini

par un germe de k-forme symétrique € Sym*Q! (C2,0) satisfaisant les deux conditions :
(1) le lieu singulier Sing® de ® est formé de points isolés ;

(2) en tout point générique p € (C?,0), o(p) se factorise en produit de k formes linéaires

deux a deux non colinéaires.

Ajoutons que par définition deux telles k-formes symétriques o et @' définissent le méme tissu

si elles sont égales a unité multiplicative pres : @ = uw avec u € 0*(C?,0).

Définition 1.19. — Soient S une surface complexe et kK > 1 un entier. Un k-tissu global ‘W
sur S est la donnée d’un recouvrement ouvert (U;);c; de S et d’une collection de k-formes

symétriques ®; € Sym"Qé(Ui) tels que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(a) sur chaque intersection non triviale U;NU; on a 0; = g;j®; ot les g;; € O (U;NU;) sont

des unités holomorphes ;
(b) le lieu singulier Sing®; de ®; est formé de points isolés ;

(¢) en tout point générique p de U;, w;(p) se factorise en produit de k formes linéaires deux

a deux non colinéaires.

L’ensemble des points de S qui ne vérifient pas la propriété (c) est appelé le discriminant de
W et est noté A(W). Le lieu singulier Sing W de W est défini par Sing W N U; = Singo; et il
est contenu dans A(W).

Remarques 1.20. — (i) Lorsque k = 1 on retrouve la définition habituelle d’un feuilletage

holomorphe singulier F (Définition 1.1) ; dans ce cas A(F) = Sing ¥ .

(ii) Les fonctions g;; forment un 1-cocycle a valeurs dans Og et déterminent un fibré en
droites L sur S, appelé le fibré normal de W. La collection {®;} définit une section de
Sym*QLl® L, i.e. @ = {®;} peut étre vue comme un élément de H'(S, Sym*Ql ® L). Deux
sections globales ®,®" € HO(S,Sykafq ® L) décrivent le méme tissu si et seulement si
elles sont égales 4 multiplication prés par un élément g € HO(S, 05).

(iii) Si S est compacte, se donner un k-tissu global sur S revient a se donner un élément ® de
PHO(S, Sykaf9 ® L) pour un certain fibré en droites L — S, tel qu’en tout point générique
p € S le germe de m en p définisse un germe de k-tissu singulier, i.e. que ® , vérifie les
conditions (/) et (2) de la Définition 1.18.
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Soit ‘W un k-tissu global sur une surface complexe S. Nous dirons que W est décomposable
s’il existe des tissus globaux W, W sur S n’ayant pas de sous-tissus communs tels que W soit
la superposition de W, et Wh, i.e. que W = W, X Wh. Le k-tissu ‘W sera dit complétement
décomposable si on peut I’écrire sous la forme W = F; X --- X F pour certains feuilletages
globaux Fi,..., % sur S. Notons que la restriction de #/ a un voisinage suffisamment petit de
tout point générique p € S est complétement décomposable.

Soit I' C A(‘W) une composante irréductible du discriminant de %/. Nous dirons que I" est
invariante (resp. totalement invariante) par ‘W si, sur la partie réguliere de I', ona TT C TW |

(resp. TT' = TW|r). Lorsque W est un germe de tissu irréductible, ces deux notions coincident.

Exemple 1.21 (Tissus algébriques). — Soit C une courbe algébrique réduite de degré k sur
IP%, non nécessairement irréductible et éventuellement singuliére. A cette courbe on va associer
un k-tissu linéaire sur le dual ﬁ’%, linéaire au sens ou ses feuilles sont des morceaux de droites.
Cette construction est centrale et treés classique en géométrie des tissus (voir [2, Chapitre 23]).
On procede localement, en commengant par fixer une droite £y qui intersecte Creg transversale-
ment en k points distincts. Sur la courbe le O-cycle C.¢y s’écrit donc C.¢y = pi(¢o) +- - -+ pr (o),
ou les p;(¢p) sont k points distincts. Cette condition d’intersecter transversalement la partie
réguliere de C en k points distincts est ouverte. Il va donc exister un voisinage V; de ¢y dans
IFD%C tel que cette condition de transversalité soit vérifiée dessus. Quitte a prendre ce voisinage
simplement connexe et « suffisamment petit », on va pouvoir suivre de fagcon holomorphe les
points d’intersection de ¢ avec C lorsque ¢ varie dans Vj. Plus précisément, il existe k appli-
cations holomorphes p; : V) — Geg, telles que, pour toute droite £ € Vj, on ait en tant que
O-cycle :
Cl=pi1(€)+ -+ pi(f).

Pouri=1,..., k, notons alors ¥; le feuilletage holomorphe de V; dont les feuilles sont les lignes

de niveaux {p; =cte}. Pour £ € V}, la feuille de F; passant par £ est le segment de droite
{é eV : p,‘(f) S E}

Ainsi {F1,..., Fx} est un k-tissu linéaire sur le voisinage Vp de £y. Cette construction peut se
faire au voisinage de toute droite ¢y € IF’((Z: \ C ot C désigne la courbe duale de C (c’est-a-dire
la courbe de IF% formée des droites qui sont tangentes a (). Il est clair que les tissus ainsi
obtenus se recollent pour former un k-tissu linéaire singulier sur IF%. Ce k-tissu s’appelle le
tissu algébrique associé a la courbe C; on le note ‘W.

On peut montrer que le lieu singulier de 7/ est exactement la courbe duale (.
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Il est possible de définir ‘W d’autres fagons. Par exemple, dans le cas ot aucune des compo-
santes irréductibles de C n’est une droite, le fait que C est de degré k équivaut a celui que sa
courbe duale C est de classe k, c’est-a-dire que par un point générique du dual IF‘% passent k
tangentes distinctes 2 C. Ce sont exactement les feuilles de W passant par ce point. Ainsi W

est le tissu sur }f‘% formé des tangentes 2 la courbe de classe k qu’est (.

C

Les feuilles passant par p du tissu associé a une courbe C de classe 4.

Cette dernicre construction permet d’obtenir de jolis dessins réels de tissus algébriques (voir
par exemple [2, Pag. 29-30]).

Exemple 1.22 (Tissu associé a une équation différentielle implicite F (x,y,y") = 0)

On considere une équation différentielle du premier ordre de la forme suivante :

(1.3.1) F(x,3,Y) = ao(x,y) - ") +ai(x,y)- ')+ +a(x,y) =0,

oules a;,i =0,...,k, sont des fonctions holomorphes sur un ouvert U de C2.
On suppose que F (x,y, p) € O(U)[p] est sans facteurs multiples et que ag # 0 € O(U). On note
R € O(U) le p-résultant de F, i.e.

R :=Result(F,0,(F)) = (—1) 2

ou A est son p-discriminant.

En vertu du théoreme de CAUCHY, les k courbes intégrales d’une équation différentielle de la
forme (1.3.1) définissent un k-tissu régulier en dehors du lieu singulier défini par {R = 0}. En
effet, si m est un point de U \ {R = 0}, il existe un voisinage V,, de m dans U et k applications

holomorphes (x,y) — pi(x,y) telles que, sur V,,, on ait

F(x,y,p) = ao(x,y)

1

k
(p—pi(vy)  avec  pi(m)# pi(m) si i ).

=1

Au voisinage de m, I’équation F(x,y,y’) = 0 admet k solutions (x,y) — yi(x,y) qui sont des

intégrales premieres des feuilletages définis par les champs de vecteurs X; = dy + p;d,. On

peut donc considérer le tissu W (y,...,yx) au voisinage de m.
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La construction locale que 1’on vient d’esquisser peut se faire au voisinage de tout point m
générique. Les tissus ainsi obtenus se recollent pour former un k-tissu global (singulier) sur
U. On peut ainsi entreprendre 1’étude géométrique de I’équation F(x,y,y’) = 0 par celle du
tissu qui lui est associé. Ce point de vue se généralise au systeme d’EDP du premier ordre (cf.
I’article [24] de 1. NAKALI, qui a par ailleurs obtenu certains résultats avec cette approche).

Il est clair que tout germe de k-tissu est susceptible d’étre défini au moyen d’une équation
différentielle du premier ordre et de degré k en y'. Cette « définition implicite » a I’avantage de
ne privilégier aucun des feuilletages qui composent un tissu. Ce point de vue dans 1’étude des

tissus a été développé par A. HENAUT [17, 18].

1.3.2. Barycentre d’un tissu

Soient W un k-tissu sur une surface complexe S et ¥ un feuilletage sur S génériquement
transverse 2 7. Nous allons construire un nouveau feuilletage sur S noté B4 (W) et appelé
barycentre de ‘W par rapport a F .

Soit p un point générique de S; alors les directions tangentes Ly,...,L; des feuilles de W
passant par p sont toutes distinctes de T, . Elles peuvent donc étre considérées comme k
points dans PT,S \ T,F qui admet une structure affine canonique. On peut donc considérer
leur barycentre dans cette droite affine, que I’on note P, # (L1, . ..,Ly). En faisant varier p, on
obtient ainsi un champ de droites sur S. Celui-ci s’integre alors, pour des raisons de dimension,
en un feuilletage qui se prolonge en un feuilletage holomorphe singulier sur S tout entiere : par
définition, c’est le feuilletage B¢ (W).

On peut élargir cette définition du barycentre en remplagant le feuilletage ¥ par un n-tissu ‘W'.
L’idée est simple : si on écrit W = F; X ---X F,, on définit le W'-barycentre de ‘W comme

étant

B (W) =Bs (W)K--- KB, (W).

1.3.3. Tissus sur ]P% et transformation de LEGENDRE

Nous concentrerons maintenant notre attention sur les k-tissus globaux sur le plan projectif
complexe. D’apres la remarque (iii) du paragraphe §1.3.1, un k-tissu W sur ]P’% est défini par
un élément ® de PHO (P2, SykaIIP%C ® L) pour un certain fibré en droite L — P2, tel qu’en tout
point générique p € ]P% le germe ® , de  en p détermine un germe de k-tissu singulier au
sens de la Définition 1.18. Il est naturel d’écrire L comme étant O[P% (d +2k) vu que I’image

réciproque de ® par une droite ¢ C IP% est une section de SykaIlP,1 (d+2k) = OI% (d) et par
C
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conséquent pour £ générique 1’entier d, appelé le degré du tissu, représente le nombre de tan-
gences entre £ et le k-tissu W/ ; on le notera deg W . L'espace des k-tissus sur ]P% de degré d est
alors un ouvert de PHO(PZ, SykaIIP’%C (d+2k)), qui sera noté T(k;d).

D’autre part, de la suite ’EULER

0 — Op2 — Op (1)® — TPE — 0,
on déduit la suite exacte suivante
0 — Sym*™! (oﬂ%(l)%) ® Op — sym"(o%a)%) — Sym*TPZ — 0.
Cela signifie qu’un k-tissu de degré d sur IP% peut se décrire par un polyndme bihomogene
P(x,y,z;a,b,c) de degré d en (x,y,z) et de degré k en (a,b,c). Plus précisément :
(i) X=P(x,y,z %, %, a%) définit une section globale de Sym"T]P% (d—k);

(1) ® = P(x,y,z;ydz — zdy, zdx — xdz,xdy — ydx) définit une section globale de SykaIIP% (d +2k).

Deux tels polynémes P(x,y,z;a,b,c) et P'(x,y,z;a,b,c) définissent le méme tissu si et seule-
ment s’il existe A, A" € C* et un polyndme bihomogene Q(x,y,z;a,b,c) de bidegré (d —1,k—1)
tels que

AP(x,y,z;a,b,¢) = N'P'(x,y,z:a,b,¢) = (ax + by +cz)O(x,y, z3a,b, ).
En utilisant des coordonnées homogeénes (a : b : ¢) dans le plan projectif dual HV”% qui corres-

pondent a la droite {ax+ by +cz = 0} C PZ, on peut écrire

T(1y)PE = {® = adx+bdy + cdz € T'C’ : iz = 0}

= {adx+bdy + cdz : ax+by+cz =0}
et la variété de contact IP’T*IP% s’identifie de facon naturelle a la variété d’incidence
I={((x:y:2),(a:b:c)) | ax+by+cz=0} C PZ x P2

Soient W un k-tissu de degré d sur IP’(%: et P(x,y,z;a,b,c¢) un polyndme bihomogene définissant
W. Alors, avec I’identification ci-dessus de ]P’T*]P’% a I, le graphe de W dans ]P’T*IP’% est la

surface
Sow={((x:y:2),(a:b:c)) € PL xP% | ax+by+cz=0,P(x,y,z;a,b,c) =0} C I.

Supposons que le tissu W/ soit irréductible de degré d > 0 et considérons les restrictions T et %
a Sqy des projections naturelles de ]P’(ZC X ]f’% sur }P’% et IF’% respectivement. Ces projections T et

7t sont des applications rationnelles de degrés k et d respectivement. La distribution de contact
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sur PT*PZ s’identifie a
D = ker(adx + bdy + cdz) = ker(xda + ydb + zdc).

Le feuilletage 7, induit par D sur S, se projette par T sur le k-tissu W/ et se projette par & en
un d-tissu W sur ]Iv%. Le d-tissu W s’appelle la transformée de LEGENDRE de T et se note
LegW.

Si W est décrit par P(x,y,z; 2, a%,, 2), ou respectivement par P(x,y,z:ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx),
alors sa transformée de LEGENDRE Leg W est décrite par P(L, 9 2:4,b,c), ou respectivement
par P(bdc — cdb, cda — adc,adb — bda;a,b,c).

En utilisant ces formules, on peut procéder pour définir la transformée de LEGENDRE d’un k-
tissu arbitraire de degré d arbitraire. Notons que si W se décompose en produit de deux tissus

W, X WA, alors sa transformée de LEGENDRE est le produit de Leg W, par Leg ).

En consultant des ouvrages classiques sur les équations différentielles, on peut trouver la trans-
formation de LEGENDRE comme une transformation involutive entre les équations différen-

tielles polynomiales (voir par exemple [19]).

Remarques 1.23. — 1l est facile de vérifier les trois propriétés suivantes de la transformation

de LEGENDRE :

(i) Fixons une droite générique ¢ de P%. Alors Tang(W, () = pi + -+ pg, ou p; € P%. On

peut penser a £ comme étant un point de If”%c et les p; comme étant des droites de If’%

d
passant par £. Alors T/LegW = .Uszpi ;
i=

(ii) Si L est une feuille de W qui n’est pas une droite, I’'union des droites tangentes a L est
une feuille de Leg W ;

(iii) Tout k-tissu sur IP% peut se lire dans une carte affine donnée (x,y) de }P’% par une équa-
tion différentielle F(x,y;y") = 0 de degré k en y/, a coefficients polyndmiaux. Dans la
carte affine (p,q) de ]f’% correspondant  la droite {y = px—q} C P%, la transformée de
LEGENDRE d’un tel tissu est donnée par 1’équation différentielle

dg
= O
En particulier, pour un feuilletage défini par une 1-forme ® = A(x,y)dx + B(x,y)dy, on

F(p,q;x) :=F(x,px—q;p) =0,  avec  x

peut prendre F(x,y;y’) = B(x,y)y' +A(x,y) et donc sa transformée de LEGENDRE est
décrite par

F(p,q;x) = A(x,px — q) + pB(x, px — q).
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Lemme 1.24 ([4], Lemme 2.2). — Soit F un feuilletage sur IP%. Notons iy I’ensemble des
droites duales des singularités spéciales Ty = {s € SingF : ©(F,s) >2}. Alors

A(Leg¥) = Gy (IF) ULy

Démonstration. — D’apres la Remarque 1.23 (i), le support du discriminant de Leg# contient
I’image par I’application de GAUSS de toute composante du diviseur d’inflexion transverse ;
de plus une composante irréductible de A(Leg#) qui n’est pas contenue dans Gg (1) est
nécessairement la droite duale d’un certain point singulier de ¥ . Soit s un point singulier de ¥
tel que ©(F,s) = 1; alors la seule possibilité pour que la droite s duale de s soit contenue dans

A(Leg ¥ ) est que § = G (C), pour une certaine composante C du diviseur I3 O

Proposition 1.25 ([21]). — Soit F un feuilletage de degré d sur IP’% possédant une singularité
radiale s d’ordre n — 1. Notons { la droite duale de s. Alors, au voisinage d’un point générique
de ¢, le tissu Leg F peut se décomposer comme le produit W, X W);_,,, ott ‘W), est un n-tissu ir-
réductible laissant ¢ invariante et W), est un (d —n)-tissu transverse a {. De plus, au voisinage

d’un point générique de ¢, on a
ALegF) = (n— 1)+ A(Wy_p).

Cette proposition implique, en particulier, que la multiplicité de A(Leg¥ ) le long de la droite
L est > n— 1; I’égalité est réalisée si et seulement si le tissu W), est régulier au voisinage de

tout point générique de £. Voici un exemple ou cette inégalité est stricte.

Exemple 1.26. — Considérons le feuilletage F de degré 4 sur IP% défini en carte affine par
® = xdy — ydx+y* (y+1)*dx ;

on observe que 1’origine O = (0,0) est une singularité radiale de F d’ordre 1. Dans la carte
affine (p,q) de IF% associée a la droite {y = px — g} C P2, le tissu Leg ¥ est implicitement
présenté par I’équation

_dq

ptoxt =2p3(2g 1) + p*(647 — 69+ 1) x> —2qp(q—1)(2q — 1) -x+4q(¢° —2¢* +q+1)=0, x= e

Son discriminant est
A(LegF) = 16p"2¢*(16g+1) ;
on remarque que la droite duale de 1’origine O = (g = 0) est de multiplicité 2 > 1 dans le

discriminant de Leg ¥ .

1. Zg peut aussi étre défini comme I’ensemble des s € SingF tels que V(F,s) > 2 ou s est une singularité
radiale de ¥ .
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1.3.4. Courbure et platitude

On commence par rappeler la définition de la courbure d’un k-tissu ‘W. On suppose dans
un premier temps que W est un germe de k-tissu de (C2,0) complétement décomposable,
W =F K- K F. Soit, pour tout 1 <i <k, une 1-forme ®; a singularité isolée en 0 définissant
le feuilletage F;. D’apres [26], pour tout triplet (r,s,2) avec 1 < r < s <t <k, on définitm,,; =

N(F X F X F) comme I’'unique 1-forme méromorphe satisfaisant les égalités suivantes :

d(Sst mr) = Mrs A Sst @,
(132) d(6tr (Ds) = Mrst /\Slr (ON
d(Sm 03[) = Mrst A 8rs (07

ol §;; désigne la fonction définie par ®; A ®; = §;;dx A dy. Comme chacune des 1-formes ®;
n’est définie qu’a multiplication prés par un inversible de O(C?,0), il en résulte que chacune
des 1-formes M, est bien déterminée a 1’addition prés d’une 1-forme holomorphe fermée.
Ainsi la 1-forme
(1.3.3) W) =n(AR---HF)= Y N

1<r<s<t<k
est bien définie a 1’addition prés d’une 1-forme holomorphe fermée. La courbure du tissu
W = F,K--- K F est par définition la 2-forme

K(W)=K(h B KF) =dn(W).

On peut vérifier que K (‘W) est une 2-forme méromorphe a pdles le long du discriminant A(‘W/)
de W, canoniquement associée a W' ; plus précisément, pour toute application holomorphe
dominante @, on a K(¢*W) = ¢*K(‘W).

Si maintenant W/ est un k-tissu sur une surface complexe S (non forcément complétement
décomposable), alors on peut le transformer en un k-tissu compleétement décomposable au
moyen d’un revétement galoisien ramifié. L’invariance de la courbure de ce nouveau tissu par
I’action du groupe de GALOIS permet de la redescendre en une 2-forme méromorphe globale

sur S, a pdles le long du discriminant de W/.
Définition 1.27. — Un k-tissu ‘W est dit plat si sa courbure K(W) est identiquement nulle.

L’intérét de cette notion apparait déja pour les germes de 3-tissus puisque dans ce cas la plati-
tude est équivalente au fait d’€tre parallélisable (voir §1.2.2). Cette notion est également utile
pour la classification des tissus de rang maximal. En effet, un résultat de MIHAILEANU montre
que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du rang. Pour plus de détails

et des informations récentes, voir [18, 30].
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Reprenons I’exemple du k-tissu W/ associé a I’équation différentielle (1.3.1) avec k =3 :
3 2 dy

F(x,y,p) :=ao(x,y)p” +ai(x,y)p~ +az(x,y)p+as(x,y) =0, =

Rappelons une formule due 2 A. HENAUT [17] qui donne la courbure du 3-tissu W/ en fonction

des coefficients a;. Posons

a a a a3 O
0 a a a a3
R:=Result(F,0,(F))=|3ay 2a1 a 0 0 |#0
0O 3ap 2a1 a O
0 0 3ay 2a; a

dy(ao) a —ag O 0
Ox(ag) +0y(a;) ai 0 —2a9 0
o =| dy(ar)+9y(az) ar a —ai —3ap
Ox(az) +0y(az) a3 2a;3 0 —2aq
dx(a3) 0 0 as —ay
et
0 dy(ao) —ap 0 0
ap Ox(ag)+9y(ar) 0 —2ap 0O
02 =| a; Ox(a1)+0dy(az) a —ai —3ap |;
a, Oy(az)+9y(az) 2a3 0 —2q
as 0x(as) 0 as —a

alors la courbure du 3-tissu W est donnée par ([17])

(13.4) K(w) = (9, (%) Y (%)) dx Ady.

Exemple 1.28. — Soit W le 3-tissu de C? défini par I’équation différentielle
() +4xy-y =8y =0

cette équation est un exemple pris par CAUCHY pour illustrer la difficulté & cerner les solutions

singulieres d’une équation différentielle. Un calcul, utilisant la formule (1.3.4), montre que
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Le tissu %/ est donc plat. Cependant, le 3-tissu W’ défini sur C? par 1’équation différentielle
@) —4y-y —4x=0

ne I’est pas puisque

12x(54x% — 27y 4 36y% + 64y%)

K(W) = (27x% — 16y3)?

dxAdy 2 0.

Notons qu’un k-tissu W sur }P’(ZC est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe le long
des points génériques des composantes irréductibles de A(‘W/). Ceci résulte de la définition de
K(W) et du fait qu’il n’existe pas de 2-forme holomorphe sur P2 autre que la 2-forme nulle.

Dans [21, §2], les auteurs ont étudié 1’holomorphie de la courbure d’un germe de tissu plan.
Nous rappelons brievement ci-dessous quelques-uns de leurs résultats qui nous seront utiles

dans les chapitres ultérieurs.

Théoréme 1.29 ([21]). — Soit W un germe de (k+2)-tissu de (C?,0) a discriminant non vide
et lisse (mais pas nécessairement réduit). Supposons que W = WhH X W), ott ‘Wh est un 2-tissu
satisfaisant A(‘Wh) = A(‘W) et W}, est un k-tissu. La courbure de ‘W est holomorphe le long de
A(W) si et seulement si A(W) est invariant par Wh ou par By, (W), oit Bgy, (W) désigne le
Wh-barycentre de ‘W.

On en tire en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 1.30. — Soit W un germe de 3-tissu a I’origine de C? de discriminant non vide et
lisse. Supposons que W = W5HX F ot W est un 2-tissu vérifiant A(Wr) = A(‘W) et F est un
feuilletage. La courbure de ‘W est holomorphe le long de A(‘W) si et seulement si A(‘W) est

invariant par ‘W ou par F .
Exemple 1.31. — Considérons le 3-tissu W présenté par 1’équation

dy - ((y — xz)ydy2 — 2ydxdy + dxz) =0.
~—

¥ wh

Pour ce tissu nous avons
AW)=A(Ws) =4y et K(W)=2dxndy.
X

On voit que la courbure de W est holomorphe sur la composante {y = 0} C A(W), mais elle
ne I’est pas sur la composante {x = 0} C A(‘W). Cela provient du fait que la droite (y = 0) est

invariante par F et que la droite (x = 0) n’est ni  -invariante, ni ‘Wh-invariante.

2. Cette équation provient de la physique, formulée dans la these de G. MIGNARD ([22, Pag. 10]).
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Considérons un germe de n-tissu W), a I'origine de C2. Supposons que A(W},) posséde une
composante irréductible C totalement invariante par W),. Il existe donc un systeme de coordon-

nées locales (x,y) dans lequel C = {y = 0} et tel que W), soit donné par
® = dy" +y" (a1 (x,y)dy" " dx+ - +ap(x, y)dx")
pour un certain entier m > 1.

Lemme 1.32 ([21]). — Avec les notations ci-dessus on a A(‘W),) > (n— 1)C. L’égalité est

réalisée si et seulement sim = 1 et ap(x,0) # 0 ; auquel cas ‘W), est irréductible.

Proposition 1.33 ([21]). — Soit W), un germe de n-tissu de (C2,0),n > 2. Supposons que
A(W),) posséde une composante irréductible C totalement invariante par ‘W), et de multiplicité
minimale n— 1. Soit W}_, un germe de (k — n)-tissu régulier de (C?,0) transverse a C. Alors
la courbure de W = W), X W_,, est holomorphe le long de C.

L’hypothese que la composante C C A(W),) est de multiplicité minimale n— 1 est essentielle

pour la validité de la Proposition 1.33, comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple 1.34. — Le 3-tissu W de (C?,0) donné par o = dy’ + 3y*dx>dy — 2xy*dx’ a pour
discriminant A(%/) = —108y°(x? - 1) et pour courbure la 2-forme K (W) = 3})()622):_1>2dx/\ dy
(remarquons que K (‘%) n’est pas holomorphe sur la droite y = 0). La courbe {y =0} C A(W)
est totalement invariante par %/ mais elle n’est pas de multiplicité minimale 2 : on a pris ici

n=k=3.



CHAPITRE 2

PLATITUDE DU ¢-TISSU DUAL D’UN FEUILLETAGE
HOMOGENE DE DEGRE d SUR P2

2.1. Géométrie des feuilletages homogenes

Définition 2.1. — Un feuilletage de degré d sur IP’% est dit homogene s’il existe une carte
affine (x,y) de ]P’(ZC dans laquelle il est invariant sous 1’action du groupe des homothéties com-

plexes (x,y) — A(x,y), A € C*.
Un tel feuilletage H est alors défini par une 1-forme
o = A(x,y)dx + B(x,y)dy,

ou A et B sont des polyndmes homogenes de degré d sans composante commune. Cette 1-forme

s’écrit en coordonnées homogenes
ZA(x,y)dx+2B(x,y)dy — (xA(x,y) +yB(x,y)) dz ;

ainsi le feuilletage # a au plus d + 2 singularités dont I’origine O de la carte affine z = 1 est
le seul point singulier de # qui n’est pas situé sur la droite a 'infini L. = (z = 0) ; de plus
V(H,0)=d.

Dorénavant nous supposerons que d > 2 ; dans ce cas, d’apres la Remarque 1.3 (iii), le point O

est la seule singularité de A de multiplicité algébrique d.

Le champ de vecteurs homogene —B(x,y) a% +A(x,y) % + Oa% définit aussi le feuilletage H car

est dans le noyau de la 1-forme précédente. Notons, pour abréger, A, = g—;‘, Ay = A B — 3—57

=5
B, = 3—5 ; d’apres la formule (1.1.7), le diviseur d’inflexion 1, de  est donné par

x —B BB,—AB,
0=|y A AA—BA, |=z
z 0 0

(xBy+YBy) BBy —ABy . .
= E(XA -‘ryB)(AXBy —A);Bx) = EC}[D}[,

R

(xAc+yA))  AA, —BA,

o Dy = A,By —AyB, € Clx,y]2q—2 et Cyy =xA+yB € Clx,y|q41 désigne le cone tangent de
H en1’origine O.
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Il en résulte que :

(i) le support du diviseur Ii}“[v est constitué des droites du cone tangent C, = 0 et de la droite
alinfini Lo ;

(i1) le diviseur I‘}r[ se décompose sous la forme I;:( = [T, Tfﬁl pour un certain nombre
n < degDy = 2d — 2 de droites 7; passant par O, p; — 1 étant I’ordre d’inflexion de la
droite 7;. Lorsque p; = 2 on parle d’une droite d’inflexion simple pour #, lorsque p; = 3

d’une droite d’inflexion double, etc.

Proposition 2.2. — Avec les notations précédentes, pour tout point singulier s € SingH N L.,
nous avons

Lv(#H,s)=1,

2. la droite Ly passant par I’origine O et le point s est invariante par # et elle apparait avec

multiplicité T(#H,s) — 1 dans le diviseur Dy = 0, i.e.

H,s)—1
D, =18 [ L
H A
seSingHNLe
Démonstration. — Soit s un point singulier de # sur L., = (z = 0). Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que les coordonnées homogénes de s sont de la forme [xq : 1 : 0], xo € C.

Dans la carte affine y = 1, # est décrit par la 1-forme
0 =zA(x,1)dx— (xA(x, 1)+ B(x,1))dz ;

la condition s € SingH est équivalente a B(xp,1) = —xpA(xo,1). L’égalité pgcd(A,B) = 1
implique alors que A(xp,1) #0; d’ou V(H,s) = 1.

Montrons la seconde assertion. Le fait que
0 =A(x,1)(zd(x —x0) — (x —x0)dz) — (xoA(x,1) + B(x,1))dz

entraine que
t:=1(#,s) = min{k > 1 : J§ (xoA(x,1) +B(x,1)) # 0},

cela permet d’écrire xoA(x, 1) +B(x,1) = Y¢__cp(x —x0), avec ¢; # 0. Par suite

d—=
B(x,y) = (x—x0y)*P(x,y) —x0A(x,y), o P(x,y) =Y ciz(x—xop)y" "k
k=0

Un calcul élémentaire montre que Dy = A, B, — A, B, est de la forme Dy = — (x—x0y) " 1 Q(x,y),
avec Q € Clx,y] et
Q(x0,1) =TtP(x0,1) (XA, +yA,)

(x,y)=(x0,1)
Comme P(xg,1) = c; et xA, +yA, =dA, Q(xp,1) =TcidA(xp,1) #0. O
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Définition 2.3. — Soit H un feuilletage homogene de degré d sur ]P’((z: ayant un certain nombre
m < d+ 1 de singularités radiales s; d’ordre T, — 1,2 < 1; < d pouri = 1,2,...,m. Le support
du diviseur It;{ est constitué d’un certain nombre n < 2d — 2 de droites d’inflexion transverses
Tjdordre p;j—1,2 <p; <dpour j=1,2,...,n. On définit le type du feuilletage # par

d—1

m n
Tr=Y Re1+ Y Tp1= Y, (- Re+1-T) €ZR1,Ry,... . Rg_1,T1, Ta,..., Tyi]
i=1 j=1 k=1

et le degré du type T, par deg Ty = Y9~ ! (e + 1) € N\ {0,1}; c’est le nombre de droites

distinctes qui composent le diviseur Dy, .
Exemple 2.4. — Considérons le feuilletage homogéne # de degré 5 sur }P’% défini par
o = y dx+ 2x° (3x> — 5y%)dy.
Un calcul élémentaire conduit a
Cyr = xy (6x* — 10x%y* +*) et Dy =150 (x—y)(x+y) ;

on constate que 1’ensemble des singularités radiales de # est constitué des deux points [0: 1 : 0]
et [1:0:0]; leurs ordres de radialité sont égaux respectivement a 2 et 4. De plus le support du
diviseur I‘}r[ est formé des deux droites d’équations x —y =0 et x+y = 0; ce sont des droites
d’inflexion transverses simples. Donc le feuilletage # est du type T5y =1-Ry+1-Ry+2-T
et le degré de 7, est deg T, = 4.

A tout feuilletage homogene # de degré d sur IP% on peut associer une application rationnelle
G, - P{. — P{. de la fagon suivante : si # est décrit par @ = A(x,y)dx + B(x,y)dy, A et B

désignant des polyndmes homogenes de degré d sans facteur commun, on définit G 4 Par

G, (x:y]) = [=A(xy) - Blx,y)] 5

il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de la 1-forme homogene ® décrivant le
feuilletage # .

Dorénavant nous noterons I’application G 5 simplement par G. Le feuilletage homogene H
ainsi que son tissu dual Leg# peuvent étre décrits analytiquement en utilisant uniquement
I"application G. En effet, la pente p de T, ,) # est donnée par G([x:y]) = [p: 1] et les pentes x;
Sy e G P ) = {lpip): 11
A(l,z)
B(1,2)

_ A(Lm)+B(1,z) _ Cylly2) |
G(z)—z=~ B(1,2) __l;él,Z) ’

(i=1,...,d) de T, ,Leg# sont données par x; =

En carte affine C C Rlc cette application s’écrit G : z— — .Ona
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de plus, les identités dA = xA, +yA, et dB = xB,+yB, permettent de réécrire le diviseur Dy,
sous la forme Dy, = —% (BAy — ABy) de sorte que

G- - <BA),B—2AB).>

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :

_ Dy (1,2)
wy)=(1z) dB%(1,z)’

1. les points fixes de G correspondent au cone tangent de H en lorigine O (i.e. [a: D] € JP’(IC

est fixe par G si et seulement si la droite d’équation by — ax = 0 est invariante par A ) ;

2. le point [a : b] € P{. est critique fixe par G si et seulement si le point [b: a: 0] € Lo, est
singulier radial de #. La multiplicité du point critique [a : b] de G est exactement égale a

I’ordre de radialité de la singularité a I’infini ;

3. le point [a : b] € Pl est critique non fixe par G si et seulement si la droite d’équation
by —ax = 0 est une droite d’inflexion transverse pour # . La multiplicité du point critique

[a:b] de G est précisément égale a ’ordre d’inflexion de cette droite.

Remarque 2.5. — Un feuilletage homogene de degré d supérieur ou égal a 2 sur IP% ne peut

avoir d + 1 singularités radiales distinctes, ou, ce qui revient au méme, ne peut étre de type

d—1 d—1
Z(rk'Rk—i_tk'Tk)a avec Zrk:d—i—l.
k=1 k=1

Ceci découle du fait bien connu qu’une application rationnelle de la spheére de RIEMANN dans

elle-méme a au moins un point fixe non critique, voir par exemple [23, Théoreme 12.4].

2.2. Etude de la platitude du tissu dual d’un feuilletage homogéne

La Proposition 3.2 de [4] est un critére de la platitude de la transformée de LEGENDRE
d’un feuilletage homogeéne de degré 3. Notre premier résultat généralise ce critere en degré

arbitraire.

Théoréme 2.6. — Soit H un feuilletage homogéne de degré d > 3 sur IP%. Alors le d-tissu
Leg# est plat si et seulement si sa courbure K (Leg#{) est holomorphe sur G (I5,).

La démonstration de ce théoreme utilise les Lemmes 2.7 et 2.8 qui suivent. Dans ces deux
lemmes, # désigne un feuilletage homogene de degré d > 3 sur IP’% défini, en carte affine

(x,y), par la 1-forme
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Lemme 2.7. — Le discriminant de Leg# se décompose en
A(Leg#) = Gy (I5,) UZR U O,
ou ir;[d désigne 1’ensemble des droites duales des points de
M = {5 € Sing# : v(#H,s) = 1,1(H,s5) > 2}.

Démonstration. — Par le Lemme 1.24, A(LegH) = Gy (1) U Y/, olt Xy est ensemble des
droites duales des points de £, = {s € Sing# : t(H,s) > 2}. D’apres la premiere assertion
de la Proposition 2.2, I’origine O est le seul point singulier de # de multiplicité algébrique

P P s A, P o d
supérieure ou égale a 2 ; par conséquent X, = X7 U {0}. 0

Lemme 2.8 ([4], Lemme 3.1). — Si la courbure de LegH est holomorphe sur IF%\O, alors
Leg# est plat.

Démonstration. — Soit (a,b) la carte affine de P2 associée a la droite {ax—by-+1=0} C P4;
le d-tissu Leg# est donné par la d-forme symétrique & = bA(db,da) + aB(db,da). L’homo-
généité de A et B implique alors que toute homothétie hy, : (a,b) — A(a,b) laisse invariant
Leg# ; par suite
hy (K(LegH)) = K(Leg#).

En combinant I’hypothese de 1’holomorphie de la courbure en dehors de O avec le fait que O
est la droite a I’infini dans la carte (a,b), on constate que K(Leg#H ) = P(a,b)da A db pour un
certain P € C|a, b]. On déduit de ce qui précede que A>P(ha,\b) = P(a,b), d’oti I’énoncé. []

Démonstration du Théoréme 2.6. — L’implication directe est triviale. Montrons la réciproque ;
supposons que K (Leg#) soit holomorphe sur Gy(I3},). D’apres les Lemmes 2.7 et 2.8, il suffit
de prouver que K(Leg#) est holomorphe le long de & := i‘.;[ad\ Gs(13,). Supposons donc E
non vide ; soit s une singularité radiale de # d’ordre n— 1 telle que la droite $ duale de s ne
soit pas contenue dans gg{(lg[). La Proposition 1.25 implique qu’au voisinage de tout point
générique m de 3, le tissu LegH peut se décomposer comme le produit W, X W) _,, ot ‘W),
est un n-tissu irréductible laissant § invariante et ‘W);_, est un (d — n)-tissu transverse a §. De
plus, la condition s ¢ g}[(lg{) assure que le tissu W);_, est régulier au voisinage de m. Par

conséquent K (Leg#) est holomorphe au voisinage de m, en vertu de la Proposition 1.33. [

Corollaire 2.9. — Soit ‘H un feuilletage homogéne convexe de degré d sur le plan projectif

complexe. Alors le d-tissu LegH est plat.
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Le théoreme suivant est un critere effectif d’holomorphie de la courbure du tissu dual d’un
feuilletage homogene le long de 1’image par I’application de GAUSS d’une droite d’inflexion

transverse simple, i.e. d’ordre d’inflexion minimal.

Théoréme 2.10. — Soit H un feuilletage homogéne de degré d > 3 sur ]P% défini par la 1-
forme

®=A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,Be€ C|x,y]s, pgcd(A,B) =1.
Supposons que H ait une droite d’inflexion T = (ax+ by = 0) transverse et simple. Supposons
en outre que [—a : b] € PL. soit le seul point critique de G dans sa fibre G~ '(G([—a : b])).
Posons T' = G4(T) et considérons la courbe T'(, 3,y de ]P% définie par -

oP

— A(b,—a)

p ) 1 Alx,y) A(b,—
O(x,y;a,b) = a; =0, ou P(X,y;ajb)izm B(xy) B(b ) ‘

5 B(b,—a) y (x,y) B(b,—a)

y

Alors la courbure de Leg#H est holomorphe sur T' si et seulement si T = {ax+by =0} C T, ),

i.e. si et seulement si Q(b,—a;a,b) = 0.

Remarque 2.11. — LU hypothese que T = (ax + by = 0) est une droite d’inflexion pour H

implique que P € C[x,y];—2 et donc Q € C|[x,y];—3. En particulier lorsque d = 3 on a
Cy (B(b,—a),—A(b,—
Q(b,—asa,b) = y (B(b, —a), (2’ 9)) ;
(Cyr(b,—a))

en effet si on pose @ = A(b, —a), b = B(b, —a) et P(x,y;a,b) = f(a,b)x+ g(a,b)y on obtient

bA(b,—a) —aB(h,—a)  Cy (b,—a)

Q(b,—a;a,b) = f(a,b)b— g(a,b)d = P(b,—d;a,b) = =

(ab — ba)? (Cyr(b,—a))*
Démonstration. — A isomorphisme linéaire prés on peut se ramener a T = (y = rx) ; si (p,q)
est la carte affine de IP’% associée 2 la droite {y = px — ¢} C P%, alors T' = (p = G(r)) avec
G(z)= —28’2 . Comme I'indice de ramification de G en z = r est égal a 2 et comme z = r est

I’'unique point critique dans sa fibre G - (G(r)), cette fibre est formée de d — 1 points distincts,
soit Q’l (G(r)) ={rz1,22,.,24-2}. De plus, au voisinage de tout point générique de T, le
tissu dual de # se décompose en LegH = NH XK W, _, avec

d=2

=[] (dg—xi(q)dp),

i=1

W, = (dg—xo(q)dp)® et Wi

TI
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q et xi(q) = L, i=1,2,...,d —2. D’apres le Théoréme 1.29, la

G(r)—r G(r) =z

courbure de Leg# est holomorphe le long de T’ si et seulement si T’ est invariante par le

ol xo(q) =

barycentre de 7/, 5 par rapport a MA. Or la restriction de gy, (7 —2) a T' est donnée par
dg —B(g)dp =0 avec

Ainsi la courbure de Leg # est holomorphe sur 7' si et seulement si 3 = oo, i.e. si et seulement
s ed— 1 o . P
si Zf: 12 —— =0, car x9 # o (z = r est non fixe par G). Cette derniére condition se réécrit
Xi — X0 -

—z d-2

’_d—2+(g(r)—r)z

i=1 "%

2.2.1) i

r—z;
D’autre part les z; sont exactement les racines du polyndme

P(l,z;—r1) A(1,2)+ G(r)B(1,z)

F(z):=

B(l,r) (z—r)?
et donc
d—2 K~ | d=2 . 1 d—zdfzri | P
t:]r_zl_; F(’")g( Y) - F(n) & j:l( Zj)_F(r)'

J#i J#

Ainsi I’équation (2.2.1) est équivalente a (G(r) —r)F'(r) +(d —=2)F(r) =0, i.e.

opP
(22.2) (d=2)P(1,rs = 1)+ (G(r) )ay iy =0
comme P € C[x,y];—» on peut réécrire (2.2.2) sous la forme
opP oP
((@-2rei-r0 -5 +x605 )|, =05

celle-ci peut a son tour s’écrire

oP oP
<8x * g(r)ay> ‘y:rx =0

en vertu de ’identité d’EULER. Il en résulte que K (Leg) est holomorphe le long de T” si et

seulement si

oP oP
(B(l,r) —-— A1) ay) ‘y:rx — 0.
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(r)—z

Remarque. — En degré 3 I’équation (2.2.1) s’écrit Qf = 0; ainsi la courbure du 3-tissu
r—z

Leg#{ est holomorphe sur 7’ = (p = G(r)) si et seulement si G(r) = z1, i.e. si et seulement si

G(Gg(r) =g(r).
0

Le théoreme suivant est un critere effectif d’holomorphie de la courbure du tissu dual d’un
feuilletage homogene le long de I’image par I’application de GAUSS d’une droite d’inflexion

transverse d’ordre maximal.

Théoréme 2.12. — Soit #H un feuilletage homogéne de degré d > 3 sur ]P% défini par la 1-
forme

®=A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B€ Clx,yls, pged(A,B)=1.

Supposons que H posséde une droite d’inflexion transverse T d’ordre maximal d — 1 et posons
T' = G4(T). Alors la courbure de Leg# est holomorphe le long de T’ si et seulement si la

2-forme dm s’annule sur la droite T.

La démonstration de ce théoréme utilise le lemme technique suivant, qui nous sera aussi utile

ultérieurement.

Lemme 2.13. — Soit f: IP’(E — ]P’(}: une application rationnelle de degré d; f (z) = ZEZ; aveca et
<

b des polynémes sans facteur commun et max(dega,degb) = d. Soit zp € C tel que f(zp) # oo.

Alors, zq est un point critique de f de multiplicité m — 1 si et seulement s’il existe un polyndéme

c € C[z] de degré < d — m vérifiant c(z9) # 0 et tel que a(z) = f(z0)b(z) + ¢(z)(z — z0)™.

Démonstration. — D’apres la formule de TAYLOR, I’assertion z = z est un point critique de

f de multiplicité m — 1 se traduit par f(z) = f(z0) +h(z)(z—z0)", avec h(zp) # 0. Par suite

a(z) = f(20)b(z) = ¢(2)(z—20)"

avec ¢(z) := h(z)b(z), ¢(z0) # 0; comme le membre de gauche est un polyndme en z de degré

< d celui de droite aussi. On constate alors que la fonction ¢(z) est polynomiale en z de degré

<d—m,d’ ou I’énoncé. O
Démonstration du Théoreme 2.12. — On peut se ramener a T = (y = rx) ; si (p, q) est la carte
. A(l
affine de P associée a la droite {y = px—q} C P4, alors T’ = (p = G(r)) avec G(z) = _BEI,Z; :
7 7 Z
De plus, le d-tissu LegH est décrit par Hf-lzl ®;, ol
. dg 1 —1
@ = — —Li(p)dp, Ai(p)=——F et pi(p)} = p)-
=7, i(p) i(p) Py {rilp)}=6"(p)
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En appliquant les formules (1.3.2) et (1.3.3) a LegH = W(®;,@,,...,0,) on constate que
N(Leg#) s’écrit sous la forme

n(Leg#) = a(p)dp+ da Y

Bije(p),
4 1<i<j<k<d
avece
Y A -\
ij = l + -
N Y T Y W R (YR W T Yy WA

Me— ) (A — Q)
Comme le point z = r est critique non fixe pour G de multiplicité d — 1, il existe un isomor-
phisme analytique @ : (C,0) — (C,0) tel qu’au voisinage de 7’ on ait

A = o5 (- g) ). e g
Notons que )
M) =+ (r—gtn) 7 {c‘cp’(m + 290 (p- 60 +o((p- g<r>>5)] ,
et
M)~ 1) = (= 600) G OUC -0 (-GN,
Il s’en suit que

Bucr) = (1= 60) Bk (0— 60D, avee Bi(a) €l

En fait, si (7', j/,k") désigne trois permutations circulaires de i, j et k, on a

s ¢’ _
b =490 &, T @ ) "
0
et
o ¢(0) G+ 90
P = 24907 | 2oy, T—CNT ~T)  2dg (O

-1

En posant B(2) i= Liic joxca Bik(z) et B(2) = Licic jokca Bi(2), on obtient que

B = (- 60) "B ((r-G01)?).
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Comme K (Leg#) = dn(Leg#) = B’((Zp)

dp Adg et comme B(p) € C{p— G(r)} [p_lg(r)} ’

on en déduit que K(Leg#) est holomorphe le long de T’ = (p = G(r)) si et seulement si
B(z) € 2C{z} satisfait la condition N
—_ B0 — i/ _ (4 _¢"(0)
0= B (0) a 1§i<;<'k§d ijk(O) o <3> Zd(P/(O)Z’
i.e. si et seulement si @”(0) = 0.
D’apres le Lemme 2.13, le fait que z = r est un point critique (non fixe) de G de multiplicité
d — 1 se traduit par —A(1,z) = G(r)B(1,z) + c(z — r)¢, pour un certain ¢ € C*. Par suite

d
Ary) = —GBy) —cr—r! et Blxy)=bp + Y bily— o).
i=1

Puisque by = B(1,r) # 0, on peut supposer sans perte de généralité que by = 1. Ainsi

dm‘y:rx = <d+b1(g(r) - r)) x4 Ldx Ady.

c(z—r)?

1—|—b1(z—r)+...
G(r), ’équation G(z) = p est équivalente a

D’autre part, G(z) = G(r) + et, pour tout p € PL suffisamment voisin de

1

(r-6()’

_ ez
Y1+bi(z—r)+--

:c%(z—r) [1—011b1(z—r)+---

Par suite les p;(p) € G~ !(p) s’écrivent

1

plp) =+ 0 (p— 60)) + 22 (p— 6) 4

cd dcd
et donc
p—pi<p>=(g<r>—r)—c{.lc"(p—g<r>)"f—dbc‘ﬁczf(p—gm)‘zf+--~+(p—g<r>)+---
Par conséquent
p) = =05 (r-60) + L0 (p- ) +
p—rilp) G(r)—r Z 2 El ’
avec
GO = #0 e 0= [drh(G() ).

ci(G(r)—r)? ded (G(r) —r)

ce qui termine la démonstration. OJ
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Comme conséquence immédiate des Théorémes 2.6, 2.10, 2.12 et de la Remarque 2.11 nous ob-
tenons la caractérisation suivante de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuille-

tage homogene de degré 3 sur le plan projectif complexe.

Corollaire 2.14. — Soit # un feuilletage homogéne de degré 3 sur IP% défini par la 1-forme
0 =A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B€ Clx,y]3, pged(A,B)=1.

Alors, le 3-tissu Leg# est plat si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(1) pour toute droite d’inflexion de H transverse et simple Ty = (ax+ by = 0), la droite
d’équation A(b,—a)x+ B(b,—a)y = 0 est invariante par H;

(2) pour toute droite d’inflexion de # transverse et double T, la 2-forme d® s’annule sur T5.

En particulier, si le feuilletage H est convexe alors Leg# est plat.

Ce corollaire jouera un rdle important au Chapitre 3.

2.3. Platitude et feuilletages homogenes de type appartenant a Z [R;,R,, ... ,Rys_1, T, T4—1]

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire certains feuilletages homogenes de
degré d > 3 sur PZ, de type appartenant 2 Z [R1,Rs,...,Ry_1, T, T;_1] et dont le d-tissu dual
est plat. Nous considérons ici un feuilletage homogene H de degré d > 3 sur ]P’((z: défini, en carte

affine (x,y), par
0 =A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B€ Clx,yls, pged(A,B)=1.

A(1,z2)
B(1,7)

L’ application rationnelle G : IP’(IC — ]P’(lc, G(z) =— , nous sera tres utile pour établir les

énoncés qui suivent.

Proposition 2.15. — Si deg‘T;; = 2, alors le d-tissu Leg#H est plat si et seulement si H est
linéairement conjugué a I'un des deux feuilletages }[ld et %d décrits respectivement par les
1-formes

1. (Df = y?dx — x%dy;

2. co;l = x?dx —y?dy.
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Démonstration. — L’ égalité deg T, = 2 est réalisée si et seulement si nous sommes dans 1’une
des situations suivantes

(1) Ty =2-Ry-1;

(i) Ty =2-Ta-1;

(iii) Ty =1-Rg1+1-Ty 1.
Commencons par étudier 1’éventualité (i). Nous pouvons supposer a conjugaison pres que les
deux singularités radiales de # sont [0:1:0] et [1:0: 0], ce qui revient & supposer que les
points oo = [1: 0], [0: 1] € P{. sont critiques fixes de G, de méme multiplicité d — 1. Cela se
traduit par le fait que A(x,y) = ay? et B(x,y) = bx, avec ab # 0, en vertu du Lemme 2.13. Par
suite ® = ay’dx — (—b)x?dy et nous pouvons évidemment normaliser les coefficients a et —b a
1. Ainsi # est conjugué au feuilletage #H décrit par @f = y?dx — x?dy ; le d-tissu Leg H{? est
plat car # est convexe.
Intéressons-nous 2 la possibilité (ii). A isomorphisme linéaire prés nous pouvons nous ramener
a la situation suivante :

e les points [0: 1], [1 : 1] € PL sont critiques non fixes de G, de méme multiplicité d — 1;

* G(0)et G(1) # .

Toujours d’apres le Lemme 2.13, il existe des constantes o, § € C* telles que

—A(1,2) = G(0)B(1,2) + az? = G(1)B(1,2) +B(z— 1)*

avec G(0) #0, G(1) # 1 et G(0) # G(1). Lhomogénéité de A et B entraine alors que

®= (Q(O)S(yﬁ)d *g(l)ryd> dx+ (ryd *S(y*X)d) dy

o« B
avecr—ga)_g(o);éo et Q(l)—Q(O)

d-tissu Leg#{ est plat si et seulement si dw s’annule sur les deux droites y(y —x) = 0. Un calcul

= (0. D’apres les Théorémes 2.6 et 2.12, le

immédiat montre que

dw Oz—sd(g(O)—l)xd’ldx/\dy et do)’ = rd G(1)x" " 'dx A dy.
y= = y=x

Ainsi Leg#{ est plat si et seulement si G(0) = 1 et G(1) =0, auquel cas

= s(y— >dx+( —s(r=)") dy;

—1 —
quitte a remplacer ® par ¢*®, ol Q(x,y) ( aFX T —raF y) on se ramene a

0=00, ¢ — x¥dx —ydy.
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Considérons pour finir 1’éventualité (iii). Nous pouvons supposer que la singularité radiale
de # est le point [0 : 1: 0] et que la droite d’inflexion transverse de # est la droite (y =0);
G(0) # G(eo) =0 car G - (G(0)) = {0}. Un raisonnement analogue a celui du cas précédent

conduit a

0=- (Q(O)Bxd + Oﬁyd) dx 4 Bx?dy, avec (x[SQ(O) £0
La courbure du tissu associé a cette 1-forme ne peut pas étre holomorphe sur G4/ ({y =0}) car

dco‘ = dBxdxAdy £ 0
}7:

il en résulte que Leg# ne peut pas étre plat lorsque Ty = 1-Ry_1 +1-Ty_;. Ul

Proposition 2.16. — Soit v un entier compris entre 1 et d — 2. Si le feuilletage # est de type
T}[: 1-Ry+1-Ryyv_1+1-Ry_1, resp. Tg_[: I1'‘Ry+1-Ry_yv 14+1-Ty_1,

alors le d-tissu Leg# est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage

17-[3d’v, resp. ,‘7-[4‘1"\', donné par

o § (e

i=v+1

d
d
e " = (@ v1) 3 ()¢ vacevy (§)e v
l

i=v+1 i=0

Démonstration. — Dans les deux cas, nous pouvons supposer a conjugaison linéaire pres que
les points [0: 1], [1: 0], [—1: 1] € P sont critiques de G, de multiplicité v,d —v—1,d — 1
respectivement. Les points [0 : 1] et [1 : 0] sont évidemment fixes par G ; le feuilletage # est
de type Tyr = 1-Ry+1-Ryy 1 +1-Ry1 (resp. Ty =1-Ry+1-Ryy 1 +1-Tyg1) si et
seulement si le point [—1: 1] est fixe (resp. non fixe) par G. Puisque G~ ( (1)) ={-1}
nous avons G(—1) # G(e0) = e. Donc, d’apres le Lemme 2.13, il existe une constante o € C*

et un polyndme homogene By € Clx,y]y tels que
—A(x,y) = G(=1)B(x,y) +aly+x)?, B(x,y)=x'"By(x,y) et y'divise A(x,y).

Il en résulte que

d
A(ey) = g<—1>xdVBv<x,y>+ocz(”.l)xdfyf

i=0 \!

= G(_l)xd_va(x,y)—FOCg (f) d=iyi | o Z ( ) diyi .

B i=v+1
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par suite A(x,y) est divisible par y*! si et seulement si

OLZ <)d“ et G(—1)x""VBy(x,y) +0€Z()d_iyi:0.

i=v+1 i=0

1
Quitte a remplacer ® = A(x,y)dx + B(x,y)dy par —g@onse ramene a

o= f (‘il)x"‘fyl’dw g(l_l)ic_l) dhyidy,  G(—1) # G(0)=0.

i=v+1 i=0
e Si G(—1) = —1 nous obtenons le feuilletage ﬂ-[f’v décrit par
d d . v
m;l,\/: Z <'>xd’y’dx—z<_> d—i ldy,
i=v+1 \! i=0 \!

la transformée de LEGENDRE Legﬂ-[3d’v est plate car }[3d’v est convexe.
e Si g(—l) # —1 alors, d’aprés les Théoremes 2.6 et 2.12, le d-tissu Leg# est plat si et

seulement si

0= dco}y__x (d )“)VH(VH)[G( )V—d+v+l}xd_1dx/\dy,

v+l1l/) (d-1)G(-1)
d—v—1
i.e. si et seulement si G(—1) = +, auquel cas

d—v-1o=0l"=(d-v-1) f <f) =i 'dx+v2< ) d=iyidy,

i=v+1

Proposition 2.17. — Si le feuilletage H est de type
‘T}[: 1-Rg2+1-Ti+1-Ry_y, resp. ‘Tg{: 1-Rg2+1-T1+1-Ty_q,

alors le d-tissu Leg# est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage }gd ,
resp. HY, décrit par
o¢ = 2y%dx 4 x4 (yd — (d — 1)x)dy,

resp. f = <(d — 124 —d(d—1)x" "y + (d + l)yd) dx+x?71 (yd — (d — 1)x) dy.

Démonstration. — Nous allons traiter ces deux types simultanément. A isomorphisme linéaire
pres, nous pouvons nous ramener 2 la situation suivante : les points [1: 0], [1: 1], [0: 1] € PL
sont critiques de G, de multiplicité d —2, 1, d — 1 respectivement. Le point [1 : 0] (resp. [1 : 1])
est fixe (resp. nor:ﬁxe) par G ; le feuilletage # est de type Ty = 1-Ryo+1-T1+1-Ryy
(resp. Tyy=1-Ry_r+1-T) ;— 1-T4—1) si et seulement si le point [0 : 1] est fixe (resp. non fixe)
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par G. Puisque Q_I(Q(O)) = {0} nous avons G(0) # G(1) et G(0) # G(c0) = oo; de plus
G(1) # G (o) = oo car Q‘l (G(e0)) = {e0,z0} pour un certain point zy # oo, non critique de G.
Par suite, d’apres le Lemme 2.13, il existe une constante o. € C* telle que

~A(xy) = GOBxY) + oy’ et Blxy)=Sx (yd— (d - 1)),
avec s = G(1) — G(0) # 0. Quitte a multiplier ® = A(x,y)dx + B(x,y)dy par é on se rameéne a

0= (G(0)x (v — (d— 1))+ ) de+2"" (yd — (d — 1)) d:

D’apres ce qui précede le point [1 : 1] est le seul point critique de G dans sa fibre G - (G(1)).
Donc, d’apres le Théoreme 2.10, la courbure de LegH est holomorphe sur Gy ({y = x}) si et

seulement si
0=0(1,1:—1,1) = —ésd(d— D(d—2)(G(0)+5+2),

i.e. si et seulement si s = —G(0) —2.
e Si G(0) = 0 alors la condition s = —G(0) —2 = —2 est suffisante pour que Leg#{ soit

plat, en vertu du Théoreme 2.6, auquel cas
o= of =2ydx+x"(yd — (d — 1)x)dy.

e Si G(0) # 0 alors, d’apres les Théoremes 2.6 et 2.12, LegH est plat si et seulement si

s=—G(0)-2 et OEdO)‘ (= d(G(0)—d+1)x""dxAdy,

y=

i.e. siet seulement si G(0) =d —1 et s = —d — 1, auquel cas
0=af= ((d— 124 —d(d —1)xy+ (d + l)yd) dx+ 27 (yd — (d — 1)x) dy.

O



CHAPITRE 3

FEUILLETAGES DE DEGRE TROIS DE P% AYANT UNE
TRANSFORMEE DE LEGENDRE PLATE

Dans ce chapitre, nous noterons F(d) I’ensemble des feuilletages de degré d sur PZ ; c’est
un ouvert de ZARISKI de I’espace projectif IP’((Cd +2>2_2. Le groupe des automorphismes de IP’((Z:
agit sur F(d) ; I’orbite d’un élément 7 € F(d) sous I’action de Aut(P%) = PGL3(C) sera notée
O(F). Nous désignerons par FP(d) le sous-ensemble de F(d) formé des F € F(d) tels que
Leg¥ soit plat; c’est un fermé de ZARISKI de F(d) et donc, si F € FP(d), alors I’adhérence
O(F) de O(¥) dans F(d) est contenue dans FP(d).

Ce chapitre comprend trois sections. Dans la premiere section, nous établissons la classification
a automorphisme de IP’%C pres des feuilletages homogenes de FP(3). Dans la deuxieme section,
nous classifions complétement les feuilletages de FP(3). Dans la troisieme section, nous don-

nons une description des composantes irréductibles de FP(3).

3.1. Classification a automorphisme pres des feuilletages homogenes de FP(3)
Cette section est consacrée a la démonstration de 1’énoncé suivant.

Théoréme 3.1. — A automorphisme de IP% pres, il y a onze feuilletages homogenes de degré
trois H,, ..., H sur le plan projectif complexe ayant une transformée de LEGENDRE plate. Ils
sont décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes
1. o =y’dv—x’dy;
0 =x3dx—y3dy;
03 =y?(3x+y)dx —x*(x+3y)dy;

05 = 2y3dx+x*(3y —2x)dy;

2

3

4. o =y*(3x+y)dx+x>(x+3y)dy;

5

6. e = (4x° —6x%y+4y>)dx+x*(3y — 2x)dy;
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7. 7 =y dx+x(3y? —x?)dy;

8. g =x(x*—3y")dx—4y3dy;

9. @9 =y ((—3+iV3)x+2y)dx+x> ((1+iv3)x—2iv3y)dy;

10. o190 = (3x+V/3y)y*dx + (3y — v3x)x%dy;

11. oy = (33 +3v3x%y +3xy2 + /3y )dx + (v/3x3 +3x%y + 3v/3xy% 4 3y3)dy.

Considérons un feuilletage homogene # de degré 3 sur IP% défini, en carte affine (x,y), par
o = A(x,y)dx+ B(x,y)dy,

ou A et B désignent des polyndmes homogenes de degré 3 sans composante commune ; la
classification menant au Théoreme 3.1 est établie au cas par cas suivant que degZ, = 2,3
ou 4, i.e. suivant la nature du support du diviseur Dy = A, B, — A, B, qui peut étre deux droites,

trois droites ou quatre droites. Pour ce faire commencgons par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. — Si‘T, =2-T|+1-Ry, resp. Tyy =2-T; + 1-T», alors, a conjugaison linéaire
prés, la 1-forme ® décrivant H est du type

o=yde+ (Bx’ —3Bxy* +ay’) dy, B((2B—1)>—a?) #0,

resp. ® = (x3 — 3y + OLy3) dx + (5)63 —38xy* + [3)’3) dy, (B—od) ((B- 2)* - (a— 28)2) # 0.

Démonstration. — A isomorphisme prés nous pouvons nous ramener a Dy, = cy?(y —x) (y+x)
pour un certain ¢ € C*. Le produit Cs(1,1)Cy(1,—1) est évidemment non nul; H est de
type Tyy =2-T1+ 1Ry (resp. Tyy = 2T+ 1-T,) si et seulement si Cy(1,0) = 0 (resp.
Cy(1,0) # 0). Ecrivons les coefficients A et B de o sous la forme

Ax,y) = a0x3 + alxzy + agxy2 + a3y3 et B(x,y) = box3 + blxzy + ngy2 + bgy3 ;
nous avons donc
Cyp = aox” + (a1 + bo)xX’y + (az + by )x*y* + (a3 + ba)xy’ + b3y
et
Dy = (aph; — albo)x4 +2(aphy — azbo)x3y + (3apbs +a1by — axby — 3a3b0)x2y2
+2(a1b3 — agbl)xy3 + (axb3 — Clgbz)y4.

Ainsi Cy(1,0) = ap et
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apby = aybg
apby = arby
(3.1.1) Dy =c’(y—x)(y+x) & arbsy = azb,

(12]93 — a3b2 =C
3agbs +a1by — arby — 3azby = —

\

e Siag # 0 alors le systeme (3.1.1) équivaut a
ay = 0, a) = —361(), b] = O, b2 = —3b0, Cc = —3((10193 —a3b0).

Posons a3 = ap, by = apd, b3 = aoP; alors, quitte a diviser ® par ay, cette forme
s’écrit

®= (x3 —3xy* + 0Ly3) dx+ (5x3 —38xy* + By3) dy;
un calcul direct montre que la condition ¢ Cy/(1,1)Cyr(1,—1) # O est vérifiée si et seule-

ment si (B —ad) ((B—2)? — (a—28)%) #0.

e Si ag = 0 alors le systéme (3.1.1) conduit a
a) =day = bl = 0, b2 = —3b0, Cc = 3613[90 7é 0.

. ) 1
Ecrivons by = a3 et b3 = aza; alors, quitte a remplacer ® par —®, on se rameéne a
as

o= y>dx+ (Bx3 — 3Bxy2 + 06y3) dy,

et la non nullité du produit ¢ Cy/(1,1)Cys(1,—1) est équivalente a B (2B — 1)* — o) # 0.
O

Lemme 3.3. — Si le diviseur Dy, est réduit, i.e. si degZ, = 4, alors ® est, a conjugaison
linéaire prés, de I’une des formes suivantes
2 2
Y ((2r+3)x—(r+2)y)dx —x*(x +ry)dy,
ot r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)#0;
2. sy ((2r+3)x— (r+2)y)dx — x*(x + ry)dy,
ot rs(s—1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) (s(2r+3)> =) #0;
3. ty*((2r+3)x— (r+2)y) dx — x*(x 4 ry)d(sy — x),
ou rst(r+1)(r+2)(r+3)2r+3)(s—t—1)(tu® —r*su—r*v) #0, u=2r+3 et v=r(r+2);
4. uy* ((2r+3)x— (r+2)y)d(y —sx) —x*(x +ry)d(ty — x),
o ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st — 1) (su+t —u—1)(uv* + suwv + r’twy + r’w?) £ 0,
v=2r+3 et w=r(r+2).
Ces quatre modeles sont respectivement de types 3-Ry+1-Ty, 2-R;+2-Ty, 1-R;1+3-Ty, 4-T;.
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Démonstration. — D’apres la Remarque 2.5 le feuilletage # ne peut étre de type 4-R;; nous
sommes donc dans 1’une des situations suivantes

(i) Zyy=3-Ri+1-Ty;

(il)) Ty =2-R1+2-Ty;

(iii)) Ty =1-R;y+3-Ty;

(iv) Ty =4-Ty.
A conjugaison linéaire prés nous pouvons nous ramener a Dy, = cxy(y — x)(y — o) pour cer-

tains ¢, € C*, a0 #£ 1. Dans la derniére éventualité nous avons

Cyr(0,1)Cyr(1,0)Cyp(1,1)Cyy(1,0) # 0

et dans les cas (i), resp. (ii), resp. (ili) nous pouvons supposer que

Cy(0,1) =0 Cy(0,1) =0 Cy(0,1) =0
CulL0)=0 ) Cu1.0)=0 ] Cy(1,0)#0
Cﬂ{(lva)#o C.’l-[(L(x‘)?éO C}[(I,OC)#O

Comme dans le lemme précédent, en écrivant
A(x,y) = aoX +ar’y+axy’ +azy’ et B(x,y) = box’ +bix’y +baxy’ + b3y’

nous obtenons que

aob1 = albo
a2b3 = a3b2
(3.1.2) Dy=cxy(y—x)y—ox) <& 2(aibs —azby)) =c¢

2((10192 — agbo) =c
3agbs +a1by —arxby —3azbg = —C((X+ 1)

Envisageons 1’éventualité (iv). Comme ¢ # 0, ap = Cy(1,0) # 0 et b3 = Cy(0,1) £ 0, le

systeme (3.1.2) équivaut a

( arb
by = @bo b= clloo
a
o
a) = 703%2 @ = B4
3 2a Cé(c)z bz —azby)
c— 2ay (aob3 —a3bo) - c= 1140 ; 370
0
ao a1b30C
aobz—(xalbg =0 by = a0
(3ag + 20 +2ay )bz +ajby =0 ai(ay +2ap)ot+ap(2a; +3ag) =0
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Donc a; # 0 et puisque o # 0, le produit (a; + 2ap)(2a; + 3ap) est non nul. Il s’en suit que

a3(2a1 +3a0) a1bg b3(2611 +3a0)

a=——"]"—, by =—, by=———-—,
ay +2ag ag ay +2ap

0 — 7a0(2611 + 3ao) o 2aq (a0b3 — a3b0)

ai (a1 +2a9)’ ao '

b b
Posonsr:ﬂ, s:—@, t:——o, u:—73;alors
ao b3 ao aj +2610

by = —tay, by = —rtay, by = (2r+3)uag, bz =—u(r+2)ao,
ay = ray, ay = —su(2r+3)ay, asz = su(r+2)ay,

2r+3
o= T2 c=2r(r+2)u(st —1)a3.

. 1 . .
Quitte a remplacer ® par —®, le coefficient ag vaut 1 et ® s’écrit
ao

o0 = (x3 + rx?y — su(2r +3)xy? + su(r+ 2)y3) dx+ (—tx3 — rtx?y 4+ u(2r +3)xy* —u(r+ 2)y3) dy
= wy? ((2r43)x— (r+2)y)d(y —sx) —x*(x + ry)d(ty —x) ;

un calcul direct montre que la condition co(ot — 1)Cyyr(0,1)Cyr(1,0)Cyyr(1,1)Chr(1,0) # O est

équivalente a

ur(r+ 1) (r4+2)(r+3)(2r+3) (st — 1) (su+1 —u— 1) (w* + suwv® + r2ewv + r*w?) # 0

avecv=2r+3 et w=r(r+2).
Maintenant nous étudions la possibilité (iii). Dans ce cas nous avons b3 = C4(0,1) = 0 et
ap = Cyr(1,0) # 0; le systeme (3.1.2) conduit &

az:_a3(2a1+3a0)7 by = alb()’ by =0, G:—a0(2a1+3a0), C:—2a1a3b0.
ay +2ag ao ai(ai +2aop) ao
b
En posant r = ﬂ, s=—2 et 1= —L, nous obtenons que
ap ap ai +2a0
by = —say, b1 = —rsay, by =b3=0, c= —2rst(r+2)a%,
2r+3
ap = ray, ay =1(2r+3)ay, az = —t(r+2)ay, o= —r(:iz).

Quitte a diviser ® par @y on se ramene 2a

0 = (x3+rx2y+t(2r+3)xy2—t(r—|—2)y3)dx—sxz(x—i—ry)dy
1y (2r+3)x—(r+2)y) dx—xz(x+ ry)d(sy —x),
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et la non nullité du produit col(ot — 1)Cyyr(1,0)Cyyr(1,1)Cyr(1, ) se traduit par
rst(r41)(r42)(r4+3)(2r+3)(s—1— 1)(tu® — rPsu—r*v) #0, avec u=2r+3 et v=r(r+2).

Les deux premiers cas se traitent de fagcon analogue. Ul

Démonstration du Théoréme 3.1. — Premier cas : deg‘T;; = 2. Dans ce cas le 3-tissu Leg#H
est plat si et seulement si la 1-forme ® définissant A est linéairement conjuguée a I’une des
deux 1-formes
0] = y3dx—x3dy et )] :x3dx—y3dy.

C’est une application directe de la Proposition 2.15 pour d = 3.
Second cas : deg T, = 3.

e SiTy =2-Ri+1-Ry,resp. Tyy =2-Ry + 1Ty, alors, d’apres la Proposition 2.16, LegH

est plat si et seulement si @ est conjuguée a

3 1

3 . 3 .

o' = Y (z) -y (i)XS’y’dy = Y (3x-+y)dx — % (x+3y)dy = o3,
i=2 i=0

3 1
3 . 3 .
resp. O)i’l = Z <i>x3’y’dx+ Z (i>x3’y’dy = y?(3x+y)dx+ x*(x + 3y)dy = wy.

i=2 i=0

e SiTy=1-Ri+1-Ti+1-Ry,resp. Tyy =1-R; +1-T; +1-T», alors, d’apres la Propo-
sition 2.17, Leg est plat si et seulement si ® est conjuguée a
3_ 53 2 _
®; = 2y°dx+x°(3y —2x)dy = s,
3 4.3 2 3 2 _
resp. 0 = (4x° —6x"y + 4y’ )dx+x°(3y — 2x)dy = we.
e SiT, =2-T;+1-Ry,alors, d’apres le Lemme 3.2, la 1-forme ® est du type

o=ydx+ (Bx’ —3Bxy* + 0y’ dy, B((2B—1)*—o?) #£0,

et dans ce cas nous avons I7j, = (y —x)(y+x). D’apres le Corollaire 2.14, le 3-tissu Leg

est plat si et seulement si
0=0(I,1:i—-1,1)= (2p+2-)p et  0=0(I,~L;1,1) = —(2p+2+ 0B,

i.e. si et seulement si o« =0 et B = —1, auquel cas ® = @7 = y*dx +x(3y> — x?)dy.
e Dans ce deuxieéme cas, il ne nous reste plus qu’a traiter I’éventualité 7, =2-T;+1-T,.

Toujours d’apres le Lemme 3.2, o est, a conjugaison pres, de la forme

o= (=30 + 0y’ ) dr+ (8x° —38xy> + By’ ) dy, (B—ad) ((B—2)>— (0 —28)%) #0;
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comme I = y?(y —x)(y+x) le 3-tissu Leg# est plat si et seulement si

0=dw 0= 38x%dx A dy
y:

0=0(1,1;—-1,1) = (44+B—20.—23) (B — ad)
0=0(1,-1;1,1) = (4+ B+ 20+ 28) (B — ad),

en vertu du Corollaire 2.14. Tl s’en suit que Leg# est plat si et seulement si . =8 =0 et
B = —4, auquel cas ® = g = x(x> — 3y?)dx — 4y3dy.
Troisiéme cas : deg 7, = 4. Pour examiner la platitude dans ce dernier cas, nous allons appli-
quer le Corollaire 2.14 aux différents modeles du Lemme 3.3.

e Si 7, =3-R;+1-Ty, alors  est du type
w:y2((2r+3)x— (r+2)y)dx—x2(x+ry)dy

avec r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) # 0. Nous avons I}, = sx+ty ol s =2r+3 et t =

r(r+2); par suite le 3-tissu Leg#{ est plat si et seulement si
0=0(t,—s;5,t) = r(r+1)*(r+2)*(r+3)(2r+3) [rz +3r+3],
o : 3,.V3 o
i.e. si et seulement si r = —5 j:17. Dans les deux cas la 1-forme ® est linéairement
conjuguée a

0y = y* ((—3 +if3)x+2y) dx+x° ((1 +iv3)x — 21\/§y) dy;

en effet si 3 1 res +1 3 alors
r=———i—o r=—=4+1—,
2 1y TP )

0o = —(14+1V3)w, resp. Mg = —2¢"®, ol Q(x,y) = (y,x).
e Si 7y =2-R;+2-Ty, alors ® est de la forme
o = sy* ((2r+3)x— (r+2)y)dx — x*(x+ry)dy

avec rs(s — 1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) (s(2r+3)* —r*) # 0. Posons 1 = 2r +3 et
u=r(r+2);nous avons I = (y —x)(tx +uy). Donc Leg# est plat si et seulement si

0=0(1,1;—-1,1) = —s(r+1)?[s(r+2) +1]
0=0(u,—t;t,u) = rs(r+1)*(r+2)*(2r+3) [s(2r+3)*+ (r+2)r*]

i.e. si et seulement si r = ++/3 et s = —2+r, car rs(r+1)(r+2)(2r+3) # 0. Dans les

deux cas o est linéairement conjuguée a

0= (3x+ \@y)yzdx—k (3y— \@x)xzdy :
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en effet si (r,s) = (—v/3,—2—+/3), resp. (r,5) = (v/3,—2++/3), alors
o0 = V30, resp. @0 = —V30 0, ot @(x,y) = (x,—y).
Si T3 =1-R;+3-Tj, alors o est du type
= 1y? ((2r+3)x— (r+2)y) dx — x*(x + ry)d(sy — x)

avec rst(r+1)(r+2)(r+3)2r+3)(s—t — 1)(tu? —r’su—r*v) #0, u=2r+3 et
v =r(r+2). Puisque I\, = y(y — x) (ux+vy) la courbure de Leg# est holomorphe le long
de Gy ({y(y —x) = 0}) si et seulement si

0=0(1,0;0,1) =st[(2r+3)s— (r+2)]
0=0(1,1;—1,1) = —st(r+1)*[(r+2)(t + 1) +5],

2 2 2
i.e. si et seulement si s = 2’;:_ 3 et t =— 2(:1 3), auquel cas K(Leg#) ne peut étre

holomorphe sur G4/ ({ux+ vy =0}) car

O, —usu,v) = 12r(r+ 1) (r +2)°(r+3)(2r+3) 72 #0.
Par conséquent la transformée de LEGENDRE LegH de H ne peut étre plate lorsque

T}[Il'RI—I—?)-Tl.
Si Ty =4-Ty, alors o est de la forme

o =uy? ((2r+3)x— (r+2)y)d(y — sx) —x*(x+ ry)d(ry — x),

o ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) (st — 1) (su+1t —u— 1) (uv* + suwv> + r*twv +r?w?) £0,
v=2r+3 et w=r(r+2). Comme I}, = xy(y — x)(vx +wy) la courbure de Leg# est
holomorphe le long de G4/ ({xy(y —x) = 0}) si et seulement si

0=0(0,—1;1,0) = —u*(r+2)*(st — 1) [rs +1]
0=0(1,0;0,1) = —u(st — 1) [(2r +3)t —r —2]
0=0(1,1;—1,1) = —u(r+ 1)>(st = 1) [(rs + 25+ Du—t —r —2],

.e. si et seulement si ! t 7}’—1—2 et 7r(r—|—2)2 auquel cas
ie. u is=——,t= u=— , auqu
r 2r+3 2r+3 d

O(w, —viv,w) = 16r(r+1)°(r42)3(r+3)(2r+3) 2 [r2+3r+3] .

Par suite LegH est plat si et seulement si nous sommes dans 1’un des deux cas suivants

. 3 V3 1 V3 1 V3
Dr=-gting, s=ptig, 1=5 g, w=l
T2t T her T2 e T
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Dans les deux cas la 1-forme ® est linéairement conjuguée a
011 = (3x° 4+ 3V3x%y + 3xy* + 3y )dx + (V32> + 3x%y 4 3v3xy% + 3y )dy ;

en effet dans les cas (i), resp. (ii) nous avons

N —5in/6 N 5im/6
o1 =3¢T0, ol ¢ = (x,e ™0y, resp. @1 = 3@m, ol @, = (x,e”™0y).
Les feuilletages #,i = 1,...,11, ne sont pas linéairement conjugués car, par construction,
T_r]_[j # Ty pour tout j # i, d’oli I'énoncé. O

Une particularité remarquable de la classification obtenue est que toutes les singularités des
feuilletages #;,i = 1,...,11, sur la droite a I’infini sont non-dégénérées. Nous aurons besoin
dans la prochaine section des valeurs des indices CS(#;, Le,s), s € Sing#; N Lo.. Pour cela,
nous avons calculé, pour chaquei=1, ..., 11, le polyndme suivant (dit polyn6me de CAMACHO-
SAD du feuilletage homogéne ;)

CSy (M) = H (A—CS(H;, Loy 5)).

s€SingH;NLeo

Le tableau suivant résume les types et les polyndmes de CAMACHO-SAD des feuilletages #4;,
i=1,...,11.

i Tog CSy (M)
1 2-R, (A—1)2(A+1)?
2 2-T, (A—1)*

3 2:Ri+1-R; A—1)3A+2)
4 2-Ri+1-T, (A—1)2(A+1)?
5| 1R+ 1-Ti+1-Ry | A= 1)’ (A+ 1) (A+ %)
6 | L'Ri+1-Ti+1-Tr | A= 1)(A+2)(A—1)?
7 2-Ti4+1-R, (A=A = DA+ 1)?
8 2:Ti+1-Ty (A—15)*(A—2)?
9 3-Ri+1-T A—1)3A+2)
10 2-R;+2-Ty (A—1)2(A+3)?
1 4.T, A—3)*

TABLE 1. Types et polyndmes de CAMACHO-SAD des onze feuilletages homogenes
donnés par le Théoreme 3.1.
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3.2. Classification complete des feuilletages de FP(3)

Il s’agit dans cette deuxieme section de démontrer ’un des principaux résultats annoncés

dans I’Introduction :

Théoréme 3.4. — A automorphisme de IP?C pres, il y a seize feuilletages cubiques #,,. .., Hi,

H,...,Fs sur le plan projectif complexe ayant une transformée de LEGENDRE plate. IIs sont

décrits respectivement en carte atfine par les 1-formes suivantes

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

o =ydx—xdy;

O :x3dx—y3dy;

03 =y>(3x+y)dx —x*(x+3y)dy;

04 =y>(3x+y)dx+x*(x+3y)dy;

®s = 2y>dx+x*(3y —2x)dy;

0 = (4x> — 6x2y +4y3)dx +x*(3y — 2x)dy ;

07 =y dx+x(3y* —x%)dy;

0 = x(x* —3y?)dx — 4y*dy;

Wy =y? ((—3 +i\@)x+2y) dx + x2 ((1 +iv3)x — 2i\ﬁy) dy;
®10 = (3x++/3y)y*dx + (3y — v/3x)x*dy ;

011 = (33 +3v/3x2y +3xy% + /3y )dx + (vV3x® + 3x%y + 3v/3xy% + 3y%)dy ;
®; =y dx+x° (xdy — ydx) ;

@ =x dv+y’ (xdy - ydx) ;

®3 = (x° —x)dy— (¥’ —y)dx;

O = (> +y3)dx+ x> (xdy — ydx) ;

®s5 = y*(ydx 4 2xdy) + x> (xdy — ydx).

La démonstration comporte plusieurs étapes consistant en une analyse fine des singularités des
feuilletages de FP(3).
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3.2.1. Feuilletages de FP(3) n’ayant que des singularités non-dégénérées. — Parmi les
éléments de FP(d) n’ayant que des singularités non-dégénérées, il y a le feuilletage de FERMAT

F? de degré d défini en carte affine par la 1-forme
of = (¢! —x)dy — (' —y)dx;

en effet, d’une part Leg F ¢ est plat car il est algébrisable d’apres [21, Proposition 5.2] ; d’autre
part, un calcul élémentaire montre que toutes les singularités du feuilletage ¢ sont non-
dégénérées.

Remarque 3.5. — Dans I’énoncé du Théoreme 3.4, nous avons désigné par 73 le feuilletage
de FERMAT de degré trois, i.e. 3 := T3,

Le théoreme suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 3.6. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur IP’%. Supposons que toutes ses singu-
larités soient non-dégénérées et que son 3-tissu dual LegF soit plat. Alors ¥ est linéairement

conjugué au feuilletage de FERMAT 73 défini par la 1-forme ®3 = (x> —x)dy — (y° —y)dx.

Remarques 3.7. — (i) Pour d = 3 ou d > 5, ’adhérence O(F9) (dans F(d)) de O(F¢) est
une composante irréductible de FP(d), voir [21, Théoreme 3].
(ii) L’ensemble FP(4) contient des feuilletages a singularités non-dégénérées et qui ne sont

pas conjugués au feuilletage F*, e.g. la famille ( ,‘Ff )aec de feuilletages définis par
o +A((x* = Dy*dy — (y° — 1)x?dx).

En effet, d’apres [21, Théoreme 8.1], pour tout A fixé dans C, ,‘Ff € FP(4); de plus un
calcul facile montre que Tf est a singularités non-dégénérées. Mais, si A est non nul
F4 et Tf ne sont pas linéairement conjugués car le premier est convexe, alors que le

second ne I’est pas.

La démonstration du Théoréme 3.6 repose sur le Théoréme 3.1 de classification des feuilletages
homogenes appartenant a FP(3), et sur les trois résultats qui suivent, dont les deux premiers
sont valables en degré quelconque.

Notons d’abord que le feuilletage F¢ possede trois singularités radiales d’ordre maximal d — 1,

non alignées. La proposition suivante montre que cette propriété caractérise 1’ orbite de F¢.

Proposition 3.8. — Soit F un feuilletage de degré d sur ]P% ayant trois singularités radiales
d’ordre maximal d — 1, non alignées. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de
FERMAT F¢.
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Démonstration. — Par hypothese F possede trois points singuliers m, j = 1,2, 3, non alignés
vérifiant v(F,m;) = 1 et t(F ,m;) = d. D’aprés la Remarque 1.2, les trois droites joignant ces
points deux a deux sont invariantes par ¥ . Choisissons des coordonnées homogenes [x : y : z]
telles que m; = [0:0:1],my=[0:1:0] et m3 =[1:0:0]. Les égalités v(F,m;) =1 et
T(F,m;) = d, combinées avec le fait que (mom3) = (z = 0) est F-invariante, assurent que

toute 1-forme m décrivant ¥ dans la carte affine z = 1 est du type
@ = (xdy —ydx)(y+Ci(x,y) + -+ Ca—2(x,y)) +Aa(x,y)dx + B (x,y)dy

avecY#0, Ag4,Bg € Clx,yls, Cr € Clx,y|x pourk=1,...,d—2.

Dans la carte affine y = 1 le feuilletage ¥ est donné par
0= —(1z/+C(x, )2 -+ Cyalx, 1)) dx + Ag(x, 1) (zdx — xdz) — By(x,1)dz ;
nous avons 0 A (zdx —xdz) = zQ(x,z)dx A dz, avec
0(x,2) =x |z '+ Cy (e, N2 -+ Caa(, l)z} +By(x,1).

L’égalité t(F,my) = d entraine alors que le polyndme Q € Clx,z] est homogene de degré
d, ce qui permet d’écrire By(x,y) = Bx¢ et Ci(x,y) = &x*, B,8 € C. Par suite nous avons
J(lome =A4(0,1)(zdx —xdz) ; alors I’égalité v(F ,my) = 1 assure que A4(0,1) # 0.

De la méme maniere, en se placant dans la carte affine x = 1 et en écrivant explicitement les
égalités T(F,m3) = d et v(F,m3) = 1, nous obtenons que By(1,0) # 0, Ag(x,y) = oy et
Ci(x,y) = g, a,g; € C. Donc o # 0, les C sont tous nuls et @ est du type

o = Y(xdy — ydx) + oy?dx + Px?dy.

Ecrivons oo = yu'~? et B = —yA!~?. Quitte 2 remplacer ® par @*®, ol @(x,y) = (Ax,uy), le

feuilletage F est défini, dans les coordonnées affines (x,y), par la 1-forme

of = (x! —x)dy — (»? —y)dx. 0

Le résultat suivant permet de ramener 1’étude de la platitude au cadre homogene :

Proposition 3.9. — Soit F un feuilletage de degré d > 1 sur IP’% ayant une droite invariante L.
Supposons que toutes les singularités de F sur L soient non-dégénérées. Il existe un feuilletage
homogeéne H de degré d sur IF% ayant les propriétés suivantes

e Hec m 5

e L est invariante par H ;

e SingH NL=SingF NL;

o VseSingHNL, u(H,s)=1 et CS(H,L,s) =CS(F,L,s).
Si de plus LegF est plat, alors Leg# I’est aussi.
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Démonstration. — Choisissons, dans IP%, un systeme de coordonnées homogenes [x : y : z] tel
que L = (z =0); comme L est ¥ -invariante, F est défini dans la carte affine z = 1 par une

1-forme ® du type
d

Z i(x,y)dx + Bi(x,y)dy),

ou les A;, B; sont des polyndmes homogenes de degré i.
Montrons par 1’absurde que pged(A4, Bs) = 1; supposons donc que pged(Ay, By) # 1. Quitte

a conjuguer  par une transformation linéaire de C?> = (z = 1), nous pouvons nous ramener a
Ag(x,y) =xAq1(x,y) et By(x,y)=xBa1(x,y)

pour certains del, B,_; dans Clx,y]g—1; alors so = [0: 1: 0] € L est un point singulier de F.
Dans la carte affine y = 1, le feuilletage F est donné par

0 = i 2971A;(x, 1) (zdx — xdz) — Bi(x, 1)dz]
i=0

= [Ag(x,1)+zA4-1(x, 1)+ -](zdx — xdz) — [Bag(x,1) +zBg—1(x,1) +---]dz.

Le 1-jet de 6 au point singulier s = (0,0) s’écrit —[By_1(0,1)x+ By_1(0,1)z]dz ; ce qui im-
plique que u(F,so) > 1 : contradiction avec ’hypothése que toute singularité de F située sur
L est non-dégénérée.

I s’en suit que la 1-forme w; = A;4(x,y)dx+ Bg(x,y)dy définit bien un feuilletage homogene de
degré d sur P%, que nous notons #. Il est évident que L est # -invariante et que SingF NL =

SingH N L. Considérons la famille d’homothéties ¢ = @ = (%, %). Nous avons

d
e o' o =Y (¢/'Ai(x,y)dx+€/7'B;(x,y)dy)
i=0
qui tend vers @, lorsque € tend vers 0 il en résulte que H € O(F).
Montrons que H vérifie la quatrieme propriété annoncée. Soit s € Sing# N L. Quitte a conju-
guer ® par un isomorphisme linéaire de C?> = (z = 1), nous pouvons supposer que s = [0: 1: 0] ;
il existe donc un polynéme By € Clx,y]q—1 tel que By(x,y) = xBy_, (x,). Le feuilletage H

est décrit dans la carte affine y = 1 par
04 = Aa(x,1)(zdx —xdz) — B4(x, 1)dz.

Posons L =A4(0,1) et v=A44(0,1)+By_,(0,1). Le 1-jet de 8, en s = (0,0) s’écrit J(IO_O)Gd =
Azdx —vxdz, et celui de 6 est donné par J(l0 00 = Azdx —vxdz — zB4—1(0, 1)dz. L’hypothese
u(F,s)=1signifie que Av est non nul. Par suite u(H,s) =1 et CS(#,L,s) =CS(¥F,L,s) =%

L'implication K(Leg¥)=0 = K(Leg#) = 0 découle du fait que H € O(F). O
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Nous illustrons le résultat précédent en 1’appliquant au feuilletage F¢.

Exemple 3.10. — Le feuilletage de FERMAT F¢ est donné en coordonnées homogénes par la
1-forme

x?(ydz — zdy) + y? (zdx — xdz) + 2% (xdy — ydx).
Il possede les 3d droites invariantes suivantes :

(@ x=0,y=0,z=0;

() y=0Cr, y=0z x=Cz avec {1 =1.

Les droites de la famille (a) (resp. (b)) donnent lieu a 3 (resp. 3d — 3) feuilletages homogenes
appartenant 3 O(F¢) C FP(d) et de type 2-Ry—; (resp. 1-Ry—; + (d — 1) -Ry). Ceux qui sont
de type 2-R;_; sont tous conjugués au feuilletage }[]d donné par la Proposition 2.15 ; ceux qui

sont de type 1-Ry_1 + (d — 1) - Ry sont tous conjugués au feuilletage #H défini par la 1-forme
0f = (d— 1)y dx+x(x" —ay"")dy.

Le feuilletage #; est conjugué au feuilletage #; donné par le Théoréme 3.1, car ;' € FP(3)
et {Z}{O} = T%

Remarque 3.11. — Si F est un feuilletage de degré d sur IP’% et si m est un point singulier de
F, nous avons I’encadrement 6(F ,m) < t(F,m)+1<d—+ 1, ot 6(F,m) désigne le nombre

de droites (distinctes) invariantes par F et qui passent par m.
La premiere assertion du lemme suivant joue un réle clé dans la preuve du Théoréme 3.6.

Lemme 3.12. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur ]P%. Supposons que F ait une singularité
m non-dégénérée et que son 3-tissu dual Leg ¥ soit plat. Alors :

1. Si BB(¥F,m) & {4, %6}, par cette singularité passent exactement deux droites invariantes
par F.

2. Si BB(F,m) = %, par cette singularité passe une droite ¢ invariante par F et telle que
CS(¥,t,m)=3.

Démonstration. — i. Supposons que BB(F,m) # 4. Par hypothese u(F,m) = 1. Ces deux
conditions assurent I’existence d’une carte affine (x,y) de P% dans laquelle m = (0,0) et F est

défini par une 1-forme du type 0; + 6, + 03 + 04, ol

2 2
01 = Aydx+ pxdy, avec Au(A+u) #0, 0, = (Z (XiXZiyi> dx+ (Z BiXZiyi> dy,
i=0 i=0
3 o 3 o 3 .
93 _ Zaix3ftyt dx+ bix3ftyl dy, 0, = Zcix3fty1 (xdy—ydx),
i=0 i=0 i=0

1
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i.1. Supposons que BB(F,m) % ; cette condition se traduit par (A + 3u)(3A+u) # 0.
Commencons par montrer que oy = 0. Supposons par I’absurde que 0 # 0. Soit (p,q) la carte
affine de ]f”?c associée a la droite {px — gy =1} C P% ; le 3-tissu Leg F est donné par la 3-forme
symétrique
® = [(B2p + 02 —Ag%) dp® + (Bip+ g +Apg — upq)dpdg + (Bop + cog +up”) dg’] (pdg — qdp)

+q (ci3dp3 + azdpqu +a dpdq2 + agdq3) +p (b3dp3 + bzdpqu + by dpdq2 + bodq3)

+c3dp® + c2dp’dg + c1dpdg® + codg’.

Considérons la famille d’automorphismes @ = @s = (0o€ ™! p, 0loe2¢g). Nous constatons que
@ = lim €0, °9"® = (pdg — qdp) (~Ag*dp? + pq(h—m)dpdg + (up® +9)dq*) .

Puisque u est non nul @y définit un 3-tissu M}, qui appartient évidemment 2 O(Leg ¥ ). L’image
réciproque de M) par I’application rationnelle y(p,q) = (AMp+4q),—MA+u)?pg) s écrit
VM = F1 X FH K F, ou

Fiiq*dp+p*dg=0, F:ug*dp+p(hg+ug—Ap)dg=0, F:up*dg+q(Ap+up—2Ag)dp=0.

Un calcul direct, utilisant la formule (1.3.2), conduit a

5(A+u)p* — (8A+Tu)pg + (3N +4u)
(A+w)p(p—q)?

5(A+u)g* — (8A+Tu)pg + (3A+4u) p*

q2
dp+
b A+u)g(p—q)?

Ny m) =

dg

de sorte que

4u(p+q) .
) (p—qp P 4470

comme Leg¥ est plat par hypothese, il en est de méme pour W ; par suite K(y* W) =

K(y" Mp) = dn(y*" M) = —

V*K (M) = 0, ce qui est absurde. D’ou 1’égalité oy = 0.
Montrons maintenant que ap = 0. Raisonnons encore par I’absurde en supposant ag # 0. Le
feuilletage ¥ est décrit dans la carte affine (x,y) par 6 = 0; + 6, + 03 + 04 avec ap = 0. En
faisant agir la transformation linéaire diagonale (ex,ao€y) sur @ puis en passant 2 la limite
lorsque € — 0 nous obtenons

8 = Aydx + pxdy +xdx

qui définit un feuilletage de degré trois Fy € O(F).

(
Notons Iy = 1§, Go = Gy, etly = Gy '(Go(Tp)) \ Io, ot I’adhérence est prise au sens ordinaire.
Un calcul élémentaire montre que

4Ny 3 u
B Ay +uy) B+ hy+uy

Gix) = ( ). o= {(69) €€ 5 (=205 + Ay =0} C P

4N
et que la courbe I3 a pour équation affine f(x,y) =y —vx’ =0,00v = — _ahtH

INA+u)
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Comme Leg¥ est plat, Leg Fy I’est aussi. Or, d’apres [4, Corollaire 4.6], le 3-tissu Leg %y est
plat si et seulement si Ié est invariante par ¥y, i.e. si et seulement si

0=df A8 s ™ 33+ p)ux dx Ady ;
d’ot u(3A+u) = 0 : contradiction. Donc ag = olp = 0, ce qui signifie que la droite (y = 0) est
F -invariante.
Ce qui préceéde montre également que 1’invariance de la droite (y = 0) par F découle unique-
ment du fait que Au(A+ ) (3A + u) # 0 et de I’hypothese que Leg F est plat. En permutant les
coordonnées x et y, la condition Au(A+ u)(A+ 3u) # 0 permet de déduire que B, = b3 =0, i.e.
que la droite (x = 0) est aussi invariante par ¥ .
La singularité m de F n’est pas radiale car BB(F,m) # 4; de plus v(F,m) =1 car u(F ,m) = 1.
Il s’en suit que T( ¥, m) = 1; d’apres la Remarque 3.11, nous avons 6(F ,m) <t(F,m)+1=2,
d’ot la premiere assertion.

i.2. Lorsque BB(¥,m) = %6, nous pouvons supposer que A = —3u et u # 0. Dans ce cas

Ma(h+ 1) (Bh+ ) = —48u* £ 0 et M+ ) (A+3u) =0 ;

donc la droite (y = 0) est F -invariante, mais nous ne pouvons rien dire a priori sur I’invariance

par F ounon de la droite (x =0). Sur la droite (y = 0) nous avons CS(F, (y=0),m) = —% =3,

d’ou la seconde assertion. O
Démonstration du Théoréme 3.6. — Ecrivons Sing ¥ = YOUXlUx? avec
20 ={s€Sing¥ : BB(F,s) =18}, £'={seSing¥ : BB(¥,s) =4}, X?=Sing¥\(Z°Ux')

et notons k; = #X', i =0, 1,2. Par hypotheése, F est de degré 3 et toutes ses singularités ont leur
nombre de MILNOR 1. Les formules (1.1.4) et (1.1.5) impliquent alors que
(32.1)  #SingF =xo+ki+ko=13 et xo+4x;+ ) BB(F,s)=25;
sexX?

il en résulte que X2 est non vide. Soit m un point de X?; d’aprés la premiére assertion du
Lemme 3.12 il passe par m exactement deux droites Eﬁ,} et E,(nz ) invariantes par F. Alors, pour
i = 1,2, la Proposition 3.9 assure 1’existence d’un feuilletage homogene 9{15’) de degré 3 sur
]P’%C appartenant a O(F) et tel que la droite 65,? soit ﬂ-ﬂ,(,i)—invariante. Comme Leg F est plat par
hypothese, il en est de méme pour Legﬂ-ﬁ,gl) et Legﬂ-ﬁ,(,z). Donc chacun des ,’7-6,2’) est linéairement
conjugué a I'un des onze feuilletages homogenes donnés par le Théoréme 3.1. Pour i = 1,2, la
Proposition 3.9 assure aussi que

(a) Sing#F N £ = SingH N6,

(6) Vs € Sing#y) N6, u(H.s)=1 et CS(HY, 6P 5)=CS(F,6,s).
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Puisque CS(?’,ES,,I),m)CS(f,EEZ),m) = 1, nous avons CS(ﬂ-ﬂ,(,l),Eﬁ,}),m)CS(ﬂ-ﬂ,gz),ﬁg),m) =1.
Cette égalité et 1a Table 1 impliquent

(S (o 60) m), CS (o 67, m)y = {2, -1}

d’ou BB(¥,m) = —%. Le point m € X2 étant arbitraire, > est formé des s € Sing ¥ tels que
BB(F,s) = —13.

Par suite le systeme (3.2.1) se réécrit
Ko+K +x =13 et %Ko+41<1—%1<2:25

dont 1’'unique solution est (Ko, k,K2) = (0,7,6), c’est-a-dire que SingF = X' UX?, #X! =7
et #X?=6.

Pour fixer les idées, nous supposons que CS(}[,(II),KS,}),m) = —2 pour n’importe quel choix
de m € X, donc CS(}ﬂ,(,z),E,(,%),m) = —%. Dans ce cas, I'inspection de la Table 1 ainsi que les

relations (a) et (b) conduisent a
#x e =3, #@'neP)y=2, 2P ={m}, 220 = {mm}

pour un certain point m’ € ¥\ {m} vérifiant CS(F AP ) = —1. Ce point m' satisfait 2 son
tour 1’égalité X2 ﬂéfnl,) = {m'}. Nous constatons que El(j) = E,(,f), Eir:,) # oY, Kfnl,) # 02 et que
ces trois droites distinctes satisfont % N (EE,:) uey UEEHI,)) = {m,m'}. Comme #X> =6=12-3,
F possede 3 -3 = 9 droites invariantes.

Posons X! ﬂf,(,% ) — {my,my}. Notons Dy, D, ..., Dg les six droites F -invariantes qui restent ;
par construction chacune d’elles doit couper E,(nl et E,(nz ) en des points de X!. Par ailleurs, d’aprés
la Remarque 3.11, pour tout s € Sing¥ nous avons 6(F,s) < t(F,s) + 1 < 4. Donc par
chacun des points m; et m, passent exactement trois droites de la famille {D;, D», ..., Ds}.
Puisque # (2! N KE,: )) =3,x'n 6,(,} ) contient au moins un point, noté ms, par lequel passent pré-
cisément trois droites de la famille {E,(nl,), Dy, Dy, ...,Ds}. Ainsi, pour j = 1,2,3 nous avons
6(F,m;) =4, ce qui implique que T(F,m;) = 3. L’hypothése sur les singularités de # assure
que V(F,mj) =1 pour j =1,2,3. 1l s’en suit que les singularités m;, m, et m3 sont radiales
d’ordre 2 de .

Par construction ces trois points ne sont pas alignés. Nous concluons en appliquant la Proposi-

tion 3.8. O
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3.2.2. Feuilletages de FP(3) ayant au moins une singularité dégénérée
3.2.2.1. Cas d’une singularité dégénérée de multiplicité algébrique < 2

Dans I’ Appendice A nous donnons une démonstration calculatoire de I’énoncé suivant.

Proposition 3.13 (voir Appendice A). — Soit F un feuilletage de degré 3 sur ]P’é ayant au
moins une singularité dégénérée de multiplicité algébrique inférieure ou égale a 2. Alors le

3-tissu dual LegF de F ne peut étre plat.

1l s’agit dans cet appendice d’un raisonnement par 1’absurde : nous supposons d’abord qu’il
existe un feuilletage F de degré 3 sur IP’% tel que le 3-tissu Leg F soit plat et dont le lieu singu-
lier Sing F contient un point m vérifiant u(F,m) > 2 et v(F,m) < 2; puis, nous utilisons ces
deux inégalités pour distinguer trois cas, chacun donnant lieu & une section (§A.1, §A.2, §A.3);
enfin, dans chacun de ces cas, en calculant explicitement la courbure de Leg/ par la For-
mule (1.3.4) et en tenant compte de la condition K(Leg# ) = 0, nous arrivons a la contradic-

tion : deg F < 3 (i.e. le lieu singulier de ¥ contient une droite, une conique, ou une cubique).
Probléme 1. — Fournir une démonstration non calculatoire de la Proposition 3.13.

3.2.2.2. Cas d’une singularité dégénérée de multiplicité algébrique 3

Dans ce paragraphe nous nous intéressons aux feuilletages 7 € FP(3) ayant une singu-
larité m dégénérée de multiplicité algébrique 3. Nous allons distinguer deux cas suivant que
u(F,m) =13 ouu(F,m) < 13 (i.e. suivant que SingF = {m} ou {m} & SingF).

3.2.2.2.1. Le cas V(F,m) =3 et u(F,m) = 13. — Nous commengons par établir 1’énoncé
suivant de classification des feuilletages de F(3) dont le lieu singulier est réduit a un point de

multiplicité algébrique 3.

Proposition 3.14. — Soient F un feuilletage de degré trois sur IP% ayant une seule singularité
et ® une 1-forme décrivant ' . Si cette singularité est de multiplicité algébrique 3, alors ® est,
a isomorphisme pres, de I’un des types suivants
1. Xdx+y*(cx+y)(xdy —ydx), c€ C;
Kdx+ y(x+ cxy +y?)(xdy — ydx), c € C;
Kdx + (&% 4 exy? + ) (xdy — ydx), ¢ € C;
x2ydx + (3 4 cxy? +y3) (xdy — ydx), ¢ € C;
x2ydx + (x> 4+ 8xy +y3) (xdy — ydx), 8 € C*;
x?ydy + (x> 4 cxy? +y?) (xdy — ydx), ¢ € C;
xy(xdy — Aydx) + (o +y*) (xdy — ydx), A € C\ {0, 1} ;
8. xy(y—x)dx+ (cox’ +c1x’y +y°) (xdy — ydx), co(co+c1 +1) #0.

Ces huit 1-formes ne sont pas linéairement conjuguées entre elles.

N O Ok W N
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Cette proposition est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 di
a D. CERVEAU, J. DESERTI, D. GARBA BELKO et R. MEZIANI ([11, Proposition 1.8]). La
démonstration que nous allons en donner est trés voisine de celle de [11]; elle résultera des
Lemmes 3.15, 3.16, 3.17 et 3.18 qui suivent. Dans ces quatre lemmes ¥ désigne un feuilletage
de degré trois sur ]P% défini par une 1-forme o et tel que

1. T’unique singularité de ¥ soit O =[0:0: 1], i.e. u(F,0) =13;

2. lesjets d’ordre 1 et 2 de  en (0,0) soient nuls, i.e. v(F,0) = 3.
Dans ce cas

® = A(x,y)dx + B(x,y)dy + C(x,y) (xdy — ydx),

ou A, B et C sont des polynomes homogenes de degré 3. Le feuilletage F étant de degré trois,
le cone tangent xA + yB de ® en (0,0) ne peut étre identiquement nul. Le polyndme C n’est
pas non plus identiquement nul sinon la droite a ’infini serait invariante par # qui posséderait
donc une singularité sur cette droite, ce qui est exclu. Nous allons raisonner suivant la nature

du cdne tangent qui, a priori, peut &tre quatre droites, trois droites, deux droites ou une droite.

Lemme 3.15. — Tout facteur irréductible L de xA + yB divise pgcd(A,B) et ne divise pas C.

En particulier, le c6ne tangent de ® en (0,0) ne peut étre I’'union de quatre droites distinctes.

Démonstration. — A isomorphisme prés, nous pouvons nous ramener a L = x; alors x divise
B. Ainsi sur la droite x = 0 la forme @ s’écrit A(0,y)dx —yC(0,y)dx = y> (A(0,1) — yC(0, 1)) dx.
Comme O est 'unique singularité de ¥, le produit A(0,1)C(0,1) est nul. Le point [0: 1 : 0]

étant non singulier, C(0, 1) est non nul et par suite A(0,1) = 0; d’ou x divise A mais pas C. [

Lemme 3.16. — Si le cone tangent de ® en (0,0) est composé de trois droites distinctes, alors,

a isomorphisme pres, ® est du type
xy(y —x)dx + (cox® + c1x%y +y*) (xdy — ydx), co(co+c1+1)#0.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que XA +yB = x>y(y —x), * € C*; il s’en suit que
o s’écrit ([13])

dx d d(y—
A=) (0 Z 1 210 45 (2) ) ot +errty+ e+ )ty -3, B €C.

X y y—x X
Nous avons donc

3
Aley) =y (=) (Rox=8) ~A2),  Blry) =x((r=x)(rx+8) +hary). Cley) = Y ey,
i=0

D’apres le Lemme 3.15, le polyndme xy(y — x) divise A et B mais ne divise pas C; ceci se
traduit par

A(0,1) =A(1,0) =A(1,1) = B(0,1) =B(1,0) = B(1,1) =0 et C(0,1)C(1,0)C(1,1) #0.
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Il en résulte que d = A; = A, =0 et que cocs(co+c1 + ¢z +c¢3) #0. Le feuilletage F étant de

degré trois Ay est non nul ; nous pouvons donc supposer que Ay = 1, d’ott
o = xy(y —x)dx+ (co x> + c1x%y 4 coxy? + 3% (xdy — ydx).
L homothétie ( éx, 61—3y> nous permet de supposer que c3 = 1 ; par conséquent

®=xy(y—x)dx+ (cox3 —l—clxzy—l-czxy2 —l—y3)(xdy—ydx), co(co+cr+eca+1)#0.

R . ‘s . by y . N
uitte a conjuguer ® par le difféomorphisme , le coefficient ¢, vaut 0, d’olu
Q jug P P <1+czy 1+czy) 2
1’énoncé. O
Lemme 3.17. — Si le cone tangent de ® en (0,0) est formé de deux droites distinctes, alors ®

est, a conjugaison pres, de I’un des types suivants
1. xPydx+ (8 +cxy? + ) (xdy —ydx), c € C;
2 x?ydx + (% +8xy +y*) (xdy — ydx), & € C*;
3. xydy+ (3 +cxy? +y?) (xdy — ydx), ¢ € C;
4. xy(xdy—Aydx)+ (x> +y*) (xdy — ydx), A€ C\ {0,1}.

Démonstration. — A conjugaison linéaire prés nous sommes dans 1’une des deux situations
suivantes
(@) xXA+yB = x>y, *xcC*;
(b) XA+ yB = xx’y*, %€ C*.
Commencons par étudier 1’éventualité (a). Dans ce cas la 1-forme ® s’écrit ([13])
£y <Xoix +A % +d <51xyx—|;52y2) ) + (cox® + c1x%y 4+ caxy? + c3y%) (xdy — ydx),  A;,8;,¢; € C.

Nous avons alors
3
A(x,y) = y(hox® =81xy—282y"),  B(x,y) = x(Mx* +81xy+282)7),  Clx,y) = Y ey
i=0

D’apres le Lemme 3.15, le polyndme xy divise A et B mais ne divise pas C. Par suite 6, =A; =0
et coc3 # 0. Le feuilletage F étant de degré trois le coefficient A est non nul et nous pouvons

le supposer égal a 1. Ainsi F est décrit par

® = x’ydx + 8yxy(xdy — ydx) + (cox® 4 c1x%y + c2xy® + ¢3y° ) (xdy — ydx).

. L . 1 1
La transformation linéaire diagonale | —x, ¢/ —y | nous permet de supposer que co =c3 =1
C3Cy

€0
par conséquent

o = x*ydx + (x* + 81xy + c1x%y + coxy® + ) (xdy — ydx).
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Si 8; = 0, resp. 8; # 0, en conjuguant ® par

_ Y ) e * Y
Itey T+ey) P (2, dic1 +c2 x71— o\ (dicta .
5 )7 8 5 )7 8
nous nous ramenons a c¢; = 0, resp. ¢c; = ¢ = 0, c’est-a-dire a
o = x’ydx + (x> 4+ coxy? +y°) (xdy — ydx), resp. o = x*ydx + (x° + 81xy +y*) (xdy — ydx) ;
d’ot les deux premiers modeles annoncés.

Envisageons maintenant la possibilité (b). Dans ce cas ® s’écrit ([13])
dx d 8142 + 85y?

x’y? <Mx +M ?y +d (1)6;;2)7>> + (cox3 +c1x%y + coxy? +63y3)(xdy—ydx), Ai,8;,c; € C.

Ici A(x,y) = y(81x% + Aoxy — 82)%) et B(x,y) = x(82y* + Axy — 81x%). Toujours d’apres le
Lemme 3.15, xy divise pgcd(A, B) et ne divise pas C, ce qui équivaut a d; =&, =0 et cocz # 0.
Le feuilletage ¥ étant de degré trois la somme A+ A; est non nulle; un des coefficients
A; est alors non nul et nous pouvons évidemment le normaliser a 1. Comme les droites du
cone tangent (i.e. x = 0 et y = 0) jouent un role symétrique, il suffit de traiter 1’éventualité

A1 = 1. Ainsi F est donné par

o = xy(xdy + Aoydx) + (cox> + c1x%y + caxy? + 39 ) (xdy — ydx), (Ao + 1)coc3 # 0.

. 1 . .

Soit o dans C tel que o = .2 »posons B = coo?. En faisant agir (o.x, By) sur , nous pouvons
3¢0

supposer que ¢y = ¢3 = | ; par suite

o = xy(xdy + Aoydx) + (x> + c1x%y + coxy* + %) (xdy — ydx), Ao+1#0.

SiAg =0, resp. Ay # 0, en conjuguant ® par

X y X y
—_— resp.
l—cix’1—cix)’ p 1+<cz) ’ <62>y—c1x ’

» y—cix 1+ »
nous nous ramenons a c¢; = 0, resp. ¢; = ¢ = 0, c’est-a-dire a
o = x*ydy + (x> 4+ coxy? +y?) (xdy — ydx),
resp. ® = xy(xdy 4+ Agydx) + (x* +y¥) (xdy —ydx), Ao(Ao+1)#0;

d’ou les deux derniers modeles annoncés. O
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Lemme 3.18. — Si le cone tangent de ® en (0,0) est réduit a une seule droite, alors ® est, a
isomorphisme pres, de I’'un des types suivants

1. Xdx+y*(cx+y)(xdy —ydx), c€ C;

2. Xdx+y(x+cxy+y?)(xdy —ydx), c€ C;

3. xde+ (% +exy? +y*) (xdy — ydx), c € C.

Démonstration. — Nous pouvons supposer que le cone tangent est la droite x = 0; alors ®
s’écrit
dx 81x%y + 8rxy? + 83y
X (Kx +d ( Xy i;cy 3y + (cox3 + X%y +coxy? + C3y3)(xdy —ydx), A,8;,ci€C.

Nous avons donc
3
A(xay) = }\'XS - 51)62)’ - 282xy2 - 383y37 B()C,y) = x<81x2 +252X)’+ 383)’2), C('x?y) = Z Ci-x3ilyl'
i=0

D’apres le Lemme 3.15, x divise A et B mais ne divise pas C ; par suite 83 = 0 et ¢3 # 0. Quitte
a faire agir I’homothétie <%x, % y) , hous pouvons effectuer la normalisation ¢3 = 1.
Le feuilletage ¥ étant de degré trois le coefficient A est non nul et nous pouvons supposer que

A =1. Ainsi F est décrit par
_ .3 2 3 2 2 3
o =x"dx+ (81x” +28xy + cox” + c1x7y + coxy” +y7) (xdy — ydx).

Nous avons les trois possibilités suivantes a étudier

-8, #0;
- 61:82:0;
~ 8, =0,8 #0.

3/2

1. Si 3, #0, alors en conjuguant ® par ((x2x, oy —ad 1x), ol o0 = 29;, nous Nous ramenons

20;=0etd = % Par suite ¥ est donné par
_ 3 3 2 2,3
® =x"dx+ (xy+cox’ +c1x7y + coxy” +y°) (xdy — ydx).

X y
1+coy—cix’ 14+coy—cix

La conjugaison par le difféomorphisme < ) permet de supposer

que cg = ¢ = 0; par conséquent
® = X dx +y(x+ coxy +y?) (xdy — ydx) ;

d’ou le deuxieme modele annoncé.
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2.Sid; =, =01a 1-forme o s écrit
x4 (cox® + c1x%y + caxy? +?) (xdy — ydx).

Soit o dans C tel que 30> +2c20 + ¢ = 0. En faisant agir (x,y -+ 0ix) sur ®, nous pouvons

supposer que ¢; = 0. Puis la conjugaison par le difféomorphisme > permet

X
1+coy’ 1 +coy
d’annuler ¢g ; d’ou le premier modele annoncé.

3. Lorsque &; = 0 et 8; # 0, la forme ® s’écrit
Cdx4 (8127 + cox® + c1x%y + coxy® + ) (xdy — ydx).

En faisant agir (S‘I‘x, S?y) sur @, nous pouvons supposer que d; = 1. Puis en conjuguant par

X N < g
, J , nous nous ramenons a ¢y = ¢; = 0, c’est-a-dire
l—ciy—(cot+ci)x’ 1—ciy—(co+eci)x

au troisieme modele annoncé. O

Démonstration de la Proposition 3.14. — 1l suffit de choisir des coordonnées affines (x, y) telles
que le point (0,0) soit singulier de F et d’utiliser les Lemmes 3.15, 3.16, 3.17, 3.18. O

Nous sommes maintenant prét pour décrire a isomorphisme pres les feuilletages de FP(3) dont

le lieu singulier est réduit a un point de multiplicité algébrique 3.

Proposition 3.19. — Soit F un feuilletage de degré trois sur IF% ayant une seule singularité.
Supposons que cette singularité soit de multiplicité algébrique 3 et que le 3-tissu LegF soit

plat. Alors F est linéairement conjugué au teuilletage F, décrit par la 1-forme
®; = xX>dx+ y* (xdy — ydx).

Démonstration. — Soit ® une 1-forme décrivant F dans une carte affine (x,y) et soit (p,q) la
carte affine de IP’(ZC correspondant a la droite {px —qy =1} C }P’é. A conjugaison linéaire prés

 est de I’un des huit types de la Proposition 3.14.

- Si®=x3dx+y*(cx+y)(xdy—ydx), ¢ € C, alors le 3-tissu Leg F est donné par 1’équation

différentielle ¢(¢')> +cq’' +1 =0, avec ¢’ = g—lq). Le calcul explicite de K (Leg ¥ ) conduit a

B 4c*(2¢® +279)

K(Leg¥) = g*(4c3+27q)?

dpAdg;

par suite Leg F est plat si et seulement si ¢ = 0, auquel cas @ = ®, = x>dx +y* (xdy — ydx).
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- Si ® = x*dx + y(x + cxy +y?)(xdy — ydx), ¢ € C, alors LegF est décrit par 1’équation
différentielle F (p,q,w) := qw> + pw? +(c—q)w+1=0, avec w = g—z. Le calcul explicite
de K(LegF ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

T

i+j<6
=2 dpAdg,
A(p,q)?

ou A est le w-discriminant de F et les plj sont des polyndmes en ¢ avec p?(c) =4+£0;
d’ou K(Leg¥) £ 0.

De facon analogue nous vérifions que Leg# ne peut étre plat lorsque F est donné par

K(Leg¥) =

I’une des six dernieres 1-formes de la Proposition 3.14.

O
3.2.2.2.2. Le cas v(F,m) =3 et u(F,m) < 13. — Nous commencons par démontrer trois
lemmes.

Lemme 3.20. — Soient F un feuilletage de degré trois sur P%, m un point singulier de F et ®

une 1-forme décrivant F. Supposons que cette singularité soit de multiplicité algébrique 3 et
que le 3-tissu LegF soit plat. Alors
— ou bien F est homogeéne ;

— ou bien le 3-jet de m en m n’est pas saturé.

Remarque 3.21. — Notons qu’un feuilletage de degré d sur IP% est homogene si et seulement
s’il posseéde une singularité de multiplicité algébrique maximale (i.e. égale a d) et une droite

invariante ne passant pas par cette singularité.

Démonstration. — Choisissons un systéme de coordonnées homogenes [x : y : z] € PZ dans
lequel m =[0:0: 1]. La condition V(¥ ,m) = 3 assure que toute 1-forme ® définissant F dans
la carte affine (x,y) est du type @ = 03 + C3(x,y)(xdy — ydx), ot 03 (resp. C3) est une 1-forme
(resp. un polyndme) homogene de degré 3 ; 1a 1-forme 03 représente le 3-jet de  en (0,0).

Supposons que 083 soit saturé ; nous allons prouver que ¥ est nécessairement homogene. No-
tons H le feuilletage homogene de degré trois sur IP?C défini par 03 ; H est bien défini grice a

I’hypothése sur 83. Considérons la famille d’homothéties ¢ = @ = (€x,€y). Nous avons

1 *
a9 0=06; +€C5(x,y) (xdy — ydx)

qui tend vers 03 lorsque € tend vers 0; il en résulte que H € O(F). Le 3-tissu Leg¥ est
par hypothése plat; il en est donc de méme pour le 3-tissu Leg#. Le feuilletage # est alors

linéairement conjugué a I’un des onze feuilletages homogenes donnés par le Théoreme 3.1.
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Ainsi en consultant la Table 1, nous constatons immédiatement que # posséde au moins une
singularité m( non-dégénérée vérifiant BB(H,mg) & {4,18}. Soit (F;)ecc la famille de feuille-
tages définis par @z = 03 +€C3(x,y)(xdy — ydx). D apres ce qui précede, pour € non nul % est
dans O(F) et pour € nul nous avons Fe—og = #. La singularité my de H est « stable » ; il
existe une famille (mg)ecc de singularités non-dégénérées de 7 telle que me—o = mo. Les ¢
étant conjugués pour € non nul, BB( %, me) est localement constant ; par suite BB( e, me) =
BB(#,my) pour € petit. En particulier ¥ posseéde une singularité m’ non-dégénérée vérifiant
BB(¥F,m’) = BB(H,my) de sorte que BB(F,m') ¢ {4,8}. D’aprés la premicre assertion du
Lemme 3.12 par le point m’ passent exactement deux droites invariantes par F, dont au moins
une est nécessairement distincte de (mm') ; ceci implique, d’aprés la Remarque 3.21, que ¥ est

homogene. O

Lemme 3.22. — Soient ¥ un feuilletage de degré trois sur IP% ayant une singularité m de
multiplicité algébrique 3 et ® une 1-forme décrivant F . Supposons que le lieu singulier de F
ne soit pas réduit a m et que le 3-jet de ® en m ne soit pas saturé. Alors ® est, a isomorphisme

pres, du type suivant
y(agx* +ayxy +y?)dx + xy(box + b1y)dy + x(x* + ¢1xy + c2y%) (xdy — ydx),
ou ag,ay,bg,by,c1,cr sont des nombres complexes tels que le degré du feuilletage associé soit
égal a 3.
Démonstration. — La condition v(F ,m) = 3 assure ’existence d’un systeéme de coordonnées
homogenes [x:y: z] € P% dans lequel m = [0: 0: 1] et F est défini par une 1-forme ® du type
® :A(x7y)dx+B(xvy)dy+C(x7y)(Xdy_ydx)a

ou A, B et C sont des polyndmes homogenes de degré 3. Comme J(30.0)03 est par hypotheése non

saturé, nous pouvons écrire
A(x,y) = (hox+ h1y) (a0x2 +ayxy+ azyz) et B(x,y) = (hox+hyy) (b0x2 +bixy+ bzyz).

Ecrivons C(x,y) = Y7o cix> "y, L’hypothése SingF # {m} nous permet de supposer que le
point m’ = [0 : 1 : 0] est singulier de F, ce qui revient & supposer que c¢3 = hib, = 0. Le
feuilletage F étant de degré trois le produit sjay est non nul et par suite by = 0; quitte a
poser ho = hyhy, a; = dja, b; = bjay, cj = c]’.hlag, aveci € {0,1} et j € {0,1,2}, nous pouvons

supposer que h; = ap = 1. Ainsi ® s’écrit

(hox+y) ((aox2 + ayxy 4+ y*)dx +x(box + bly)dy) + x(cox® + c1xy + c2y%) (xdy — ydx).
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La conjugaison par le difféomorphisme (x,y — hox) permet d’annuler A ; par conséquent

0=y ((a0x2 + alxy+y2)dx—|—x(box + bly)dy) +x(cox® +crxy+ czyz)(xdy — ydx).

L’égalité deg F = 3 implique que ¢ # 0. En faisant agir I’homothétie (%x, % y) sur ®, nous

nous ramenons a ¢y = 1, ¢’est-a-dire au modele annoncé. O

Lemme 3.23. — Soit F un feuilletage de degré trois sur ]P% possédant une singularité m de
multiplicité algébrique 3. Supposons que le lieu singulier de F ne soit pas réduit a m et que
le 3-tissu Leg F soit plat. Alors toute singularité m' distincte de m est non-dégénérée, la droite
(mm') est F -invariante et

— soit F est homogéne ;

— soit CS(F, (mm'),m’") € {1,3} pour tout m’ € SingF ~ {m}.

Démonstration. — Soit m’ un point singulier de F distinct de m. D’apres la Remarque 1.3 (iii)
le point m est I'unique singularité de ¥ de multiplicité algébrique 3 et par suite V(F,m’) < 2.
Si la singularité m’ était dégénérée, alors, d’apres la Proposition 3.13, le 3-tissu Leg F ne serait
pas plat ce qui, par hypothese, est impossible. Donc u(F,m') = 1.

Comme deg ¥ = 3,t1(F,m) =3 et ©(F,m') > 1, la droite (mm') est invariante par ¥ (sinon
la formule (1.1.2) donnerait 3 > t(F,m) +1(F,m') > 4).

Supposons qu’il soit possible de choisir m’ de telle sorte que CS(F, (mm'),m") & {1,3} ; nous
allons montrer que ¥ est nécessairement homogene. L’égalité u(F,m’) = 1 et la condition
CS(F,(mm’),m") # 1 impliquent que BB(¥ ,m’) # 4.

- Si BB(¥,m’) ]3—6, alors, d’apres la premiére assertion du Lemme 3.12, par le point m’
passe une droite invariante par F et distincte de la droite (mm’), ce qui entraine, d’apres
la Remarque 3.21, que ¥ est homogene ;

- SiBB(¥F,m') = 13—6, alors, d’apres la seconde assertion du Lemme 3.12, par la singularité
m' passe une droite ¢ invariante par F et telle que CS(F,¢,m’') = 3 ; comme nous avons
supposé que CS(F, (mm'),m’) # 3, nous en déduisons que ¢ # (mm’), ce qui implique
que ¥ est homogene, en vertu de la méme remarque.

O

Nous sommes maintenant parés pour décrire a isomorphisme pres les feuilletages inhomogenes
de FP(3) dont le lieu singulier contient un point de multiplicité algébrique 3 et de nombre de

MILNOR inférieur strictement a 13.
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Proposition 3.24. — Soit F un feuilletage de degré trois sur IP’%. Supposons que F posséde
une singularité de multiplicité algébrique 3 et que SingF ne soit pas réduit a cette singularité.
Supposons en outre que le 3-tissu Leg¥ soit plat. Alors ou bien F est homogeéne, ou bien ¥
est, a action d’un automorphisme de IP% pres, défini par I’'une des 1-formes suivantes

1. ® = y*dx+x3(xdy — ydx) ;

2. @y = (X +y)dx+x3(xdy — ydx) ;

3. ®s = y*(ydx+2xdy) + x> (xdy — ydx).

Démonstration. — Supposons que ¥ ne soit pas homogene ; nous devons montrer qu’a conju-
gaison linéaire pres F est décrit par 'une des trois 1-formes ®;, ®4, ®s.

Notons m la singularité de multiplicité algébrique 3 de ¥ et soit ® une 1-forme décrivant F
dans une carte affine (x,y) de IP’%. Comme Leg ¥ est par hypothese plat, il en résulte, d’apres le
Lemme 3.20, que le 3-jet de ® en m n’est pas saturé. Par hypothése nous avons Sing F # {m}.

Par suite le Lemme 3.22 nous assure que ® est, a isomorphisme pres, du type suivant
y(aox® +arxy +y?)dx + xy(box + byy)dy +x(x* + c1xy + c2y*) (xdy — ydx),  a;, by, cjeC.

Dans cette situation, m =[0:0: 1], m' :=[0:1:0] € Sing¥ et la droite (mm’) = (x =0) est
invariante par ¥ ; de plus un calcul montre que CS(¥F, (mm’),m') = 1+ b;. Le Lemme 3.23
implique alors que by € {0,2}.

Sibg#0, resp. (bo,b1) =(0,2), resp.bp=b; =0,c,#0, resp.bp=b; =c, =0,c; #0,
alors en conjuguant par

b} x By x y 1. -3/2 2. -3
<1c1b0x’lclb0x ,  Tesp. 1—(62>x71—(02>x , Tesp. (c2 x,¢, y), resp. <c1 x,¢; y),

2 2
nous nous ramenons a (bg,c1) = (1,0), resp.c; =0, resp.cy =1, resp.c; = 1.1l nous suffit

donc de traiter les possibilités suivantes
(b07blacl):(1a0>0)> (b07blacl):(17210)1 (b07b17c2):(07270)7
(bOablaCZ):(OaO)l)) (b()vblaCvaZ):(O)OvlaO)a (bO)blaclaCZ):(Oa()vaO)'
Placons-nous dans la carte affine (p,q) de IF% associée a la droite {py —gqx =1} C P%; le
3-tissu Leg F est décrit par I’équation différentielle

_dq

F(p,q,w):= pw3+(a1p+b1q—cz)w2+(aop+b0q—cl)w—1 =0, avec w= s
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Le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre qu’elle s’écrit sous la forme

, Z<6p{piqj
= s—dpAdg,

A(p,q)

ou A est le w-discriminant de F' et les plj sont des polyndmes en les parametres a;, b;, ¢;.

K(Leg#) =

1. Si (bo,by,c1) = (1,0,0), alors le calcul explicite de K(LegF ) conduit & p) = 4c; et

p3 = ad(ao +8ar)c3 — (177ag — 60ag — 24aga; — 84agat + 24a3 +24a3)c3 + (1083 — 36a; —8lag)cs +81,
de sorte que le systeme pg = pé = 0 n’a pas de solutions. Donc ce premier cas n’arrive pas.

2. Lorsque (bg,by,c1) = (1,2,0), le calcul explicite de K(Leg¥ ) nous donne :

pS = —4(6ag — Sar +4),

p7 = —4(12a3 +20ag — 10apa; —3a?),

0 _ 20 5. 2 4 3 2 _ 3 2 20 4.
ps = 32ajca — 8(ajca +2aico + 12)ag +4(ajca +4ay +ay — 12)ag + (4a — Sa; + 30)aga; — 4apay ;

il est facile de voir que le systeme pg = p? = pg = 0 n’a pas de solutions. Donc ce deuxieme

cas n’est pas possible.
3. Quand (bg,by,c2) = (0,2,0), le calcul explicite de K(Leg# ) nous fournit :
p! =24ct, P} = —256a3, Py = 64(14a; + 3apcy),
de sorte que agp = a; = ¢; = 0. Par conséquent, dans ce troisieéme cas, ¥ est donné par
®s = y* (ydx + 2xdy) 4 (xdy — ydv) ;
nous vérifions par le calcul que sa transformée de LEGENDRE est plate.

4. Lorsque (bo,b1,c2) = (0,0,1), le calcul explicite de K(Leg# ) nous donne :

pg = 2a(2)(4a0 7a%)(2a(2) —6ay — apaicy +2a%),
p) =2(c} —4) ((12a9 —a?)c? — (Sag + 18)ay c; +ad — 24ap + 14a3 +27),,
p} = (24ag — 5a3)adaic} — (60a) — 36a3 — 11a3a? +45aga? — 8at)age + 2a1 (2af + 24a3 — 54a3 — 5a3a? +30apa} — 4a?),
pY = (8ag — a?)aic} — (64a3 + 60ag — Tapa? +Ta?)ci +3(5a3 + 52ag — 2a? +27)ayc — 2a; (a3 + 162ag — 4843 — 27)
7(a8 - 177a% —8layg +84a0a% + lOSa% +81)cy ;
le systeme pY = p9 = p§ = p? = 0 équivaut a (ag,a1,c1) € {(1,2,2),(1,-2,-2)} comme le
montre un calcul explicite. Si (ag,a,c1) = (1,2,2), resp. (ag,ai,c;) = (1,—2,—2), alors ®

s’écrit
(x+)* (ydx +x(xdy — ydx)), resp. (x —)*(ydx +x(xdy — ydx)),

ce qui contredit I’égalité deg F = 3.
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5. Lorsque (bo,by,c1,c2) = (0,0,1,0), le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre que :
P = —2a}(6ag + apay — 2a3)(4ag — a?), Py = —81 — 60ag + 8apa; +8la; —Ta3 — a3,
P = —4(ay —3)(6a3 — apa; — apal +243) ;
le systeme p) = p{ = pJ = 0 est vérifié si et seulement si (ag,a;) = (2,3), auquel cas
® = (x+y) (y(y+20)dx + 22 (xdy — ydx) ),
mais ceci contredit I’égalité deg F = 3.
6. Si (bo,b1,c1,¢2) = (0,0,0,0), alors ® = y(ag x> +ayxy+y*)dx+x° (xdy — ydx) ; 1’équation
différentielle décrivant Leg F s’écrit
/ N3 N2 / / dq
F(p,q,4)=p(d) +aip(q)” +aopg —1=0, avec ¢ = s
Nous étudions deux éventualités suivant que a; est nul ou non.

6.1. Lorsque a; = 0 le calcul explicite de K(Leg¥ ) nous donne

48(131)

K(Leg¥) = TGPty

dpAdg ;
par suite Leg ¥ est plat si et seulement si @y = 0, auquel cas F est décrit par
®; =y dx +x° (xdy — ydx).

6.2. Si a; # 0, alors quitte a conjuguer M par (oczx, 0(3y) ,ouo = %a 1, NOUS pouvons supposer
que a; = 3. Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg ¥ ) montre que
12 (ap —3) (ag(4ao —9)p+27(ap — 2))
(a3(4ap —9)p? +54(ag—2)p+27)°

par conséquent Leg ¥ est plat si et seulement si ap = 3, auquel cas

K(Leg¥) =

dpAdg ;

o = y(3x% + 3xy 4+ y*)dx + x> (xdy — ydx).

Quitte a faire agir le difféomorphisme (x,—x —y) sur , le feuilletage ¥ est donné dans les

coordonnées affines (x,y) par la 1-forme

04 = (> +y*)dx + 2 (xdy — ydx).
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Remarque 3.25. — Les cinq feuilletages 71, ..., Fs ont les propriétés suivantes
(1) #Singfr =1, #Singf3 = 13 et #Sing¥; =2 pour j =1,4,5;
(ii) 7; est convexe si et seulement si j € {1,3};
(iii) 7F; possede une singularité radiale d’ordre 2 si et seulement si j € {1,3,4};
(iv) ¥; admet un point d’inflexion double si et seulement si j € {2,4}.

Les vérifications de ces propriétés sont aisées et laissées au lecteur.

Remarque 3.26. — Les seize feuilletages Hi, ..., H1, F1, ..., F5 ne sont pas linéairement
conjugués. En effet, par construction, les #; ne sont pas homogenes et ne sont donc pas conju-
gués aux homogenes ;. Les H; ne sont pas linéairement conjugués (Théoremes 3.1). Enfin
le fait que les ; ne sont pas linéairement conjugués découle des propriétés (i), (ii) et (iii)

ci-dessus.

Le Théoreme 3.4 résulte des Théorémes 3.1, 3.6, des Propositions 3.13, 3.19, 3.24 et de la
Remarque 3.26.

Corollaire 3.27. — A automorphisme de }P’?C pres, il y a quatre feuilletages convexes de degré

trois sur le plan projectif complexe, a savoir les feuilletages Hy, 3, F; et F3.

Démonstration. — D’apres [4, Corollaire 4.7] tout feuilletage convexe de degré trois sur IP%
a une transformée de LEGENDRE plate, et donc est linéairement conjugué a ’un des seize
feuilletages donnés par le Théoreme 3.4. Or les seuls feuilletages convexes apparaissant dans

ce théoréme sont H;, H;, F; et F3, d’ou le résultat. d

Le Corollaire 3.27 est un analogue en degré 3 d’un résultat sur les feuilletages de degré 2 dii a

C. FAVRE et J. PEREIRA ([16, Proposition 7.4]).

D. MARIN et J. PEREIRA dans [21] ont étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes a
diviseur d’inflexion réduit ; ils ont montré que 1’ensemble formé de tels feuilletages est contenu
dans FP(d), voir [21, Théoreme 2]. A notre connaissance les seuls feuilletages convexes a
diviseur d’inflexion réduit connus dans la littérature sont ceux qui sont présentés dans [21,
Table 1.1] : le feuilletage de FERMAT F¢ de degré d et les trois feuilletages donnés par les
1-formes

(2x* —y® — Dydx + (2y° —x° — 1)xdy,

O0* = 1D” = (V5-2)*) (y+ V5x)dx — (* = 1) (" — (V5 —2)*) (x+V/5y)dy,
(P =1 +7x° 4+ 1) ydx — (x3 — 1)()c3 +7y> +1)xdy,
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qui sont de degrés 4, 5 et 7 respectivement. Dans [21, Probleme 9.1] les auteurs posent la
question suivante : y a-t-il d’autres feuilletages convexes a diviseur d’inflexion réduit? Le

résultat suivant donne une réponse négative en degré trois a cette question.

Corollaire 3.28. — Tout feuilletage convexe de degré 3 sur }P’é a diviseur d’inflexion réduit

est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT 7.

Démonstration. — Elle résulte du Corollaire 3.27 et du fait que ’'unique feuilletage convexe

a diviseur d’inflexion réduit apparaissant dans ce corollaire est le feuilletage 5. O

3.3. Orbites sous I’action de PGL3(C)

Dans cette section, nous donnons une description des composantes irréductibles de FP(3) :
nous commengons par déterminer les dimensions des orbites O(#;), O(F;) sous ’action de
Aut(PP2) = PGL3(C) ; puis, nous classifions & isomorphisme prés les feuilletages de F(3) qui
réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3 ; enfin, nous étudions les adhérences des
orbites O(#;), O(F;) dans F(3) et nous établissons un résultat (Théoréme 3.50) de description

des composantes irréductibles de FP(3).

3.3.1. Isotropies ; dimensions des O(#;) et O(F;)

Définition 3.29. — Soit F un feuilletage sur P%. Le sous-groupe de Aut(P%) (resp. Aut(P2))
qui préserve F (resp. LegF) s’appelle le groupe d’isotropie de F (resp. Leg¥ ) et est noté
Iso(F) (resp. Iso(LegF)); Iso(F) et Iso(Leg ¥ ) sont des groupes algébriques.

La Proposition suivante est de nature élémentaire, sa démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 3.30. — Les groupes Iso(#;) etIso(F;) sont donnés par
. Iso(#H)) = {[ix:y:(xz], [ty:x:ag | ac (C*} ;

~

2. Iso(#Hs) [£x:y:agz], [£y:x:az], [ix:y:oz], [£iy:x: oz }OLE(C*}

xiy:og), [y:x:og | OCG(C*};

X: y:ocz]{(xe(C*};

x: y:(sz(xE(C*};

=

- tso(7h) =]
2. 1s0(2) = {[x:y: a2, [yix:og |aeC )

=

=

=

[£x:y:ag | OLE(C*}'
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8. Iso(ﬂ-[g):{[x:y:OLz], [dy—x:y:ag yaecc*};

9. Iso(}[g):{[x:y:(xz], [x—yix:oz, [yiy—x:a yaec*};

10. Tso(#0) = {[x:y: 0, [-y:x:ag [aeC};

11, Tso(21) = {[x:y o, prxcod], Bxiatgyrad E et yiad, [y iy tbrod,
E%yiy+& g, [Bx—yix+&lyrag, fx—yix+Eyrad,

[
ESx+&yixiaz, E0x+Etyixaz), [Ey+Eiayag,
0y +E*x:y:ag | OCG(C*} ol & = ei/0 ;

12. Iso(F) o?x:ady:z+Bua] | e Cr, BEC}
14. Iso(F3) =9 [Ex:+y:z], [£y:£x:z], [£x:xz:y], [£z:Ex:y], [£y:£z:4], [iz:iy:x}};

2in/3 .

o

13. Iso(R) = { x:0ly:z+Bx] | aeCr, BE(C}
{I

15. Iso(F1) = {

x:y:z+ox], [jx:y:z+ox], [sz:y:z—i-ocxH(xeC} ouj=e
16. Iso(¥Fs) = {[oczx:a3y:z] | Oce(C*}.

En particulier, les dimensions des O(H;) et O( ;) sont les suivantes

dim O(F) =6, dim O(%h) = 6, dmO(H) =7,i=1,...,11,
dimO(%) =17, dim O(%5) =7, dim O( %) = 8.
Remarque 3.31. — Soit F un feuilletage sur P%. Si [a: b : ¢] sont les coordonnées homogenes

de P2 associées  la droite {ax+ by +cz =0} C P2, alors
Iso(Leg¥) = {[a b:c]-A7! | A€PGL3(C), [x:y:g]-Ac Iso(?)}.

Plus précisément, I"isomorphisme 7 : Aut(P%) — Aut(IPZ) qui, pour A dans PGL3(C), envoie

[x:y:z]-Asur[a:b:c]-A~" induit par restriction un isomorphisme de Iso( ) sur Iso(Leg ¥ ).

3.3.2. Description des feuilletages 7 de degré trois tels que dim O(F) =6

La Proposition 2.3 de [11] affirme que si F est un feuilletage de degré d > 2 sur IP%, alors la
dimension de O(F) est minorée par 6, ou, ce qui revient au méme, la dimension de Iso( ) est
majorée par 2. Notons que ces bornes sont atteintes pour les feuilletages fl(d) et fz(d) définis

respectivement en carte affine z = 1 par les 1-formes

(T)gd> = yddx +x4 (xdy — ydx) et G)gd) =x4dx + yd (xdy — ydx).
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En effet, il est facile de vérifier que

Ocd_lx ocdy " (d)
{<1+Bx’1+[3x> ‘oce(C,Be(C}cIso(T1 )

et

odtly  ody . @
{<1+BX’1+BX> ‘OCE(C,BG(C}CISO(,‘FZ ),

de sorte que dimIso(fi(d)) >2,i=1,2,etdonc dimIso(ﬂfi(d)) =2.
Remarque 3.32. — Par construction on a 71(3) =Fet f2(3) =%H.

D. CERVEAU, J. DESERTI, D. GARBA BELKO et R. MEZIANI ont montré qu’a automorphisme
de IP% pres les feuilletages quadratiques 71(2) et 72(2) sont les seuls feuilletages qui réalisent la
dimension minimale des orbites en degré 2 ([11, Proposition 2.7]). En degré 3 on a le résultat

similaire suivant.

Corollaire 3.33. — A automorphisme de ]P% pres, les feuilletages Fi et ¥, sont les seuls

feuilletages qui réalisent la dimension minimale des orbites en degré 3.

Démonstration. — Soit ¥ un feuilletage de degré trois sur IP% tel que dim O(¥) = 6. Comme
Iso(Leg ¥ ) est isomorphe a Iso(F ), nous avons dimIso(Leg ¥ ) = dimIso(F ) =8 —6 = 2. Soit
me }Iv’% ~A(Leg¥ ) ; désignons par ‘W), le germe du 3-tissu Leg# en m. D’apres E. CARTAN
[7] Iégalité dimIso(Leg¥ ) = 2 implique que ‘W), est parallélisable et donc plat. Comme la
courbure de LegF est holomorphe sur ]Iv% ~A(Leg¥ ), nous en déduisons que LegF est plat.
Donc ¥ est linéairement conjugué a I’un des seize feuilletages donnés par le Théoréme 3.4. La

Proposition 3.30 et I’hypothese dim O(F ) = 6 permettent de conclure. O

3.3.3. Adhérences d’orbites ; composantes irréductibles de FP(3)

Nous commengons par étudier les adhérences des orbites O(H;) et O(¥;) dans F(3), puis
nous donnons une description des composantes irréductibles de FP(3).

La définition suivante nous sera utile.

Définition 3.34 ([11]). — Soient F et F' deux feuilletages de F(3). On dit que F dégénere

sur ' si I’'adhérence O(F) (dans F(3)) de O(F ) contient O(F') et O(F) # O(F').

Remarques 3.35. — Soient F et ' deux feuilletages tels que F dégénere sur F'. Alors :
(i) dimO(¥') <dimO(¥);
(ii) SiLeg# plat, Leg¥' I’est aussi ;
(iii) degliﬂ‘%v < dein;}Y ce qui équivaut a degI‘Tr > degl',. En particulier si ¥ est convexe,

F' est aussi.
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Comme nous 1’avons signalé au paragraphe §3.2.1, D. MARIN et J. PEREIRA dans [21] ont
montré que I’adhérence de I’orbite O(F3) de F3 est une composante irréductible de FP(3).

Le point 2. de la proposition suivante en donne une description plus précise.

Proposition 3.36. — 1. Les orbites O(F;) et O(F2) sont fermées.

2. 0(%3) = O(F1) VU O(3) U O(95) U O(F3).-

Démonstration. — La premiere assertion résulte du Corollaire 3.33 et de la Remarque 3.35 (i).

D’apres le Corollaire 3.27 et la Remarque 3.35 (iii), 73 ne peut dégénérer que sur 7y, Hj et Hj.

Montrons qu’il en est ainsi. Considérons la famille d’homothéties ¢ = @, = (18‘, %) . Nous avons
—etp*®3 = (y° —€?y)dx+ (e2x —x7)dy

qui tend vers ®; lorsque € tend vers 0. Le feuilletage F3 dégénere donc sur #.

Dans la carte affine x = 1, 7, resp. ¥3, est décrit par
8, =dy—y’dz, resp. 03 = (y* —y)dz— (2% —z)dy ;

considérons la famille d’automorphismes ¢ = (%, 24 682z) . Un calcul direct conduit a

—%o*ég = (1+ 11e2z+368*7% +-36e°2%)dy + (e%y —y*)dz
ce qui tend vers 0, lorsque € tend vers 0. Ainsi #3 dégénere sur 7.
En coordonnées homogenes, 43, resp. 73, est défini par

Q3 = 2y* (3x +y)dx — 22 (x+ 3y)dy +ay(x* —y?)dz,

resp. Q3 = x°(ydz — zdy) 4 y* (zdx — xdz) + 2> (xdy — ydx) ;
en posant y = [x—y:2€z—x—Yy:x-+y| nous obtenons
é\p*ﬁg = z2y(y—€2)(3x+y—2ez)dx — zx(x — £2) (x4 3y — 2e2)dy + xy(x> — y?)dz

qui tend vers Q3 lorsque € tend vers 0. Par conséquent F3 dégénere sur 7. O

Remarque 3.37. — En combinant 1’assertion 2. de la Proposition 3.36 au Corollaire 3.27,
nous constatons que I’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de ]P% est exactement

I’adhérence O(F3) de O(F3) et est donc un fermé irréductible de F(3).
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Corollaire 3.33 et de la Remarque 3.35 (i).
Corollaire 3.38. — Soit F un élément de F(3) tel que dim O(F ) <7. Alors

O(F)CO(F)UO(F1)UO(F).
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Une condition nécessaire pour qu’un feuilletage de degré trois de IP’(%: dégénere sur le feuilletage

1 est donnée par la :

Proposition 3.39. — Soit F un élément de F(3). Si F dégénére sur Fy, alors F posséde un

point singulier m non-dégénéré vérifiant BB(F ,m) = 4.

Démonstration. — Supposons que F dégénere sur 7 ; il existe une famille analytique (%)
définie par la famille de 1-formes () telle que pour € non nul ¥, soit dans O( ¥ ) et pour € nul
nous ayons Fe—o = ;. Le point singulier non-dégénéré de F;, noté my, est « stable » ; il existe
une famille analytique (mg) de points singuliers non-dégénérés de . telle que me—o = my.

Les ¥¢ étant conjugués a ¥ pour € non nul, ¥ admet un point singulier . non-dégénéré tel que
Vee C*, BB(Fe,mg) = BB(F,m).

Comme u( Fe,me) = 1 pour tout € dans C, la fonction € — BB( %, m¢) est continue et est donc

constante sur C. Par suite

BB(F,m) = BB(Je=0,Mme=0) = BB(F1,mo) = 4.

Corollaire 3.40. — Les feuilletages H,, Hg, H,1 et F5 ne dégénérent pas sur F;.

Une condition suffisante pour qu’un feuilletage de degré trois de ]P% dégénere sur le feuilletage

1 est donnée par la :
Proposition 3.41. — Soit F un élément de F(3) tel que F; ¢ O(F). Si F posséde un point
singulier m non-dégénéré vérifiant

BB(¥,m)=4 et  K(F,m)=3,
alors F dégénére sur .
Démonstration. — Supposons que ¥ ait une telle singularité m. L’ égalité k(F ,m) = 3 assure
I’existence d’une droite ¢,, passant par m, non invariante par ¥ et telle que Tang(F , ¢,,,,m) = 3.

Choisissons un systéme de coordonnées affines (x,y) tel que m = (0,0) et £,, = (x = 0). Le

feuilletage F est défini dans ces coordonnées par une 1-forme ® du type
(x4 By + #x2 4 sxy + #y% 4+ x> 4 5x%y + xxy? + 5y )dx
+ (0 A+ 7y % 4 xxy + sy o oy +xxy? +yy?)dy
+ (x> + 5x%y + #xy? + %y°) (xdy — ydx), avec *,r,s,0, B,y € C.
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Sur I’axe x = 0, la 2-forme ® A dx s’écrit (ry +sy? +7vyy?)dy A dx. L'égalité Tang(F ,£,,,m) = 3
se traduit alors par : r =5 =0 et y# 0. Les égalités r =0, u(¥,m) =1 et BB(¥,m) =4
impliquent que p = —a # 0. Ainsi o est du type
(kx — oy + 5x% 4 %Xy 4 %y% + 51 + *x°y + *xy° + *y3)dx
+ (oux + 512 4 sy 4 50 + 5Py 4+ w0y + vy )dy
+ (322 + #x%y + #xy? + %) (xdy — ydx), oulesx € C, a,ye C".
Posons ¢ = (83x,£y) . Soient i et j deux entiers naturels non tous deux nuls. Notons que
1. @*(x'y/dx) = e3+/3x'yidx est divisible par €* et g%(p* (x'y/dx) tend vers 0 lorsque €
tend vers 0 sauf pour (i, j) = (0,1);
2. @ (xly/dy) = &¥*/+1xlyidy est divisible par €* sauf pour (i, j) = (0,1) et (i, j) = (0,2).
Si (i, j) n’appartient pas a {(0,1),(0,2),(0,3),(1,0)}, la forme Ei4(p* (x'y/dy) tend vers 0
lorsque € tend vers 0.

Nous constatons que

1
lim

lim 8—4(p*0) = au(xdy — ydx) +7y>dy.

Le feuilletage défini par ou(xdy — ydx) +7yy>dy est conjugué a4 F; car, comme le montre un
calcul immédiat, c’est un feuilletage convexe dont le lieu singulier est formé de deux points.

Par suite ¥ dégénere sur 7. O
Corollaire 3.42. — Les feuilletages H,, Hs, Hs, H; et F4 dégénérent sur F;.
La réciproque de la Proposition 3.41 est fausse comme le montre I’exemple suivant.
Exemple 3.43. — Soit F le feuilletage de degré 3 sur ]P% défini en carte affine z = 1 par
o = xdy — ydx + (y* +y*)dy.
Le lieu singulier de ¥ est formé des deux points m =[0:0: 1] etm’ =[1:0:0]; de plus
u(F,m)=1, BB(¥,m) =4, K(F,m)=2, u(F,m')>1.
Le feuilletage ¥ dégénere sur ¥ ; en effet, en posant ¢ = (;x, % y) , Nous constatons que
lim e*¢* @ = xdy — ydx + y*dy.
Une condition nécessaire pour qu’un feuilletage de degré trois de }P’(ZC dégénere sur le feuilletage
%> est donnée par la :

Proposition 3.44. — Soit F un élément de F(3). Si F dégénere sur ¥, alors degI‘Tr >2.
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Démonstration. — Si F dégénere sur ¥, alors deg I‘} > degIt}Z. Or un calcul immédiat montre
que I = y? de sorte que deg I =2, d’ol I’énoncé. O

Corollaire 3.45. — Les feuilletages #s et Ho ne dégénérent pas sur F5.

Une condition suffisante pour qu’un feuilletage de degré trois de ]P’((z: dégénere sur le feuilletage

%> est donnée par la :

Proposition 3.46. — Soit 7 un élément de F(3) tel que F2 ¢ O(F). Si F posséde un point

d’inflexion double, alors F dégénere sur F.

Démonstration. — Supposons que ¥ ait un tel point. Choisissons un systeme de coordonnées
affines (x,y) tel que m = (0,0) soit d’inflexion double pour F et x = 0 soit la tangente a la
feuille de ¥ passant par m. Soit ® une 1-forme définissant # dans ces coordonnées ; comme
TnF = (x=0), o est du type
(0 %x + %y 4 2% 4 xy -+ xy% 4527 0y +xxy? + 27 ) dx
+ (x4 ry 4 %x% 4 xy + 5% + 52> + xx%y + xxy® + By’ )dy
+ (x> 4 6%y + #xy? 4+ %y°) (xdy — ydx), avec *,1,5,B,€ C, o€ C*.
Sur la droite x = 0, la 2-forme ® A dx s’ écrit (ry+sy*> +By?®)dy A dx. L’hypothése que (0,0) est
d’inflexion double se traduit donc par : r =5 =0 et B # 0. Ainsi o est du type
2 2 3 2 2 3
(0L %X+ *y + kX~ 4 kxy + kY~ +*x° 4 *kx7y + kxy” + *y° )dx
+ (x4 %1% 4 5y 4 x> + xx?y 4 0y + By )dy
+ (x> + 5x%y + #xy? + %y°) (xdy — ydx), oulesx € C, a,p e C".
Considérons la famille ¢ = ¢ = (¢*x,€y). Notons que
1. @*(xy/dx) = e*TT4xlyidx est divisible par €* et L@*(x'y/dx) tend vers 0 lorsque &
tend vers 0 sauf pouri = j=0;
2. @ (xly/dy) = 4t/tlxlyidy est divisible par €* sauf si (i,/) € {(0,0),(0,1),(0,2)}.
Si (i,)) ¢ {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3)}, la forme é@*(xiyjdy) tend vers O lorsque € tend
vers 0.

Nous constatons que
1
lim — " = adx+ By’dy.
lim 2o + By dy
Visiblement oudx + By>dy définit un feuilletage conjugué a 5 ; par suite F dégénére sur F. [

Corollaire 3.47. — Les feuilletages H,, Hy, He, Hg et T4 dégénérent sur .
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Exemple 3.48 (de JOUANOLOU). — Considérons le feuilletage ¥; de degré 3 sur ]P’((z: défini,

dans la carte affine z = 1, par
oy = (Fy— Ddx+ (y° —x*)dy ;

cet exemple est dii a JOUANOLOU ([20]). C’est historiquement le premier exemple explicite de
feuilletage sans courbe algébrique invariante ([20]) ; c’est aussi un feuilletage qui n’admet pas
d’ensemble minimal non trivial ([10]). Le point m = (0,0) est d’inflexion double pour F; car
Tn%=(x=0) et o;Adx o = y3dy Adx; ainsi F; dégénére sur .

La réciproque de la Proposition 3.46 est fausse comme le montre 1’exemple suivant.
Exemple 3.49. — Soit F le feuilletage de degré 3 sur IF% défini en carte affine z = 1 par
® = dx+ (3 +y°)dy.

Un calcul élémentaire montre que ¥ n’a aucun point d’inflexion double. Ce feuilletage dégé-

N 1 1
nere sur ¥, ; en effet, en posant ¢ = % gV |, nous obtenons que
hm et o = dx+y’dy.

Du Théoreme 3.4, des Propositions 3.30, 3.36 et des Corollaires 3.27, 3.38, 3.40, 3.42, 3.45,

3.47, nous tirons 1I’énoncé suivant.

Théoréme 3.50. — Les adhérences étant prises dans F(3), nous avons
O(1) = O(h), O(F2) = O(#2),
O(%3) = O(F1)UO(H;) U O(H3) U O(F3), O(%4) = O(F1) U O(F2) U O(74),
O(#) = O(F1) U O(%4), O(#) = O(F2) U O(7),
O(#5) = O(1) U O(#5), O(Hs) = O(F2) U O(Hs),
O(#5) = O(41) U O(Hs), O(94) > O(F) U O(#Hy),
O(H7) D O(F1) U O(Hy), O(Hs) > O(F2) U O(Hs),
O(Ho) C O(F1) U O(Ho), O(#1) C O(42) U O(41),
O(#0) C O(F1) U O(F2) U O(Hio) O(%s) C O(F2) U O(Fs)
avec
dim O(F;) = 6, dim O( %) =6, dimO(H;) =7,i=1,...,11,
dim O( %) =17, dim O(%5) =17, dim O(3) = 8
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En particulier :

— I’ensemble FP(3) posséde exactement douze composantes irréductibles, a savoir O(F3),
O(H), O(Fs), 0(9h), O(Hy), k=4,5,...,11;

— I’ensemble des feuilletages convexes de degré trois de ]P’(ZC est exactement I’adhérence

O(F3) de O(F3) (c’est donc un fermé irréductible de F(3)).

Probléme 2. — Etablir un critére permettant de décider si un feuilletage de degré trois de IP’((Z:

dégénere ou non sur les feuilletages Fi et F».

Une réponse a ce probléme nous permet de décider si une orbite d’un feuilletage de F(3) de

dimension 7 est fermée ou non dans F(3), en vertu du Corollaire 3.38.



APPENDICE A

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.13

Nous présentons ici une démonstration de la Proposition 3.13. Cet énoncé affirme que si un
feuilletage de degré trois sur le plan projectif complexe posseéde une singularité dégénérée de
multiplicité algébrique inférieure ou égale a 2, alors sa transformée de LEGENDRE ne peut étre
plate.

Nous allons raisonner par 1’absurde en supposant qu’il existe un feuilletage ¥ de degré trois
sur P% tel que le 3-tissu LegF soit plat et dont le lieu singulier SingF contient un point m
vérifiant u(F,m) > 2 et v(F,m) < 2.1l s’agit de calculer explicitement la courbure de Leg F
par la formule (1.3.4) et d’utiliser la condition K (LegF ) = 0 pour arriver a une contradiction
avec I’hypothese deg ¥ = 3.

Pour ce faire, choisissons un systeéme de coordonnées homogenes [x:y:z] € IP% tel que m soit
I’origine O de la carte affine z = 1; soit ® une 1-forme décrivant ¥ dans cette carte. Comme

u(F,m)>2etv(F,m) <2, aisomorphisme linéaire prés, on a les trois possibilités suivantes

1. 1(1070) o = xdy, la singularité est dite de type selle-neeud, éventualité étudiée au § A.1;
2. J(lo,o) o = ydy, la singularité O est dite de type nilpotent, ce cas sera ’objet du § A.2;
3. J(IO,O) ®w=0 et J(Z(w) o # 0 (voir § A.3).

A.1. Etude du cas selle-nceud

Supposons que la singularité O soit de type selle-nceud ; on peut alors écrire ® sous la forme
® = A(x,y)dx+ B(x,y)dy+C(x,y) (xdy — ydx) ot
A(x,y) = 00x” + 01Xy + 00y +aox’ +arx’y +axxy’ +azy’,  C(x,y) = cox’ +c1x’y+caxy” +cay’,
B(x,y) = x+ Box” + Brxy + Bay? + box’ + b1 xy + boxy* + b3y’
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2x 2y
200x— Pry+ 27 201X — Bry+2

Quitte a conjuguer ® par le difféomorphisme ( > , on peut suppo-
ser que a; = B; = 0.
Nous allons examiner la platitude de LegF dans les trois cas suivants

- o # 0 (u(F,0)=2);

—p=0eta3#0u(F,0)=3);

—op=0c¢etaz3=0u(F,0)>4).
Pour cela, plagons-nous dans la carte affine (p,q) de Pé associée a la droite {px — gy =1} de
]P%, ou le 3-tissu Leg ¥ est décrit par 1’équation différentielle

F(p,q,w):= <P3 +Bop® +bop + 0opg + aog + Co) w?
+ ( —2p*q+b1p—og® — Bopg +arg+ C1)w2
+ (pcf +Bap® +bap+0apg+arg+ Cz) w
+b3p—0ag* — Bapq+azqg+c3 =0, avec w= .
Le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre qu’elle s’écrit sous la forme
Y P’

i+j<23
s—dpAdg,

R(p,q)

ol R :=Result(F,d,,(F)) etles plj sont des polyndmes en les parametres 0, 02, Bo, B2, ax, br, Ck-

K(Leg#) =

1. Si ap # 0, alors, quitte a conjuguer ® par la transformation linéaire (x, a%y)’ on peut

supposer que o, = 1. Dans ce cas I’hypotheése K(Leg# ) = 0 implique que

(a()?BOvBZ) - (070270)7 (b07b17b27b3) = (%a% _alv_%alv_%70)7
(a07a3) = (03 1)3 (COaC17CZaC3) = (_%ala% —%Cl% - %ala_%a27_i) ;
en effet
2 = _2 4:0
w=1= pT;f—och =0 < P2=0
2 Py = 040 = o =0

py7 = 204 (403 +a3) =0

plo =—3203=0
(a27327a0):(17070)§ PB:—“BOH(Z):O ~ {
pi2 = 3243 +2Boao (B3 — 4a1 —4by) =0

b3;=0

ap=0

1
(02, B2, 00,b3,a0) = (1,0,0,0,0) = p$; = —2(da3 +4by —1)> =0 by = 1o
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02, B2, 0, b3,a0) = (1,0,0,0,0 5 11
(02,B2,G0,b3,00) = ( ) épﬂ:75(2a3+40371)2:0®63:777a3

by=1-a 4 2

(a2,B2,00,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

2 4
=piy=-3a—1)"=0ca=1
(br,c3) = (4 —a3,} — La3)

(a2,B2,000,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

1

8 2

= =—82axy+2b1 —Po) " =0<b;=-Po—az
(a3,br,c3) = (1,-3,-1) Pis ( Bo) ZB

(02, B2, 00, b3,a0) = (1,0,0,0,0) )
(a3,b2,¢3) = (1,—3,—%) = pls = —10(a2+2c2)* =0 & cr = %

by =1Bo—ar

(02, B2,00,b3,a0) = (1,0,0,0,0) )
(a3,b2,¢3) = (1,—3,—}) = pig = —2(4a) +4by — B5)* =0 by = ZB%*“I

(b1,¢2) = (3Bo — a2, —3a2)

(02, B2,00,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

(a3,by,c3) = (1,—3,-1) 8 5 2 2 oo 1 1
:>p13:77(2a1+2ﬁoa27[30+461) :O@CIZ,BO,,aI,,BOaz

(br,e2) = ($Bo— a2, —1a2) 2 4 2 2

by = 1P —ai

(02, B2,00,b3,a0) = (1,0,0,0,0)

az,br,e3) =(1,—3, -1

( )1( 4 T) =pfy=-3(a—Bo)' =0 Bo=a

(b1,¢2) = (3B0 — a2, —5a2)

(bo,c1) = (4B3 — a1, B3 — Sa1 — $Poaz)

et

oo, B2,00,b3,a0) = (1,0,0,0,0)
az,by,c3) = (1,—3,—4)
(a2, —%a2,— 1 a2)

1
- :>P%(1):*10(01ﬂz+260)2:0@)00:75111@.
bo,c1) = (}a3 —ay,—}ta3 - Say)

Par suite la 1-forme ® définissant F s’écrit
1
1 (azx +y+ 2) <2y2dx + (axx® — xy 4+ 2x)dy — (2a1x> + apxy +y?) (xdy — ydx)) ,

ce qui conduit a deg # = 2 : contradiction.

2. Cas ol 0 = 0 et a3 # 0. Quitte a faire agir la transformation linéaire (x, A /i y) sur , on

peut supposer que az = 1. Dans ce cas le systeme p%o = p‘;’9 = p?7 = p';’7 = p}7 =0n’aaucune
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solution ; en effet

0p,a3) = (0,1) = p3y=P3 =0 B =0,

02,a3,B2) = (0,1,0) = pio = 9653 =0 < b3 =0,

(
(
(02,a3,B2,b3) = (0,1,0,0) = p3; =96(hy + 1) =0 & by = —1,
(02,a3,B2,b3,b7) = (0,1,0,0,—1) = p3; = 112¢3 =0 = ¢3 =0,
(

®2,a3,B2.b3,b2,¢3) = (0,1,0,0,~1,0) = pj; =8 #0.
Il s’en suit que ce deuxieéme cas est aussi impossible.

3. Cas ou (0,a3) = (0,0). Le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre que p}’ = —0gao, de
sorte que Oap = 0. A conjugaison prés par des transformations linéaires du type (Ax,uy), on

est dans ’une des situations suivantes
(062,613,[32,(10,00) = (0,0, 17 170)7 ((X2,613,BQ,OC0) = (0>07 170)7
(02,a3,B2,b3) = (0,0,0,0), (02,a3,B2,b3) = (0,0,0,1).
3.1. Lorsque (012, a3,B2,00,a0) = (0,0,1,1,0), ’hypothése K(LegF ) implique que
(alyaZ) - (72b372)7 (b07b17b2) — (b37*1 - Bob?nBO 7b§)7
(co,c1,¢2,¢3) = (0,—b3,2b3,—1) ;

en effet
plo =2a2 +4c3 =0 a=2
20 = —12a, —28¢c3—4=0 =1
(02,a3,B2,00,a0) = (0,0,1,1,0) = pio @ < C3
pls = —(4ay +8c3+6)b3 +3a; +6c, =0 a; = —2b3
p?g = (14[12 +56¢3 +76)b3 —22a; —46¢, =0 ¢y =2b3
et
P =8(Bo—ba+ci)=0
pls = —6(12Bg — b3 — 12, +11cy) =0
p7s = —(34Bo — 24b + 24¢1 )by — 10 by =Po—b3
—10b; +10cp =0 c) = —b}
(a2,a3,B2,00,a0) = (0,0,1,1,0) 5 31 y l ’
p”:716b3+4(81[50756b2+5201)b3 = by :717[30173
(a2,¢3,a1,¢2) = (2,—1,-2b3,2b3)
+100+ 100b; —88co = 0 =0
pSs = 32Bob3 + (32b1 —32co +44)b3 + 8B by = bs.
+(8¢1 —24b2)Bo + 16b3 — 16bacy
—12by =0

Donc la 1-forme ® décrivant F s’écrit
(32 = by +x) (e (Box -+ bay+ 1)dy + (byx —y) (vdy — ydx) )

mais ceci contredit I’égalité deg F = 3.
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3.2. Lorsque (0,a3,B2,00) = (0,0,1,0), la platitude de Leg F entraine que a; = ¢; = 0 pour
i=0,1,2,3; en effet

plo =2a2+4c3 =0 a =
2, =—12a, —28¢c3 =0 3=0
(a’27a37[327a0) :(0707170):> P2 “ N At ;)
p?8:7(4a2+863)b3 +3a; +6¢; =0 ar=0
plo = (14az +56¢3)b3 — 22a1 —46¢; = 0 =0
et
pS, =4dag+8c; =0 ap=0
((X'27a37BZy(anaZaC?nalaCZ):(070717070707070):> p?S:—30a0—66c1 =0 < =0
ple = —(12ag +24c1)b3 +10cg = 0 co=0.

Ainsi, 1a 1-forme @ s’écrit (x + Box? 4 y% + box> + b1 x>y + byxy> + b3y?)dy, ce qui implique que
deg F =0 : contradiction.

3.3. Quand (o, a3, B2,b3) = (0,0,0,0), le calcul explicite de K (LegF ) conduit a
pls =2(12byc3)? et Py = 8¢3(16b3 +27¢3) ;

le systeme p%7 = p%7 =0 équivaut a c3 = 0. Les égalités o, = a3 =, = b3 = ¢3 = 0 impliquent
que deg F < 3 : contradiction.

3.4. Lorsque (02, a3,B2,b3) = (0,0,0,1), la platitude de Leg F implique que aip =a; =c¢; =0
pouri=0,1,2,3; en effet

pis = —8c3 =0 =
pls =28a2=0 a=0
(0(2,a3,B2,b3):(0707071):> 9?7:16(060—5'2):0 = a; =0
pi; = 8(6azby —6Bocs +ay) =0 =0
pis = 2(184byc3 + 14109 — 75¢2) =0 o =0
et
plg=—24c1 =0 =0
(02,a3,B2,b3,¢3,a2,a1,¢2,09) = (0,0,0,1,0,0,0,0,0) = P?6:36a0:0 N a0 =0
pYs = —16byc; —32¢9 =0 co=0.

Par conséquent, la 1-forme ® s’écrit (x + Box? + box® 4 byx?y + boxy? +y*)dy; de sorte que
deg & = 0 : contradiction.
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A.2. Etude du cas nilpotent

Supposons que la singularité O soit de type nilpotent ; on peut donc écrire ® sous la forme
o =A(x,y)dx+ B(x,y)dy + C(x,y) (xdy — ydx) ol

A(an) = OCO)C2 + oy xy + a2y2 + aOX3 + a1x2y + aZXYz + 613)’37 C(xa)’) = COX3 + Clxz)’ + CZX)’Z + 63y3a
B(x,y)=y+ Box2 +Bixy+ |32y2 +box3 +b1x2y+ bzxy2 —|—b3y3.

Soit (p,q) la carte affine de IF’(%: associée a la droite {py —gx = 1} C P%4; le 3-tissu LegF est
donné par I’équation différentielle

F(p.q,w):= (pzq +oop® +Papg+azp+big— C3)w3
+ ( —2pq” + o1 p” + (B1 — ) pg — Bag” + azp+bag — Cz)w2
+ (613 +0p” + (Bo—0u)pg— l31612+a11?+b161—01)w
— 0lopg — Pog” +aop +bog —co =0, ol w=—.
Le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre qu’elle s’écrit sous la forme
L plrig

i+j<23
s—dpAdg,

R(p,q)

ol R := Result(F,d,,(F)) etles plj sont des polyndmes en les coefficients de A, B,C, avec p$, =

K(Leg¥) =

2068. La platitude de Leg# entraine donc que 0y = 0. Puis en faisant agir le difféomorphisme

= 2 sur ®, on peut supposer que 0y = B, = 0. Ainsi
200x — Boy 42 200x — Boy+2 »onp pposer que 0 = P = 0.

3 3 3
® = axydx+ (y+ Box” + Bray)dy+dx Y a7y +dy Y b Ty + (xdy — ydx) Y e Ty
=0 =0 =0

i= i= i=

Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg ¥ ) donne

pib = (4a0 — (0u +B0)? ) ((Se — Bo)ao — ot (@1 +Bo)?).
p?3 = —2<4a0 — ((X] + Bo)2> (1561(2) —2[50((11 +4[30)a0 — OL%((Xl + Bo)2>7
ply = (990 +297Bg)ad — 3 (0w + Bo) (68B3 + 190t By + 1903 ) a3

+(50€% - 210(%[30 + 2404 B(z) + 32B8)((I1 + Bo)2a0 + oc%(ocl +4Bo) (o + 50)4,
p}s = —8ouap ((5430 + 1801y )ad + (—12B3 — 4903 Bo — 7015 — 4801 B)ao + o (0F + 6011 Bo +4BF) (011 + BO)Z),

p3, = 4aag (Slag — 301 (100 +27B0)ad + o (3622 + 16011 Bo + 782 )ao + o3 Bo (0t + BO)Z) :
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le systeme p{} = p?3 =pl, = p% = p§6 = 0 est vérifié si et seulement si on est dans ’'une des

situations suivantes

ap=0,0;=0; ap=0, Bo=—0y, oy #0;
2
o o

ag=0a3, Bo=ou, o £0; ao=7],l30=71,0€1750~

A conjugaison prés par des transformations linéaires du type (Ax,uy), on se raméne aux cinq

cas suivants

(a07a17|30):<07070>7 (a07(x17[30):(07071)7 (a07a1760):(0717_1)7
(00,0‘1750):(1,1’1)’ (aO,al,BO):(%;l,%)-
1. Lorsque (ag, o,Bo) = (0,0,0), I’hypothese K (LegF ) = 0 implique que a; = 0; en effet
pi3 = —4ai (a1 +bo)(10a; +9by) =0
(ao,OLl,Bo):(0,0,0)# p?l :—16a%(5a1+9bo)(a1+b0):0 & ap =0.
p%, = —2a}(20a3 +234a3by + 459a1 b} +243b3) = 0
On envisage deux cas suivant que bg est nul ou non.

1.1. Lorsque by = 0, I’hypothese sur LegF d’étre plat entraine que ¢y = 0; en effet
(a0, 0, Bo,a1,bo) = (0,0,0,0,0) = pJy = —78¢; =0 = ¢y = 0.

Les égalités By = ap = by = c¢o = 0 impliquent que deg ¥ < 3 : contradiction.

1.2. Si by # 0, alors, quitte a faire agir la transformation linéaire diagonale (x,bgy), on
peut effectuer la normalisation by = 1. Dans ce cas I’hypothese K(Leg¥ ) = 0 implique que
ap=a3=c;=0,i=0,1,2,3; en effet

{ (ao,au1,Bo) = (0,0,0) :{ ply=—T78co=0 - { =0

(a1,b9) = (0,1) p{g = (141B; + 156¢¢)co + 153a, =0 a =0

(alvbo) = (07 l)

(a0, 01, Bo) = (0,0,0) {
(co,a2) = (0,0)

pl2 = 84c; =0 - {Clzo

pé4:—28[3161 —12a3=0 az=0

et
(0070‘1 5 BO) - (05070)
(a1,bo) = (0,1) P> =198¢c, =0 - =0
(C(),az) = (0,0) p%4 = (74B% + 152b1)()2 +336¢3 =0 c3=0.
(Cl7a3) = (070)
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Ainsi la forme ® s’écrit (y + Brxy + x> + b1x%y + byxy? + b3y?)dy, ce qui conduit a deg F =0 :
contradiction.

2. Quand (ag, a1, Bo) = (0,0, 1), 'hypothese K(Leg¥ ) = 0 implique que a; = ¢; = 0 pour
i=0,1,2,3; en effet

a =0 pi9 = —4a; =0 ar=0
o =0 = pH = (56a; +56by — 22B1)a; + 6az +12¢o =0 & a =0
Bo=1 p?zz —16(7a; +6bo —3PB1)a; — 12a; — 12¢9 =0 co=0

{ (a0, 01, Bo) = (0,0,1) é{ pio = 14as +30c1 =0 {a3:

(ar,a2,c0) = (0,0,0) pld=—22a;5 —54¢; =0 c1=0
et
ap, Oy, =(0,0,1
(a0, 011,Bo0) = ( ) o3 — 506, — 0 o
((1],612,6’0) = (07070) = 14 g
pg” = (89[31 —136bg)cy +72¢3 =0 c3=0
(a37C1) = (070)

Par suite @ s’écrit (y + x> + Bixy + box> + b1x2y + byxy? + b3y?)dy, ce qui contredit 1’égalité
deg F =3.

3. Lorsque (ag,a1,Bo) = (1,1,1), la platitude de Leg F implique que

2 .
(B1,bo,b1,b2,b3,c0,c1,¢2,¢3) = (2a1,a1,a1 —az,—a3,0,—az, —ayaz — a3, —a1a3,0) ;

en effet
P19 =—12a; + 12, — 126y =0
X pdy =124a; — 1228 4+ 120by = 0 B1 =2a;
ap =
! L ] plt=—16a 166, +as6Biby 18407 L ) =a
o =
51 | —248b2 — 204p3 + 392B,a) — 432a1bo = 0 b =d—a
0= p?z = 180ay + 174b1 + 6¢o — 1586'31[)() +7720% co=—ay
+876b% + 667p% — 1477B1a; + 1636a1by = 0
et
ap=1
pl3 = —20a3 — 206, =0
o =1 by = —a3
p10 = 8aya, +244a3 +236b; +8c; =0
Bo=1 b3=0

ps3 = —32aja3 —32a1b, —24b3 =0
Bl =2a, = 1 = c| = —ajay—ajz
plo =306b3 + 102 +2(6a1 a2 + 267az +256b; + 6¢1)a; =0

N P2 = 4(ajaz + ¢ +95a3 +90by)a? — (8a3 — 696b3 — 16¢2)a) oo,
! —(344a3 +336b +8c1)ar +12¢3 =0 )

€2 = —aya3

Il en résulte que la 1-forme ® décrivant F s’écrit

<y+a1xy+x2> (xdx+ (I+ajx)dy — (axx+azy)(xdy —ydx)) ;
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d’ott deg F =1 : contradiction.
4. Quand (ag,0,B0) = (%, 1, %), la platitude de Leg ¥ conduit a :

25 , 7

6 T g

1 5 3 3 1
(a37ﬁl7b0ab17b2ab3) = (401(0%“{‘202),20174(117 16611((1%"‘2612),—6401%4-2612)2) )

1 3 !
(cosc1,¢2,03) = (16“% g —a1az’_a(5“% +2a2)(a%_~_2a2)7_32(a%+2a2)2611> ;
en effet
11 pid=—3a1— Bbo+ P = Bi=3a
i ) = 7’177
(a0, 01, Bo) = (5 2)${ p13:17a1+24b0—]4[5|:0 T\ bo=13a

(007(117[30):(%717%) pi%:ga%*%az ﬁb]ﬁ»uCO:O blz%a%fgaz
(B1,bo) = (3a1,3a1) ply = —23a2 4 184, 4 69h; —21c) =0 co=tad—3a
pit=Ha (3al+302a2)
_189, 37
=3lby+ 51 =0
(@0,01,B0) = (3,1, 3) o 5 06 a3 = jai(a} +2az)
s 3 P“f*aal( la1+7 a) 3 )
(B1,bo) = (3a1, 3a1) = 1898, 4 25, 290 g A by = — g a1 (ay +2az)
(b1,c0) = (%a% - %ag, %a% - %az) s ¢ = —ajay
P = ﬁal(Sal +38a2)
—213a3 —263by +42¢1 =0

R pg = 64(111 +202)(53tll 4ay)
bi = fgai — ga 189 55
. L2 3, N —2b3 + = 0 by = 4(01 +2(12)
0= 1641 — @2
'16 s p}(l) 256 (al +2az)(1 35(1% —32a3) = 7%(5111 +2a2)(a1 +2ay)
a3 = a1 (al +2az)

by = 7%&1(&1 +2a2)
¢l =—aja;
et
(a0, 01, B0) = (3,1, 3)
(Bi,bo) = (3a1,2ar)
by = %a% — %az
co= %a% - %az
a3 = %al(a% +2az) = pé“ = (”1 +2a3)%a1+19¢3=0 & 3= 73%(a%+2a2)za

by = 7&(0% +2a2)2
= 76374(5a% +2a2)(a% +2ay)

Il s’en suit que la 1-forme ® s’écrit

& (4x2 +8arxy +Ay* + 8y> (8xdx+ (8+12a;x — Ay)dy + (ux —2Aayy)(xdy —ydx)) ,
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ouA= al +2ay et u= a1 6a;. D’ou deg ¥ =1 : contradiction.

5. Examinons le cas ot (ag, 0, Bo) = (0,1, —1). Ecrivons

by = 6o —ar, co =€ — 3aj, by =8 + a1 —a, B1 =¢1 +ai,
by = &, — a3, c1 =& — ja1az, ) = &3 — $a1a3;
I’hypothése K (Leg# ) =0 implique que §p =8, =8 =¢gy=¢1 =&, =&3=b3=ay=c3=0;
en effet
(ag,01,Bo) = (0,1,—1) = p3, = 248 =0< § =0
p3, = 8eo(era —28; —2¢9) =0
(a0, 01,B0,80) = (0,1,—1,0) = ¢ p3; = 8ep(2¢e7 +3e1a; — 63, —2€0) =0 & =0
p%4 = —480(61(1% — 281a1 — 2€0a1 —48180) =0
(ap,01,Bo) = (0,1,—1) N plo=13e3(68; —€7 —3g1a1) =0 o 8 =
50,80 0 0) pé37— ( 1—381a1+681)(€%+2€1a1—451): € =0
(ag,0u1,B0) = (0,1,—1) N pL =168,(38, — 7€2) =0 o & =
(80,81,€0,€1) = (0,0,0,0) P} =32e2(e2—98,) =0 =0
(ag,01,Bg) = (0,1,—1) pi7 = —8b3(a3 + 14e3 — 6b3) =0
€ =
(80,81,82) = (0,0,0) =< pg> =2e3(16e3 — 144b3 +a3) — S54bza3 =0 N { b3 o
(g0,€1,82) = (0,0,0) pi3 = 8e3(10e3 — 36b3 +3a3) — 8bs(11a3 + 6b3) =0 ;
ap, .y, =(0,1,—1
(0 1 BO) ( ) p§1:2a‘2‘:0 ay =
(80,61,82,b3) = (0,0,0,0) = =
(12a5 — 159a;c3)a; + 60arazc3 +48c5 =0 c3 =

(€0,€1,€2,83) = (0,0,0,0)

Donc la 1-forme o s’écrit
1
1 (a1x+ 2) (nydx (2x% — ayxy — 2y)dy — (a1x* + 2azy*) (xdy fydx)) ;

mais ceci contredit I’égalité deg F = 3.

92
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A.3. Cas 1-jet nul et 2-jet non nul

Supposons que la singularité O soit de multiplicité algébrique 2, i.e. que J(10~0) o=0 et

J(zo,o) ® # 0; o s’écrit alors sous la forme
® :A2(x,y)dx+B2(x,y)dy +A3(x,y)dx+Bg(x,y)dy+C3(x,y)(xdy—ydx),

ou Ay, By (resp. Az, B3,C3) sont des polynomes homogenes de degré 2 (resp. 3). Les polyndmes
A; et B ne sont pas tous deux nuls car J(ZO‘O) ® = Az (x,y)dx+ By (x,y)dy.
Dans la suite, nous nous placerons systématiquement dans la carte affine (p,q) de ]13’?C associée

a la droite {px —qy = 1} C P, ot le 3-tissu Leg F est défini par I’équation différentielle

_dg

F(p,q,w) = (pw—q) (qgA2(w, 1) + pBa(w, 1)) +qA3(w, 1) + pB3(w,1) + C3(w,1) =0, ot w= TS

Nous adopterons les notations suivantes
Ay =Y oy, By=Y By, Az=Y ax’y, By=Y by, CG=Y cxly.
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
Le calcul explicite de K(Leg¥ ) montre qu’elle s’écrit sous la forme
Y pip/dt

k<17
=T dpAadg,
R(p.q)?

ol R := Result(F,0,,(F)) et les pjl-‘ sont des polyndmes en les parametres o, B;, a;, b;, ;.

K(Leg#) =

Signalons que les p]'? ont des expressions tres compliquées ; il est tres difficile et peut-Etre
impossible de contrdler la condition K(Leg# ) = 0 « a la main », comme nous 1’avons pu faire
dans les cas précédents ou la singularité O était selle-nceud ou nilpotente.

Pour s’affranchir de cette difficulté, nous allons envisager quatre éventualités, chacune donnant
lieu a une sous-section. Il s’ agit de réduire le nombre des parametres o, 3; en raisonnant suivant
la nature du cone tangent xA; + yB, de 1(20,0) ® qui, a priori, peut &re nul, une droite, deux

droites ou trois droites.

A.3.1. Cas 2-jet & cone tangent nul. — A conjugaison linéaire prés o s’écrit

3 3 3
y(xdy — ydx) +dx Z aix> 7ty 4 dy Z bix> "y + (xdy — ydx) Z x>y, ai,bi,c; € C.
=0 =0 i=0

1 1

2x 2y
ax+azy+2 apx+azy+2
ay = a3 = 0. Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg¥ ) donne pé] = 108a(5)7 donc ap = 0.

En faisant agir le difféomorphisme < ) sur @, on peut supposer que

Le feuilletage F étant de degré trois, |bg| + |co| est non nul. Suivant que le parametre by est nul

ou non, on se ramene a (bg,co) = (0,1) ou by = 1.
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1. Lorsque (bg,cp) = (0,1), I’hypothese K(Leg ¥ ) = 0 implique que a; =b; =by =b3 =0
en effet
(az,a3,a0,bo,co) = (0,0,0,0,1) = p$ = 24a3 =0 = a; =0,
(az,a3,a,bo,co,a1) = (0,0,0,0,1,0) = p3 = —8b; =0 < b; =0,
(a2,a3,a0,bo,c0,a1,b;) = (0,0,0,0,1,0,0) = pg =—16b, =0< by =0,
(a2,a3,a9,b9,c0,a1,b1,b2) = (0,0,0,0,1,0,0,0) = pg =-24b3;=0& b3 =0.
Ainsi o s’écrit (y 4 x4 c1x%y + caxy? + ¢3y°) (xdy — ydx) ; d’ot deg F = 0 : contradiction.

2. Quand by = 1, I’hypothese K(Leg¥F) = 0 entraine que a; +1=>b; = by =b3 =0; en
effet

(az’a&ao,bo):(()’()’o’l);\,{ p§=16a%(a1+1)(3a1+4)=0 o a
p$ =2(1+a;)(12a% +26a; +15) =0
et
Py =4b1 =0 by =0
(a2,a3,a9,b0,a1) = (0,0,0,1,—1) = ¢ pd=8b(b1 —cp) +6b, =0 & by =0
Pl = 16b2(b1 — o) +8b3 =0 b3 =0.

Par suite @ s’écrit (y +x% + cox® + c1x%y + coxy? + c3y?) (xdy — ydx) ; ceci contredit 1’égalité
deg F =3.

A.3.2. Cas 2-jet a cone tangent réduit a une seule droite. — On peut supposer que le cone
tangent de 1(20 0@ est la droite x = 0; il s’en suit que ® s’écrit ([13])

dx 31xy + 827 3 3 L

3 dx 1Xy 2y 3—i i 3—i l o NGRS A R N

X (kx +d(7x2 )>+dxi§6ax +dy;bx + (xdy ydx)igbc,x ¥y, A,8;,ai,bi,c; € C.
On a xAs(x,y) +yBa(x,y) = Ax> ; le paramétre A est donc non nul et on peut le supposer égal a 1.
Ainsi

3 3
0):xzdx—l—(51x+282y)(xdy—ydx)+dx2ax3 i ’—I—dybe3 iyt (xdy—ydx)Zcix37’y’.
i=0 i=0 i=0

Si 81 # 0, resp. &; # 0, en conjuguant @ par <x, 5—11y>, resp. ( 252y 252 ), on se ramene a

81 =1, resp. (81,82) = (0, %) En outre, en faisant agir le difféomorphisme

* y
((bo — 251ao)y—aox—|— 1’ (bo —251a0)y—a0x+ 1 >
sur ®, on se rameéne a ag = by = 0 sans altérer le 2-jet de  en (0,0). 11 suffit donc de traiter les

possibilités suivantes

(81,62,a0,b9) = (0,0,0,0), (81,82,a0,b9) = (1,0,0,0), (81,82,a0,b9) = (0, 2,O 0).
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1. Lorsque (81,02,a0,b0) = (0, %,0,0), I’hypotheése K (Leg¥ ) = 0 implique que a; = b; =
¢;=0,i=0,1,2,3; en effet

81 =0 ply=—12b3=0 b3=0 pg=—24c3=0 c3=0
1 ps =—10(a3 +b2) =0 by=0 .
%=2 - ps = —86b3 —8(ay+b1) =0 bi=0 pg=—20c2=0 . =0
a =0 P70 = —6a1 —75a3—72by =0 a3 =0 Y= —16(ci +12c3) =0 1 =0
pel = —60a; —58by — 126b3 =0 a=0
by=0 pi2 = —45a; — 129a3 — 106b, =0 a=0 Pl = —12¢9 — 155¢, =0 co=0.

Ainsi o s’écrit x*dx + y(xdy — ydx) ; d’ott deg F = 2 : contradiction.
2. Quand (91, 63,a9,b0) = (1,0,0,0), I'hypothese K (Leg F ) = 0 entraine que
a+by=a3=by=b3=c3=0;

en effet, p%o = —8bs et

8 =1 pel = —6(az+b) =0 a3 =0
35 =0 p§2:*402*12‘13*4b1*10b2:0 by =0
ap=0 = =

bO -0 p? = 4(402 — 903 +4b1)a3 +8(2az — 3a3 +2b1 +2b2)b2 =0 b1 =—ay
by =0 Pl = —(28ap + 126a3 + by + 105b;)az + (2az +35by + 15b2 )by +8(az +b1)? — 12¢3 =0 c3=0.

Les égalités &, = a3 = b3 = ¢3 = 0 impliquent que deg ¥ < 2, ce qui est absurde.

3. Lorsque (81,87, a0,bp) = (0,0,0,0), la platitude de Leg¥ implique que b, = b3 =0; en
effet, pg = 78b§ et

pi? =4a3by(9az —by) =0

&by =0.
pS = —2i2 (27(9a3 +10b;)a2 + (45a3 — 2b2)b§) —0 7

(81,82,a0,b9,b3) = (0,0,0,0,0) = {
Ainsi, dans ce dernier cas, le feuilletage ¥ est décrit par
_ 2 2 2 2 3 2 2 3
o =x"dx+y(a1x” 4+ axxy+azy”)dx+bix“ydy + (cox° 4+ c1x7y + coxy” + ¢3y”) (xdy — ydx).
Maintenant nous allons examiner les trois éventualités suivantes

a3 #0; (a2,a3) = (0,0) ; a3 =0,a # 0.

3.1. Si a3 # 0, alors, quitte a conjuguer ® par 1’homothétie (ix, éy) , On peut supposer que

az = 1. Dans ce cas la platitude de Leg ¥ implique que b = ¢; =0,i =0, 1,2, 3; en effet
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a3 =1=pP =240 =0 b, =0,

(az,b1) = (1,0) = pil = —120c3 =0 = ¢3 =0,

(a3, b1,c3) = (1,0,0) = pi2 = —48c; =0 & ¢, = 0,

(a3, b1,c3,¢2) = (1,0,0,0) = pi® = —396¢; =0 < ¢ =0,

(az,by,c3,¢2,¢1) = (1,0,0,0,0) = pil = —168co =0 < ¢o = 0.

Par suite o s’écrit (x> 4 ayx*y + asxy® +y?)dx, ce qui contredit 1’égalité deg F = 3.
3.2. Lorsque (az,a3) = (0,0), la platitude de Leg F conduit a c3 = 0; en effet

pal =24b1c3 =0

&3 =0.
P = —243 (203 +5¢3) =0

(az,a3) = (070) = {

Les égalités a3 = c¢3 = 0 implique que deg ¥ < 3 : contradiction.

3.3. Casouaz =0 et ap # 0. La conjugaison par I’homothétie (—x — > permet d’effectuer
la normalisation a; = 1. Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg ¥ ) donne

Pyl = (463 + 1) ((663 +1)by +63>7
Pl = 72(4C3 + 1) <(6C3 —1)b? + 14c3by +c3(15¢3 + 8)) ,
p3 =8c3by ((603 + )b — (11e3 +2)b3 + (3663 — 12¢3 — 4)by + 6¢3(9¢3 + 2)),
ps = —(18c3+3)b} + (204¢3 +27c3 — 4)bT 4+ 9¢3(22¢5 + 39¢3 + 8)by + ¢3(9¢3 +4)(33¢3 +8) ;
il est facile de voir que les seules solutions du systeme p2 = p3 = p5 = pZ =0, sous la condition

c3 # 0, sont

(blvc3):(_ _i) et (blac3):(_%7_

D=
=il \S)
~—

3.3.1. Lorsque (by,c3) = (—%, —%), I’hypothése K(LegF ) = 0 implique que

ar+2c;=co=c1=0;

en effet
= 8 _ 1 _
. (1) P3= sl +262) =0 ay=-2c
2’2 L ={ hi= &((al +2¢)(176a +20762)—cl) -0 e =0
1=72
1 = 0.
o = 7% pg =—15 ((al +202)(61a1 +84ajcy —33c; — 15c2) — fc()> =0 co=0

Ainsi o s’écrit i (y2 —4crxy+ 2x) <2xdx —y(xdy— ydx)) , ce qui contredit 1’égalité deg F = 3.
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3.3.2. Lorsque (by,c3) = (—%, —%), la platitude de Leg¥ implique que a; = ¢; = 0 pour
i=0,1,2; en effet

a3 =0
a =1 ~ pioz—%(20a1+3362):0 - a; =0
bl_—% pgz%(7a1+12c2):0 €=
_ 2
C3—_§
et
as
@ = s 256
= —£22c1 =0
b1=*% Py 243€1 1 =0
5 = & 0
B=-3 6 _ 128 ‘o =1
==2cn=0
a1 =0 P3 =233
c=0

Donc o s’écrit % <y2 + 3x> (3xdx —2y(xdy — ydx)), mais ceci contredit 1’égalité deg F = 3.

A.3.3. Cas 2-jet a cone tangent formé de deux droites. — On peut supposer que le cone
tangent de J(ZO 0) ® est de la forme {xzy =0} ; dans ce cas, d’apres [13], la forme o s’écrit

2 dx dy y Y S S
X7y k0—+7u1—+8d(7> +dea,-x y+dy2b,-x y (xdyfydx)Zc,-x ¥y, Ai0,a4,bi,c;i € C.
x y x = =0 i=0
On a xA;(x,y) +yBa(x,y) = (Ao + A1)x%y; la somme A+ A; est alors non nulle. Par suite, on

est dans I'une des situations suivantes
d=A=0,% #0; d=1=0,A #0; 0=0, MAi(Ao+A1) #0;
0#0, A =0, A #0; A1 (Mo+ A1) #0.

Si I’un des parametres A; est non nul, on peut évidemment le supposer égal a 1 ; puis, si d # 0

en faisant agir la transformation linéaire (dx,y) sur ®, on peut effectuer la normalisation 6 = 1.

11 suffit donc d’étudier les cas suivants
(8,h0,M) =(0,1,0) 5 (8,A0,A1) = (0,0,1) ; (8,A1) =(0,1), do(Ao+1) #0
(677\'077\'1):(17170); (877\'1):(171)7 7\'0_'—17&0
1. Si (8,0, A1) = (0, 1,0), alors o s’écrit
® = xydx+dx Z a; x>~y +dy Z bix® 'y 4 (xdy — ydx) Z iy
i=0 i=0 i=0

2x 2y
2—-2a1x—azy’ 2—2a1x—azy

La conjugaison par le difféomorphisme ( ) permet de supposer

que a; =a; =0.
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On envisage deux cas suivant que ag est nul ou non.
1.1. Lorsque ap = 0, I’hypotheése K (Leg F ) = 0 implique que by = cp = 0; en effet

Pl =—bl=0 @{bozo

a ’a 7a = 070,0 :>
(a1,a2,a0) = (0,0,0) { pil = —4c3 (263 +co) =0

co=0.
Les égalités ag = by = co = 0 entrainent que deg ¥ < 3 : contradiction.

1.2. Si ag # 0, alors, quitte & conjuguer ® par (, / %x, y) , on peut supposer que ap = 1. Dans
ce cas I’hypotheése K(Leg# ) = 0 entraine que

2 .
(bo,b2,b3) = (0,0,0) et (co,c1,¢2,¢3) = (b1,0,b7,a3b1) ;
en effet
Py =~ =0 bo=0
Py =20~} =0 by =0
a1 =0 pi0 = 3bs +4byby =0 b3=0
aa=0 =4 pl¥=42p3+b;—co)=0 < co=b
ap=1 P32 =4b3 + (9b1 — 10cg)bg + 17 — ¢ =0 c1=0
pi% = —8b3b1 — (50a3 — 80by — 10c1)bo +44b3 +4co (b1 — 2c0) +4c2 =0 c2=bt
P10 = bybi + (12a3 + 57by — c1)bg +4b2(2b1 + co) + 78bobs + 3azby —3¢3 =0 3 =asbr.

Ainsi ® s’écrit (xy +x3 4+ bixy? + a3y3) (dx+ by (xdy —ydx)) ;d’ottdeg F =0 : contradiction.

2. Lorsque (8,A9,A1) = (1,1,0), la 1-forme ® s’écrit

3 3 3
® = xydx +y(xdy — ydx) +dx ) aixc® Ty - dy Y b’y 4 (xdy — ydx) )i’
=0 i=0 =

] 1

. R . oes . 2x 2y
i n r le difféomorphism n
Quitte a conjuguer ® par le difféomorphisme <27201x7(2a1+a2)y,272a1x7(2al+a2)y) , 0

peut supposer que a; = ap = 0. En calculant p}!, pi! et en raisonnant comme dans 1.1., on

constate que ag # 0. En faisant agir ’homothétie (Lx, iy) sur @, on se ramene a ap = 1.
ap”"? ag

Dans ce cas la platitude de Leg# implique que

(,13:—2, (b07b17b27b3):(1717250) et (CO,C17C27C3):(O,1,1,1);

en effet
a; =0 pPB=1-by=0 by=1
aa=0 =14 pl,=-8b3b;=0 & b3 =0

ag = pil = (1—bo)(P3+10by+7) +2b, —4 =0 by=2
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et

a;=0 pi0=—3(az+2b) =0 by =1

a =0 pe = —2(1laz +14b; +8) =0 a3 =—2
=1 B=4b1—c—1)=0 =0

ap N (b1 —co—1) o co

byp=1 pY2 =25b; —25¢ —c; —24=0 =1

b3 =0 p3, = 64a3 +8(2b; +31)az +16(2b; —c3+16) =0 =1

by=2 po =2(70a3 +29b1 — 6¢o +255)az + 8(b1 + 15)by —4(24c3 +6¢co + 3¢ — 139) =0 =1

Donc ® s’écrit (x2 +xy+y> + y) (xdx + (y+ 1) (xdy — ydx)), mais ceci contredit 1’égalité
deg F =3.
3. Si (8,A0,A1) = (0,0,1), 1a forme  s’écrit

3 3 3
Cdy+dx ) aid Ty +dy Y b Ty + (xdy — ydx) Y e Ty
i=0 i=0 i=0
2x 2y
2— box— 2b1y’ 2 —box— Zb]y
Dans ce cas la platitude de Leg ¥ implique que a3 = 0; en effet

Quitte a conjuguer ® par ) , on peut supposer que bg = by = 0.

p3, = —30a3b3 =0

Plo = 8a1b3 + (4azby +8c3)by — 2a3 (1543 +4bras +b3) =0

(bo:b1) = (0,0)= 0 3 = ~456a0b3 — (24c, +48a3 + 8841, +672a1a3)b3 a0
—(32a,b3 + 384azc3 + 4324503 + 320ara3by + 64byc3) b
+16a3b3(4az +by) =0

Ainsi

3
o = x*dy +x(agx* + ayxy + azy?)dx + y* (byx + bzy)dy + (xdy — ydx) Z iy
i=0
Le feuilletage F étant de degré trois, la somme |b3| 4+ |c3| est non nulle. Si b3 # 0, resp. b3 =0,
en conjuguant  par (b]—sx, bl—sy) resp. (, /C]—sx, éy) ,on se ramene a by = 1, resp. c3 = 1. 1l
suffit donc d’examiner les possibilités suivantes
by=1 et (b3,C3):(0,1).
3.1. Lorsque (b3,c3) = (0,1), le calcul explicite de K(Leg ¥ ) montre que
p3o = —14b3ag — (44ajay — 2¢1)b3 — (24arcy + 68ay +48a3)b3 — (12¢; + 126a3)b3 — 198bra; — 108 ;
on en déduit que by # 0. La conjugaison par la transformation linéaire (ng,bzy) permet de

supposer que b, = 1. Dans ce cas la platitude de Leg ¥ implique que

(ag,ar,az) =(0,0,—1) et (co,c1,¢2) =(0,0,—1) ;
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en effet
pg = 4a0a‘% =0
p?0:a175a2+0274:0 =
by =0 Pl = —4(2a; +8a3 + 1542 +2¢2+9) =0 “=
=1 = p‘g‘:2a0+8a1+6a1a272a%+2a2c2:O & o=
by=1 P8 = 4(5a3 + 1245 + 12)ap + 8(az +2)arad =0 @=0
pl = 8(5a3 + 12ay + 12)a — 2(8a3 — a1az — 8azcy + 14ay )aga3 +4daicy =0 @=-1
p3y = —14ag — 68a; — 2(24a3 + 63a> +22a; + 12¢3 +99)az +2¢1 — 12¢c, — 108 =0 @=-1

Donc o s’écrit (y2 — Xy —|—x) (xdy + y(xdy — ydx)), mais ceci contredit 1’égalité deg F = 3.

3.2. Lorsque b3 = 1, la platitude de Leg ¥ entraine que

2 .
(007(12) = (0;0) et (C(),CI,CZ’C:;) = (_a1707_a1b27_a1) :
en effet
4
— _4a, =0 o
by=1= pél @ ) N az
Py =4(8ap+a;) =0 ap =0
et
b3 =1 plo =8(ai+c3) =0 c3=—ay
3 0 = pg = 16(11% —ajc3+2c9) =0 co = 70%
aj) =
0 o) =8(a1b2 +bycy +2¢1) =0 = —aiby
an =
0 P, = —8(11ajby +8byc3 +3c2) =0 o =0.

Par suite ® s’écrit (a1x3 + boxy? +y? +x2> (dy —ay(xdy — ydx)), ce qui contredit 1’égalité
deg F =3.
4. Lorsque (8,A1) = (0,1) et Ao(Ao+1) # 0, la 1-forme o s’écrit

3 3 3
x(xdy + Agydx) 4 dx Z aix> "'y +dy Z bix>~'y + (xdy — ydx) Z ey, ho(ho+1)#0.
i=0 i=0 i=0

2o x 2Ny
2 —Xobox —azy’ 2 — hobox — azy
supposer que ay = by = 0. Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg# ) = 0 donne

Quitte a conjuguer ® par le difféomorphisme ) , on peut

P2 =daphd(ho + 1), pel =2a103(ho +1)2, P = 54(b3ko)*(ho +1)% ;

donc ag = a; = bz =0 et w s’écrit

3
o = x(xdy + Aoydx) + a3y dx + xy(byx 4 byy)dy + (xdy — ydx) Z iy, ho(ho+1)#0.
i=0

Nous allons traiter deux possibilités suivant que le parametre a3 est nul ou non.
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4.1. Lorsque a3z = 0, I’hypotheése K (Leg F ) = 0 implique que b, = c3 = 0; en effet

P}, = —8b5ho(Tho+1) =0
=0= S by=0
Py =—2(baho)?(2A3 +5ho+ 1) (Mo +1)> =0

et

=0

a3 :>pg:54c%7\‘8(7\,0+1)2:0<:>C3:0.
b =0

Les égalités a3 = c3 = 0 entrainent que deg F < 3 : contradiction.

4.2. Si a3 # 0, alors, quitte & faire agir I’homothétie ( X iy) sur , on peut supposer que

az = 1. Dans ce cas la platitude de Leg# implique que
1

7»0:—5, (bl,bz):(o,—Z) et ¢=0,1=0,1,2,3;
en effet
=233 (r0+ 1)2(;\0(2xg+x0+ b2 433~ 410 —2) =0 N
0="3
ay=1=1{ pl= —2xg(x0+ 1)2<(2xg+5x0+ 1)63 — (8ho — 403 +7)by — 127\.0—6) -0 s
Y, = ~853 (Ro(Tho + 13 +2(433 + 1343 + Do — Dby +4(Ro — 1)(2hg + 1) (R +2)) =0 by=-2
et
p%l :332C0:O o=
asz = p6 _128(‘1_0 c1=0
}\,0:7% = p9— (34h1 903)*0 54 by =0
by=-2 pS = 11 (46b) — 15¢3) =0 ;=0
Pl = — 1 (5463 —23b1c3 — 12¢2) = 0 e =0.
Ainsi la 1-forme ® s’écrit (x — 2y?) (xdy — %ydx) ; d’ou deg F = 1 : contradiction.
5. Considérons I’éventualité (5,A;) = (1,1), Ao+ 1 # 0. Dans ce cas  s’écrit
3 3 o
x(xdy + Agydx) + y(xdy — ydx) +dea x0T ’+dyZb X071y 4 (xdy — ydx) Zc,-x3_’y’, Ao+ 1#£0.

i=0 i=0 i=0

Quitte a conjuguer ® par le difféomorphisme

< 2x 2y )
(a2 +Maz)x+azy+2’ (a+hoaz)x+azy+2)’

on peut supposer que a; = az = 0. Dans ce cas la platitude de LegF implique que b; =c¢; =0
pour i =1,2,3; en effet

p?4:—8(7»0+1> by =0

by =0
=0 2 !
{ @ i pty = —2(Ro+1)"((13h+31)b3 +3b2) =0 s { bh=0
a3 =
2 =
ph = —2(Ro+1) (1333 + 4120 +60)bs + (109 +23)b2 +2b1 ) =0 br=0
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et
a =0 3 2
ph=—16(R+1) e3=0
a3 =0 13 ( ) c3=0
. 2
by—0 = p12:74<ko+1) ((16k0+33)cg+3cz):0 e { =0
- 2 —
br=0 p?1:72(7uo+1) ((49kg+1437\0+150)03+(237\0+47)cz+4cl):0 a=0
by =0

Ainsi le feuilletage ¥ est décrit dans la carte affine y = 1 par la 1-forme
0 = 22dx+ x(cox® — arxz — hoz?)dx 4 x*[(a) + bo)x + (o + 1)z]dz — apx® (zdx — xdz).

Remarquons que le point [0:1:0] € IP% est singulier de # de multiplicité algébrique 2 et
que J(ZO_O)G = 7%dx; on est donc dans une situation analogue a celle du cas 3., qui a été exclu

auparavant. Par suite I’éventualité 5. n’arrive pas.

A.34. Cas 2-jet a cone tangent formé de trois droites. — On peut supposer que le cone
tangent de J(20 0@ est formé des droitesx =0,y =0et y—x=0; il s’en suit que ® s’écrit ([13])

dx d d .
Xy —x) (Myﬂlyyﬂz (yy ;))”x):“f : ’+dyzbt"’ '+ (xdy — yd) me Y, MaibiceC
i=0 i=0

On axAz(x,y) +yBa(x,y) = (Ao +A1 +X2)xy(y — x) ; la somme Ag+ A + A, est donc non nulle.
En particulier les A; ne peuvent pas étre simultanément nuls ; comme les droites du cone tangent

de J(20 0@ jouent un role symétrique, il nous suffit de traiter les trois possibilités suivantes

(7\'077\'1>7\’2):(17070)7 7\’0:1’}\'2:077\'1(}\’1_{—1)#05
A = 1,7»07&1(7\0-!-7\41 +1) 7&0.

1. Commengons par étudier I’éventualité (Ag,A;,A2) = (1,0,0). Dans ce cas o s’écrit

3 3
y(y—x)dx+deax3 i ’+dy2bx3 iyt (xdy—ydx)Zcixy’y’.
i=0 i=0 i=0
X Y
ax—by+1" apx—by+1
que a; = by = 0. L’égalité deg ¥ = 3 implique que |ap| + |bo| + |co| # 0. Si ap est nul, on

Quitte a conjuguer ® par le difféomorphisme ( , ON peut supposer
trouve que : pl] = b3 et p}] = 4c%(co — 2b(2)) de sorte que by = cp = 0, ce qui est absurde.
Donc ag # 0; ’homothétie ( X, iy) nous permet de supposer que ap = 1. Dans ce cas, la

platitude de Leg ¥ entraine que by = by = b3 = cg = ¢1 = ¢ = ¢3 = 0; en effet

PR =by=0 by=0
(ag,a1,b1) = (1,0,0) = ¢ pil=(bg—6)b3 —2b, =0 & by=0
pi0 = —3b3 + (7—4b)by +5by —3b3 =0 by =

et
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pi3=4co=0 =0

{(ao,ahbl)—(L0,0) _ P2 — ¢/ —12¢9=0 L ) a=o0
(bg,b2,b3) = (0,0,0) pe = —4(3co+2c1 +2c2) =0 =0
p}lo =4co+Tc; +6c24+3c3=0 c3=0.

Ainsi ® = (x* + axy? 4+ azy® — xy +y?)dx; d’ott deg F = 0 : contradiction.

2. Examinons I’éventualité : Ag = 1,A, = 0,A;(A; + 1) # 0. Dans ce cas ® s’écrit

3 . . 3 . . 3 . .

(y —x) (Mxdy +ydx) +dx Y ai iy +dy Y b Ty 4 (xdy —ydx) ¥ iy, A(A+1) £0.
i=0 i=0 i=0

27\,1)6 27\.1))

box — 7\103}) 420 ’ box — M aszy + 20
a az = by = 0. Dans ce cas la platitude de Leg¥ implique que ay = a; = by = b3 =0 et que

En conjuguant o par le difféomorphisme ( ) , 0N se ramene

b1 = May ; en effet

P2 =—4h3 (A +1)%ag =0 ag=0

(a3, bo) = (0,0) = Plo = #A{(h1 + 1% =0 o | =0
3:00) =1 11 _ 43 2 o _ _
P = 7\,1(7\.14»1) (157\,1&0‘#2&1 13610)—0 a) =

pls = A (M +1)3 (201 by — 13A1b3 + 15b3) = 0 b, =0

et

{ (a,a1,a3) = (0,0,0) :>{ Py =M +1PBM +2)(Mar—b1) =0 b — M.

(bo,by,b3) = (0,0,0) pls =AM +1)3(20 +3)(Maz —by) =0

Ainsi F est décrit par

o = (y — x+axxy) (Mxdy + ydx) + (cox> + c182y + coxy? + c3y°) (xdy —ydx),  Aj(A4+1) #0.
On envisage maintenant les trois éventualités suivantes

(az,M1) = (0,1), ay =0, (A +1)(A; —1)#£0, A (A4 1ap #0.
2.1. Lorsque (az,A;) = (0,1), le calcul explicite de K(Leg¥ ) conduit a
Ps’ = —8(co+c1) et Ps = 8(c2+c3),
donc ¢y = —cg, c3 = —cy et @ s’écrit
(v —x) [xdy + ydx — (cox> + c2y”) (xdy — ydx)] ,

ce qui contredit I’égalité deg F = 3.
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2.2.Quand ap =0et A (A +1)(A; — 1) #0, la nullité de la courbure de Leg ¥ implique que
¢ci=0,i=0,1,2,3; en effet

; 0 pél:—47\%(7\.1—1)(7\.1+1)2CQ:0 - cg=0
y =
P%s = 74—%?()\,1 (M + 1)263 =0

et

pls =20 +1)%3 =0

pe =20 (A +1)%F =0 =0
=
¢y =0.

(a2,c0,¢3) = (0,0,0) = {
Par suite o s’écrit (y — x)(Axdy + ydx), ce qui contredit I’égalité deg F = 3.
2.3. Si Aj(A; 4 1)a; # 0, alors, en faisant agir I’homothétie (aizx, aizy) sur @, on se ramene
a ap = 1. Dans ce cas I’hypothese sur Leg# d’étre plat entraine que ¢; =0, i =10,1,2,3; en
effet

po = —8(Ai +1)(3hict +2c0)cg =0 =0
B pe’ = —4(M +1)(Micr +co)eg =0
a=1= =
ply=—ME(M +1)(5AF = T)c3 =0
ple = =428 —1)(h +1)2c3 =0 c3=0

et

ply=2(M +1)2A8c3 =

Py =20 (A +1)%t =0 =0
=
¢y =0.

(a2,607C3) = (1,0,0) = {

Il s’en suit que ® s’écrit (y — x + xy) (A xdy + ydx), mais ceci contredit 1’égalité deg F = 3.
3. Pour finir considérons 1’éventualité : A, = 1 et Agh;(Ag + A + 1) # 0. Dans ce cas ®
s’écrit
3
xyd(y —x) + (y — x) (A xdy + Aoydx) +d.xZa O 4 dy Z:i))c3 iy 4 (xdy — ydx)z 3-iyi, AoAi (Ao +A1+1) #0.

i=0 i=0

La conjugaison par le difféomorphisme

X y
by as " by az
(m)"‘(m)y“ (ﬁ) (zxo) !

permet de supposer que a3 = by = 0. Le calcul explicite de K(Leg¥ ) donne

psY=—4M Ao+ 1) Mo+ M +1)%a0 et prg=4AAT (A + 1) (Ro+ A1 +1)b3 ;

comme AgA; (Ao +A; + 1) # 0 et comme les coordonnées x, y jouent un role symétrique, il suffit
de traiter seulement les deux cas suivants

e Ag=—1letA; #0;

o MM (l()-l- 1)(7»1 +1D)(Ao+A1+1)#0.
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3.1. Quand Ay = —1 et A; #£0, la platitude de Leg ¥ implique que a; = ¢; =0 pouri=0,1,2;

en effet
a3=0 pl0 = —48)\Tag = ap=0
bp=0 = ps—2x6(11x2+106x1+15)a0—16A1a1 & a1 =0
ho=—1 ps = —A7(367A% + 241 +85A3 + 167A, +3)a0 +8AS(10A; + A2 —2)a; + 8A]ap = a=0
et
a3 =0
by=0
xo L P2 = —48]co =0 =0
0 o T PE=2M(IAE -5 490M e —240]er =0 s { =0
an =
ao o p§ = =207 (M + 1)(A + 3403 + 61A; — 12)co + 40 (3AF + 324 —23)c; +32A]c2 =0 e =0.
=
a)=0

Ainsi le feuilletage F est décrit dans la carte affine x = 1 par la 1-forme
0 = —(b1y —Mz) (vdz —zdy) +y(c3y® + bayz+ (M + 1) 2%) dy — y* (boy + Miz)dz — b3y’ (ydz — zdy).

Remarquons que le point [1: 0: 0] € IP% est singulier de ¥ de multiplicité algébrique 2 et
que le cone tangent de 1(20.0)6 est identiquement nul ; d’apres le paragraphe §A.3.1, F ne peut
admettre un tel point singulier. Donc le cas 3.1. n’arrive pas.
3.2. Lorsque AoAj (Ao + 1) (A1 +1)(Ao+A1+ 1) # 0, 'hypothese K (Leg# ) = 0 entraine que
ag=a; = by, = by =0; en effet
=0 _ pi2 =4 (ho+ D* Ao+ +1)%ag =0 o | a=0
by =0 ple =M (M +1)* (Ao +A1 +1)2b3 =0
et

(ag,a3) = (0,0) N pel = =283 (ko + D*(ho + A +1)%a; =0 - a; =0
(bo,b3) = (0,0) PTs = 2hoA (A + 1)* (Ao + A1 +1)%b2 =0 0.

Ainsi le feuilletage # est donné par
3
® = xyd(y —x) + (y — x) (AMxdy + Aoydx) + xy(azydx + by xdy) + (xdy — ydx) Z cix Ty,
i=0
avec AgA1 (Ao +1)(A1+1)(Ag+A;+1) #0. Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg ¥ ) montre
que
P =A(o+ (o +M+1)7%61,  p§=-A(ho+M +1) 0,
it

Py =Af (Ao +A +1)%03, o = A2(h + 1) (ho + A +1)%60,

avec
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o1 = (=24 2023 + 3300 + 5MAF — 6o + M1 + SAIF + 300 + 4hoht — W] — 20 — 243 — 643 )z
—(h+1) (23 + 613 + 51123+ 2A0k1 + 6k +3WPho +2 =23 —3h ) b,

o= (sxl Ad— 104+ 3801 A3 + Mg + 6AIAZ — 243 g + TATho + S5MAZ — 29R0 + 13AFA3 — 611 +28A7A2 + 443 Ao + 16X
<20~ 108 — 813~ TA3 — 2703 ) az — (Ao + 1) (SA + 193 + 130123 + 613A3 + 8 A3 + 3303 + 29%0 — 2A{Ao
9ok + 20 + 10— 1203 — 4hy =27 )y,

03 = (M+1) (=58 = 197 — 134320 — 8A3ho — 3303 — 63313 — 29% + Aokt — 20 A3 + 20Ad — 104243 + 1243
+4ho )@z + (= 10+ 5A{Ag + 13WAF 4+ Ad — 1083 — TA — 274% — 290 + 6343 + 283343 — 243 — 6h0 + 4M1A3
+1620A + ThAG +38Who + 55ATh0 — 813 — 2012 ) b,

o4 = (M +1) (23 + 633+ 523h0 + 2A0M + 3MAZ 4+ 6ht +2 = 3ho — A3z + (207 — 20k — SA3AF — SAIho + 603
~3MA + 6h — 303 — 4hoky +2—ho + 203 3 ) br.

Grice a la linéarité des o; en (az,b), on vérifie que le systeme 6; = 0,i = 1,...,4, sous la

condition AgA; (Ao + 1) (A1 + 1) (Ao + A + 1) # 0, est équivalent a (az,b1) = (0,0). Ainsi

3 P
@ = xyd(y = x) + (v = x) (Aiady + Aoydx) + (xdy —ydx) Y ei® 5, Aohi(ho+ 1) (M + 1)(Ro+ A1 +1) #0.
i=0

Dans ce cas le calcul explicite de K(Leg¥ ) donne
P =a 2 Mo+ D oM+ Do +M +1)2c0 et pls=a M+ 1D)* Ao —A — 1D (ho+A +1)¢3 ;

puisque AoA; (Ao + 1)(A;1 +1)(Ao + A1 + 1) # O et puisque les coordonnées x,y jouent un role
symétrique, il suffit d’examiner seulement les deux cas suivants

o Mp=A—1et LA —1)(A+1)#0;

e MA Ao+ DM +1D)(A+M+1) (Ao —A1+1)(Ao—2A —1) #0.

3.2.1. Lorsque Ag =A; — 1 et A;(A —1)(A; +1) # 0, la platitude de Leg# implique que
¢;=0,i=0,1,2,3; en effet

pls = =320 (M + 1)*c3 =0 c3=0
2
Ro=h—1={ ply=8A] (M +1) (M (ki +1263 — (4223 — 1241 +6)cacs — M (W + 62 —38)3
—4(}»1 + 1)(57\.1()1 —2Aico+cy —26‘0)()3) =0 c=0

et
péo = 787\? ((7\,1 + l)C() +7\,]Cl> =0

7“‘):(7)” -1 . oS :8%?((35x%—128x%+18x1 —35)c0+xl(311§—105x1+19)c1> -0 =0
C =

2 p] = —162 (63 — 4647 — 11333 +37M1 — 10)co + M (6] 213 -
c3=0 c1 =0.

—103%, +58)c1> =0

Ainsi o s”écrit xyd(y —x) + (y —x) (Axdy + Ay ydx — ydx), ce qui contredit I’égalité deg 7 = 3.
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3.2.2. Quand ApA; (Ao +1)(A1 +1)(Ao+A1 + 1) (Ao — A1 +1)(Ro — Ay — 1) # 0, ’hypothese
K(Leg¥ ) = 0 entraine que ¢; = 0,i = 0,1,2,3; en effet

pil =403 (ho + 1)* (ho — My + 1) (ho + 21 + 1)2co, pls=4AF (A +1)* (Ao — A — (R + Ay +1)%c3

et

{ CO:O :>{ pg:72%%(7LO+1)4()\.0+}L1+1)2C%:0 o { Clzo

c3=0 ply =223 + D*(ho +A1 +1)2c3 =0 ¢y =0.

Donc o s’écrit xyd(y —x) + (y —x) (A xdy + Agydx), mais ceci contredit I’égalité deg F = 3.
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