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Chapitre 4 : Séries de Fourier

Séries trigonométriques

Définition. On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions de la forme :

% " ; a, cos (nwz) + by, sin (nwz)] (1)

avec r € R, w > 0, a,, b, € R, pour tout n dans N. m
Le probléme est de déterminer I’ensemble D tel que la série (1) soit convergente pour tout
reD.

Remarque. Supposons que la série (1) converge en x dans D et posons

[e.o]

f(z)= % + Z [a,, cos (nwz) + by, sin (nwx)] .

2k 2k
Alors la série (1) converge en tout point de la forme x + —W, keZet f(z)=f (:c + —W);
w w
2
et par suite la fonction f est périodique de période T' = —W. [ ]
w

oo
Proposition. Si les séries numériques E a, et 5 b, sont absolument convergentes, alors la
n=1 n=1
série trigonométrique (1) est absolument et uniformément convergente sur R. m
Proposition. Si les suites numériques (a,) et (b,) sont décroissantes et tendent vers 0, alors

T
la série trigonométrique (1) est convergente pour z # —, k € Z. m
w

Représentation complexe d’une série trigonométrique

D’apreés les relations d’Euler :

TNWT —inwx MNWT —inwx
+e -

(nuwz) = © 6 sin (nwr) = -
cos (nwz) = et sin (nwx) = ,
2 21
et en posant
a, — ib,, __ ay+ib,
Cn = 9 y Con =Cp = 9 et Co = =,
la série (1) devient
o
Z . W
n
n=-—o0o
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Cette derniére expression est appelée forme complexe d’une série trigonométrique.

Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas réel

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique (1) et

posons

[a cos (kwx) + by sin (kwz)] .

NE

fa)=F+

i
I

Alors

[ax, cos (kwz) cos (nwx) + by, sin (kwz) cos (nwx)],

WE

Qo
f (z) cos (nwz) = - cos (nwzx) +

=
Il
—

Qa

f (z)sin (nwz) = ?0 sin (nwz) + ) [ag cos (kwx) sin (nwx) + b, sin (kwz) sin (nwx)] .

[M]8

3

1

En intégrant et en utilisant la convergence uniforme de la série trigonométrique (1) et les

relations suivantes :

2n
N 0 sik#n,
/COS (kwz) cos (nwz) dx = .
0 —  sik=mn,
27 w
N 0 sik#n,
/sin (kwz) sin (nwz) dx = -
0 - Si k: — n,
w
2n
/cos (kwz) sin (nwzx) dx = 0,
0
on déduit alors les coefficients par les expressions suivantes :
2n 2n
w w .
ap = —/f () cos (nwzx)dx, b, = —/f () sin (nwx) dx, n € N,
s s
0 0
Par un changement de variable, ces coefficients peuvent s’écrire
w [ w [ )
a, = —/f (x) cos (nwz)dx, b, = —/f (x) sin (nwz) dz, n € N.
T 7

- -
w w

En particulier si w = 1, cas des fonctions 27-périodique

ay = %/f (x) cos (nz)dx, b, = %/f (x)sin (nz)dx, n € N.
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Calcul des coefficients de la série trigonométrique. Cas complexe

Ona f(z)= E crpe?™?®. Les coefficients dans ce cas, sont donnés par la relation :

k=—00

w —inwT o i —Inwx
cn—%/f(x)e dx—27r/f(x)e dx, n € Z.
0

w

Séries de Fourier

a+2T
Soit f : R — R une fonction périodique de période T' = 2w. On suppose que / |f (t)|dt

(0%
converge pour tout o € R.

Définition. On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique

0
of :?—i-; an, cos (nx) + by, sin (nx)]
avec . o
a, = %/f (x)cos (nr)dx et b, = %/f (x)sin (nx)dr, neN.
0 0
Remarque.

2 s
e Si la fonction f est paire a, = —/f (x) cos (nx)dx et b, =0, neN.
m
0

2
e Si la fonction f est impaire a,, =0 et b,, = —/f (x)sin (nz)dx, n € N.
T
Deux questions se posent :

1. La série de Fourier associée a f est-elle convergente?

2. En cas de convergence, peut-on dire que la série converge vers f7

Théoréme (de Dirichlet).

Soit f : R — R une fonction périodique de période T' = 27 satisfaisant aux conditions suivantes
(appelées conditions de Dirichlet) :

D1) En tout point zg, les limites de f a droite et & gauche de zy existent et les discontinuité

de f sont en nombre fini dans tout intervalle fini.
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D2) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors la série de Fourier associée & f est convergente et on a :

A  — . f(x) si f est continue en x
§+Z[ancos(nx)+bnsm(nx)] =\ Fle+0)+flz—0)

n=1 si f est discontinue en x

2

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est continue. m
Les notations f (x + 0) et f (z — 0) représentent respectivement les limites & droite et a gauche
de f au point z.

Exemple 1. Soit f : |—m, [ — R une fonction périodique, 7' = 27 définie par f (z) = z.
1. Les discontinuités de f sont les points de la forme xz, = 2k + 1)m, k € Z et f (2 +0) =
—7, f(zr, —0) = .

2. f est partout dérivable sauf aux points x;. En ces points nous avons :

o F@ = fr=0) @)= f (T +0)

T—T r— T r—mt Tr— T

= 1.

f vérifie les conditions de Dirichlet, donc développable en série de Fourier.

' ‘ 2 ‘ (_1>n+1
f est impaire donc ay = a, =0 et b, = — [ zsin (nx) dz = 2———
T n
0

et par suite

(_1 n+1

f(x)= 2ZT sin(nx). =

Exemple 2. Soit f : [—m, 7] — R une fonction périodique, 7' = 27 définie par f (z) = |z|.

f est continue sur R et partout dérivable sauf aux points x;, = km, k € Z ou

i L@ =TT =0) L f @) = f (k0

r—km— T — km r—krt T — km

= (-1)".

f satisfait les conditions de Dirichlet, donc développable en série de Fourier. De plus f est

paire, ce qui nous donne b,, = 0.

™ ™
Q2 = 07

2 2
ao——/wdx—ﬂ’ an——/xcos(m:)dxi —4
m

7TO 0 Aop+1 = - 2
m(2n+ 1)
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T %icos((2n+ 1):5)

La série de Fourier converge alors vers f et on a f (z) = 5 2 (2n + 1)2

4o 1
Remarquons enfin que I'égalité f (0) = 0 se traduit par T_ _Z—Z et par conséquent
2 7T (2n+1)

oo 2
1. :
(2n+1) 8

n=1
Une des particularités des séries de Fourier est le calcul des sommes de certaines séries numériques.
Remarque. (Développement en série de Fourier de fonctions non périodiques)

Si f : [a,b] — R une fonction non périodique définie sur I'intervalle [a, b], on prolonge f en une
fonction g périodique de période T > b — a telle que la fonction ¢ satisfait les conditions de
Dirichlet.

Exemple 3.

Donner une série de Fourier de période 27 qui coincide sur |0, 7| avec la fonction f (z) = e”.

si xel0,m

e” si xe]-m0f

et b, = 0.

si xel0,m
b) Choisissons un prolongement impair et posons fs () =

—e® si xe|-m0
1— (—1)"¢

Dans ce cas les coefficients sont ag = a,, =0 et b,, = 2n
m(n?+1)

c) Choisissons un prolongement ni pair ni impair et posons f; (x) = e” si x € |—m, 7[.

On a le résultat final :

em—e ™ [1 X(-1)" i
ofs(r) = —— <— + 5 [cos (nx) — nsin (n@])
T 2 —nc+ 1
e’ si xe€l]-mm]
) er4e -
sl x==m
T

Théoréme (Egalité de Parseval)

27
Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T'= — > 0, alors on a
w

>]

a5 N 2 w [ 2
5+Z a2 + %) = /(f(a:)) do. w
n=1 0
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1 si ze]0,n
Exemple 4. f étant une fonction 27r-périodique telle que f (z) =

-1 si ze]|-m0]

f étant une fonction impaire donc a,, = 0 pour tout n € N et on a

1 si xze€l0,n

4ism (2n+1)z)
7) =~ -

n= 2n+1 0 si z=0oux=m

La série de Fourier associée est :

. ™
- - 4 > sin ((Zn—i- 1) 5) 4 (—1)" _
oPoura::ionaaf<—>:1:—Z :;Z%—.Ontlre

2 T ot +1
“ 2n 3 7 4
_ o 2 [ ) 16 1 o
e Appliquons I'égalité de Parseval : — [ (f (2))"dr =2= — » ———— et l'on tire donc
™ “(2n+1)
i L _gpi il T
Zons1y L TETEIRTTS

o
1
e Posons S = E —, série convergente d’apres le critére de Riemann. En séparant les pairs
n
n=1
et les impairs on a

<01 > 1 Iex 1 T 1 w2 1 w2
S = + =) —4+—=-54+— S—=-5=—
;(an ;(271-9—1)2 44=n? 8 4 8 4 8
On tire alors
S = N + L + ! + =+ ! + ... = i
- =n? 25 3 42 52 6
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