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=============================================================
Exercice 1 (4 points) :

a) Montrer que la fonction u = x2 − y2 + x est harmonique.

b) Trouver une fonction v telle que f (z) = u+ iv soit holomorphe dans C.

c) Exprimer f (z) à l’aide de la variable z.

Réponse.
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=============================================================

Exercice 2 (5 points) :

Re z

Im z

2−2

a) Calculer
∫
C

(
2z + 3 |z|2

)
dz le long

1. du cercle |z| = 2 de (2, 0) à (−2, 0) dans le sens direct,

2. du segment de droite joignant (2, 0) et (−2, 0).

b) Expliquer pourquoi ces deux intégrales sont différentes.

Réponse.
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=============================================================

Exercice 3 (5,5 points) : On considère la fonction f (z) =
1

2z2 + 5iz − 2
.

a) Trouver les résidus de f (z) en tous les pôles.

b) Par application du théorème des résidus, calculer
∫
C

1

2z2 + 5iz − 2
dz,

où C désigne le cercle |z| = 1 dans le sens direct.

c) En déduire

2π∫
0

1

5 + 4 sin θ
dθ. Indication : Poser z = eiθ, d’où dθ =

dz

iz
et sin θ = 1

2i

(
z − 1

z

)
.

Réponse.
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Exercice 4 (5,5 points) : On considère la fonction f (z) =
3

(z2 + 1) (z2 + 4)
.

Re z

Im z
ΓR CR = ΓR ∪ [−R,R]

R−R

i

2i

−i

−2i

a) Trouver les résidus de f (z) en tous les pôles.

b) Par application du théorème des résidus calculer∫
CR

3

(z2 + 1) (z2 + 4)
dz, où CR désigne le contour fermé de

la figure ci-contre formé du demi cercle ΓR et du segment

[−R,R], décrit dans le sens direct.

c) En déduire

+∞∫
−∞

3

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx.

Réponse.
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