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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux équations différentielles a second membre discon-
tinue. Dans le premier chapitre nous rappelons quelques définitions de base. Le deuxiéme
chapitre est consacré aux équations différentielles & second membre continue, (Méthode clas-
sique) avec une condition initiale, en particulier, nous étudions la théorie du probléme de
Cauchy. Dans le troisiéme chapitre, nous définissons le probléme d’inclusions différentielles,
et nous étudions I'existence de la solution de ce probléme. Dans le quatriéme chapitre nous
discuterons les équations différentielles & second membre discontinue, nous utilisons dans
ce chapitre lexistence et I'unicité de la solution au sens de Carathéodory dans le cas ou
le second membre de I’équation est continue en x et discontinue en ¢, et nous utilisons la

solution au sens de Filippov dans le cas ot le deuxiéme c6té de I’équation est discontinue en .

Mots-clés : Probléeme de Cauchy, équations différentielles & second membre discontinue,

inclusions différentielles.
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Introduction

Parmi les branches les plus importantes des mathématiques, la branche des équations dif-
férentielles, qui sont considérées comme la base de la science actif, ou 'on trouve de nom-
breuses problémes dans divers domaines formulés mathématiquement sous la forme d’équations
différentielles. En mathématiques la forme générale d’une équation différentielle s’écrit sous
la forme z(™ = f (t,x,a,--- ,:U(”_l)), qui est une relation entre la variable £, ou ¢ représente
en générale le temps, = qui est une fonction inconnue de t, et ses dérivées ,--- , 2™ par

rapport a la variable ¢, ’entier n est 'ordre de ’équation.

Dans ce travail, nous discuterons la résolution d’une équation différentielle avec une condition
initiale, qui est appelé probléme de Cauchy. Dans le premier chapitre nous rappelons quelques
définitions de base. Le deuxiéme chapitre est consacré aux équations différentielles & second
membre continue, en particulier ’existence et I'unicité de la solution de quelques types
du probléeme de Cauchy [2, 3, 1]. Dans le troisiéme chapitre nous définissons le probléme
d’inclusion différentielle et sa solution [9], et nous présentons quelques définitions d’une
application multivoque (définition, semi-continuté) [8], a la afin on entamera I'existence de
la solution des inclusions différentielles [10]. Dans le dernier chapitre nous discuterons les
équations différentielles a second membre discontinue. Ce chapitre est subdivisé en deux
sections, dans la premiére ol le second membre discontinue par rapport a ¢, nous étudions
I'existence et 'unicité d’une solution au sens de Carathéodory [7]. Et dans l'autre section
nous introduisons les solutions au sens de Filippov pour les équations différentielle a seconde

membre discontinue en x [6, 7]. Dans le dernier chapitre nous examinerons l’existence et
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I'unicité de la solution d’une équation d’ordre supérieure discontinue [11].



Chapitre 1

27 ° °

Préliminaires

Sommaire
1.1 Notations . &« v v v v v e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 3
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L’objective de ce préliminaire est donner quelques définitions de base et un vocabulaire de

départ que I'on retrouve dans beaucoup de manuscrites qui traitent du domaine.

1.1 Notations



1.3. Définitions

1.3 Définitions

Définition 1 (Equicontinue) Soit X un ensemble, et F' sous ensemble de X. On dit que
F' est équicontinue en un point xg € X, si pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage V(o) dans
X, tel que pour tout x € V (xy), et pour tout f € F, on ait ||f(x) — f(xo)|| < e.

e On dit que F' est équicontinue s’elle est équicontinue on tout points de X.

Définition 2 Une fonction x : J — R est dite absolument continue si pour tous intervalles
disjoints [a;, b;|h_ inclus dans J, tels que

p p
Ve>0,36>0:> (bp—ar) <d= Y |o(bs) — x(a)| <e.

k=1 k=1

Définition 3 Soient (E, A), (F,B) deux espaces mesurables, et soit la fonction f : (E, A) —

(F,B), on dit que f est mesurable si pour tout V € B alors f~1(V) € A, ou A, B deux tribus.

Théoréme 1 (d’Ascoli-Arzela)
Soit X C C(J,R"), si X est bornée et équicontinue, alors X contient une suite uniformément
convergente x;(.) € X i =1,2,..., i.e. Il existe x(.) € C(J,R") tel que |z;(t) — z(t)|, — 0

lorsque 1 — o0.

Théoréme 2 (Valeur moyenne) Soient 'ensemble X et l'intervalle ouvert |a,b[, et soit

v e Li,.(Ja,b[, X) avaleurs dans un sous-ensemble C' C X. Alors pour tout to,t; dans |a,b],

on a

/ o(s)ds € (t1 — to)ao¥(C).

to
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L’objectif de ce chapitre est d’étudier ’existence et I'unicité locale du probleme de Cauchy
c’est-a-dire une équation différentielle ordinaire pour laquelle on a donné une condition ini-

tiale sans connaitre explicitement les solutions.

2.1 Probléme de Cauchy d’ordre un

Définition 4
On appelle probleme de Cauchy le probléme suivant: Etant donné

- J un intervalle non trivial de R.



2.2. Probléme de Cauchy d’ordre supérieur

- Une fonction définie et continue sur J x R™ a valeurs dans R".
f: JxR*" —R"
(t,z) = f(t,z).

Trouver une fonction x € C! telle que

i(t) = f(t,x(t),  VtEJVreR" . (PO (2.1)

x(to) = o, to € J condition initiale
Par la donné d’une condition dite condition de Cauchy, ou condition initiale. Et on note le

probléme de Cauchy par (2.1).

2.2 Probléme de Cauchy d’ordre supérieur

2.3 Solutions locales, maximales, globales

2.4 Existence et unicité de solutions du probléme de

Cauchy

2.5 Généralisation du théoréme de Cauchy-Lipschitz



Chapitre 3
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3.4 Inclusions différentielles semi-continues supérieurement . . . .

Dans ce chapitre on étudie 'existence d’une solution de I'inclusion différentielle.

On considére le probléme suivant :

@(t) € F(x(t)), teJ=[0,T]

l'(to) = Ty,

ou F': J x R" — p(R"™) une application multivoque a valeurs compactes, convexes.

Exemple 1 On considére linclusion différentielle suivant :

1 stx <0
€ F(r) = Sgn(x) = [—1,1] si x=0,t€[0,T]
-1 st x>0

(3.1)



3.1. Application multivoque

Cette inclusion différentielle admet unique solution globale x(t) = 0, pour une condition

initiale (0) = 0.

Attention ! Sgn c’est une notation, c¢’est-a-dire Sgn(x) # sgn(x).

3.1 Application multivoque



3.4. Inclusions diftérentielles semi-continues supérieurement

3.4 Inclusions différentielles semi-continues supérieure-

ment

Dans cette section, nous considérons les inclusions différentielles suivants :
x(t) € F(x) (3.2)

ou I : R™ ~» R" est une application multivoque semi-continue supérieurement a valeurs

fermées, bornée et convexes.



Chapitre 4

Equations différentielles & second

membre discontinue

Sommaire

4.1 Equations différentielles & second membre continue en z et dis-

continueent ... .. ... ...t e e e e e 11

4.1.1 Solution au sens de Carathéodory . . . .. .. .. .. ... .... 11
4.1.2 Equations différentielles a second membre discontinue en z . . . . 11

4.2 Solution faible . . . ... ... ... . 000 oo oo 11
4.3 Solution ausensde Filippov . . . ... ... ... ..., 11

4.3.1 Equations différentielles a second membre discontinue d’ordre supérieure 11

4.3.2 Comparaison avec le cas classique . . . .. ... ... ... .... 12

Dans ce présent chapitre on étudiera l’existence et 1'unicité de la solution du probléme de
Cauchy dans le cas ot le second membre de I’équation est discontinue par rapport a ¢ (solution

au sens de Carathéodory) et discontinue par rapport a x (solution au sens de Filippov).

10



4.1. Equations différentielles a second membre continue en x et discontinue en t

4.1 Equations différentielles 4 second membre continue

en zr et discontinue en t

4.1.1 Solution au sens de Carathéodory

4.3.1 Equations différentielles a second membre discontinue d’ordre

supérieure

11



4.3. Solution au sens de Filippov

Existence et unicité de la solution au sens de Filippov d’une équation d’ordre

supérieure .....

Premier cas .....

Deuxiéme cas .......

4.3.2 Comparaison avec le cas classique

12



Conclusion

Comme résultat de ce travail, nous croyons que nous avons appris trois lecons importantes.
Premiérement, le deuxiéme chapitre est garanti I'existence locale de la solution d’une équa-
tion différentielle a second membre continue, et cet solution est dérivable pour tous variables
t. Deuxiémement, ’existence de la solution de I'inclusion différentielle est assuré dans le cas
ou l'application multivoque est semi-continue supérieurement. Troisiement, la solution de
I’équation différentielle & second membre discontinue et l'inclusion différentielle est absolu-
ment continue, c’est-a-dire la dérivée est Lebesgue intégrable. La méthode de Filippov est

plus générale de les autres méthodes.

13
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