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Annexe 5

Logique du premier ordre

La logique du premier ordre est également appelée
= calcul des prédicats

= logique des prédicats

= logique des prédicats du premier ordre
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

= Les termes

= Les propositions atomiques
= Les formules logiques
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

s Les termes :

Soient S¢ un ensemble dénombrable de symboles de fonction
dénotés par f, g, ... (a(f) est I'arité de f) ; V un ensemble infini
dénombrable de variables (d'arité 0) dénotées par x, v, ... .
L'ensemble T des termes du premier ordre est le plus petit
ensemble satisfaisant :

u VgT
« SifeSe avec af)=n, et My, ...,M_ €T, alors f(M,,...,M )eT
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

= Les propositions atomiques :

Soit Sp un ensemble de symboles de prédicat dénotés
par p, q, ... . L'arité d'un prédicat p est désignée par
a(p). L'ensemble P, des propositions atomiques du
premier ordre est défini comme suit :

P,.={p(My, ...M,) | peS,, a(p)=n et My,...,M, €T}
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

= Les formules logiques :

Soit S, ={—,v,3} 'ensemble des symboles usuels de négation
logique, de ou logique et de quantification existentielle.
L'ensemble P des formules logiques du premier ordre est le
plus petit ensemble satisfaisant :

= PP

s peP=—-0peP

= §,peP=¢voeP

s XeV,0eP= IxpeP
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

= Variables libres (free variables) :

L'ensemble des variables libres d'une formule ¢, dénoté par FV(¢),
est défini comme suit :

= FV(X)={x}

u FV(f(Mll---an))=Ui=1...nW(Mi)
" Fv(p(Mll---an))=Ui=1...nFV(Mi)
= FV(—¢)=FV(¢)

= FV(¢ve)=FV(¢)UFV(e)

= FV(vx¢)=FV(3x¢)=FV(¢)\{x}
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe

= Variables liees (bound variables) :

L'ensemble des variables liées d'une formule ¢, dénoté par BV(¢),
est défini comme suit :

= BV(X)=0

« BV(f(My,...,M.))=0

« BV(p(M,...M )=

= BV(—¢)=BV(9)

= BV(¢ve)=BV(d)UBV(o)

= BV(Vx9)=BV(3xd)={x}UBV(d)
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe
= Formule close :

Soit ¢ une formule logique avec FV(¢)= {Xy,..., X}
= ¢ estclose si FV(¢)=0
= V(¢) désigne la formule close Vx;...VX. 0
= 3(¢) désigne la formule close 3x;...3x.0
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Syntaxe
= Littéral :

Un littéral est :
= une proposition atomique : on parle alors de littéral positif
= ou la négation d’une proposition atomique : on parle alors
de littéral négatif
= Clause :

Une clause est une disjonction de littéraux universellement
quantifiés : v(L,v...vL,)
= Clause de Horn :

Clause ayant au plus un littéral positif
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Sémantique
= Pré-interprétation :

Une pré-interprétation d’un langage du premier ordre
est une paire <D,[]>, D étant un domaine
d’interprétation, et [] une fonction sémantique
associant a tout symbole de constante ceS; un
élément [c]eD, et a tout symbole de fonction feS¢
d’arité supérieure ou égale a 1 une fonction
[f]:D">D
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Sémantique

= Valuation :
Une valuation des variables est une fonction p: V->D

La valuation des termes induite par une valuation p des
variables et une pré-interprétation <D,[]> est définie
comme suit :

1. []p : T=>D

2. [X],=p(X), pour toute variable X

5. [c],=[c], pour tout ceS avec c darité 0 (symbole de constante)

4. [f(Mll"'IMn)]p=[f]([M]_]pl"'l[Mn]p)
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Annexe 5

Logique du premier ordre

Sémantique
= Interprétation :

Pré-interprétation <D,[]> associant a tout symbole de
prédicat peS, d'arité n une relation [p]:D">{0,1}
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