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1ére Année I, M et MJ 2022/2023 — Module OPM
Date : 0306/2023 <10h15-11h45>

Examen final

serviee ¥ (7 peints = (1,5+1,5)+2+2) (Fonctions récursives)

1) Montrer que Ies fonctions suivantes sont Primitives Récursives :

e Trople(x)=3x
e Moitié (x) =xDiv 2
2) Montrer que la relation suivante est Primitive Récursive :
_ vrai Sixestpair,
Pau'(x)=[ faux sinon

3) Déduire que la fonction « Collatz » suivante est Primitive Récursive :

xDiv2 sixestpair,

Collaz)~{3, 471 sinon

Indication : Les fonctions suivantes sont PR : ®, ®, Moins, Fact, Abs, Exp, Sg,

Sg, Pred, mod, les fonctions constantes d’arité 0 ou 1.
8 (6,5 points = ( ((0,5+1+1,5)+1) +2,5) (Machines de Turing)

1) Soit la Machine de Turing MT=<E,5,1> avec :
I={ (1) Go1Dqo, (2) §o0Gq;, (3) :11Gqy, (4) q:0Dgy, (5) Go**qs, (6) 4:*0qy,
(7) q:0Dqs, (8) q310q2, (9) 4:0Gqs, (10) gs0Gqy, (11) 4s1Gqy}
a) Donner les configurations finales aprés exécution des instructions de MT

en partant des configurations initiales suivantes :
Configuration Initiale | qo 3 Qo3 *2 W I e |
-FCGnﬁguration Finale quZ | qs ? _J_?]f ?
b) Quelles sont toutes les fonctions calculées par MT ?

2) Définir les instructions d’une Machine de Turing qui calcule la fonction f
suivante ; f(x,y)= Sg(x+y)

RN (6,5 points = ( (1,5+(1,5+1)) +2,5) (Langage CAML)

1) On considére I’instruction CAML suivante :
let rec f x = if x =[] then [] else (hd x,string_length(hd x)) :: f (tl x) ;;
a) Donner le type de f inféré par CAML.
b) Dérouler la fonction { pour x=["OPM" ; "Algo" ; "" ; "Analyse"]. Que

fait £ ?
2) Ecrire une fonction CAML nbMa j comptant le nombre de lettres majuscules

dans une chaine de caracteres.
Indication : si x est une chaine de caractéres et i un entier, x.[i] donne le

caractére de x d’indice 1, le premier caractere étant d’indice 0.
...Bon courage...
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Corrigé Final OPM (3/6/2023)
Isli et Behloul

Exercice 1 P
1)) Notons par: vx e N, Cl(x) =3 : PR/ N )

| )5S
alors Triple(x) = 3x = ® o(C3,P})(x) : PR

i) Notons par rest(x) = x mod 2 : PR,
Preuve par récursion
Moitié(0) = 0 = Z : PR

Moitié(y) sirest(y) = 0
Moitié(y + 1) = PRGEL) F_ES »)
I + Moitié(y) si rest(y) = 1

0 sirest(y) = 0 Moitié(y) si rest(y) = 0
Moitié(y + 1) = SI. rest(y) i oitié(y) ‘res (y)
1 sl rest(y) = 1 Moitié(y) sirest(y) = 1

0sirest(y) = 0 i 1 sirest(y) = 0
Moitié(y +1) = 4 5T =0 iy 1 Sirest®)
I strest(y) = 1 | sirest(y) = 1

~

Moitie(y + 1) = rest(y) + Moitié(y) /l_ q Wi
Moutié(y + 1) = @ o(rest o P3,P}) (Moitié(y),y) : PR ) /

donc la fonction Moitié est PR

2) La fonction caractéristique de la relation "Pair", s’écrit

Carpair(x) = { A Y = S‘é(rest(x)) PR @

0 sirest(x) = 1
donc la relation "Pair" est PR

Moitié(x) sirest(x) = 0
3 llatz(x) =
) On a Collarz(x) { S(Triple(x)) si rest(x) = 1 @

alors Collatz(x) = Seg(rest(x)) * Moinie(x) + Sg(rest(x)) * S( Triple(x))
ainsi Collatz(x) = @& o(® o(Sg o rest, Moitié), ® o(Sg o rest,S o Triple))(x) : PR
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