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LES FONCTIONS DE BASE : -notation 

 La Fonction  zéro d’arité 0 :  Z = .0 

 La Fonction  successeur d’arité 1 : S = n.n+1 

 Les Fonctions Projection d’arité n : P
𝑛
𝑖
 = 𝑥1 …𝑥𝑖 …𝑥𝑛.xi 

 (n≥1) et (1≤i≤n) 
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LES FONCTIONS DE BASE : notation usuelle 

 

 Z :  
   − −→   𝐼𝑁

    ˫ − −→ 0
   

 Z()=0      ou      Z=0 

 

 S :  
𝐼𝑁 − −→   𝐼𝑁

        𝑛   ˫ − −→ 𝑛 + 1
  

 S(n)=n+1 

 

 P
𝑛
𝑖
 :     

 𝐼𝑁𝑛                           − −→   𝐼𝑁
 𝑥1, … , 𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑛    ˫ − −→ 𝑥𝑖

   

 P
𝑛
𝑖
 𝑥1, … , 𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑖  
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Règle de COMPOSITION : 

 

 H fonction d’arité m 

 𝐺1, …, 𝐺𝑚  m  fonctions d’arité n 

 Construire la fonction F d’arité n par composition à partir de H et 𝐺1,…,𝐺𝑚  : 

 

F = H°(𝐺1,…,𝐺𝑚 ) 

 

 

 F(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏) = [H°(𝐺1,…,𝐺𝑚 )](𝒙𝟏,…,𝒙𝒏) 

 

 

    = H(𝐺1(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏),…, 𝐺𝑚 (𝒙𝟏,…,𝒙𝒏)) 
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Règle de COMPOSITION : cas particulier m=1 et n=0 

 H fonction d’arité m=1 et 𝐺1 m  fonction d’arité n=0 

 Construire la fonction F d’arité n=0 par composition à partir de H et 𝐺1 : 

F = H°𝐺1 

 

 F() = [H°𝐺1]() = H(𝐺1()) = H(𝐺1) 

 

 F = H(𝐺1) 

 

 F= H°𝐺1=.H(𝐺1) 

 

 Exemple : H = S et 𝐺1 = Z 

 

       
F =  𝐇°𝐺1 =  S°Z                                                          
F()  =  (S°Z)()  =  S(Z())  =  S(Z)  =  S(0)  =  1
F =  S°Z =  . 1                                                           
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Règle de RECURSION : 

 

 G fonction d’arité n 

 

 H fonction d’arité n+2 

 

 Construire la fonction F d’arité (n+1) par récursion à partir de G et H : 

    

  (𝒙𝟏,…,𝒙𝒏)  IN𝑛  

 

 F(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏,0)      =  G(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏) 

 

 F(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏,y+1)  =  H (𝒙𝟏,…,𝒙𝒏, F(𝒙𝟏,…,𝒙𝒏,y),y) 
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Règle de RECURSION : cas particuliers n=0 et n=1 

 

 n=0 : G d’arité 0, H d’arité 2 et F d’arité 1 

 

 F(0) = G() = G 

 

 F(y+1)  =  H(F(y),y)  
 

 n=1 : G d’arité 1, H d’arité 3 et F d’arité 2 

    

  x IN 

 

 F(x,0)      =  G(x) 

 

 F(x,y+1)  =  H(x,F(x,y),y) 
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Règle de MINIMISATION : 

 

 G une fonction d’arité n+1 telle que : 

(x1,…,xn)IN
n
, yIN  tel que :   G(x1,…,xn ,y) = 0 

 

 Construire la fonction F d’arité n par minimisation à partir de G : 

F(x1, …,xn)=y, avec y le plus petit entier tel que G(x1, …,xn,y)=0 

 

 Exemple :  = xy.x+y peut être construite par minimisation à partir de 

f=xyz.(x+y)/(z+1), avec / division entière. Pour tout (x,y)IN
2
, z=x+y est le 

plus petit entier tel que f(x,y,z)=0. 
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FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES : 

 

Une fonction est dite PRIMITIVE RECURSIVE (PR) si elle est : 

- soit une fonction de base, 

- soit une fonction construite à partir d’autres fonctions PR par application de la règle de 

composition ou de la règle de récursion. 

 

FONCTIONS RECURSIVES : 

 

Une fonction est dite RECURSIVE (R) si elle est : 

- soit une fonction de base, 

- soit une fonction construite à partir d’autres fonctions R par application de la règle de 

composition, de la règle de récursion ou de la règle de minimisation. 
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DERIVATION PR (R) : 

Une fonction F est  PRIMITIVE RECURSIVE  (respectivement : RECURSIVE) s’il existe 

une suite finie de fonctions F1,…,Fn  telles que : 

 Fn = F 

 Et pour chaque i{1,…,n } 

- soit Fi est une fonction de base, 

- soit il a été déjà prouvé que Fi est PRIMITIVE RECURSIVE  (respectivement : 

RECURSIVE) 

- soit Fi est définie à partir de certaines des fonctions F1,…,Fi-1 au moyen de la règle de 

composition ou de récursion  (respectivement : la règle de composition ou de récursion 

ou de minimisation). 

 

La suite des fonctions F1 , … , Fn est appelée une dérivation PRIMITIVE RECURSIVE  

(respectivement : RECURSIVE) de F 
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TD 1 Exercice 1 : utiliser la règle de récursion pour montrer que chacune des 

trois fonctions est PR 

Z1=n.0 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 Z1(0)=G()=G 

 Z1(y+1)=H(Z1(y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 Z1(0)=0=Z 

 Z1(y+1)=0=Z1(y)=𝑃1
2(Z1(y),y) 

 

Z1 PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=Z PR car de base 

 f2=𝑃1
2 PR car de base 

 f3=Z1 PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f2 
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TD 1 Exercice 1 : 

=xy.x+y d’arité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que 

 (x,0)=G(x) 

  (x,y+1)=H(x,(x,y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

  (x,0)=x+0=x=𝑃1
1(x) 

 (x,y+1)=x+(y+1)=(x+y)+1=S((x,y))= (𝑆°𝑃2
3)(x,(x,y),y) 

 PR grâce à la dérivation PR :  

 f1=𝑃1
1 , f2=𝑃2

3, f3=S (f1, f2 et f3 PR car de base) 

 f4= f3°f2 PR : règle de composition appliquée à f3 et f2 

 f5= PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f4 
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TD 1 Exercice 1 : 

=xy.x*y d’arité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que 

 (x,0)=G(x) 

 (x,y+1)=H(x,(x,y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 (x,0)=x*0=0=Z1(x) 

 (x,y+1)=x*(y+1)=(x*y)+x=((x,y),x) 

  =(𝑃2
3(x,(x,y),y),𝑃1

3(x,(x,y),y)) =[°(𝑃2
3,𝑃1

3)](x,(x,y),y)  
 

 PR grâce à la dérivation PR :  

 f1= Z1, f2=, f3=𝑃1
3 , f4=𝑃2

3 (PR : montré ou de base) 

 f5= f2°(f4,f3) PR : règle de composition 

 f6= PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f5 
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TD 1 Exercice 2 : 

Sg=x. 
0 𝑠𝑖 𝑥 = 0
1     𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

      d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 Sg(0)=G()=G 

 Sg(y+1)=H(Sg(y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 Sg(0)=0=Z 

 Sg(y+1)=1=S(0)=S(Z1(y))=S(Z1(𝑃2
2(Sg(y),y)))= (S°Z1°𝑃2

2)(Sg(y),y) 

 

Sg PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=Z, f2=S, f3= 𝑃2
2 , f4=Z1 PR (montré ou de base) 

 f5=f4°f3, f6=f2°f5 PR (règle de composition) 

 f7=Sg PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f6 
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TD 1 Exercice 2 : 

Pred=x. 
0     𝑠𝑖 𝑥 = 0
𝑥 − 1  𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

      d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 Pred(0)=G()=G 

 Pred(y+1)=H(Pred(y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 Pred(0)=0=Z 

 Pred(y+1)=y=𝑃2
2(Pred(y),y) 

 

Pred PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=Z PR car de base 

 f2= 𝑃2
2 PR car de base 

 f3=Pred PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f2 
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TD 1 Exercice 3 : 
1) Montrer que Ck=.k est PR, pour toute constante k≥0 ? 

 

Réponse : preuve par récurrence 

 Pour k=0 : C0=.0=Z  PR car fonction de base 

 Pour k=1 : règle de composition appliquée à H=S d’arité m=1 et G1=Z d’arité n=0 

o F=S°Z=C1 d’arité n=0 : C1()=C1=(S°Z)()=S(Z())=S(Z)=S(0)=1 

o C1=.1 PR car S et Z PR 

 Hypothèse de récurrence : pour tout k≤p, Ck=.k PR (p≥1) 

 Montrons que Cp+1=.p+1 est PR 

 Règle de composition appliquée à H=S d’arité m=1 et G1=Cp d’arité n=0 

o F=S°Cp=Cp+1 d’arité n=0 : 

Cp+1()=Cp+1=(S° Cp)()=S(Cp())=S(Cp)=S(p)=p+1 

o Cp+1=.p+1 PR car S et Cp PR 

 La propriété restant vraie pour k=p+1, elle est vraie pour tout k≥0 
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TD 1 Exercice 3 : 
2) Montrer que Fc=n.c est PR, pour toute constante c ? 

 

Réponse : 

 Fc(0)=c=Cc=.c 

 Fc(y+1)=c=Fc(y)=𝑃1
2(Fc(y),y) 

 

Fc PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=Cc PR (montré) 

 f2= 𝑃1
2 PR car de base 

 f3=Fc PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f2 
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TD 1 Exercice 4 : 
1) fact=x.x !     d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 fact(0)=G()=G 

 fact(y+1)=H(fact(y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 fact(0)=1=C1=.1 

 fact(y+1)=fact(y)*S(y)=[°(𝑃1
2, 𝑆°𝑃2

2)](fact(y),y) 

 

fact PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=C1, f2=, f3=𝑃1
2, f4=𝑃2

2,f5=S PR (montré ou de base) 

 f6=f5°f4, f7=f2°(f3,f6) PR (règle de composition) 

 f8=fact PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f7 
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TD 1 Exercice 4 : 

2) Puis = xy.𝑥𝑦  PR ? Je reviendrai sur cette fonction après l’exercice 4 du TD 2. 



CHAPITRE I 
Fonctions récursives 

Année universitaire 
2019/20 (L1 MI) 

Programmation Fonctionnelle (Mr 
Isli) 20 

TD 1 Exercice 4 : 

3) 𝑆𝑔    =x. 
1 𝑠𝑖 𝑥 = 0
0     𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

      d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 𝑆𝑔    (0)=G()=G 

 𝑆𝑔    (y+1)=H(𝑆𝑔    (y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 𝑆𝑔    (0)=1=C1=.1 

 𝑆𝑔    (y+1)=0= Z1(y)=(Z1°𝑃2
2)( 𝑆𝑔    (y),y) 

 

𝑆𝑔     PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=C1, f2=Z1, f3=𝑃2
2 PR (montré ou de base) 

 f4=f2°f3 PR (règle de composition) 

 f5=𝑆𝑔     PR : règle de récursion appliquée à G=f1 et H=f4 
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TD 1 Exercice 5 : 

1) F=xy. 𝐷(𝑥, 𝑘)
𝑦
𝑘=0      d’arité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que 

 

 F(x,0)=G(x) 

 F(x,y+1)=H(x,F(x,y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 F(x,0)=  𝐷(𝑥, 𝑘)0
𝑘=0 =D(x,0)=[D°(𝑃1

1,Z1)](x) 

 F(x,y+1)=  𝐷(𝑥, 𝑘)
𝑦+1
𝑘=0 = D(x,y+1)+  𝐷(𝑥, 𝑘)

𝑦
𝑘=0  

              =D(x,y+1)+F(x,y) 

  =(°[D°(𝑃1
3,S°𝑃3

3), 𝑃2
3])( x, F(x, y), y) 

 

F PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=𝑃1
1, f2=𝑃1

3, f3=𝑃2
3, f4=𝑃3

3, f5=S, f6=Z1, f7=, f8=D 

 f9=f8°(f1,f6), f10=f5°f4,f11=f8°(f2,f10),f12=f7°(f11,f3) 

 f13=F PR : règle de récursion appliquée à G=f9 et H=f12 
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TD 1 Exercice 5 : 
2) f(x)=0+x+2x+3x+…+x

2
 PR ? 

 

Réponse : 

f(x)= (𝑥, 𝑘)𝑥
𝑘=0 =F(x,x)=[F°(𝑃1

1, 𝑃1
1)](x) 

 

f PR grâce à la dérivation PR : 

 f1=F PR (montré) 

 f2=𝑃1
1 PR PR car de base 

 f3=f PR : règle de composition appliquée à H=f1, G1=f2 et G2=f2 
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TD 2 Exercice 1 : 

1) moins=xy. 
𝑥 − 𝑦 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦,
0              𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

      d’arité 2  règle de récursion : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que 

 moins(x,0)=G(x) 

 moins(x,y+1)=H(x,moins(x,y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 moins(x,0) = x-0 = x = 𝑃1
1(x) 

 moins(x,y+1) =  
𝑥 −  𝑦 + 1  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦 + 1,
0                    𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦 + 1

  =  
 𝑥 − 𝑦 − 1 𝑠𝑖 𝑥 − 𝑦 ≥ 1,
0                    𝑠𝑖 𝑥 − 𝑦 < 1

  

 

              =  
 𝑥 − 𝑦 − 1 𝑠𝑖 𝑥 − 𝑦 > 0,
0                    𝑠𝑖 𝑥 − 𝑦 ≤ 0

  =  
𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠(𝑥, 𝑦) − 1 𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠(𝑥, 𝑦) > 0,

0                              𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑥, 𝑦 = 0
  

 

  = Pred(moins(x,y))=[Pred°𝑃2
3]( x, moins(x, y), y) 
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TD 2 Exercice 1 : 

2) min=xy. 
𝑥          𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦,
𝑦 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦              

  d’arité 2  règle de composition : trouver H d’arité 2 et G1, G2 

d’arité 2 telles que 

 

 min(x,y) = [H°(G1,G2)](x,y) 

 H, G1 et G2 PR 

 

Réponse : 

 min(x,y) =  
𝑥  𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦,
𝑦 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦  

  =  
𝑥 − 0        𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦,
𝑦 + 𝑥 − 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦 

  = 
𝑥 − 0             𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦,
𝑥 − (𝑥 − 𝑦)  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦  

  

 

  = x –  
0         𝑠𝑖 𝑥 < 𝑦,
𝑥 − 𝑦 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦

  = x-moins(x,y) = moins(x,moins(x,y)) 

 

   = [moins°(𝑃1
2, 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠)](x,y) 



CHAPITRE I 
Fonctions récursives 

Année universitaire 
2019/20 (L1 MI) 

Programmation Fonctionnelle (Mr 
Isli) 25 

TD 2 Exercice 2 : 
1a) Abs=xy.|x-y| d’arité 2  règle de composition : trouver H d’arité 2 et G1, G2 d’arité 2 telles que 

 

 Abs(x,y) = [H°(G1,G2)](x,y) 

 H, G1 et G2 PR 

 

Réponse : 

 Abs(x,y) =  
𝑥 − 𝑦  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦,
𝑦 − 𝑥 𝑠𝑖 𝑦 ≥ 𝑥  

  =  
𝑥 − 𝑦  𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦,
0          𝑠𝑖 𝑦 ≥ 𝑥 

   +  
0          𝑠𝑖 𝑥 ≥ 𝑦,
𝑦 − 𝑥 𝑠𝑖 𝑦 ≥ 𝑥  

  

    

    = moins(x,y)+moins(y,x) 

 

   = [°(moins,moins°(𝑃2
2, 𝑃1

2))](x,y)  
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TD 2 Exercice 2 : 
1b) max=xy.maximum(x,y) d’arité 2  règle de composition : trouver H d’arité 2 et G1, G2 d’arité 2 

telles que 

 max(x,y) = [H°(G1,G2)](x,y) 

 H, G1 et G2 PR 

 

Réponse : 

 max(x,y) =  
𝑥  𝑠𝑖 𝑥 > 𝑦,
𝑦 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑦  

  =  x* 
1 𝑠𝑖 𝑥 > 𝑦,
0 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑦 

   + y* 
0 𝑠𝑖 𝑥 > 𝑦,
1  𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑦

  

    

    = x* 
1 𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠(𝑥, 𝑦) > 𝑂,

0 𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑥, 𝑦 = 0
   + y* 

0  𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠(𝑥, 𝑦) > 𝑂,

1 𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑥, 𝑦 = 𝑂 
  

 

    = x*Sg(moins(x,y))+y*𝑆𝑔    (moins(x,y)) 

 

    =[°[°(𝑃1
2,Sg°moins),°(𝑃2

2,𝑆𝑔     ° moins)]](x,y)  
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TD 2 Exercice 2 : 

2) maxn=x1…xn.maximum(x1,…,xn) d’arité n≥2 PR ? Par récurrence : 

 

Réponse : 

 n=2 : max2 = max PR 

 HR : propriété vraie jusqu’à k≥2  n≤k, maxn PR 

 Montrons que la propriéte reste vraie pour n=k+1 : règle de composition 

 maxk+1(x1,…,xk+1) = max(maxk(x1,…,xk),xk+1) 

    

              = (max°[maxk°(𝑃1
𝑘+1,…,𝑃𝑘

𝑘+1),𝑃𝑘+1
𝑘+1])(x1,…,xk+1) 
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TD 2 Exercice 3 : 

1) 𝑟2=x.x mod 2     d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 r2(0)=G()=G 

 r2(y+1)=H(r2 (y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 r2(0)=0 mod 2=0=Z 

 r2(y+1)=(y+1) mod 2 =  
1 𝑠𝑖 𝑟2 𝑦 = 0
0             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

 = 𝑆𝑔    (r2(y)) 

 

 =(𝑆𝑔    °𝑃1
2)(r2(y),y) 
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TD 2 Exercice 3 : 

2) q2 = x.x div 2     d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que 

 

 q2(0)=G()=G 

 q2(y+1)=H(q2 (y),y) 

 G et H PR 

Réponse : 

 q2(0)=0 div 2=0=Z 

 q2(y+1)=(y+1) div 2 =  
𝑞2(𝑦) 𝑠𝑖 𝑟2 𝑦 = 0

𝑞2 𝑦 + 1     𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
  = q2(y) +   

0 𝑠𝑖 𝑟2 𝑦 = 0
1             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

 = q2(y)+Sg(r2(y)) 

 

  = [°(𝑃1
2,Sg°r2°𝑃2

2)](q2(y),y) 
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TD 2 Exercice 4 : 

div_t = xy. 
0               𝑠𝑖 𝑥 = 0,
𝑦 𝑑𝑖𝑣 𝑥         𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  PR ? Règle de récursion 

                  

div_t(x,0)=0=Z1(x) 

div_t(x,y+1)= 

0                                                                      𝑠𝑖 𝑥 = 0,
𝑑𝑖𝑣_𝑡(𝑥, 𝑦) + 1 𝑠𝑖 𝑦 + 1 =  𝑑𝑖𝑣_𝑡(𝑥, 𝑦) + 1 ∗ 𝑥,
𝑑𝑖𝑣_𝑡(𝑥, 𝑦)                                                         𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                     = Sg(x)*[div_t(x,y)+𝑆𝑔    (moins((S(div_t(x,y)),x),S(y)))] 

 

                      = [°(Sg°𝑃1
3, 

                             °( 𝑃2
3, 

                                    𝑆𝑔     °moins°(°(S°𝑃2
3, 𝑃1

3), S°𝑃3
3)))](x,div_t(x,y),y) 
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TD 2 Exercice 4 : 

reste_t = xy. 
𝑦              𝑠𝑖 𝑥 = 0,
𝑦 𝑚𝑜𝑑 𝑥      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  PR ? Règle de composition 

                  

reste_t(x,y)= 
𝑦          𝑠𝑖 𝑥 = 0,
𝑦 𝑚𝑜𝑑 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

         =  
𝑦                                            𝑠𝑖 𝑥 = 0,

𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑦, 𝑥, 𝑑𝑖𝑣_𝑡(𝑥, 𝑦)   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛 
  

 

                      = moins(y,(x,div_t(x,y))) 

 

                    = [moins°(𝑃2
2, °(𝑃1

2,div_t))](x,y) 

                                

 



CHAPITRE I 
Fonctions récursives 

Année universitaire 
2019/20 (L1 MI) 

Programmation Fonctionnelle (Mr 
Isli) 32 

TD 1 Exercice 4 : La fonction Puis_t est le prolongement à 𝐼𝑁2 de la fonction 

Puis=xy.𝑥𝑦  

2) Puis_t = xy. 
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 = (0,0),

𝑥𝑦                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
  PR ? 

                  

Puis_t(x,y) =  
1          𝑠𝑖 𝑦 = 0,

𝑥 ∗ 𝑥𝑦−1 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
  

 

Règle de récursion : 

 Puis_t(x,0) = 1 = (S°Z1)(x) 

          

 Puis_t(x,y+1) = x*Puis_t(x,y) = [°(P1
3,P2

3)](x,Puis_t(x,y),y)  
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Récursivité des ensembles 

 

Fonction caractéristique : 

Soit A un sous-ensemble de 𝐼𝑁𝑝 . La fonction caractéristique de A, par rapport à 

𝐼𝑁𝑝 , permet de distinguer les éléments de A des autres éléments de 𝐼𝑁𝑝 . Elle est 

définie comme suit : 

 

CarA = x1…xp. 
1 𝑠𝑖 (𝑥1, … , xp)𝐴,

0                      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
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Récursivité des ensembles 

 

Définition : 

Soit A un sous-ensemble de 𝐼𝑁𝑝 . A est primitif récursif (respectivement 

récursif) si sa fonction caractéristique CarA est primitive récursive 

(respectivement récursive). 

 



CHAPITRE I 
Fonctions récursives 

Année universitaire 
2019/20 (L1 MI) 

Programmation Fonctionnelle (Mr 
Isli) 35 

Récursivité des ensembles 

 

Décidabilité d’un ensemble –définition : 

Soit A un sous-ensemble de 𝐼𝑁𝑝 . A est décidable s’il existe un algorithme (une 

procédure effective) permettant de décider, pour tout élément (x1,…,xp) de 𝐼𝑁𝑝 , 

si (x1,…,xp) appartient à A. 
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Récursivité des ensembles 

 

Décidabilité d’un ensemble –proposition : 

Soit A un sous-ensemble de 𝐼𝑁𝑝 . A est décidable s’il est récursif (en particulier, 

s’il est primitif récursif). 
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Récursivité des ensembles 

 

Semi-décidabilité : 

Soit A un sous-ensemble de IN.  A est récursivement 

énumérable (ou semi-décidable) s’il existe une fonction 

récursive 

f = x1…xp.f(x1,…,xp) 

telle que 

A={yIN : (x1,…,xp)INp t.q. f(x1,…,xp)=y}. 
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Récursivité des ensembles 

 

Semi-décidabilité (généralisation) : 

Soit A un sous-ensemble de INq.  A est récursivement 

énumérable (ou semi-décidable) s’il existe une fonction 

récursive 

f = x1…xp.f(x1,…,xp) 

telle que 

A={(y1,… ,yq)IN
q
 : (x1,…,xp)IN

p
 t.q. f(x1,…,xp) =(y1,… ,yq)}. 
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Récursivité des relations 

 

Fonction caractéristique : 

Soit R une relation définie sur 𝐼𝑁𝑝  (on dit aussi fonction p-aire définie sur IN). 

La fonction caractéristique de R, par rapport à 𝐼𝑁𝑝 , permet de distinguer les 

éléments vérifiant R des autres éléments de 𝐼𝑁𝑝 . Elle est définie comme suit : 

 

CarR = x1…xp. 
1 𝑠𝑖  𝑥1, … , xp 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑅,

0                                  𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
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Récursivité des relations 

 

Définition : 

Soit R une relation définie sur 𝐼𝑁𝑝 . R est primitive récursive (respectivement 

récursive) si sa fonction caractéristique CarR est primitive récursive 

(respectivement récursive). 
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TD 2 Exercice 5 : 
1a) Calculabilité (R ou PR) de E1={xIN : x pair} 

Solution : 

 CarE1(x) =  
1 𝑠𝑖 𝑥𝐸1,
0      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
1 𝑠𝑖 𝑥 𝑝𝑎𝑖𝑟,
0        𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
1 𝑠𝑖 𝑟2 𝑥 = 0,
0              𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

               = 𝑆𝑔    (r2(x)) 

 

    = (𝑆𝑔    °r2)(x) 

 CarE1 PR (règle de composition) 

 donc E1 calculable (PR) 

 donc E1 décidable 
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TD 2 Exercice 5 : 
1b) Calculabilité (R ou PR) de E2={xIN : x impair} 

Solution : 

 CarE2(x) =  
1 𝑠𝑖 𝑥𝐸2,
0      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
1 𝑠𝑖 𝑥 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑖𝑟,
0             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
1 𝑠𝑖 𝑟2 𝑥 = 1,
0              𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  = r2(x) 

 CarE2 PR 

 donc E2 calculable (PR) 

 donc E2 décidable 
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TD 2 Exercice 5 : 

2a) R et S récursifs. Montrer que RS est décidable. 

Solution : 

 CarRS(x) =  
1 𝑠𝑖 𝑥𝑅𝑆,
0          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
1 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅 𝑥 = 1 𝑒𝑡 𝐶𝑎𝑟𝑆 𝑥 = 1,
0                                                 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                 =  
1 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅 𝑥 ∗ 𝐶𝑎𝑟𝑆 𝑥 = 1,
0                                       𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  = CarR(x)*CarS(x) 

 

                 = [°(CarR,CarS)](x) 

 CarRS récursive (règle de composition) 

 donc RS calculable (récursif) 

 donc RS décidable 
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TD 2 Exercice 5 : 

2b) R et S récursifs. Montrer que RS est décidable. 

Solution : 

 CarRS(x) =  
1 𝑠𝑖 𝑥𝑅𝑆,
0          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  =  
0 𝑠𝑖 𝑥𝑅𝑆,
1          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 =   
0 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅 𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝐶𝑎𝑟𝑆 𝑥 = 0,
1                                                 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                 =  
0 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅 𝑥 + 𝐶𝑎𝑟𝑆 𝑥 = 0,
1                                       𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  = Sg(CarR(x)+CarS(x)) 

 

                 = [Sg°(°(CarR,CarS))](x) 

 CarRS récursive (règle de composition) 

 donc RS calculable (récursif) 

 donc RS décidable 
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TD 2 Exercice 6 : 
1a) Montrer que la relation binaire Equal est PR. 

Solution : 

 CarEqual(x,y) =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 𝐸𝑞𝑢𝑎𝑙,
0                                 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                 =  
1 𝑠𝑖 𝑥 = 𝑦,
0       𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

 =    
1 𝑠𝑖 𝑥 − 𝑦 = 0,
0              𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                     = 𝑆𝑔    (Abs(x,y)) = [𝑆𝑔    °Abs](x,y) 

 

 CarEqual PR (règle de composition) 

 donc Equal PR 
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TD 2 Exercice 6 : 
1b) Montrer que la relation binaire d’inégalité linéaire ≤ est PR. 

Solution : 

 Car≤(x,y)     =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 ≤,
0                          𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                 =  
1 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 𝑦,
0      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                    =  
1 𝑠𝑖 𝑚𝑜𝑖𝑛𝑠 𝑥, 𝑦 = 0,
0                           𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

         = 𝑆𝑔    (moins(x,y)) = [𝑆𝑔    °moins](x,y) 

 Car≤ PR (règle de composition) 

 donc ≤ PR 
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TD 2 Exercice 6 : 

2a) R1 et R2 relations binaires PR. Monter que R1R2 est PR. 

Solution : 

 CarR1R2(x,y) =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 R1R2,
0                                   𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                 =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 R1 et  x, y vérifie R2,
0                                                             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                    =  
1 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅1 x, y = 1 et CarR2 x, y = 1,
0                                                            𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

                                   =  
1 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅1 x, y ∗ CarR2 x, y = 1,
0                                                  𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

  

         = 𝐶𝑎𝑟𝑅1 x, y ∗ CarR2 x, y  = [° 𝐶𝑎𝑟𝑅1 , 𝐶𝑎𝑟𝑅2 ](x,y) 

 CarR1R2 PR (règle de composition) 

 donc R1R2 PR 
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TD 2 Exercice 6 : 

2b) R relation binaire PR. Monter que R est PR. 

Solution : 

 CarR(x,y)    =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦  𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 R,
0                             𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                                  =  
1 𝑠𝑖  𝑥, 𝑦 𝑛𝑒 𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒 𝑝𝑎𝑠 R,
0                                      𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                    =  
1 𝑠𝑖 𝐶𝑎𝑟𝑅 x, y = 0,
0                       𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

  

 

                                  = 𝑆𝑔    (CarR(x,y)) = [𝑆𝑔    °CarR](x,y) 

 

 

 CarR PR (règle de composition) 

 Donc R PR 


