Programmation Fonctionnelle

Module du tronc commun “Mathématiques-Informatique” 1ére année

Cours du module PRF

Calculabilité des fonctions

Chapitre I
Fonctions récursives

Mes séances (Webex) de la période 22/04-03/06/2020 :
Cours + exercices (TD 1 et TD 2)
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CHAPITRE 1
Fonctions récursives

LES FONCTIONS DE BASE : A-notation

e La Fonction zéro d’arité O : Z=)s0

e La Fonction successeur d’arité 1 : S=An:n+1

n —
e Les Fonctions Projection d’arité n : P i — 7\.X1 e X e Xy w0 X

% (n>1) et (1<i<n)




CHAPITRE I
Fonctions récursives

LES FONCTIONS DE BASE : notation usuelle

. Z:{@ ——— IN

F———0
“ Z()=0 ou Z=0

. S:{ IN —— IN

nr——on+l
s S(n)=n+1

n { IN™" — —— IN
o P.:
i (K1) ey Xjy ey X)) F— —— X;
n
o P i (xl, ey X, ...,xn) = X;
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Reqgle de COMPOSITION :

e H fonction d’arité m
e Gy, ..., G, m fonctions d’arité n
e Construire la fonction F d’arité n par composition a partir de H et G4,...,G,, :

F=H°(Gqs...,Gp)

- F(xla'-'axn) = [Ho(Gb---aGm)](xla---axn)

= H(Gl(x1,...,xn),..., Gm (x19°°°9xn))
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Régle de COMPOSITION : cas particulier m=1 et n=0

e H fonction d’arité m=1 et G; m fonction d’arité n=0
e Construire la fonction F d’arité n=0 par composition a partir de H et G :
F=H°G,

F() = [H°G1]10 = H(G10) = H(G1)

F=H(G)

F= H°G,=A.H(G,)

Exemple :H=SetG; =2

F = H°G, = S°Z
2> FO = (500 = S(Z0O) = S(Z) = S(0) = 1
F=S8%7Z=MA\1
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Regle de RECURSION :

e G fonction d’arité n
e H fonction d’arité n+2
e Construire la fonction F d’arité (n+1) par récursion a partir de G et H :
V (X19e00Xp) € IN®
o F(X15e00sX,0) = G(X15e000Xp)

o F(X15eeeXp, Y1) = H (X15ee00Xpy, F(X150005X0,Y),Y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Regle de RECURSION : cas particuliers n=0 et n=1

e nN=0:Gd’aritée 0, H d’arité 2 et F d’arité 1
o FO)=G()=6G
* F(y+1) = H(FY)y)
e n=1:Gdarité 1, H d’arité 3 et F d’arité 2
v Xe IN

o F(x,0)

G(x)

/7

o F(X,y+1) = H(XyF(le)1y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Regle de MINIMISATION :

e G une fonction d’arité n+1 telle que :
V(Xy....,xn)€IN", IyelIN tel que: G(Xi....Xn,y) =0

e Construire la fonction F d’arité n par minimisation a partir de G :
F(X1, ...,xn)=Y, avec y le plus petit entier tel que G(Xy ...,xn,y)=0

s Exemple : @ = 1xy m X+Yy peut étre construite par minimisation a partir de

f=axyz.(x+y)/(z+1), avec / division entiére. Pour tout (x,y) e IN?, z=x+y est le
plus petit entier tel que f(x,y,z)=0.
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

FONCTIONS PRIMITIVES RECURSIVES :

Une fonction est dite PRIMITIVE RECURSIVE (PR) si elle est :
- soit une fonction de base,
- soit une fonction construite a partir d’autres fonctions PR par application de la regle de
composition ou de la regle de récursion.

FONCTIONS RECURSIVES :

Une fonction est dite RECURSIVE (R) si elle est :
- soit une fonction de base,
- soit une fonction construite a partir d’autres fonctions R par application de la regle de
composition, de la regle de récursion ou de la regle de minimisation.
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

DERIVATION PR (R) :
Une fonction F est PRIMITIVE RECURSIVE (respectivement : RECURSIVE) s’il existe
une suite finie de fonctions F,...,F, telles que :
e F=F
e Etpourchaqueie{l,....n}
- soit F; est une fonction de base,
- soit il a été déja prouvé gue Fj est PRIMITIVE RECURSIVE (respectivement :
RECURSIVE)
- soit F;j est définie a partir de certaines des fonctions F,...,Fi.; au moyen de la regle de
composition ou de récursion (respectivement : la regle de composition ou de récursion
ou de minimisation).

La suite des fonctions F1 , ..., F,est appelée une dérivation PRIMITIVE RECURSIVE
(respectivement : RECURSIVE) de F
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 1 : utiliser la regle de récursion pour montrer que chacune des
trois fonctions est PR

Z1=An.0 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que
o Z1(0)=G()=G
o Zi(y+t1)=H(Zi(y)y)
e GetHPR
Réponse :
° Zl(O):O:Z

° Zl(y+1)=0=Z1(y)=P12 (Zl(y)iy)

Z1 PR gréce a la dérivation PR :
e f,=Z PR car de base
e f,=P# PR car de base
o f3=Z; PR : regle de récursion appliguée a G=f; et H=f;
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 1 :

®=AXxy.X+y d’arité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que
o D(x,0)=G(x)
o ®(xy+1)=H(x,8(x.y)y)
e GetHPR

Réponse :

o @ (X,0)=x+0=x=P;(x)

o O(Xy+1)=x+(y+1)=(x+y)+1=S(®(x,y))= (S°P;) (X, D(X.y).y)
@ PR gréace a la dérivation PR :
o f=P} =P, fs=S (fi, f, et f; PR car de base)

o f,=13°f, PR : regle de composition appliquée a f; et f,

o f5=® PR : regle de récursion appliquée a G=f; et H=f,
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 1 :

®=AXy.x*y d’arité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que
o ®(x,0)=G(x)
e  ®(Xy+1)=H(X,®(x,y).y)
e GetHPR

Réponse :

o  ®(X,0)=x*0=0=2Z,(x)
e ®(XYy+1)=x*(y+1)=(X*y)+x=B(&(X,y),X)
=0(P5 (X,®(X.Y).Y).P{ (X,®(x,y).y)) =[®°(P5 ,P{)I(X.®(X,y).y)

® PR grace a la dérivation PR :
o f=2,, =0, f:=P7 , f,=P5 (PR : montré ou de base)

o f5=1,°(f4,f3) PR : regle de composition

o fs=® PR : regle de récursion appliquee a G=f; et H=f;
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 2 :

Sg:kx.{o SEX = 0 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arite 2 telles que
1 sinon

e 39(0)=G()=G

e Sg(y+1)=H(Sg(y).y)
e GetHPR
Réponse :

o Sg(0)=0=Z
e Sg(y+1)=1=S(0)=S(Z1(y))=S(Z1(P5 (Sg(y).y)))= (S°Z:°P5)(Sa(y).y)

Sg PR grace a la dérivation PR :
o f=Z, f,=S, fa= P}, f,=Z, PR (montré ou de base)
o f5=f,°f3, fe=F,°f5 PR (regle de composition)
o f;,=Sg PR : regle de récursion appliquée a G=f; et H=f
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 2 :

Pred:kx.{o SEX = 0 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arite 2 telles que
x — 1 sinon

o Pred(0)=G()=G
e Pred(y+1)=H(Pred(y),y)
e GetHPR

Réponse :

e Pred(0)=0=2Z
o Pred(y+1)=y=P7(Pred(y),y)

Pred PR grace a la dérivation PR :
e f1=Z PR car de base
e f,=PZ PR car de base
e f3=Pred PR : regle de récursion appliquee a G=f; et H=f,
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 3 :
1) Montrer que Cx=2.k est PR, pour toute constante k>0 ?

Réponse : preuve par récurrence

e Pour k=0 : Cy=1.0=Z = PR car fonction de base

e Pour k=1 : régle de composition appliquée a H=S d’arité¢ m=1 et Gy=Z d’arité n=0
o F=5°Z=C; d’arité n=0 : C1()=C1=(5°2)()=S(Z())=S(Z2)=S(0)=1
o Ci=r.1PRcarSetZPR

e Hypothese de récurrence : pour tout k<p, Cx=r.K PR (p>1)

e Montrons que Cp+1=r.p+1 est PR

e Regle de composition appliquée a H=S d’arité m=1 et G1=C, d’arité n=0
o F=5°Cy=Cp+1 d’arité n=0 :

Cp+10=Cpr1=(S® Cp))=S(Cp())=S(Cp)=S(p)=p+1

o Cpu1=r.p+tlPRcarSetC,PR

e La propriéteé restant vraie pour k=p+1, elle est vraie pour tout k>0
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 3 :
2) Montrer que Fc=xn.c est PR, pour toute constante ¢ ?

Réponse :
[ FC(O):C:CC:}\.-C
o Fe(y+1)=c=F(y)=P{ (Fc(y).y)

F. PR gréce a la dérivation PR :
o f,=C. PR (montre)
e f,= P? PR car de base
o f3=F. PR : regle de récursion appliquée a G=f; et H=f,
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 4 :
1) fact=ax.x! d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que

o fact(0)=G()=G
o fact(y+1)=H(fact(y),y)
e GetHPR
Réponse :
e fact(0)=1=C,=A.1
o fact(y+1)=fact(y)*S(y)=[®°(P{, S°P;)](fact(y),y)

fact PR grace a la dérivation PR :
o f,=Cy, f,=Q®, f3=P?, f,=P% fs=S PR (montré ou de base)
o f5=f5°f4, F=F,°(f3,f5) PR (regle de composition)
o fg=fact PR : regle de récursion appliquée a G=f, et H=f;
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CHAPITRE 1
Fonctions récursives

.

TD 1 Exercice 4 :
2) Puis =axy.x” PR ? Je reviendrai sur cette fonction apres 1’exercice 4 du TD 2.




CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 4 :

3) gzkx.{l StX = 0 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que
0 sinon

o $g(0)=G(=G

o Sg(y+1)=H(Sg(y).y)
e GetHPR
Réponse :

e S5g(0)=1=C;=.1
e Sg(y+1)=0= Zu(y)=(Z:°P2)(Sg(¥).y)

Sg PR grace a la dérivation PR :
o f,=Cy, f,=Z1, f=P# PR (montré ou de base)
o f,=f,°f3 PR (regle de composition)
e fs=Sg PR : régle de récursion appliquée a G=f, et H=f,
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice5:
1) F=rxy.Xr_oD(x, k) darité 2 : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que

o F(Xx,0)=G(x)

e F(x,y+1)=H(x,F(x,y).y)

e GetHPR

Réponse :

e F(x,0)= X7 D(x, k)=D(x,0)=[D°(P{,Z1)](X)

o F(xy+1)= Y71 D(x, k)= D(xy+1)+ X} _, D(x, k)
=D(x,y+1)+F(x,y)
=(@°[D°(P{,S°P3), P (%,F(x,¥),y)

F PR gréce a la dérivation PR :
i f1:P11, f2:P13, f3:P23, f4:P§’, fs=S, fe=2,, 1=, fs=D
o fo=fs°(f,f6), f10=T5Fs,F11=Fs°(f2,f10),F1=F,°(F11,T5)
e f13=F PR : régle de récursion appliquée a G=fy et H=f;,
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 5 :
2) f(X)=0+x+2x+3x+...+x° PR ?

Réponse :
f(x)=X%-0 S(x, k)=F(x,x)=[F°(P{, P{)](X)

f PR grace a la dérivation PR :
o f1=F PR (montreé)
e f,=P} PR PR car de base
o f3=f PR : regle de composition appliquée a H=f;, G1=f, et G,=f;
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 1 :

X—ysix =y,

1) moinszkxy.{ 0 cinom

d’arité 2 = regle de récursion : trouver G d’arité 1 et H d’arité 3 telles que

e moins(x,0)=G(x)
e  moins(x,y+1)=H(x,moins(x,y),y)
e GetHPR
Réponse :
e moins(x,0) = x-0 = x = P{(X)

x—(y+1)six2y+1,_{(x—y)—1six—y21,

o moms(x,y+1):{o six<y+1 (0 six—y<1

_ {(x —y)—1six—y>0, _ {moins(x, y) — 1 si moins(x,y) > 0,
0 six—y<0 |0 si moins(x,y) = 0

= Pred(moins(x,y))=[Pred°P;]( x, moins(x, ¥), y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 1 :

s X six <y,
2) mln—xxy.{y six>y
d’arité 2 telles que

d’arité 2 - regle de composition : trouver H d’arité 2 et Gy, G,

e min(xy) = [H(G1,G)](X.y)

e H,G;etG,PR

Réponse :

xsix<y,_{x—0 Six<y,_{x—0 six <y,

* min(xy) = {y six=>y

{O six <y,
=X- .
X—YySix =y

y+x—xsix=>2y (x—(x—y)six=y

= X-moins(x,y) = moins(x,moins(X,y))

= [moins®(P{, moins)](X,y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 2 :
1a) Abs=ixy.|x-y| d’arité¢ 2 = régle de composition : trouver H d’arité 2 et G, G, d’arité 2 telles que

o Abs(x,y) = [H°(G1,G)](X.y)
e H,G,etG,PR

Réponse :
(x—ysix=zy, _(x—y Ssix=y, {0 Six =y,
. AbS(X,Y)—{y—xsiny _{0 siy>x ly—xsiy>x
= moins(X,y)+moins(y,X)
= [®°(moins,moins°(P#, P{))1(X.y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 2 :
1b) max=ixy.maximum(x,y) d’arité 2 - régle de composition : trouver H d’arité 2 et Gy, G, d’arité 2
telles que

o max(xy) = [H*(G1,G2)I(xy)

e H,GietG,PR

Réponse : ) )
_(xsix>y,_ ,(lsix>y, *{ Ssix >y,
* max(x’y)_{ysixSy - X {OsixSy ¥ 1six<y

_ x*{l si moins(x,y) > O, N *{O si moins(x,y) > O,
0 si moins(x,y) =0 1 si moins(x,y) = 0

= x*Sg(moins(x,y))+y*S g(moins(x,y))
=[@®°[®°(P{,Sg°moins),®°(P#,Sg ° moins)]](x,y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 2 :
2) max,=AXi...Xp.maximum(x,...,x,) d’arité n>2 PR ? Par récurrence :

Réponse :
e N=2:max, =max PR
e HR : propriété vraie jusqu’a k>2 = Vn<k, max, PR
e Montrons que la propriete reste vraie pour n=k+1 : regle de composition
o MaXy1(Xq,...,Xkr1) = Max(maxe(Xq,...,Xk),Xk+1)

= (max°[max,*(PEL,. . PETH) PR (X, . . Xisr)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 3 :
1) r2=Axxmod 2 d’arité 1 : trouver G d’arit¢ 0 et H d’arité 2 telles que

e 12(0)=G()=G

o 12(y+1)=H(r2 (y).y)
e GetHPR
Réponse :

e 12(0)=0 mod 2=0=Z
e r2(y+1)=(y+1)mod 2= {1 51720 =0
0 sinon

= Sg(r2(y))

=(Sg°Pr)(r2(y),y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 3 :
2) Q2 =Ax.xdiv2 d’arité 1 : trouver G d’arité 0 et H d’arité 2 telles que

* 02(0)=G()=G

o 02(y+1)=H(a2 (y).y)
e GetHPR
Réponse :

e §2(0)=0 div 2=0=7

+ e o200 Oy 00720 =
= q2(y)*+Sg(r2(y))
= [@°(P,S9°r2°P5)](92(y),y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 4 :

div t= XXy.{O . Stx =0, 500 Régle de récursion
y div x sinon
div_t(x,0)=0=2Z:(x)
0 Six =0,
div_t(x,y+1):{div_t(x, y)+1siy+1=(div_t(x,y)+1) *x,
div_t(x,y) sinon

= Sg(x)*[div_t(x,y)+Sg(moins(®(S(div_t(x,y)),x),S(¥)))]
= [®°(Sg°P;,
®@°( P3,
Sg °moins®(®°(S°P;, P7), S°P3)))](x,div_t(x,y),y)
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CHAPITRE 1
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 4 :
y six =0,
ymod x sinon

reste t= XXy.{ PR ? Régle de composition

y six =0,

reste_t(x,y):{ y mod x sinon

(¥ six =0,
| moins (y, &(x, div_t(x, y))) sinon

= moins(y,®(x,div_t(x,y)))

= [moins®(PZ, ®°(P2,div_t))](x,y)




CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 1 Exercice 4 : La fonction Puis_t est le prolongement & IN? de la fonction
Puis=Axy.x”

2) Puis_t = xxy.{1 st (x,y) = (0,0), pp 4

xY sinon
. 1 Y =
puis_txy) = {0517 =0
x *xY "' sinon

Regle de récursion :
e Puis_t(x,0) =1=(S°Z)(x)

o Puis_t(x,y+1) = x*Puis_t(x,y) = [®°(P7 ,P})](X,Puis_t(x,y).y)
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Fonction caracteristique :

Soit A un sous-ensemble de INP?. La fonction caractéristique de A, par rapport a
IN?, permet de distinguer les élements de A des autres eléments de IN?. Elle est
définie comme suit :

1si(xq,..,X,)EA,
Carp = AX;.. .Xp.{o ( 1 iznon
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Définition :

Soit A un sous-ensemble de IN?. A est primitif récursif (respectivement
récursif) si sa fonction caractéristique Carp est primitive récursive
(respectivement récursive).
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Décidabilité d’un ensemble —définition :

Soit A un sous-ensemble de IN?. A est décidable s’1l existe un algorithme (une
procedure effective) permettant de décider, pour tout elément (Xy,...,xp) de INP,
Si (X,...,Xp) appartient a A.
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Décidabilité d’un ensemble —proposition :
Soit A un sous-ensemble de IN?. A est décidable s’il est récursif (en particulier,
s’il est primitif récursif).
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CHAPITRE I
i Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Semi-décidabilité :

Soit A un sous-ensemble de IN. A est récursivement
enumerable (ou semi-décidable) s’il existe une fonction
recursive

f=Axy...xp.f(Xq,...,Xp)
telle que
A={yeIN : 3(Xy,...,xp)€INP t.q. f(Xy,...,xp)=y}.
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CHAPITRE I
i Fonctions récursives

Récursivité des ensembles

Semi-decidabilite (généralisation) :

Soit A un sous-ensemble de IN®. A est récursivement
enumerable (ou semi-décidable) s’il existe une fonction
récursive

f=AX1...xp.F(Xq,...,Xp)
telle que
A={(y1,... ,Yg) €IN? 1 T(xy,....xp) € INP 1.9. f(Xg,...,Xp) =(Y1,... Yo }-
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des relations

Fonction caracteristique :
Soit R une relation définie sur IN? (on dit aussi fonction p-aire définie sur IN).

La fonction caractéristique de R, par rapport a IN?, permet de distinguer les
eléments vérifiant R des autres eléments de IN?. Elle est définie comme suit :

1 si (xq, ..., %, Jvérifie R,

Carg = AXj.. .Xp.{ '
0 sinon
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

Récursivité des relations

Définition :

Soit R une relation définie sur INP. R est primitive récursive (respectivement
récursive) si sa fonction caractéristique Carg est primitive récursive
(respectivement récursive).
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 5 :

1a) Calculabilité (R ou PR) de E1={xeIN : x pair}
Solution ;

_(1sixeEl, _ (1sixpair, _(1sir2(x) =0,
Care(x) {O sinon {0 sinon {O sinon

= Sg(r2(x))

= (Sg°r2)(x)

Carg; PR (regle de composition)
donc E1 calculable (PR)
donc E1 décidable
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 5:
1b) Calculabilité (R ou PR) de E2={x<IN : x impair}

Solution :
_(1sixeE2, _ (1siximpair, _(1sir2(x) =1, _
* Care(x) {O sinon {0 sinon {0 sinon 2(x)
e (Cargx PR
e donc E2 calculable (PR)
e donc E2 décidable
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 5 :
2a) R et S récursifs. Montrer gue RNS est décidable.
Solution ;

o Carg~s(X) = {

1sixeRNS, _ {1 si Carg(x) = 1et Cars(x) =1,

0 sinon \(Q sinon
_ {1 si Carg(x) * Cars(x) = 1, _ Cara(x)*Cars(x)
0 sinon
= [®°(Carg,Cars)](x)
e Carg~s récursive (regle de composition)
e donc RNS calculable (récursif)
e donc RNS décidable
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 5:
2b) R et S récursifs. Montrer que RUS est décidable.
Solution :

o Carrus(x) = {

1sixeRLS5, _ {0 SLxgRLE, _ {O si Carg(x) = 0 et Cars(x) =0,
0 sinon 1 sinon 1 sinon

_ {0 si Carp(x) + Carg(x).: 0, _ Sg(Carg(x)+Cars(x))
1 sinon

= [Sg°(@°(Carg,Cars))](x)
e Cargrus récursive (regle de composition)
e donc RUS calculable (récursif)
e donc RUS décidable
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 6 :
1a) Montrer que la relation binaire Equal est PR.
Solution :

® CarEqua|(X,y) = {

1si (x, y)vérifie Equal,
0 sinon

:{1Six=y, _ {1Six—y=0,
0 sinon 0 sinon

= Sg(Abs(x.y)) = [Sg°Abs](x.y)

o Cargqua PR (regle de composition)
e donc Equal PR
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 6 :

1b) Montrer que la relation binaire d’inégalité linéaire < est PR.
Solution :

o Car(x,y) :{1 si (x,y)vérifie <,

0 sinon
_ {1 Six <y,
0 sinon

_ {1 si moins(x,y) = 0,
0 sinon

= Sg(moins(x,y)) = [Sg°moins](x,y)
e Car< PR (regle de composition)
e donc<PR
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 6 :
2a) R1 et R2 relations binaires PR. Monter que R1AR2 est PR.
Solution :

o Cargira(X,y) = {

1si (x,y)vérifie R1AR2,
0 sinon

_ {1 si (x,y)vérifie R1 et (x,y)vérifie R2,
0 sinon

_ {1 si Carp1(x,y) = 1l etCargy(x,y) =1,

0 sinon
_ {1 st Carg1(x,y) * Cargz(x,y) = 1,
0 sinon

= Carg1(x,y) * Cargy(x,y) = [6°(Cargq, Cargz)](X,y)
e Cargri.r2 PR (regle de composition)
e donc R1AR2 PR
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CHAPITRE I
Fonctions récursives

TD 2 Exercice 6 :
2b) R relation binaire PR. Monter que —R est PR.
Solution :

1si(x,y) vérifie =R,
o Car_g(x,y) :{O (.7 fsinOTl

- {1 si (x,y)ne vérifie pas R,
0 sinon

_ {1 si Carg(x,y) =0,
0 sinon

= E(CarR(X’Y)) - [@ocarR](Xiy)

e Car_g PR (regle de composition)
e Donc—-RPR
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