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CHAPITRE II
Machines de Turing

Une Machine de Turing MT consiste en une entité « mécanique » :
- comportant un ruban potentiellement infini dans les deux directions, organisé en cases
(ou cellules) de tailles égales ou des symboles sont imprimés,
- disposant d’une téte de lecture/écriture (L/E), qui a chaque instant examine une case et
peut éventuellement y imprimer un symbole,
- alaquelle est associé a chaque instant un parametre appelé état interne de la MT.

Ruban J’ / Cases \ Téte de L/E Cases
| N\
¥ Y v I'd «

Initialement toutes les cases du ruban sont a blanc (a 0). De plus, la position de la téte de L/E
sur le ruban est indiguée par une fleche verticale descendante.
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CHAPITRE II
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Définition : Une machine de Turing est un triplet MT=<S,E,I> avec :
- 5={5¢,51,S,,...,Sn} ensemble fini de symboles
- E={00,91,92,...,9¢} ensemble fini d’états internes
- I ensemble fini d’instructions dont chaque ¢lément est de 1’une des trois formes

suivantes : quiSrqt, qJ'SiDqt ou qJ'Squt

Notation et Conventions :
Dans toute la suite, nous adopterons les notations et conventions suivantes :
- Sp représente le symbole Blanc, noté 0
- S; représente le symbole Barre, noté 1
- S, represente le symbole Etoile, noté *
- (o représente 1’¢tat interne initial
- (Qsrepresente 1’¢tat interne final
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CHAPITRE II
Machines de Turing

I11- 2) FONCTIONNEMENT D’UNE MACHINE DE TURING :

Soit MT=<S,E,I> une machine de Turing. Le contenu significatif du ruban constitue I’entrée
de MT.

La configuration initiale de MT est comme suit :
- latéte de L/E est sur le symbole le plus a gauche de I’entrée

- I’¢état interne de la machine est qq

Le fonctionnement de la machine est ensuite entierement guidé par les instructions de
I’ensemble I, dont chacune est de I’une des trois formes suivantes :

q;SiS0: q;SiDa:r 0;SiGa;
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Soient S; le symbole lu par la téte de L/E et gj1’état interne dans lequel se trouve la machine :

Cas 1 : I’ensemble I contient une instruction de la forme (J jSiSrqt

o Lamachine imprime le symbole S; et transite vers 1’état interne o,

Cas 2 : I’ensemble I contient une instruction de la forme ( jSiDqt

o La machine se déplace a droite (avance) d’une case et transite vers 1’état interne (J
Cas 3 : I’ensemble I contient une instruction de la forme (J jSqut

o Lamachine se déplace a gauche (recule) d’une case et transite vers 1’état interne (y

Cas 4 : I’ensemble I ne contient aucune instruction commengant par (] jSi
o Situation finale (aucune action n’est possible : la machine s’arréte)
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Machines de Turing

Ainsi, trois actions (opérations ) peuvent étre déclenchées, en dehors de la situation d’arrét :

Impression d’un symbole S; (a la place de S;) et la MT se place dans 1’état q;
Déplacement d’une case a droite et la MT se place dans 1’état q;
Déplacement d’une case a gauche et la MT se place dans I’état q;

Arrét : aucune action

Remargue :
Dans le cadre de ce cours, nous nous restreignons aux machines de Turing déterministes : pour toute

paire (0;,Si) € ExS, I’ensemble I des instructions contient au plus une instruction avec g;S; comme paire de
téte.
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CHAPITRE II
Machines de Turing

Exemple : MT=<S,E,I> avec :
o S={0,1}
o E={do, a0}
o 1={(1) go1lDqo, (2) 901qs, (3) 9:1Gay, (4) 910D ar}

$

S

Soit la configuration initiale suivante : ... JO 1 {1 |1 10.....
L’instruction (1) s’applique et donne lieu a la nouvelle configuration: ...J0 |1
Jo
L’instruction (1) s’applique a nouveau :
4O 1{1)0....
Jo

L’instruction (1) s’applique encore : ¢

01211110
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CHAPITRE II
Machines de Turing

.

L’instruction (2) s’applique :

L’instruction (3) s’applique 4 fois :

ot &




CHAPITRE II
Machines de Turing

L’instruction (2) s’applique : (o]
o1 11 lZvl Q..
L’instruction (3) s’applique 4 fois : J1
. % 1 1 110
L’instruction (4) s’applique : T
O 1111 10.....

Aucune instruction commencant par la paire gs1. La machine est donc dans sa configuration finale (arrét).
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I11-3) REPRESENTATION DES ENTIERS NATURELS :

La représentation d’un entier X est notée X . Concretement I’entier X est représenté par (X+1) barres, de
maniere a pouvoir représenter le nombre 0. Donc :

O=gs 1 =1"
1=gs 11 =17
2 =g 111=1°

Nn=gs 11...11 (n+1 fois)= 1"
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Machines de Turing

Remarque :

Cette représentation permet de présenter 1’exemple précédent de la manicre suivante :
0go1°0 ——» 01 qo1°0 —» 01°9p10 ——» 01°qe0 —— 01%q 10—

01%q1> ——» 01lgl® ——» 00110 ——» 00:01°0 —— 5 0gs1°0 Aurrét.

Configuration OU initiale : 09o1°0 qo1®°  Configuration finale : 0g;1*0 OU gs1*
C’est-a-dire : gol® ——» g1* go2 ——— 3

De facon générale: VvV nelIN (Qoh — Qsn+1l
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Machines de Turing

REPRESENTATION DES N-UPLETS::

Pour représenter un n-uplet, le symbole Etoile (*) est utilisé pour
separer les entiers composant le n-uplet :

(n,m) =gef N*M

(nl Moy . ,ng_):def ﬂl*ﬂg * o *ﬂg

Exemple 1:(2,3)= 111*1111 ou 1°*1*

Exemple 2: (6,11,0,7) = 17*112*11*18
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FONCTION TURING-CALCULABLE :

Définition :

Soient F une fonctionde IN° —— IN9 et MT=<S,E,I> une machine de Turing.

La fonction F est dite calculable par la machine de Turing MT si, pour tout p-uplet (ng,na,...,ny) de INP,
I’application des instructions de I a la configuration initiale

qODl*DZ *...*%nNn
fait arriver a une situation d’arrét avec la configuration finale

Os F(nl,ng,. . ..,Ilg)_

Autrement dit ;

gony*no*...* n, —HAstruetions-de-M¥— gF(n, .n,.....n)
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TD3Ex0o1l:

1) Concevoir une MT calculant la fonction successeur S=An.n+1.
Solution 1 :

v n e IN; q0ﬂ > qfﬂ
q01n+1 g qf ln+2
MTs =(S,E,1):
e 5={0,1}

e E={q0,01,af}
e |={(1)q01DqO, (2) q001q1l, (3) q11Gq1l, (4) g10Dqgf}

Aller sur le 1¥ blanc a droite des barres, imprimer une barre, revenir sur la la barre la plus
a gauche et transiter vers 1’état interne final :

q01Dg0—q001ql—ql11Gql—ql0Dqf
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Machines de Turing

TD3Exo1l:

1) Concevoir une MT calculant la fonction successeur S=An.n+1.
Solution 2 :
v n € IN, Jon > Osn+l

qoIn+1 > Gt 1n+2

MTs =(S,E,1):
e S={0,1}

e E ={q0,91,gf}
e |1={(1)q01Gql, (2) q101qf}

Se déplacer d’une case a gauche, imprimer une barre et transiter vers 1’¢tat interne final :

q01Ggl—ql01qf
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TD3Exo1l:

2)  Concevoir une MT calculant la fonction successeur2 S2=An.n+2,
Solution 1 :

vV n e N, qon » (rnN+2
q01n+1 > qf 1n+3
MTSZ :(S,E,l):
e S={0,1}

e E={q0,01,02,qf}
e 1={(1)q01Dq0, (2) q001q1, (3) q11Dql, (4) q101q2, (5) q21Gq2, (6) q20Dqf}

Aller sur le 1¥ blanc a droite des barres, imprimer deux barres, aller sur la barre la plus a
gauche et transiter vers I’¢tat interne final :

q01Dg0—q001ql—0ql11Dgl—q101g2—q21Gg2--q20Dgf
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TD3Exo1l:
2)  Concevoir une MT calculant la fonction successeur2 S2=An.n+2,
Solution 2 :

vV n e IN, qon » (sN+2
q01n+1 > qf 1n+3
MTs, :(S,E,l):
e 5={0,1}

e E={q0,91,92,93,0f}
e |={(1)q01Gql, (2) 910192, (3) g21Gg3, (4) g301gf}

Aller sur le 1* blanc & gauche de la toute 1° barre, imprimer deux barres, rester sur la
barre la plus a gauche et transiter vers 1’état interne final :

001Gg1l—q10192—q21Gg3—q301qgf
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TD 3 EXxo?2:
Concevoir une MT calculant la fonction Z1=in.0.
Solution :
VnelN, qon > :0
q01n+1 > qfll
MTz = <S,E,I>:
e S={0,1}

e E={q0,91,qf}
e |={(1)q010q1, (2) g10DqO, (3) q001qf}

Supprimer toutes les barres, imprimer une barre et transiter vers 1’état interne final :

q010g1--q10Dq0--q001qf
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TD 3EX03:
MT=<S,E,I>, with :
o S={0,1}
e E={q0,01,02,93,94,05,qf}
° IZ{
(1) q01Dq1, (2) q10Gqaf, (3) q11Gg2,
(4) 921093, (5) g30Dqg2, (6) 920104,
(7) 941Gq5, (8) g501qf
by

Déroulement 1 : x=0
00 = g01 -(1)-> 1910 —(2)-> gf1l

000 —instructions de MT-> qf0
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TD 3 Exo0 3:
MT=<S,E,I>, avec :
o S={0,1}
e E={q0,91,02,03,94,05,qf}
° IZ{
(1) q01Dq1, (2) q10Gqf, (3) q11Gqz,
(4) 921093, (5) 9g30Dqg?2, (6) 920104,
(7) 941Gq5, (8) g501qf
}

Déroulement 2 : x=1
q01 =011 —(21)-> 1911 —(3)-> 9211 —(4)-> 9301 -(5)-> 21 —(4)-> 930 —(5)-> 20
—(6)-> 941 —(7)-> 9501 —(8)-> qf11

q01 —Instructions de MT-> gfl
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TD3Exo03:

1I={
(1) g01Dq1, (2) 910Gqf, (3) 911Gq2,
(4) 210093, (5) g30Dq2, (6) 20194,
(7) 941Gq5, (8) g501qf
by

Déroulement 3 : x=3
q01111 —(1)-> 191111 —(3)-> 21111 —(4)-> 930111 —(5)-> 92111 —(4)-> 93011 —(5)-> g211
—(4)-> 9301 —(5)-> 921 —(4)-> g30 --(5)-> 920 —(6)-> q41 —(7)-> 9501 —(8)-> gf11

003 —Instructions de MT-> gfl
La fonction calculée par la MT est la fonction Sg : les instructions (1) et (2) détectent si I’entrée est la
représentation de 0, auquel cas la sortie est la repesentation de 0. Si I’entrée consiste en plus d’une barre
(repésentation d’un entier non nul), la MT fait ce qui suit :
e Les instructions (3), (4) et (5) suppriment toutes les barres
e Une fois toutes les barres supprimées, les instructions (6), (7) et (8) permettent d’imprimer deux
barres, de se placer sur la barre la plus a gauche, et de transiter vers I’¢tat interne final.
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TD 3 Exo4: L
Machine de Turing calculant la fonction Sg.

Solution :
MT@ =<S ,E,I>:
e S={0,1}
e E={q0,91,92,03,94,9f}
| ={(1) g01Dq1, (2) q10192,(3) g21Gqaf, (4) q11Gg3,
(5) 931004, (6) q40Dqg3, (7) g301qf }

q01Dg1--g101g2--g21Gqf [x=0 : résultat=1]

|
011Gg3—q310g4— g40Dqg3-- q301qf [0 : résultat=0]
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TD 3 EX05:
Machine de Turing calculant la fonction Pred.

Solution ;
MTPTed =<S , E , I>:
e 5S={0,1}

e E={q0,91,92,qf}
| ={(1) q01Dql, (2) q10Gqf, (3) 911Gag2, (4) 921092, (5) q20Dqf }

q01Dgl--g10Gqf [x=0 : résultat=0]

|
011Gg2—q210q2—q20Dqf [0 : résultat=x-1]
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TD 3EX06:
Machine de Turing calculant la fonction Plus.

ldée :

1) Remplacer I’étoile par une barre

2) Supprimer les deux barres les plus a gauche
3) Aller sur la barre la plus a gauche
4) Transiter vers I’état interne final qf

(x+1) barres + 1 étoile + (y+1) barres =» (x+y+1) barres
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TD 3EX06:
Machine de Turing calculant la fonction Plus.

Solution :
MTPluS =<S , E , I>:
e S={0,1%*}
e E={q0,01,02,q3,gf}
| ={ (1) q01Dq0, (2) q0*1qg1l, (3) q11Gql, (4) g10Dg2,
(5) 921092, (6) q20Dq3, (7) 931093, (8) q30Dgf
¥

001Dg0—q0*1q1—ql11Ggl—ql10Dg2—q21092

|
030Dgf—g31093—g20Dg3
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TD4Exo1l:
Machine de Turing calculant la fonction mod2=Ax.x mod 2.
Idée :
(x six <y,
x mod y_{(x — y) mod y sinon

1) S’il y a moins de (y+1) barres, résultat=x (fin)
2) Supprimer y barres et aller a 1)

XmodZ—{x six <2,
“|(x — 2) mod 2 sinon
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TD4Exo1l:
Machine de Turing calculant la fonction mod2=Ax.x mod 2.

Solution :
MTmodZ =<S E, I>:
e S={0,1}
e E={q0,91,02,03,94,95,0f}
e I={ (2)q010qg1, (2) g10Dg2, (3) q201qgf, (4) 921093, (5) g30Dg4,
(6) q40195, (7) 951Gg2, (8) g411q90

b
q010qgl--g10Dg2—q201qf [x=0]
|
021003—q30Dg4—q40195—0g51Gg2 [x=1]

|
0411q0 [x>2 : r2(X)=r2(x-2)]
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TD4EX02:
Machine de Turing calculant la fonction div2=Ax.x div 2.

ldée :
. (0 six <y,
X div y_{l + [(x — y) div y] sinon

1) Initialiser le quotient a 0 en mettant #1 apres les barres

2) S’il y amoins de (y+1) barres a gauche de #, aller a 6)

3) Supprimer y barres a gauche de #

4) ajouter une barre a droite de # pour comptabiliser le y retranché a x par I’étape 3)
5) allera?2)

6) Résultat donné par les barres a droite de #

six <2,

div 2={ 0
XAV2211 + [(x — 2) div 2] sinon
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TD4Exo?2:
Machine de Turing calculant la fonction div2=Ax.x div 2.

Solution :
MTy;,, =<S,E,I>:S={0,1#}, E={q0,...,q10,gf}, I =...

001Dg0—q00#91—q1#Dqgl—q101qg2

[mettre un # a la fin et initialiser le quotient a O]
021Gg2—q2#Gq2—q20Dg3

[revenir sur la barre la plus a gauche et transiter vers 1’état interne interne (3]
031004—q40Dg5—q5#0096—q60Dqgf [x=0]

|
0510q7—q70Dg8—q8##095 [x=1]
|
081Dg9—q91Dq9—q9#Dg9—q901910—q101Gg10—ql0#Gg10—ql00Dg3
[x>2 : div2(xX)=1+div2(x-2)]
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TD 4 Exo 3:
Machine de Turing calculant la fonction Abs=Axy.|x-y|.

Idée :

y six =0,
IX-y|=4x siy=0,
|(x — 1) — (y — 1)|sinon

1) Supprimer une barre a gauche de *

2) S’il ne reste plus de barres a gauche de *, résultat=y (fin)
3) Supprimer une barre a droite de *

4) S’il ne reste plus de barres a droite de *, résultat=x (fin)

5) Alleral)
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TD 4 Exo3:
Machine de Turing calculant la fonction Abs=Axy.[x-y].

Solution :
MTy,, =<S,E, I>:S={0,1#}, E ={q0.,...,97,9x,qy,qf}, | =...

y six =0,
IX-y[=4 x siy=0,
|(x — 1) — (y — 1)| sinon

0010g1—qg10Dg2—q2*0gx—agx0Dgf [x=0 : résultat=y]
|
021Dg3—q31Dg3—q3*Dg3—030Gg4—q41095—g50Gg6—q6*1qy—aqylGqy
| |
[xy>0: reiterer] q70Dqg0--q7*Gq7--q71Gq7--q61Gq7 qy0Dqgf
[y=0 : résultat=x]
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COMPOSITION DE MACHINES DE TURING : théoréme
Soient deux machine de Turing :
e MT1<S1,E1, I1> qui calcule la fonction F1 de IN° ——— IN®
e MT2<S2,E2, 12> qui calcule la fonction F1 de INY —— IN'
tellesque S1=S2et E1INE2=0 :
e renommer eventuellement les états internes de MT1 ou ceux de MT2.
La machine de Turing MT=<S , E, | > définie par :
e S=S51=S2
e E =E1UE2, état interne initial : gj, état interne final : q]%
o 1=110120{q;11q5}
calcule la composition (F2°F1) des fonctions F1 et F2.

La machine MT est la composition des machines MT1 et MT2 et est notee MT2°MT1 :
MT=MT2°MT1
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COMPOSITION DE MACHINES DE TURING :

X —FI—>F1(x) F2 > F2(F1(x))=(F2°F1)(x)
q;11q;
qox—AFE>qFFL(X) = gGFL(X) — T2 > qFF2(FL(x))= g7 (F2°F1)(x)

(MT2°MT1)(x)=(F2°F1)(x)
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COMPOSITION DE MACHINES DE TURING : MT g1, 30p1us ) =MTain2"MTpps

MTPlus
q01Dg0—q0*191—q11Gql—q10Dg2—q21092
|
030Dgf—0g310g3—q20Dg3
MTdin
001Dqg0—q00#q1l—ql#Dqgl—ql0192
[mettre un # a la fin et initialiser le quotient a 0]
021Gg2—q2#Gg2—q20Dqg3
[revenir sur la barre la plus a gauche et transiter vers 1’état interne interne 3]
031004—q40Dg5—q5#0096—q60Dqgf [x=0]
|
0510q7—q70Dg8—q8##095 [x=1]
|
081Dg9—q91Dq9—q9#Dg9—q901910—q101Gql0—ql0#Ggl0—ql00Dg3
[x>2 : div2(x)=1+div2(x-2)]
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C SITION DE MACHINES DE TURING : MT(div2°Plu5):MTdinOMTPlus
Renommage des etats internes de M7,,,. :
p01Dp0—p0*1pl—pl1lGpl—pl0Dp2—p210p2
|
pP30Dpf—p310p3—p20Dp3
Etat interne intial de MT 4, 20pps) - PO
Etat interne final de MT ;) 2opis) - df

Instruction faisant passer le relais a MT;,, : pf1190

MT(giv20pius y=<S.E,1>:
e S=S51=52={0,1,*#}
e E={ pO0,p1,p2,p3pf,

90,91,92,93,94,95,96,97,98,99,910,9f
}
e I=11uU 12U {pfllq0}
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COMPOSITION DE MACHINES DE TURING : MT g1, 30p1usy=MTain2"MTps

Instructions de M Ty 20p1us ) -
p01Dp0—p0*1pl—p11Gpl—p1l0Dp2—p210p2
|
p30Dpf—p310p3—p20Dp3
001Dqg0—q00#q1—ql1#Dgl—ql0192
[mettre un # a la fin et initialiser le quotient a 0]
021Gg2—q2#Gq2—q20Dg3
[revenir sur la barre la plus a gauche et transiter vers 1’état interne interne g3]
031094—q40Dg5—q5#0q6—q60Dqgf [x=0]
|
0510q7—q70Dg8—q8##095 [x=1]
|
081Dg9—q91Dq9—q9%Dg9—q901910—q101Gql10—ql0#Ggl0—ql00Dqg3
[x>2 : div2(x)=1+div2(x-2)]
=> pfllgO (relais)
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TD 4 Exo04:
Solution :
Déroulement 1 : x=3
Qo3 = o111l -4x(1)->11110900 -(9)>111q:1 -4x(10)>(,01111 -(11)>q,1111
(g7 : état interne final)
Donc qo3—(Inst de MT)—>0q,3

Déroulement 2 : x=(2,1)
qo(2,1) = qo111*11 -3x(1)>11190*11 -(2)>1110,111 -4x(3)>020111111 -(4)>(q3111111
-(5)>0q4011111 -(6)>0511111 -(7)>601111 -(8)>0p1111 -(Inst de MT)-> ;1111

Donc go(2,1) -(Inst de MT)->q,3

La machine de Turing calcule toutes les fonctions f,,, avec n>1 :

IN™ - IN
(X1, e Xp) B> 201 X

furd
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CHAPITRE II
Machines de Turing

TD4EX05:
Déroulement 1 : x=3
003 = 01111 -4x(1)->1111q00 -(2)-> 111911 -4x(3)-> 101111 -(4)-> 51111
(g5 état interne final)

q03 —Instructions de MT-> q53
Déroulement 2 : x=(3,2)
00(3,2)=001111*111 -4x(1)-> 111190*111 -(5)-> 1111920111 -(6)-> 1111093111
-(7)-> 1111092011 -(6)-> 1111009311 -(7)-> 1111009201 -(6)-> 1111000031
-(7)-> 1111000920 -(6)-> 11110000930 -(9)-> 1111000040 -4x(10)-> 111941
-(11)-> 111911 -4x(3)-> 101111 -(4)-> 951111

g0 (3,2) -Inst de MT-> g53

Les fonctions calculables par la machine de Turing sont toutes les fonctions P;*, avec n>1.
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CHAPITRE II
Machines de Turing

TD4Ex06:
1) MT1=MT_S=<S,E1,I11>
S={0,1}, E1={q0,qf}, 11={(1) g01Gq0, (2) q001qf}
MT2=MT_S=<S,E2,12>
S={0,1}, E2={p0,pf}, 12={(1) p01GpO, (2) pO01pf}
MT _S2 machine de Turing calculant la fonction S2=Ax.x+2 : S2=S°S
MT_S2=MT2°MT1=<S,E,I>
E=E1 union E2={q0,qf,p0,pf}
qO état interne initial de MT_S2, pf état interne final de MT_S2
I=11 union 12 union {qf11p0}
={(1) g01GqO, (2) q001gf, (3) p01GpO, (4) p001pf, (5) qf11p0}
Dérouler MT S2 sur ’entrée 2 :
q02=00111 -(1)-> 900111 -(2)-> gf1111 -(5)-> p01111 -(3)-> p001111 -(4)-> pf11111=pf4
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CHAPITRE II
Machines de Turing

TD4Ex06:
2) MT _plus machine de Turing calculant la fonction plus=ixy.x+y :
MT3=MT plus=<S’,E3,I3>

S’={0,1,*}
E3={q0,qf,q1,02,q3}
13={(1) q01DqO, (2) g0*1q1, (3) g11Gql, (4) q10Dg2,
(5) 921092, (6) g20Dq3, (7) 931093, (8) q30Dqf}
MT4=MT_S=<S’ E4,14>
S’={0,1,*}, E4={p0,pf}, 14={(1) p01GpO, (2) p001pf}

MT _S plus machine de Turing calculant la fonction S_plus=ixy.x+y+1=S°Plus :

MT S plus=MT4°MT3=<S’E,[>
E=E3 union E4
qO état interne initial de MT_S_plus, pf état interne final de MT_S plus
I=13 union 14 union {qf11p0}
={(1) q01DqO, (2) q0*1q1, (3) g11Gql, (4) q10Dg2, (5) 921092,
(6) q20Dq3, (7) 931093, (8) g30Dqgf, (9) p01GpO, (10) pO01pf,
(11) gf11p0}
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