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Avant-propos

Ce livre a pour ambition d’étre un utile complément des ouvrages sur la théorie des communications a
I’'usage de I’ingénieur, mais il peut tout aussi bien étre utilisé indépendamment de la littérature spécialisée.
Chaque sujet y est traité au moyen d’un exposé théorique assorti de nombreux problémes résolus (qui font partie
intégrante de I’exposé).

Le chapitre 1 passe en revue les bases mathématiques permettant ’analyse des signaux et I’étude des
systemes linéaires au moyen des méthodes de Fourier. Les chapitres 2 et 3 appliquent ces méthodes al’étude de la
modulation d’amplitude et d’argument d’un signal en I’absence de bruit. Le chapitre 4 traite de ’échantillonnage
et de la transmission numérique des signaux analogiques. La théorie des probabilités et les signaux aléatoires
font ’objet des chapitres 5 et 6. Aucune connaissance préliminaire de ces sujets n’est requise. Le chapitre 7
concerne I’application pratique des développements qui précédent a Pinfluence du bruit sur les systemes de
communication. Le chapitre 8, pour conclure, présente une théorie élémentaire de I’information et du codage.

Je tiens a remercier le Professeur Gordon Silverman, de Manhattan College, pour son aide, ses remarques
et sa relecture soigneuse du manuscrit. Je n’oublierai pas non plus Jiri Naxera et Wenchang Wu qui en ont
vérifié le texte et les figures. Je remercie par ailleurs M. David Burleigh pour son aide, M. John Aliano pour ses
conseils avisés et son appui ainsi que Ms. Maureen Walker pour tout le soin qu’elle a mis a préparer ce livre.
Enfin, ma reconnaissance va a mon épouse Daisy dont la compréhension et le soutien constant se sont révélés
indispensables a la parution de cet ouvrage

Hwei P. HSU



Table des matiéres

Chapitre 1 SIGNAUX ET SYSTEMES . .. ... e 1
1.1, Classification des SIZNaUX . .. ... ...ttt ettt e et e 1
1.2, Fonctions SINGUIETES . . . ..ottt e e ettt 000l
1.3.  Décomposition en série de FOurier. . ...ttt e 3
1.4, Transformée de FOUrier. . .. ... ...ttt e e e e e e 4
L5, ConvolULION . . ..ottt e 6
1.6.  Corrélation et densité Spectrale. .. ..ottt 7
1.7. Représentation et classification d’un Systéme .. .........co ittt 8
1.8. Réponse impulsionnelle et réponse en fréquence. ...ttt iiin i, 10
1.9.  Systemes linéaires et filtrage . . . .. ... .ottt e 11
10, FIITES Lo e e e e e 12
11, Bande passante .. ......... ittt et e 15
1.12.  Relation entre densités spectrales d’entrée et de sortie d’un systéme ..................... 16
Problemes résolus . . .. ... 16

Chapitre 2 MODULATION D’AMPLITUDE . ...... ... i 48
2,10 INtrodUuCtion . . oo ettt e e e e 48
2.2. Modulationd’amplitude . . ... ... 48
2.3. Modulation a bande passante latérale double........... ... ... .. . 48
2.4. Modulation d’amplitude ordinaire . ......... ... 50
2.5. Modulation a bande latérale unique ........ ... ... . 52
2.6. Modulation a bande latérale résiduelle .. . ....... ... 55
2.7. Transposition de frféqUence et MIXAZE . ..o vt v vt ti ettt ittt ee e iie e ie e 57
2.8. Multiplexage a divisionde fréquence. ... ... ... 58
Problemes résolus . . ... ..ot 59

Chapitre 3 MODULATION D’ARGUMENT . . .. ... 75
301, INroduCtion . ..o oot s 75
3.2. Modulation d’argument et fréquence instantanée .. ................c.iiiiiiiiiiiiinn... 75
3.3. Modulation de phase et de fréquence . ......... ... i 75
3.4.  Spectre de Fourier des signaux modulés en argument .. ...........c..iiieetinnnnee... 77
3.5. Modulation d’argument abande étroite . .. ........ouii i e 77
3.6.  Modulation sinusoidale (0u & fréqUENCe PUIE) . . .. oottt aa e 78
3.7. Largeur de bande des signaux a modulation d’argument .................... .. .. .. ..., 79
3.8.  Systéme de-modulation d’argument .. ........... .. e 80
3.9. Démodulation des signaux modulés en argument ... ...ttt 81
Problemes ré€S0lUS . . ...t e 83

Chapitre 4 TRANSMISSION NUMERIQUE DES SIGNAUX ANALOGIQUES ................ 98
4.1, INtroduCtion . .« oottt e e 98
4.2.  Modulation par impulsions codées (PCM) .. ...ttt 98
4.3. Théoréme de I’échantillonnage. .. ... ...ttt et 98
4.4, Bchantillonnage . . . ... .ovu ittt et e e e 99
4.5. Modulation d’impulsions en amplitude (PAM) . ... ... ..o it 101
4.6. Quantification . .. ..ottt e e 101
A7, Codage . ..ot e 104
4.8. Largeurde bande de lamodulation PCM........ ... . .. . i, 105
4.9. Modulation delta . ...........uututtutt e 106



VIII TABLE DES MATIERES
4.10. Formatage des SIZNAUX . ... vttttttn ittt ettt ettt a e et 107
4.11. Multiplexage temporel .. ... ... o i e 109
4.12.  Bande passante requise pour le multiplex temporel.............ooiiiiii i, 110
4.13. Formes d’impulsion etdiaphone. ............ ... .. i . 110
4.14. Systemes de modulation NUMENIQUE . . .. ... ttte e 112
Problemes résolus . .. ... ..o et 114
Chapitre 5 PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES ....................coouioii..... 138
5.1. Introduction.............. ... e 138
5.2, Probabilités . .. ...t 138
5.3. Variable aléatoires, fonctions de répartitionetdensités................. . .. .. 141
5.4. Fonctions de variables aléatoires .. ....... ... ... i e 144
5.5. Moyennes StatiStiQUeS . . .« .o vttt ettt e e e 145
5.6. Lois de répartition partiCuli€res . ... ....uuint ittt ittt ettt et e 148
Problemes résolus . . . ... e 152
Chapitre 6 SIGNAUX ALEATOIRE ET BRUIT . . ...ttt 184
6.1, INtrodUCHION . . ..ottt e 184
6.2. Définition des processus StochastiqUes. . ... ...ttt tutiin ettt 184
6.3. Statistique des processus aléatoires . . ... ......uitt ittt e 185
6.4. Corrélation et densité spectrale de puissance . ... .........o.uuuiiininnnnnnnneen.... 187
6.5. Processus aléatoire et systeme linéaire . . . ... ...ttt i i i 189
6.6. Processus stochastiques remarquables . ... ...ttt i e 191
Problemes résolus . . .. ... et 194
Chapitre 7 PERFORMANCE D’UNE LIAISON EN PRESENCEDEBRUIT................... 220
2 R 0115 (T 1311 4 ) 220
7.2.  Bruit additif et rapport signal surbruit. ......... .. . 220
7.3. Bruit sur les liaisonsen bandede base . ....... ... . .. i 221
7.4. Bruit en modulation d’amplitude . . ... ... e e 222
7.5. Bruit en modulation d’argument. . ... ... .. e 226
7.6. Détection d’un signal binaire et test d’hypothése. ....... ...ttt 230
7.7. Probabilité d’erreur et maximum de vraisemblance. .......... ... ... oo il 231
7.8. Détection Optimale ... ... ottt e e e 233
7.9. Probabilité d’erreur des systémes de transmission binaires. ............ ... .. ... ... 235
Problemes TéSOIUS . . . oottt e e 237
Chapitre 8 INFORMATION ET CODAGE. . ... e 263
8.1. Introduction............. P 263
8.2. Mesure de 'information . .. .....c.t it e e 263
8.3. Canaux discrets SanS MEMOITE . . . .o e v vttt ittt et e e it ae e eieeeeneeeneennennn 265
8.4. Information mutuelle. . ... ...t e et 268
8.5. Capacité d'uncanal.. ... ...ttt e 269
8.6. Canal avec bruit blanc gaussienadditif .......... ... ... o i 270
8.7, C0dage A& SOUTCE. . ot vttt et ettt ettt et et ettt e e e ee et 271
8.8. Codage entrOPIQUE. . . . oot vttt ittt et 273
8.9. Codage d’un canal de tranSmiSSION. . . ..ot utt vttt ittt ittt e 274
8.10. Codage avec controle d’eITEUT ... ..ottt it it ittt 275
8.11. Détection et correction d’erreur en codage par blocs linéaire . .......................... 278

Problemes TESOIUS . . oo v ittt it e e i e ettt 279



TABLE DES MATIERES IX

Annexe A TRANSFORMEEDE FOURIER ...............ccoiiiiiiiiiiiiii i, 314
Annexe B FONCTIONS DE BESSEL J,(B) . ..ottt 316
Annexe C  FONCTION COMPLEMENTAIRE Q(z) DE LA FONCTION D’ERREUR ERF(z) . . 317
AnnexeD  FORMULES MATHEMATIQUES USUELLES ..................ccooiiiiii.n.. 318
AmnexeE SYMBOLES MATHEMATIQUES ET ABREVIATIONS ........................... 321
INDEX . ..o 325



Chapitre 1

Signaux et systémes

1.1 CLASSIFICATION DES SIGNAUX

On appelle signal une fonction qui représente 1’évolution dans le temps d’une quantité physique. La
représentation mathématique d’un signal se fait au moyen d’une fonction de la variable indépendante ¢, ou
t est le temps. On désigne par exemple un signal par la notation x (¢).

A. Signaux continus et signaux discrets

On dit que x(t) est un signal continu si t est une variable continue, au sens mathématique. Si ¢ est une
variable discrete, dont les valeurs ne sont définies qu’a des instants donnés, x(t) est appelé signal discret. Ce
signal étant défini a des instants précis, on le représente souvent comme une suite de valeurs, notée {x(n)} ou
x[n], ot n est un nombre entier.

B. Signaux analogiques et numériques

Lorsqu’un signal continu x(¢) peut prendre une valeur quelconque appartenant a ’intervalle (a,b), ol a
peut valoir —oco et b peut valoir 400, on dit qu’il s’agit d’un signal analogique. Lorsqu’un signal discret x[n]
ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs distinctes, on dit qu’il s agit d’un signal numérique.

Un signal discret x[n] résulte souvent de 1’échantillonnage d’un signal continu x (), avec x[n] = x(nTy),
ol Ty est appelé période d’échantillonnage. Par la suite, nous traiterons principalement de signaux continus.

C. Signaux réels et signaux complexes

On dit qu’un signal x (¢) est réel si sa valeur appartient a I’ensemble des réels. On dit qu’il est complexe si
sa valeur appartient a I’ensemble des complexes.

D. Signaux déterministes et signaux aléatoires

La valeur d’un signal déterministe est parfaitement définie a tout instant. Celle d’un signal aléatoire ne peut
€tre que statistiquement définie. Nous traiterons les signaux aléatoires dans le chapitre 6.

E. Signaux a énergie finie et 4 puissance finie

L’énergie E d’un signal x () a pour expression :

o0
E = / Ix(2) |*dt (1.1)
—o0
La puissance moyenne P d’un signal x(¢) a pour expression :
1 (T2
P = lim — Ix(r) |2dt (1.2)
T—oo T -T2

Si0 < E < oo, c’est-a-dire si E a une valeur finie (donc P = 0), on dit que x () est un signal transitoire. Il est
de durée limitée. Si E = 0o, avec 0 < P < 00, sa puissance est finie, on dit qu’il s’agit d’un signal permanent.
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F. Signaux périodiques et non périodiques
Un signal x(t) est dit périodique s’il existe un nombre positif Tp tel que :
x(t + Tp) = x(¢) (1.3)

Le plus petit des nombres positifs Tp satisfaisant a cette relation est appelé période, tandis que son inverse est
appelé fréquence fondamentale f :

fo= l hertz (Hz) (1.4)
Ty

On déduit de la relation (/.3) que :
x(t +nTp) = x(1) (1.5)

Un signal pour lequel n’existe aucune valeur Ty satisfaisant a la relation (/.3) est dit non périodique ou
apériodique.

Un signal périodique dont I’énergie par période est de valeur finie est un signal permanent dont la puissance
moyenne peut étre calculée sur une seule période.

1.2 FONCTIONS SINGULIERES

Un certain nombre de fonctions singuliéres, encore appelées fonctions généralisées, constituent en théorie
des télécommunications une sous-classe importante de signaux apériodiques. Nous allons étudier ici deux de
ces fonctions, la fonction échelon unitaire u#(t) et la fonction impulsion unitaire §(¢).

A. Fonction échelon unitaire
La définition de la fonction échelon unitaire u(t) est la suivante :

u(t) = {(1) ;28 (1.6)

comme le représente la figure 1-1.

u(t)

0 t

Fig. 1-1 Fonction échelon unitaire

On notera que cette fonction est discontinue en t = 0 et que sa valeur n’y est pas définie.

R. Fonction impulsion unitaire

La fonction impulsion unitaire §(t), appelée aussi fonction de Dirac, n’est pas une fonction au sens propre
du terme; elle est définie par une intégrale :

/ d(1)s(t)dt = ¢(0) (1.7)

ou ¢ (¢) est une fonction quelconque, continue en t = 0.
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On peut déduire quelques propriétés intéressantes de §(¢) de la définition (1.7) :

/ ¢(1)é(r —t0) dt = p(o) (1.8)
8(at) = —1—5(1‘) (1.9)
lal

8(—t) =46() (1.10)
x()8(t) = x(0)8(¢) (1.11)
x(1)8( — to) = x(t9)8(t — to) (1.12)

Une définition différente de §(r) peut étre donnée, au moyen des deux relations suivantes : '
/za(r —ty)dt =1 Hh<th<h (1.13)
§(t—1) =0 t# 1ty (1.14)

Les conditions (/./3) et (/./4) font apparaitre la fonction impulsion unitaire comme limite d’une fonction dont
I’aire sous la courbe conserve la valeur 1 tandis que sa largeur tend vers 0. On représente symboliquement & ()
comme le montre la figure 1-2.

&(1)

0 t

Fig. 1-2 Fonction impulsion unitaire

C. Dérivation des fonctions singuliéres

Si g (1) est une fonction généralisée, sa dérivée g’(r) se définit au moyen de la relation suivante :

f g’(t)¢(t)dt=—/ g(n)P'(t) dt (1.15)

o0 —o0
ou ¢'(t) est la dérivée de ¢ (). En faisant appel a la relation (/./5), on montre que la dérivée de u(r) est égale a
8(1), c’est-a-dire que
du(t)

dt

sy =u'(t) = (1.16)

1.3 DECOMPOSITION EN SERIE DE FOURIER

A. Série de Fourier a coefficients complexes

Soit x(¢) une fonction périodique de période Tp. On définit la décomposition de x (¢) en série de Fourier de
la fagon suivante :

o0
x(t)= Y cpelm (1.17)
n=-—00
ou wy = 2m /Ty = 2m fy est la pulsation fondamentale et fy la fréquence fondamentale du signal. Notons que
dans la suite de cet ouvrage, on parlera de fréquence alors que les formules utiliseront la variable w pour éviter
le terme pulsation, moins usité, et alléger les formules du facteur 27 qui s’introduit quand on emploie la variable

f = 2w /oy 4.—; i;—/
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Les coefficients ¢, sont appelés coefficients de Fourier de la décomposition, qui se calculent au moyen de la
relation suivante :

1 10+To .
= — x(t)e "0 dt (1.18)
TO to
ou 1y est une valeur quelconque. En choisissant ty = —T,/2, il vient :
1 To/2 )
Cch = — x(t)e /" dt (1.19)
To J-12

B. Spectre de fréquence

Si’on a un signal périodique réel, alors
Cn = |Cnle?® Con =C = |cyle™i% (1.20)

ou |c,| est I’amplitude et 6, 1a phase du coefficient c,, I’astérisque indiquant qu’il s’agit de la valeur complexe
conjuguée. On notera, au passage, que

lc_nl = lcal O_n =—06, (1.21)

Le tracé de |c,| en fonction de la pulsation w = 2x f, ou plus simplement en fonction de la fréquence f,
est appelé spectre d’amplitude du signal périodique x (). Le tracé de 6, en fonction de w constitue le spectre de
phase de x(t). L'ensemble de ces deux tracés forment le spectre de fréquence du signal x(t). Comme I’indice n
ne prend que des valeurs entiéres, on en déduit que le spectre de fréquence d’un signal périodique n’est défini
que sur un ensemble de fréquences discretes nwy. C’est pourquoi I’on parle de spectre de fréquences discretes
et de raies spectrales. D’apres la relation (/.21), I’on voit que le spectre d’amplitude est une fonction paire de
o tandis que le spectre de Hhase est une fonction impaire de w.

C. Puissance d’un signal périodique

La puissance d’un signal périodique x (¢) de période Ty se calcule comme moyenne quadratique du signal

sur une période :
1 To/2
P=— |lx(t)|* dt (1.22)
To J_12

D. Théoréme de Parseval

Le théoréme de Parseval sur les séries de Fourier établit que, si x(¢) est un signal périodique de période T,

ona:
1 To/2 o0

x@OPdt= Y leal® (1.23)

To J_1,2 =

1.4 TRANSFORMEE DE FOURIER

Pour étendre 1’expression des séries de Fourier sous la forme (/./7) dans le domaine des fréquences au cas
des fonctions non périodiques, on introduit la notion de transformée de Fourier.

A. Définition

Soit x(t) un signal apériodique. On définit la transformée de Fourier de x(t), que I’on note F, au moyen

de la relation suivante : ~

X()=F[x)] = / x(t)e™ " dt (1.24)

—00
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La transformée de Fourier inverse de X (w), notée F~!, se calcule au moyen de la relation suivante :

o0

x(t) =F ' [X(@)] = —2—1; / X (w)e’ dw (1.25)

—00

Les relations (/.24) et (1.25) définissent ce que 1’on appelle une paire de transformées de Fourier. On peut écrire
X (w) en faisant apparaitre 1’amplitude et la phase, sous la forme

X (@) = |X ()]’  (1.26)
Si x(t) est un signal réel, on montre que :
X(—0) = X*(@) = |X (@)|e™*« (127)
soit
X(—o) =1X(@)]  6(-w) = —6(w) (1.28)

Tout comme dans le cas des séries de Fourier complexes, le spectre d’amplitude de x(t), noté | X (w)| est une
fonction paire de w, tandis que le spectre de phase 6(w) est une fonction impaire de w. L’ensemble de ces
deux fonctions constitue le spectre en fréquence de x(t). La relation (/.27) constitue la condition nécessaire et
suffisante pour que x (¢) soit un signal réel (voir probléme 1.17).

B. Propriétés de la transformée de Fourier

Nous utiliserons la notation
x(t) < X(w)

pour désigner une paire de transformées de Fourier.

1. Linéarité (superposition)

a1x1(t) + axxa(t) < a1 X (@) + a2 X2 (w) (1.29)
ou a; et a; sont des constantes.
2. Décalage temporel .
x(t — tp) < X(w)e /“P (1.30)
3. Décalage fréquentiel .
x(0)e!™ < X (w — wo) (1.31)
4. Changement d’échelle
. 1
x(at) —-X(-‘f) (1.32)
la] \a
5. Inversion du temps
x(—t) & X(—w) (1.33)
6. Dualité
X (1) © 27x(—w) (1.34)

7. Différentiation
Dérivée par rapport au temps :
d
x'(t) = C—j?x(t) < joX(w) (1.35)
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Dérivée par rapport a la fréquence :
. , d
(=jDx() < X' (w) = —X(0)
dw

8. Intégration
t
1
f x(t)dt & —X(w) + 7 X (0)§(w)
_ jo

(o0}

C. Transformée de Fourier de quelques signaux usuels

8(t) < 1
8(t — to) < eI
1 & 2n8(w)
e/ & 27 8(w — wo)
coswot <> mé(w — wo) + wé(w + wo)

sinwot <> jd(w — wo) + jré(w + wp)

u(t) < 78(w) + —1—
Jjw

e "u(t) a>0o —
Jw+a
2a
el a>0o ——
w? + a?

1.5 CONVOLUTION

[CHAP. |

(1.36)

(1.37)

(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)
(1.42)
(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

La convolution de deux signaux x, (¢) et x,(t), opération que 1’on note x, () * x,(t) engendre un nouveau

signal x (t) tel que :

oo

x(t) = x;(t) * x2(t) =f x1(D)x2(t — 1) dt

—00

A. Propriétés de la convolution

Xl(f_) * x2(1) = x2(2) * x;(¢)
[x1(2) % x2(0)] * x3(t) = x1 (1) * [x2(2) * x3(1)]
x1(8) * [x2(t) + x3()] = x1 (8) * x2(¢) + x1 (1) * x3(¢t)

B. Convolution avec la fonction §(¢)

x@®)*x8() =x(1)
x(t) *8(t — ty) = x(t — tg)

(1.47)

(1.48)
(1.49)
(1.50)

(1.51)
(1.52)
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C. Théorémes de convolution

Considérons deux signaux x, () et x,(¢) dont les transformées de Fourier respectives sont X | (w) et X;(w),
on a les deux relations suivantes :

x1(t) x x2() < X (w)X2(w) (1.53)
1
x1(£)x2(t) EXl(a)) * Xo(w) (1.54)

Larelation (/.53) est connue sous le nom de théoréme de la convolution temporelle, tandis que la relation (1.54)
constitue le théoréme de la convolution fréquentielle.

1.6 CORRELATION ET DENSITE SPECTRALE

A. Corrélation de deux signaux

Soit x| () et x2(¢) deux signaux a valeurs réelles. On définit I’intercorrélation R,(t) de ces deux signaux
au moyen de la relation suivante :
o
Ry (1) = / x1()x(t — ) dt (1.55)

oo

La fonction d’autocorrélation du signal x;(t), intercorrélation du signal x;(¢) avec lui-méme, se définit au
moyen de la relation suivante :

Rll(‘r)Z/ooxl(t)xl(t—T)dt (1.56)
Propriétés des fonctions de corrélation : h

R12(7) = Ry (—7) (1.57)

Ry () = Ri1(—71) (1.58)

R11(0) = /Oo[xl(t)]zdt =E (1.59)

ou E est I’énergie contenue dans le signal.

B. Densité spectrale énergétique

Soit R} (7) la fonction d’autocorrélation du signal x; (¢). L’intégrale définie S;; qui suit

Si(@) = F[Ri(1)] =/ Ri(t)e /" dt (1.60)

—00

estappelée densité spectrale énergétique du signal x| (¢). Prenons maintenant les transformées de Fourier inverses
des membres de la relation (/.60), il vient :

1 e .
Rn(r)=]’_'[511(w)]:Z/ Si(w)e’" dw (1.61)

Si le signal x, () est réel, on a les relations :
Sn(@) = F[R1 @] = |X1 (@) (1.62)

. 1 &9 .
Ry(7) = 2—7;/ [X;(a))[zef“” dw (1.63)
—00
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En faisant 7 = 0, on obtient :
1 e 2
R,1(0) = ——/ |X1(w)| do (1.64)
27 J—oo

et en utilisant la relation (/.59) :

E:/ [xi(] d :—/ (X ()] (1.65)

o0

C’est la raison pour laquelle la quantité S;;(w) = | X (w)|? est appelée densité spectrale énergétique du signal
x,(¢). Larelation (/.65) est aussi connue sous le nom de théoréme de Parseval relatif a la transformée de Fourier.

C. Puissance d’un signal et autocorrélation

La fonction d’autocorrélation moyennée temporellement R (7) d’un signal réel x, (¢) se définit au moyen
de la relation :

B | (T2
Rii(r) = lim —'/ xi(Hx,(t —t)dt (1.66)
T—ooco T -T/2
Notons que
T/2
R11(0) = ]1m — / xl(t) P (1.67)
T/2
Si le signal x (1) est périodique, de période T, I’intégrale se calcule sur une période, et’on a:
. To/2
R“(T)Z—‘—/ x1(Hx,(t — 1) dt (1.68)
To J-1p2

D. Densité spectrale de puissance

La densité spectrale de puissance du signal x,(t), que 1’on note S11 (w), se définit comme suit :

o0
Sh()=F[Ru@®] = / Ry (0)e /" dt (1.69)
—00
D’ou I’on déduit que :
— — 1 SO .
R\(@) =F'[Sn)] = —/ Si1(w)e’" dw (1.70)
27 J oo
En faisant T = 0, il vient :
— 1 € _
R11(0)=—/ Si(w)dw (1.71)
27 J_oo
Et en tenant compte de la relation (/.67) :
» 1 T/2 2 1 0o
P, = lim — [xl(t)] dt = —/ S1(w) dw (1.72)
T—soo T =T 2 —00

C’est bien la raison pour laquelle S, (w) est appelée densité spectrale de puissance du signal x; (t).

1.7 REPRESENTATION ET CLASSIFICATION D’UN SYSTEME

A. Représentation d’un systéme

On appelle systéme la modélisation mathématique d’un processus physique qui relie un signal d’entrée
(source ou excitation) a un signal de sortie (réponse).
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Soitrespectivement x (¢) et y() les signaux d’entrée et de sortie d’un systéme. On dit que le systeme effectue
une transformation de x(¢) en y(t). On représente cela de fagon symbolique :

y(t) = P[x(®)] (1.73)

ou P est I’'opérateur qui transforme x(r) en y(z), comme le représente la figure 1-3.

: N )
x(1) Sysércmc Y

Fig. 1-3 Représentation d’un systéme par un opérateur

B. Classification d’un systéme

1. Systémes a temps continu et systemes a temps discrétisé

Siles signaux d’entrée et de sortie x (¢) et y(¢) sont des fonctions continues du temps, on dit qu’il s’agitd’un
systéme a temps continu, appelé généralement systéme analogique. Si ces signaux sont constitués de séquences
de valeurs discrétes, il s’agit d’un systéme a temps discrétisé appelé en général systéme échantillonné. Dans la
suite de cet ouvrage, nous traiterons essentiellement des syst¢mes analogiques.

2. Systémes linéaires

Sil’opérateur P de larelation (/.73) satisfait aux deux conditions suivantes, alors P est un opérateur linéaire
et le systéme représenté par P est un systéme linéaire.

a. Additivité
Plxi() + x2()] = P[x1(0)] + P[x2(®)] = y1 (1) + y2(t) (1.74)

pour tout couple de signaux x;(t), x,(1).

b. Homogénéité
Plax(t)] = aP[x(®)] = ay(t) (1.75)

pour tout signal x(¢) et scalaire a.
Un systéme qui ne satisfait pas a la relation (/.74) et/ou a la relation (/.75) est dit non linéaire.

3. Systéme invariant dans le temps

Si un systéme satisfait la condition suivante, il est dit temporellement invariant :
Plx(t —10)] = y(t — 10) (1.76)

ou £ est une constante réelle quelconque. La relation (/.76) signifie qu’un retard sur le signal d’entrée produit
le méme retard sur le signal de sortie. Un systéme qui ne satisfait pas cette condition est dit variable dans le
temps.

4. Systémes linéaires invariants dans le temps (SLIT)

Si le systeme est d’une part invariant dans le temps et de plus linéaire, on dit qu’il s’agit d’un systéme
linéaire invariant dans le temps (SLIT).
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1.8 REPONSE IMPULSIONNELLE ET REPONSE EN FREQUENCE
A. Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire invariant dans le temps est le signal de sortie fourni par le
systeme lorsque le signal d’entrée est la fonction §(¢), c’est-a-dire :

h(t) = P[s(1)] (1.77)
La fonction A(t) est arbitraire, elle peut ne pas étre de valeur nulle pour ¢+ < 0. Si, en revanche, on a la
relation

h(t) =0 pourt <0 ' (1.78)
le systeme est dit causal.
B. Réponse a une entrée arbitraire
Laréponse y(r) d’un SLIT a un signal d’entrée quelconque x (¢) s’exprime comme convolution de x (f) avec
la réponse impulsionnelle #(¢) du systeéme, c’est-a-dire :

o0

y() =x(t)*h(t) = f x(t)h(t —t)drt (1.79)
—00
comme I’opération de convolution est commutative, on peut aussi écrire la relation de la fagon suivante :

oo

y(t):h(t)*x(l):/ h(t)x(t —1)drt (1.80)

—0o0
C. Réponse d’un systéme causal

D’aprés les relations (/.78) et (1.79) ou (1.80), la réponse y(t) d’un systéme causal linéaire indépendant du
temps est donnée par :

y(t)=/ x(r)h(t—r)a’f:/ x(t —1)h(r)drt (1.81)
= 0

oo
Un signal x (1) est dit causal s’il est a valeurs nulles pour t < 0. Si le signal d’entrée est causal, on a donc :

y(t):/ x(r)h(z—r)dr:/ x(t —v)h(r)dr (1.82)
0 0

D. Réponse en fréquence

Si I’on applique maintenant le théoréme de la convolution (/.53) relatif & la transformée de Fourier a la
relation (/.79), on obtient :

Y(w) = X(w)H (w) (1.83)
ot X (w) = Flx(1)], Y(w) = Fly(®)], et H(w) = Flh(1)].
H (w) est appelée réponse en fréquence ou fonction de transfert du syst¢éme. On a donc :
Y (w)

X (@) (1.84)

H(w) = F[h(t)] =
La figure 1-4 illustre les relations (/.77), (1.79) et (1.83).

1 H (w)

] |

s@) 110)

- SLIT (b—

x(1) y(1) = x(1) * h(1)

] !

X (w) Y (w) = X(w)H (w)

Fig. 1-4 Relations entre signaux d’entrée et de sortie d’un SLIT
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En prenant la transformée de Fourier inverse de la relation (/.83), on obtient pour expression du signal de
sortie :

y(t) = %/ X (w)H (w)e’" dw (1.85)

On voit ainsi que la réponse impulsionnelle A(¢) ou la réponse en fréquence H (w) définit complétement le
systéme SLIT.

1.9 SYSTEMES LINEAIRES ET FILTRAGE

A. Spectre de fréquence

La réponse en fréquence H (w) est une propriété caractéristique d’un systeme SLIT. I1 s’agit généralement
d’une quantité complexe, qui peut s’écrire sous la forme :

H(w) = |H (w)|e/® (1.86)

Dans le cas d’un SLIT dont la réponse temporelle /(t) est a valeurs réelles, H () satisfait la relation de
symétrie-conjugaison [relation (/.27)] :

H(—w) = H*(w) (1.87)

ce qui est équivalent a :
|H(-w)| = |H(w)| (1.88a)
O (—w) = =64 ()| (1.88b)

Ce qui montre que I’amplitude | H (w)| est une fonction paire de la fréquence, tandis que la phase 6, (w) est une
fonction impaire de la fréquence. Posons

Y (w) = |Y (w)|e’%@ X (@) = |X ()|
On peut alors écrire la relation (/.83) sous la forme :

IY(w)|e19"(“’) = |X(w)|ej9x(w)|H(w)|ej(-),,(w)

= |X (w)||H () |/ @+t (@) (1.89)

On a donc
Y ()| = |X (w)||H (w)| (1.90a)
0y (w) = 6 (w) + Op(w) (1.90b)

Remarquons au passage que le spectre d’amplitude du signal de sortie est le produit du spectre d’amplitude
du signal d’entrée par celui de la réponse impulsionnelle, tandis que le spectre de phase du signal de sortie est la
somme du spectre de phase du signal d’entrée et de celui de la réponse impulsionnelle. On peut donc dire qu’un
systeme SLIT filtre le signal d’entrée qui lui est appliqué. On utilise ici le mot filtre pour désigner un systéme
qui présente une certaine sélectivité dans le domaine des fréquences.

B. Transmission exempte de distorsion

La transmission sans distorsion d’un signal au sein d’un systéme impose la reproduction fidéle en sortie du
signal d’entrée. Si x (1) est le signal d’entrée, le signal de sortie doit donc étre de la forme
y() =Kx(t —1) (1.91)

ou ¢, est un retard et K une constante de gain, comme 1’illustrent les figures 1-5(a) et 1-5(b). Si I’on prend la
transformée de Fourier des deux membres de la relation (/.97), on obtient

Y(w) = Ke /" X (w) (1.92)
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|H (w)]
K
t 0 ®
(a) Signal d’cntréc (c) |H (w)] en fonction dec w
y(0)
KA On(®)
0 1 1+t t 0 12)
(b) Signal dc sortic
Pente = —t,

(d) 0y (w) cn fonction dc w

Fig. 1-5 Transmission d’un signal sans distorsion

D’aprés la relation (/.83), il apparait que la condition pour qu’un systéme soit exempt de distorsion est :
H(w) = |H(@)]e!" = Ke™/*" (1.93)

Ce qui veut dire que ’amplitude de H () doit étre constante quelle que soit la fréquence, tandis que la phase
de H (w) doit étre une fonction linéaire de la fréquence, comme I'illustrent les figures 1-5(c) et (d).

C. Distorsion d’amplitude et distorsion de phase

Lorsque le spectre d’amplitude |H (w)| de la réponse du systéme varie dans la bande de fréquence dans
laquelle on travaille, les diverses composantes fréquentielles du signal sont transmises avec un gain ou une
atténuation qui varie d’une fréquence a I’autre. On dit qu’il y a distorsion d’amplitude.

Lorsque la phase 6, (w) du systéme ne varie pas linéairement avec la fréquence, la forme du signal de sortie
differe de celle du signal d’entrée parce que ses composantes fréquentielles sont toutes affectées de retards
différents. On dit qu’il y a distorsion de phase.

1.10 FILTRES

Un filtre est un systéme dont la réponse en fréquence H (w) évolue dans certaines bandes de fréquence. On
classe les filtres en passe-haut, passe-bas, passe-bande ou coupe-bande (ce dernier étant parfois appelé réjecteur).

A. Filtre passe-bas idéal

On définit le filtre passe-bas idéal au moyen de la relation :

e~ pour |w| < 0,

i53@) S 0 sinon

(1.94)
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La figure 1-6(a) représente 1’amplitude et la phase de Hpg(w). Le filtre passe-bas idéal transmet toutes les
composantes du signal de pulsation w inférieure & w, sans distorsion; w, = 2w f. ou f. est la fréquence de
coupure du filtre. Aucune des composantes du signal de pulsation supérieure a w, n’est transmise.

La réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas idéal s’obtient en prenant la transformée de Fourier inverse

de la relation (/.94), ce qui donne :

hpg(t) = % (1.95)

La figure 1-6(b) représente la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas idéal Apg ().

| Hpp (@)
! hpp(1)
©Oe |
T |
—we 0 e © :
|
|
t
(@) '
' TN ! N\
——— ~~,
\N\ 0 0
| . .
—we 0 I @ |
| We
(a) )
Fig. 1-6 Réponse en fréquence et réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas idéal
B. Filtre passe-haut idéal
La fonction de transfert d’un filtre passe-haut idéal répond a la définition suivante :
e~/ pour |w| > o,
H, = ¢ 1.96
PH(®) { 0 autrement. ( )

La figure 1-7 représente la loi de variation de 1’amplitude et de la phase en fonction de w. Un filtre passe-haut
idéal élimine du signal d’entrée qui lui est appliqué toutes les composantes dont la pulsation w est inférieure a
la valeur w, = 27 f,, ou f, est la fréquence de coupure. Il laisse passer sans distorsion toutes les composantes
de pulsation w supérieure a w,.

La réponse en fréquence d’un filtre passe-haut idéal peut s’exprimer de la facon suivante :

Hpy(®) = e — Hpp(w) (1.97)

ol Hpg(w) répond a la définition (/.94).

C. Filtre passe-bande idéal
Un filtre passe-bande idéal répond a la définition suivante :

e™/¥"  pour w,, < |w| < w,

Hg () = { 0 autrement. (1.2

La figure 1-8 représente la phase et I’amplitude de Hp(w).
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|Hpn(w)] &
| Ii ph ()]
R —— -1
|
| .
—w, 0 W, @ —We, —W, 0 W, Wey w
Oy (w) Oh(w)
\ \
]
] W, | w;, W,
i ! |
T T w

T
— 0 | ® —we, —we, 0 \E
\ i

Fig. 1-7 Réponse en fréquence d’un passe-haut idéal ~ Fig. 1-8 Réponse en fréquence d’un passe-bande idéal

D. Filtre coupe-bande idéal

Un filtre coupe-bande idéal élimine les composantes de fréquence d’un signal dont la pulsation se situe
entre les valeurs w,, et w,,, les autres composantes étant transmises sans distorsion. La figure 1-9 représente la
phase et I’amplitude de la réponse en fréquence Hcg(w) d’un filtre coupe-bande idéal.

[Hep(w)]
1
—W, —W, 0 We,- We, @
\ On ()
|
I
: | 2 @er
—We, —We, 0 i : w
I
I

Fig. 1-9 Réponse en fréquence d’un coupe-bande idéal

La réponse en fréquence du filtre coupe-bande idéal s’exprime comme suit :

Hep(w) = e7/*" — Hp(w) (1.99)

ou Hpg(w) est donné par la relation (/.98).
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E. Filtre causal

On notera que tous les filtres que nous venons de passer en revue sont du type non causal puisque A(t) 7% 0
pour ¢t < 0. Il est impossible de réaliser des filtres idéaux. Comme le montre la relation (/.78), un filtre causal
(physiquement réalisable) doit satisfaire la condition :

h(t) =0 pourt <O

1.11 BANDE PASSANTE

A. Bande passante d’un filtre (ou d’un systéme)

La bande passante Bp d’un filtre passe-bas idéal est égale a sa fréquence de coupure, c’est-a-dire (si I’on
raisonne sur la pulsation) Bp = w, [fig. 1-6(a)]. De méme, la bande passante d’un filtre passe-bande idéal est
donnée par Bp = w,, —w,, (fig. 1-8). Le point de pulsation médiane wy = %(a)cl +w,,) estlafréquence centrale
du filtre. On dit qu’un filtre est a bande étroite si Bp < wy. On ne définit pas de bande passante pour un filtre
passe-haut ou pour un coupe-bande.

On utilise couramment pour les filtres réalisables, donc non idéaux, la notion de bande passante a 3 dB, B3 gp.
Pour un passe-bas, B3 4 est égal a la fréquence (positive) pour laquelle le spectre d’amplitude | H (w)| franchit en
décroissant une valeur égale a |H(O)|/«/§, comme ’illustre la fig. 1-10(a). Pour un filtre passe-bande, B 4p est
défini comme la différence des fréquences auxquelles le spectre d’amplitude | H (w)| franchit en décroissant une
valeur égale a | H (wo)|/ /2 ol |H (wp)| est la valeur maximale du spectre d’amplitude, a la valeur wy, fréquence
centrale du filtre. Cette définition, quelque peu arbitraire, peut devenir ambigué, voire multiple dans le cas de
réponses en fréquence présentant plusieurs maximums, mais elle est largement répandue dans la pratique. On
aura noté, au passage, que ces définitions concernent uniquement 1’axe des fréquences positives, ignorant les
éléments symétriques du domaine des fréquences négatives.

|H (w)|

(b)
Fig. 1-10 Bande passante d’un filtre
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B. Largeur de bande d’un signal

On entend par largeur de bande d’un signal la gamme de fréquence dans laquelle se répartit la partie
significative de son énergie. Cette définition est ambigué et donne donc lieu a des interprétations diverses. On
retiendra que la bande passante en puissance d’un signal est la différence w, — w; ol w; < w < w; définit
I’intervalle de fréquence dans lequel réside 99% de la puissance du signal.

La largeur de bande d’un signal x(¢) peut étre définie au moyen du concept de bande passante a 3 dB d’un
filtre, en étudiant le spectre d’amplitude | X (w)| du signal. C’est ainsi qu’en remplacant |H (w)| par | X (w)| sur
les figures 1-6, 1-7 et 1-8, on obtient les représentations de signaux respectlvement de spectre basse fréquence,
de spectre haute fréquence et de spectre limité en fréquence.

1.12 RELATION ENTRE DENSITES SPECTRALES D’ENTREE ET DE SORTIE D’UN SYSTEME

Considérons un systéme linéaire indépendant du temps dont la fonction de transfert est H (w) auquel est
appliqué un signal d’entrée x(t) et qui délivre un signal de sortie y(t). S’il s’agit de signaux de durée limitée,
d’aprés la relation (/.62) leurs densités spectrales énergétiques sont respectivement Sy, (w) = |X (w)|? et
Syy(w) = |Y ()|?. Comme Y (w) = H(w)X (), il en résulte que :

Syy(@) = [H(@)]*Sex () (1.100)

Une relation semblable existe pour les signaux de durée illimitée dont on peut évaluer la puissance moyenne,
en utilisant la densité spectrale de puissance de ces signaux :

Syy(@) = [H(@)|*S,x (@) (1.101)

Problémes résolus

CLASSIFICATION DES SIGNAUX

1.1.

Tracer les signaux suivants et déterminer s’il s’agit de signaux a énergie finie, a puissance finie ou
n’appartenant a aucune de ces deux catégories.

(@) x(@)=Asint, —00 <t <00

(b) x(t) = Alu(t +a) —u(t —a)l,a>0

© x@®=e a>0

d)  x(t)=u(@)

(e) x(t) = tu(t)

(a) x(t) = Asint (voir fig. 1-11). Comme x(t) est périodique de période 2, il s’agit d’un signal a puissance

finie.
1 T 1 2r
P= —f x()]%dt = —/ A%sin?rdt
T Jo 27 Jo
2 A2

. 1
= — —(1 — cos2t)dt = —
2 2
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Asint
A -
/
1
1
T Y
Il - 0 2 t
i
1
I -
Fig. 1-11

(b) x(t) = Alu(t +a) —u(t —a)], a > 0 (voir fig. 1-12). Ce signal a une durée limitée, il est donc
a énergie finie.

E:/ A%dt = 2a A?

]

x(1)
A
—a 0 a t
Fig. 1-12
—at
(00 x()=e“l= {eea, ; Z 8 (Voir Figure 1-13.)

E=/ [x(t)]zdtzf el gy

& 1
=2/ e dt =~ <00
0 a

x(t) est donc un signal a énergie finie.
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(d) x(t) =u(t) (Voir figure 1-14)

T2 T/2
E = lim / [x(O]?dt = lim 12dt
T-J_ 712 T—o0

0
= lim — =
T—o0 2
1 T/2 1 T/2
P = lim — [x()])*dt = lim —/ 12dt
T—o0 T _T/z T—o0 T 0
. 1T 1
= lim —— = =
T—o0 T 2 2

x (1) est donc un signal a puissance finie

u(t)
1
0 t
Fig. 1-14
(e) x(t) = tu(t) (Voir figure 1-15.)
T/2 T/2
E = lim [x())*dt = lim 2 dt
T—o0 -T2 T—o0o 0
. (T/2)}
= lim =0
T—o0 3
1 (T2 1 72
P = lim — [x())*dt = lim —-/ 12 dt
T—>o0 T -T2 T—o00 T 0
1 (T/2)} T?
R /) -

m = lim — =
T-oooT 3 T—o00 24

Ainsi x(#) n’est ni un signal a énergie finie ni un signal a puissance finie.

tu(t)

Fig. 1-15

[CHAP. 1
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1.2.

1.3.

Soit x; (t) et x(¢) deux signaux périodiques de périodes respectives 7 et 7. Dans quelles conditions la
somme

x(1) = x1 (1) + x2()

est-elle périodique et, dans ce cas, quelle est sa période ?
D’aprés la relation (/.5),

x1(t) =x1(t+T)) =x;(t + mTy) avec m entier
x2(t) = x2(t + Tp) = xo(t + nTp) avec n entier

Si donc T et T, sont tels que .
mT) =nT) =T (1.102)

alors
x@+T)=x10+T)+x20+T) =x,(1) +x2(1) = x(1)

ce qui signifie que x(¢) est périodique. La condition pour cela est que 1’on ait la relation :

T, .

— = — = un nombre rationnel

)
La valeur de la période commune est le plus petit commun multiple des nombres T et T2, déduit de la relation

(1.102), lorsque m et n sont premiers entre eux. Si, en revanche, le rapport 7}/ T, est irrationnel, les signaux x; (¢)
et x2(t) n’ont pas de période commune et x (¢) n’est pas périodique.

Les signaux qui suivent sont-ils périodiques? S’ils le sont, trouver leur période.

(@) x(t) = cos %t+sin£t

(b)  x(t) = cost + 2sin/2t

(a) cos %t est une fonction périodique de période T = 67, et sin —Jit est périodique de période 7, = 8m. Comme
T)/T, =6 /87 = %, valeur rationnelle, x () est périodique, de période T = 4T = 3T, = 24rx.

b) cost est périodique, de période T) = 2, et sin~/2r est périodique, de période T» = +/27. Comme
T/T, = 271/(\/571) = /2, valeur irrationnelle, x (1) n’est pas périodique.

FONCTIONS SINGULIERES

1.4.

Vérifier les propriétés (1.9) et (1.10) :
1
(a) é(at) = I——rS(t)
a
(b) (=1 =4@)
La démonstration de ces propriétés repose sur la relation d’ équivalence suivante :
Soit g (t) et g2(¢) deux fonctions généralisées, il existe une relation d’équivalence qui énonce que
81(1) = g2(¢) si et seulement si :

o0 o0
/ (1) df = / (e di (1.103)
o0 o0

quelle que soit la fonction ¢ (¢).
(a) En faisant le changement de variable, at = t,t = t/a, dt = (1/a)dt, on obtient :

Sia >0,
00 1 o T
/ S(an)g(r)dt = —f 5(r)¢<—> dt
63 aJ-co @

1 1
= —¢<3) = —4(0)
a a

=0 Ial
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1.5.

1.6.
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00 1 - T
f S(at)p(t)dt = —/ 8(T)¢><—) dt
—63 aJo @
:—l/ ,8(1)4)( )dt
aJ-c

I
=—¢(0)

=0 lal

Sia <O,

Q|

Ainsi, quel que soit a

o 1
f S(an)p (1) dt = m¢(0)

En utilisant la relation (/.7) pour ¢ (0), on obtient :

/ S(an)p(1)dt = ﬁdﬁ(o): ﬁ/ (1) dt :/ L<3(7)¢>(1)df

—00 —o lal

quelle que soit la fonction ¢ (¢). En invoquant alors 1’équivalence de la relation (/./03), on obtient :

S(at) = L(S(t)
lal

(b) En faisant a = —1 dans la relation ci-dessus, il vient :

8(—t) =

8(r)y =46
80 =80

ce qui montre que () est une fonction paire.

Vérifier la propriété (/.12) :
x ()8t — to) = x(t0)d(t — to)

Si x(t) estcontinued t = tp,ona:

/ [X(t)5(t—t0)]¢(l)df=/ 8(r — 1) [x (N ()] dt

= x(10)¢ (10)
= X(to)/ 5(t — 10)p (1) dt
—c0

00
:/ [x(t0)d(t — t0)1p (¢) dt

et ceci quelle que soit la fonction ¢ (¢). En invoquant la relation d’équivalence (/./03), on conclut que :

x(1)8(r — 10) = x(10)8(t — 10)

Montrer que les propriétés suivantes s’appliquent aussi aux dérivées de 8(t) :

(@) -
/ ¢ ()8 (1) dr = —¢'(0) (1.104)

(b)
18'(t) = —8(1) (1.105)
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(a) En utilisant les relations (/.15) et (1.7), on obtient :

/ S dt = —f (¢’ (1) dt = —¢'(0)

(b) En utilisant a nouveau les relations (/.15) et (1.7), il vient :

o0 o
/ (18’ (D1 (1) dt = / 8Ot n]dr
—0Q o0

o d
= —/ 5(t)d—[f¢(t)]d1
8 t

o0
= -/ Slo () +14' (1)) d1

=—[¢(") +19'D]li=0
=—¢(0)

= _/oo s8¢ (1) dt
o0

:/ (=8¢ (1) dr

En invoquant I’équivalence (7.703), on en déduit que :

18’ (1) = —=8(1)

1.7.  Evaluer les intégrales qui suivent.

(@) -
/ (1 + cosmt)s(t — 1) dt
(b) -
/ 7’82t —2) dt
(c) .
/ e 28 (1) dt
(@)
o0
] (t2 + cosmt)s(t — 1)dt = (t2 + cosmt)|i=|
=l4+cosm=1—-1=0
()
o0 o
/ e 182t —2)dt :/ e '8[2(t — ]dt
—0Q —00
(o] . 1
:/_ooe m&(r—l)dl
L -1
—2° |, T 2
(c)

[o¢] o d
/ e~ U8 (1) di = —/ —(e™2)8(1) dt
. oo dt

= 2¢7% ;=0 = 2
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SERIES DE FOURIER

1.8.  Trouver la série de Fourier complexe du signal :
x(1) = coswot + sin® wot

Nous pourrions faire appel a la relation (/./9) pour calculer les coefficients de la série mais utilisons ici les
formules d’Euler qui définissent le sinus et le cosinus.

1 . . 1 . ) 2
x(t) = -z-(elw()l + e"](‘)()’) + [z_j(e]w()’ — e_./w()’)j|

1 1 _; 1 5 g
= Eejwo! + Ee—ont - Z(eZont — 2 + e Hwoty

1 1 _; 11 1 5
— — g 2jwot 4 _p—jwol 4 _ 4 oot _ _ p2jwot
+ 2 + 3 + -e I

4 2
00 .
Z cpedneot

n=-—00

,C) = Cp = —‘l‘ et que tous les autres coefficients sont

N —

On trouve en définitive que co = %, c]p =c-] =
identiquement nuls.

1.9. Trouver la décomposition en série de Fourier du train d’ impulsions §7(¢) représenté sur la figure 1-16(a),
défini par la relation

o0
Sr()= ) 8(t—nT) (1.106)
n=-—0oo
Posons o
; 2
Sr(t) = Z cpele0! wo = ——71

n=-—00

D’aprés la relation (1.19), les coefficients ¢, sont donnés par :

1 T/2 . . 1 T/2 . , 1
Cn = F_/; S7()e /"0 dt = ?/ s(t)e /"0 dr = ?

T/2 -T/2
Ainsi :
87 (1) = i 1 pinant (1.107)
£ T ’
n=-—0o
8,(1)
-T 0 T 2T t
(a)
L’ll
1
T
—w, 0 W 2w, o
Il
27
T
(b)

Fig. 1-16
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1.10. Calculer et tracer le spectre d’amplitude du signal carré périodique x(¢) représenté sur la figure 1-17(a)
pour

(@ d=T/det(b)d=T/s.

D’aprés la relation (/.18) (en faisant 7o = 0), avec wg = 2/ T, il vient :

1 7 . A4 .
Cn = —/ x(t)e” im0t gy — —/ e~ Ineot gy
T Jo T Jo

=

d

= é I e~ inwot| é 1 (- e—jﬂwod)

T — jnwo o T jnwo
_ AL jnegds2gjnend/2 _ jnwod)2

T T € (e e )

Jnao
= %———Si“("wdo’;z/ 2) g inend 2 (1.108)
nwo

On notera que |c,| = O chaque fois que nwod /2 = m, soit :

2
nwo = 228 m =0, %1, +2..
d
(a) d=T/4, nwod/2 =nnd/T = nr/4
el A |sin(nm/4)
Cn|l = —|——=
" 4| nm/4

Le spectre d’amplitude correspondant est représenté sur la figure 1-17(b).

x(1)
A
-T 0 d T 2T t
(a)
le,
x(t) T £y
d== 4
A 4
L] | 1l
0d T t 0 w, E ®
(b) d
lc,|
x(¢) T
. d=§ —]A
4 8
.rlllll lllltll
0 d T t 0 w, _21 w
(c) d
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(b) d=T/8, nwod/2 = nnd/T = nn/8
A |sin(nm/8)
lenl = g | = /8
Le spectre d’amplitude correspondant est représenté sur la figure 1-17(c).

1.11. Soit x;(#) et x(¢t) deux signaux périodiques de période T, dont les séries complexes de Fourier
s’expriment comme suit :

00 . 00 ' i
xi(t) = Z dpe™™  x(t) = Z epe" 0y = -

n=—0o0 n=—0oo

Montrer que le signal x; (£)x,(¢) est périodique de période T et peut se mettre sous la forme

(e}
x(t) = Z cpel" !

n=-—0oo

ou ¢, a pour expression :
o0

cp = Z dven_i (1.109)

k=—o00
x(4+T)=x1¢+T)x20t +T) =x1()x2(t) = x(t)
Donc x(¢) est périodique de période T. Posons donc

S jnwyt 2n
x(t) = Z cpel"® wo = —

n=—00

Alors :

1 (T2 .
Cp = ——/ x(t)e /"ol 4y
T J-tp2

1 [T/2 )
=— f x1()xz(1)e™ /"0 gy
T J 12

1 T/2 0 . .
= ?f ( Z dkefk“’"'>xz(t)e_j"“’0’

-T2 \tSo0

00 1 T/2 .
= Z dk[;f Xz(t)e_j(n_k)wotdt]

k=—00 -T/2
o0
= Z dren—k
k=—o00

1.12. Reprenons les signaux x; () et x,(¢) du probléme 1.11. Montrer que

1 (72 00
-T—/ x1(H)x (1) dt = Z dne_n (1.110)
- n=—00

T/2

La relation (1.110) est connue sous le nom de formule de Parseval.
D’aprés le probléme 1.11 et la relation (/./09), on a :
(e

1 T/2 .
By = —[ X1 (Dxp()e "0 gy = Z dyen—
T -T/2 k=—00

En faisant n = O dans I’expression précédente, on obtient :

1 r7/2 00 00
— t t)dt = dre_y = dpe—
T/_mxmxz() Y diek= ) dpey

k=—00 n=-—00
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TRANSFORMEE DE FOURIER

L.13.  Quelle est la transformée de Fourier de I'impulsion rectangulaire x(t), représentée sur la figure 1-18(a),
d’expression

_ |1 [t <a
X(t)_pa(t)—{o it > a (1.111)
(o) X a .
X(w):f pa(t)e /4" dt :/ e/ ds
—00 —a
_ 2sinaw _ asmaa) (1.112)
w aw

La figure 1-18(b) représente la transformée de Fourier de palt).

x(1) | X(w)

2a
1
N\ \ /\

i 0 a 1 = NS 7 0o "\ S ~ o
a a

a

(a) (b)
Fig. 1-18

1.14. Calculer la transformée de Fourier du signal représenté sur la figure 1.19(a), qui a pour expression :

inat
x@) = 224 (1.113)
Tt

D’aprés la solution du probléme 1.13, nous avons :
2
F[pa (t)] = —sinaw
w
En invoquant la propriété de dualité (/.34) de la transformée de Fourier, il vient :
2 .
F n sinat | = 2 p, (—w)

Donc

X (0) = f[sm‘"} = —L}'[E sinaz] = pa(—) = pa(®) (1.114)
Tt 2w t

0l py(w) répond a la définition suivante [voir relation (1.777) et figure 1-19(b] :
lw| < a

1
Pa(w) = {

0 |lw| > a
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x(1) X(w)
a
e 1
\v/\ /'\v/
\/_ T 0 Z\/ t —a 0 a
a a
(a) (b)
Fig. 1-19
1.15. Montrer que si
x(t) < X(w)
alors : 1
x(t) coswot <> EX(w—wo)—}—EX(w—i—a)o) (1.115)

La relation (/./5) est connue sous le nom de théoréme de la modulation.
En appliquant la formule d’ Euler
1. )
cos wot = E(e""”' + e /@00

si I’on invoque alors la propriété (/.37) relative au décalage en fréquence, on obtient

. 1 ,
Flx(1) cos wot] = f[%x(z)efwo’ + Ex(t)e“f”’"']

1 1
:EX(w—a)o)—f—zX(w—Fwo)

1.16. La transformée de Fourier d’un signal x(¢) a pour expression
1 1
X(w) = 'z_pu(w — wo) + Epa(w + wo)
Trouver I’expression de x(7) et en donner la représentation graphique.

X(w)

(b)
Fig. 1-20
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1.17.

1.18.

D’apres la relation (/./74) et le théoréme de la modulation, on peut écrire :

sinat

x(t) = cos wot

fonction que I’on a représentée sur la figure 1.20(b).

Soit x(¢) un signal réel et sa transformée X (w) = F[x(¢)], montrer que 'on a :
Flx(=n] = X (—w) = X*(0)
D’apres la définition (/.24) on a:
oo .
f[x(—z)] :/ x(=t)e= @ dr
—00

00 PRY o . <
:f x(x)erxzf x(Me IE gi = X (—w)

—00 —0Q
Si donc x(t) est un signal réel,

/ x(A\)el* di = U x(x)e*f‘”*d/\] = X*(w)

—00 —00
D’ou finalement :
X(—w) = X" (w)

Considérons un signal réel x () et sa transformée :
X(w) = Flx()] = A(w) + jB(w)
(a) Montrer que x(¢) peut se décomposer comme suit :
x(1) = xp(1) +xi (1)
ol x,(r) et x;(r) sont les composantes respectivement paire et impaire de x(¢).

(b) Montrer que :

xp(t) < A(w)

xi(1) < jB(w)

(a) Posons
x(t) = xp(t) + x; (1)
alors
x(=1) = xp(=1) + xi(=1) = xp(t) — x; (1)
etl’'ona:

1
xp(t) = E[x(t) + x(=1)]

xi(t) = %[X(t) —x(=1)]
b) Maintenant, si x(¢) est un signal réel, d’aprés la relation (/.7/6) du probléme 1.17,0on a:
Flx(D] = X (w) = A(w) + jB(w)
Flx(=D] =X (-0) = X*(0) = A(w) — jB(®)
D’ou I’on conclut que

1 1
Flxp)] = EX(w) + EX*(a)) = A(w)

1 1
Flxi(h] = EX(w) - EX*(w) = jB(w)

27

(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)
(1.120)

(1.121a)

(1.121b)

Les relations (/.119) et (1.120) montrent que la transformée de Fourier d’un signal réel pair est une fonction

réelle de w et que celle d’un signal réel impair est une fonction imaginaire pure de w.
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1.19. Trouver la transformée de Fourier de la fonction signe notée sgn(t) (voir fig. 1-21), définie de la fagon

suivante :
1 t>0
sen(n) [_1 o (1.122)
sgn (1)
1]
0 t
e —1
Fig. 1-21 Fonction signe
La fonction signe sgn(t) peut aussi s’exprimer de la fagon suivante :
sgn(t) =2u(t) — 1
La relation (/.16) permet d’écrire
d
— 1) =28(t
7 sgn(r) )
Soit
f[sgn(z)] - X (w)
En appliquant le théoréme de dérivation (/.35), on obtient :
joX (@) = }'[26(1)] =2
et )
X (w) = f[sgn(z)] et (1.123)
Jjw

On aura remarqué au passage que sgn(¢) est une fonction impaire et que, donc, sa transformée de Fourier est une
fonction imaginaire pure de w.

1.20. Vérifier la relation (/.44), qui établit que :
1
u(t) < né(w) + —
jo
Comme on I’a vu sur la figure 1-22, u(t) peut s’exprimer de la fagon suivante :
() 1 + : sgn(?)
u = = —Sgn
TR
Notons que % est la composante paire de u(t) et que %sgn(t) est la composante impaire de u(t), il en résulte que :

1 1
Flu@®)] = 5}"[1] + Eﬂsgn(t)]

ce qui devient, en invoquant les relations (/.40) et (1.123) :

Flu()] = nd(w) + ‘1—
Jjow

ult) 7 sen ()

|

| —

Il
S
+

Fig. 1-22 Fonction échelon unitaire et ses composantes paire et impaire
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1.21.  Quelle est la structure de la transformée de Fourier d’un signal x (¢) périodique, de période T ?

On peut exprimer }c(z) sous la forme :

o0
: 2w
x(1) = Z cpednwot wp = —

n=—00 T

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de cette relation et en tenant compte de la relation (/.41),
on obtient :

X(w) =27 Z cnd (@ — nay) (1.124)

n=-—00

La transformée de Fourier d’un signal périodique se compose d’une suite de raies aux fréquences harmoniques de
la fréquence fondamentale du signal.

1.22. Calculer la transformée de Fourier du train d’impulsions périodique 87 (¢) [figure 1-23(a) et relation
(1.106)].

o0

Sr(t)y= Y 8(t—nT)

n=-—00

8,(1) w0y, (@)

w()

=1 0 T 2T t - w, 0 w, 2w, @
(a) (b)

Fig. 1-23 Train d’impulsions unitaires et sa transformée de Fourier

D’apres la relation (/.707) du probléme 1.9, le développement en série de Fourier complexe de &, (t) est le
suivant : -

1 . 2T

‘8 1) = __,Jjnwpt -

T(1) E 7€ wo

n=—00 T

En appliquant la relation (/.24) on obtient :

.7—'[57(1)]: 3;5 i 8(w — nuwp)

n=-—0o0

= wp Z 8(w — nwo) = wodeuy, (@)

n=-—0o0o

or il se trouve que :
o0 [e.e]
f[ > sa- nT)] =wo Y 8(w— nwo) (1.125)
n=—00 n=-—0o

Il en résulte que la transformée de Fourier d’un train d’impulsions unitaires de période T est aussi un train d’impulsion
unitaire, de période wg = ZT” [voir fig. 1-23 (b)].
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CONVOLUTION

1.23. Démontrer la relation (/.52), qui énonce que :

x()*8(t —to) = x(t — to)
Si I’on invoque la propriété (/.48) de commutativité de la convolution ainsi que la propriété (/.8) relative a la
fonction §, on peut écrire :
x(1)*8(t —10) = 8@ —to) x x(¢)

o
= / 8(t —to)x(t —1)dt
(o]

i

X(t = D=y = x(1 — 10)

1.24. Montrer que

x()*8'(t) =x'(1) (1.126)

Il nous sera utile de démontrer tout d’abord que :

8'(—t) = —8'(1) (1.127)
Nous avons en effet :

/ 8’(—1)¢(t>dt=f 8§ t)p(—t)dt
(o] o0

:—/ ()¢’ (—1t) dt relation (1.15)

oo
:/ s (t) dt puisque ¢'(—~1) = —¢' (1)

—00

= —/ 8o (1) dt relation (1.15)

= / [~8'(H]g(r) dt
o0

Si I’on invoque Ia propriété d’équivalence (/./03),
§(=n=-80

et d’apres la définition de la convolution (/.47) :

o0
x(@0) % 8(1) = / 208t - 1) dt
o0

= ~/ x(0)8 (z —t)dr relation (7.127)
—00
o0
= f xX'(0)8(r = t)dt = x'(1) relation (7.15)
—0Q

1.25. Démontrer le théoréme temporel de la convolution (/.53), & savoir :

x1(t) * x2(t) © X ()X, (w)
f[-xl(t) *.xz(t)] == / |:/ xl(f)xz(f _ T) d.[] e—jwl dt

-0 oo

En échangeant 1’ordre des intégrations, il vient :
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o0 o0 .
]:[xl(t) *xz(f)] 2/ x1(7) [/ x2(t — T)e I d;] dt

—00 o0
Et en appliquant la propriété de translation temporelle (/.30) de la transformée de Fourier,

0 . ,
/ x(t — )e I dt = Xo(w)e /T

—00

On obtient en définitive :
o0

]:[xl(t) *xz(t)] =f x1 (1) X2(w)e 19T dt

—00

w .
= [/ x;(r)e_"‘”df]Xz(w) =X |(w)X2(w)

—00

1.26. Montrer que :

t

x(t)*u(t):/ x(1)drt

o0

et calculer sa transformée de Fourier.

D’aprés la définition de la convolution (/.47), on a:

o0 ‘ t
x(t)*u(t):f x(t)u(t—r)drz/ x(t)drt
o0

—00

Puisque
1 T <t
0 T >t

u(l——r):{

Ensuite, en invoquant le théoréme de la convolution (/.53) et la relation (/.44), il vient :
i 1
f[/ x(r)dt:| = X(w) [718(«))-%—.—}
63 Jjw
1
=nX(w)s(w) + —X(w)
jow
1
=7X0)(@) + —X ()
Jjw
Puisque X (w)d(w) = X (0)8(w) d’apres la relation (/.117).

1.27. Montrer que, si x (¢) est un signal dont la bande passante est limitée, c’est-a-dire

X(w)=0 pour |w| > w,

alors
sinat .
x(t) * =x(t) sia > w,
Tt
D’apres le probléme 1.14,0n a:
sinat @) 1 lw| < a
<> =
Pal® 0 lw| > a
On a aussi, d’apres le théoréme de la convolution (/.53),
sinat .
x (1) * ; © X(w)pga(w) = X(w) sia > w,
b/d
D’ou: i at
sina .
x(t) * ! = x(t) sia > we

wt



32 SIGNAUX ET SYSTEMES [CHAP. |

1.28. Utiliser le théoréme de convolution relatif au domaine des fréquences (/.54) pour déduire le théoreme
de la modulation (/.115). (Voir probléme 1.15.)
D’apres la relation (/.42),on a:

coswot <> mé(w — wp) + w8 (w + wo)

D’aprés le théoréme de la convolution (/.54),

(1) coswor <> ——X () * [m&(w — o) + 8w+ a)o)] = X (0= w0+ L X (@ + wo)
2 2 2

la seconde égalité résulte de la relation (1.52).

1.29. Soit deux signaux x, (¢) et x,(t) dont les transformées de Fourier sont, respectivement, X (@) et X,(w).
Montrer que I'on a :
[e @] 1 o0
/ x1(Dx(t)dt = —/ X1 (w)X,(—w)dw (1.128)
27 J_so

—o0

D’aprés le théoréme de la convolution (/.54), nous avons :
1 o0
f[xl(t)xz(r)] = —/ X1 (W) Xa(w — A) dA
21 J oo
C’est-a-dire :

[e 0] o0
/ e (Dx2(H)]e 7@ di = %/ X1 (M) Xa(w ~ 1) dA

En faisant w = 0, il vient :

o 1 o0
/ x1Oxat)dt = / X1(W)X2(=A)dx

2

Et en changeant le nom de la variable muette d’intégration :

o0 l o0
/ x1(H)x2(t)dt = ——/ X1(w)X2(—w)dw
—63 27 J_ oo

1.30. Démontrer le théoréme de Parseval [relation (/.65)] pour la transformée de Fourier.
Si x(¢) est réel, on déduit de la relation (/.716) du probleme 1.17 I’égalité suivante :

X (—w) = X*(w)
En utilisant la relation (/./28) du probléme 1.29, on peut écrire : '

00 2 1 e
/ [xl(t)J dt:z—;/ X, (@)X (—w) dw

~00

| oo | [0 2
- —/ X1 (@) X* () dew = ——/ ‘Xl(w)l dw
2 J_0o 2r J

CORRELATION ET DENSITE SPECTRALE

1.31. Calculer et tracer la fonction d’autocorrélation R;;(z) de la fonction
x1(t) = e u(t) a>0

D’apreés la définition (/.55) de ’autocorrélation,

Ry (1) =/ x1(OHx (¢ —1)dt

—00

o0
= / e~ u®)e Dyt — ) dt

—o0

o0
=7 f e~y (Hu(t — 1) dt
—00
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Pourt >0ona:
t>1

u(Hu(t — 1) = {(1)

<t
Ainsi,

2a
Comme R (1) est une fonction paire de t [relation (/.58)), on en déduit que :

o0 1
Ry (1) = e‘”/ e g = —e747
T

1
Ri@=—e“"l a>0
2a
ce qu’illustre la figure 1-24.

R ()
1
2a

0 {
Fig. 1-24

1.32. Montrer que la fonction d’intercorrélation des signaux x;(r) et x(r) peut s’écrire sous forme d’une
convolution :
Rlz(T) le(r)*xz(—r) (1129)
Si I’on applique la définition de la convolution :

oo

x3 (1) x x2(—=7) = / x (Mxo[—(r — M)]dr

= / x1(M)x2(d — 1) dA = Rya(7)

1.33. Montrer que si
x1(t) © X(w) et x(t) < Xs(w)

Alors

FIRiz(D] = X1 (@)X2(-w) (1.130)
F[Ri(®)] = X1 (@)X (-w) (1.131)
D’aprés la propriété d’inversion du temps (/.33) de la transformée de Fourier :
x(—1) © X(~w)
En appliquant le théoréme de la convolution (/.53) a la relation (/.729), on obtient :
FIR2®] = Xi@X2(-0)

Et en faisant x,(#) = x;(¢), il vient :
FIRI®] = X1@X (o)

1.34. Démontrer la relation (/.62) qui établit, si x, (¢) est réel, que :

Sn(@) = F[Ru@)] = |Xi(@)]*

Si x () est réel, on peut écrire, d’apreés la relation (1.1]5/) du probléeme 1.17 :

x1(=1) © Xi(—w) = X](0)
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Et en appliquant la relation (]/H.?/) nous obtenons :
2
Si@ = F[Ri@)] = X1@X1(~0) = X1 @X] @ = [X, )]

1.35. Vérifier la relation (1.62) pour x; (t) = e “u(z).
D’apres la relation (7.45),

X =
1 (@) et a
donc
X 2 -———1
Mwﬂ—w+ﬂ

Nous avons aussi, d’aprés le probléme 1.31 :

1
Rij(x)=—e 4"l 450
2a
Et d’aprés la relation (1.46) :

I

2
mwahmﬂ=mjﬁ=%wﬂ

1.36. Montrer que la fonction d’autocorrélation moyennée temporellement d’un signal périodique de période
Ty est périodique et de méme période.
Soit x| (#) un signal périodique de période 7. On peut écrire que :
x1() =x1(t +T)

x(t—1)=x1(t =1+ TY)
En appliquant la relation (/.68)

_ 1 T1/2
RII(T_TI)Z_/ x1(x1 [t — (r — Ty)]dt

T J-1 2
1 T,/2
= — x 1 Mx ¢t —t+T))dt
Ty J-1,2
[ T2
= — x1(1)x1 (1 — T) dt
Ty J-12
=R1(v)

Ce qui montre que R (7) est périodique, de période T;.

1.37.  Calculer la fonction d’autocorrélation moyennée temporellement du signal sinusoidal :

. 2w
x1(t) = Asin(wt + ¢) w] = -
1
D’aprés la relation (/.68),
. T,/2
Ryj(r) = — X (x(t —t)dt
Ty J-7,2
AZ T\/2
= — sin(wt + ¢) sinf[(w; (¢ — 7) + Pl dt
Ty Jo1 2
A2 T,/2
= — [coswiT — cos Qw it +2¢ — wT)]dt
2Ty J-1y 2
A2 /71/2 A2
= —COSW|T dt = —cosw T (1.132)
2T, ) 2



CHAP. 1] SIGNAUX ET SYSTEMES 35
1.38. Vérifier la relation (1.72) pour le signal sinusoidal du probléme 1.37.

D’apres les résultats obtenus au piobléme 1.37,larelation (/./32), eten invoquant larelation (/.7/42), I’expression
de la densité spectrale de puissance Sy (w) de x;(z) est la suivante :

_ - AZ A2
S11(@) = F[Ru@] = S - o) + 8@+ w1)

On peut écrire

1 [ 1 (| naA? wA?
— Shwdw=— —(w—-w)+ —d(w+w)) | dw
27 J—c0 27 J-co 2

2
AZ )
=7 [b(w— 1) +8(w+ w))] dw
—o0
A? A?

— (== p
4(+) 2 1

Ou P est la puissance moyenne du signal xj () sur une période.
REPRESENTATION ET CLASSIFICATION DES SYSTEMES

1.39. Considérons le systéme dont la relation entre signal d’entrée x(¢) et le signal de sortie y(z) est linéaire :
y(i)=ax(t)+b

ou a et b sont des constantes. Peut-on dire que ce systeéme est linéaire?
On représente la relation entre signal d’entrée et signal de sortie au moyen d’un opérateur P, tel que :

y&) =Plx@®)]=ax(®)+b

Considérons deux signaux d’entrée x| () et x2(¢), les signaux de sortie correspondants seront respectivement :

yit) =Plx®)] =axi(t) +b

»2(t) = Plxa()] = ax2(8) + b
Si I’on applique maintenant un signal x(r) = x; (t) + x2(#), le signal de sortie s’exprime comme suit :

Y@ = P[xl o+ xz(t)] = a[xl o + xz(t)] +b
On constate que
y@) # yi(t) + y2(0)

ce qui prouve que la propriété d’additivité (/.74) n’est pas satisfaite et que le systéme n’est donc pas linéaire.

Drailleurs, la propriété d’homogénéité (/.75) n’est pas satisfaite non plus puisque

P[zx(t)] = 2ax(t) + b % 2y(t)

1.40. Déterminer si les systémes proposés ci-apres sont linéaires ou non.

(@ Plx()] = x(t) cosw.t
(b) Plx®)] =[A+ x(t)]cosw.t

(a) Plxi(t) + x2()] = [x1 () + x2(1)] cos wt
= x1(t) cos wet + x7(t) cos w,t
= Plx1(O)] + Plx2()]
Plax(®)] = [ax(@)]cos w.t = aP[x(t)]

Le systéme (a) est donc linéaire.
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1.41.

1.42.
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)
Plxi () + x2(0)] = [A + x1 (1) + x2(t)] cos ot

# Plx1(1)] + Plx2(1)]
=[A + x1(¢)]coswet + [A + x2(t)] cos wt
=[2A 4+ x,(t) + x2(1)] cos w,t

Le systéme (b) n’est donc pas linéaire. Il ne satisfait pas non plus a la condition d’homogénéité (/.75). On
retiendra au passage que le systeme (a) est appelé modulateur équilibré. 11 est utilisé en télécommunication
pour obtenir la modulation d’amplitude de la fréquence porteuse (voir paragraphe 2.3 de cet ouvrage) au
moyen de deux bandes latérales symétriques, d’ou I’appellation DBL (double bande latérale) de ce procédé.
Le systéme (b) correspond & un modulateur couramment utilisé en modulation d’amplitude classique (voir
paragraphe 2.4).

Considérons le systéme représenté par la relation :
Plx(0)] = x*(1)

ou x*(t) est le complexe conjugué de x(¢). Ce systéme est-il linéaire?

Plano + 0] =10 +00] =xio + 50
=P[x0]+ P[]

La condition d’additivité des signaux est bien remplie et il faut maintenant vérifier si la condition d’homogénéité
(1.75) est satisfaite. Soit donc « une constante quelconque,

P[ax(t)} = [ax(z)]* =ao*x*@1) = a*P[x(I)] #+ aP[x(I)]

ce qui montre que ce systéme ne répond pas a la définition d’un systéme linéaire.

Considérons un systeme dont I’entrée et la sortie sont reliées comme suit :

Y() =x(087(1) = x(t) Y 8(t —nT)

n=—00
(a)  S’agit-il d’un systeéme linéaire?
(b)  Ce systeme est-il invariant dans le temps?
(@  Soitx(t) = x1(t) + x2(t). Alors :
y(@) = [x1 (1) + x2(0)187 (1) = x1 (1)1 (1) + x2(1)37 (¢)
= y1(0) + »@)
De méme, soit x(t) = ax;(t),ona:

y(@) = [ax1 ()67 (1) = alx1(®)ér ()] = ayi ()

Ce systéme est donc linéaire.
(b) Soit le signal
o 2 ;
= cos| —
X] T

alors -
=Y x(nT)s(t ~ nT)
o0 o0
= Z cos<2—”nT>a(r—nT)= Z 8(t —nT)
n=—00 T n=-—o0o

Considérons maintenant le signal d’entrée

_ Ty . 2
x2(t) = x I—Z = sin -T——t
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1.52. Considérons un filtre de fonction de transfert H (w) = 1/(1 4+ jw) auquel on applique un signal d’entrée
x(t) = e 2u(t).
(a)  Calculer la densité spectrale énergétique du signal de sortie.
(b))  Montrer que I’énergie délivrée en sortie est le tiers de celle qui est fournie a I’entrée du filtre.

(@)

x() =e 2u@t) < X(w) = pr

— 2 _
Su(@) = X @) = ——

La densité spectrale énergétique du signal de sortie, d’aprés la relation (/.99), s’exprime comme suit :

1
- 2 2 _
Sy (@ = H@PIX @) = s

I 1 1
T 3w2+1 30244

(b) En invoquant le théoréme de Parseval (1.65) et en tenant compte des relations suivantes :

IX@ = ——

1) =e“"u( 0— X(w) = =
x(@)=e u®) a>0—-> X(w) . pogm

on obtient :

Eenirée = Lf e Mdt =
entrée 27{ oo a) + 4

1
Esonic = = / 2 dr— / Mg
0

3
1/1 1
=3(373) =53 = 5eme

1.53. Considérons un différentiateur idéal tel que le représente la figure 1-31(a). On applique a son entrée un
signal dont la densité spectrale de puissance est représentée sur la figure 1-31(b). Calculer et tracer la
densité spectrale de puissance du signal de sortie. Evaluer la moyenne quadratique de ce signal.

d
— - L .
x(1) dt v(t)
(a)
S (w) §‘\((o)
K
\ /
. 1 1 -
—2mB 0 27H @ —27mB 0 27B w

(b) ()

Fig. 1-31
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D’aprés la relation (/.35), on peut écrire :
Hw) = jw
En invoquant la relation (Z.700), on obtient :
Eyy(w) = |jw12§x,x (w) = wzgxx(a))

courbe représentée sur la figure 1-31(c).
D’aprés la relation (/.72), la moyenne quadratique de y(r) s’obtient en évaluant I’intégrale suivante :

1 Y 2 : - S d
i — t dt = — 'y
Tl)moo T /;T/Z[y( )] 2w /._oo )}(w) @

1 2nB
= — Kw?dw
—2nB
/ZIIB 87'[2K33
B R

Problémes supplémentaires

1.54. Montrer que si

x(1) © X(w)

(n)() ar X()

< (jo)" X (w)

Indication : Appliquer n fois le théoréme de la dérivation (/.35).

1.55. Appliquer les méthodes de dérivation et le résultat obtenu au probléme 1.54 pour obtenir la transformée de Fourier
de I'impulsion triangulaire représentée sur la figure 1-32.

Réponse :
g | P/ 2
wd/2
x(1)
A
—d 0 d t
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1.56.

1.57.

1.58.

1.59.

1.60.
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Soit Ry1(t) et Ry(t) les fonctions d’autocorrélation respectives de x;(t) et x2(t). Soit Rj2(t) leur fonction
d’intercorrélation. Montrer que les relations suivantes sont valables pour toute valeur de 7 :

(a) R11(0) 2 |R ()]

(b) R22(0) 2 | Ry (7))

(c) R11(0) + R22(0) = 2|Ry2(7)|

Indication : utiliser la relation suivante, valable pour toute valeur de 7 :

/ [ () £ x20 — )P dr >0
—o0

Calculer la fonction d’autocorrélation moyennée temporellement et la densité spectrale de puissance du signal
suivant :
x(t) = cos2mt + 2cos4nt

Réponse :

- 1
R (7) = Ecosznr +2cosdnt

Sex (@) = %ﬂ[é(a) —27) + 8(w +2m)] + 21 [6(w — 4r) + §(w + 47)]

Lorsqu’on applique un signal borné & I’entrée d’un systéme stable, on obtient en sortie un signal borné. Montrer
qu’un systéme est stable, au sens qui précede, si sa réponse impulsionnelle est intégrable en valeur absolue, c’est-
a-dire si :

/ |h(t)|dT < 00

—0Q
Indication : Prendre la valeur absolue des deux membres de la relation (/.82) en tenant compte de ce que
Ix(t — 1) < K.

Montrer que, si la réponse impulsionnelle d’un SLIT causal ne présente pas de pic a ¢ = 0, et en posant :

H((w) = A(w) + jB(w)

A(w) et B(w) satisfont les relations suivantes :

A(w):l/ B&
T

oo @ — A

B(w) = —-;—/ AD) 4

oo W — A

Ces relations définissent ce que 1’on appelle une paire de transformées de Hilbert (voir probleme 1.47).
Indication : Poser h(t) = h,(t) + h,(t) et utiliser la causalité de A(¢) pour montrer que h.(t) = ho(t)[sgn(®)], ho(t)
= he(t)[sgn(r)].

Montrer que :

o0 o0
(a) / mmfw=f[mm%z
—00 —00
(b) /:mem:o
—00

ou mi () est la transformée de Hibert de m (z).

Indication : (a) Utiliser la relation (1./41) et appliquer le théoréme de Parseval (/.65) relatif a la transformée de
Fourier.
(b) Utiliser la relation (/./41) ainsi que la relation (/.728) du probléme 1.29.
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1.61.

1.62.

1.63.

1.64.

1.65.

1.66.

Déterminer la réponse impulsionnelle et la bande passante a 3 dB d’un filtre dont la fonction de transfert est
H(w) = 10/(w? + 100).
Réponse : h(t) = e 101, B3 yp = 6,44 radss.

Un filtre gaussien est un systéme linéaire dont la réponse en fréquence (ou fonction de transfert) est :

—aw? —j
H(w) = e 4“7/

Calculer (a) la bande passante a 3 dB B3 gp et (b) la bande équivalente Beq définie par la relation suivante :

11 &
Beqzzm/_oo|H(a))|dw

) 0,59 0,886
Réponses: (@) Bigg=—= (b) Beq= 7

Ja

Un filtre de Butterworth passe-bande a pour fonction de transfert :

1

V1+ (w/w)?

ou n est le nombre de composants réactifs (inductances ou capacités).

|H(w)| =

(a) Montrer que lorsque n — 00, |H (w)| s’approche de la fonction de transfert d’un filtre passe-bas idéal, telle
que la représente la figure 1-6(a), avec wp = we.
b) Trouver n pour que |H (w)]? soit constante a 1 dB prés sur I'intervalle de fréquence |w| = 0,8wg

Réponse : (a) On aura vu que :

T 0\ 00 pour @ > wp
im | — =
n—00 \ wg 0 pour w < wop

b)) n=3
Soit x(¢) et y(¢) les signaux d’entrée et de sortie a puissance finie d’un SLIT de fonction de transfert H (w). Montrer

que les fonctions d’autocorrélation moyennées temporellement du signal d’entrée et du signal de sortie satisfont la
relation suivante :

k—yy(f):/ h(ﬂ)/ h(©)Rxx(t +0 — p)do df

Indication : Utiliser les relations (/.80) et (1.66).

Justifier la relation (/.101)
Indication : Utiliser le résultat du probléme 1.64 et la relation (/.69).

Un signal de puissance finie x (1) et de densité spectrale constante K est appliqué au filtre passe-bas RC du probléme
1.46 [fig. 1-25(a)]. Evaluer la moyenne quadratique du signal de sortie.

Ré, Do—
éponse IRC



Chapitre 2

Modulation d’amplitude

2.1 INTRODUCTION

La transmission d’un signal porteur d’informations — d’un message — dans la bande passante d’un canal
de communication, comme une ligne téléphonique ou une liaison par satellite, impose souvent la transposition
de la gamme de fréquence occupée par le signal dans une autre bande propre a la transmission. Un moyen
d’obtenir cette transposition consiste a effectuer une modulation d’un signal appelé porteuse par le signal
porteur d’informations. Il s’agit de faire varier une des caractéristiques de cette porteuse en fonction du signal
utile. Le signal obtenu est donc une porteuse modulée, le signal utile étant le signal modulant.

Les systemes de modulation les plus simples s’appliquent a une onde entretenue pure, une porteuse continue
sinusoidale d’expression A, cos (w,t + ¢), dont on module I’'amplitude ou la phase instantanée. On représente
un tel signal, x, (), de la fagon suivante :

X, (1) = A(t) cos [wpt + ¢()]  wp = 27f, @.1)

Dans larelation (2.7), f, estlafréquence porteuse, A(t) et ¢ (t) sontrespectivement I’amplitude instantanée
et la phase instantanée de la porteuse modulée. Lorsque A(7) dépend de fagon linéaire du signal utile m(¢),
on a une modulation d’amplitude. Si la phase ¢ (t) ou sa dérivée dépend linéairement de m(t), on dit qu’on
a une modulation de phase ou de fréquence. On regroupe ces deux derniéres méthodes sous I’appellation de
modulation d’ argument, comme nous le verrons au chapitre 3.

La modulation d’impulsion consiste a utiliser un train d’impulsions courtes périodiques comme support de
I’'information a acheminer.

2.2 MODULATION D’AMPLITUDE

Dans le cas de la modulation d’amplitude, on représente la porteuse, sans restreindre la généralité de
I’exposé, par un signal sinusoidal dont la phase ¢ (¢) est nulle.

xp(t) = A(t) cos wpt 2.2)

ou I’amplitude A(t) de la porteuse est une fonction linéaire du signal utile m(t). On parle d’ailleurs parfois de
modulation linéaire a propos de la modulation d’amplitude. Suivant le type de relation spectrale entre m(t) et
A(t), on discerne plusieurs types de modulation d’amplitude, la modulation a double bande latérale (BLD),
la modulation d’amplitude ordinaire (AM), la modulation a bande latérale unique (BLU) et la modulation a
bande latérale résiduelle (BLR).

2.3 MODULATION A BANDE LATERALE DOUBLE

On est en présence d’une modulation a bande latérale double lorsque 1’amplitude A(t) est proportionnelle
au signal utile m(t), c’est-a-dire :
xpLp () = m(t) cos wyt 2.3)

ou I’on a supposé que la constante de proportionnalité est égale a 1. La relation (2.3) montre que ce procédé
consiste a effectuer le produit du signal représentant la porteuse, cosw,t, par le signal utile, m(t). Si I’on
applique le théoréeme de la modulation, relation (/.715), le spectre d’un signal BLD s’exprime ainsi :

1 1
XBLD((U) = EM(CL)—(L)p) + EM(aH—a),,) (24)
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A. Obtention d’un signal BLD

La figure 2-1(a) illustre le procédé de modulation a bande latérale double. Les formes du signal modulant
m(t) et du signal modulé xpp sont représentées respectivement sur les figures 2-1(b) et (c), tandis que leurs
domaines spectraux apparaissent sur les figures 2-1(d) et (¢), M (w) ayant une largeur de bande wy,.

m(t) m(t) cos wut = xpLp(f)

Cos wp!
(a)
M (w)
m(t)
/\ E ——
\ ! —opy 0 wy w

(b) (d)

XpLp(w)
" ; Bande latérale Bandc latéralc
m(t)cosw as -
(*) P supéricure Bandc latérale  supéricurc
inféricure
—wp 0 wp @

(© (e)
Fig. 2-1 Modulation 4 bande latérale double

Les spectres M (w — w)p) et M (w+ w),) constituent le spectre du signal utile transposé autour des fréquences
w = wp et = —wp. La partie du spectre située au-dessus de w, est appelée bande latérale supérieure tandis
que la partie au-dessous de w, est appelée bande latérale inférieure. Le domaine spectral occupé par le signal
utile est appelé bande de base, raison pour laquelle on appelle parfois le signal utile signal de base. Comme
on le voit sur la figure 2-1(e), le spectre de xpr p(¢) ne présente aucune trace de la porteuse. C’est pourquoi ce
systeme de modulation est parfois appelé modulation a double bande latérale et suppression de porteuse. La
valeur de la fréquence porteuse w), est, en général, grande devant celle du signal utile wy, w, > wy.

B. Démodulation d’un signal BLD

Lorsqu’on recoit un signal modulé, il faut en extraire le signal utile. Cette opération s’appelle démodulation
ou détection. Le message m(t) peut étre extrait du signal modulé xg; p(#) en le multipliant par une porteuse
locale et en utilisant un filtre passe-bas pour éliminer du signal produit les fréquences hors du domaine du signal
utile, comme le montre la figure 2-2 (voir probléme 2.1).

xpLo(f) d
XBLD 1) - y(t)

cos wp!

Fig. 2-2 Démodulateur synchrone
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La difficulté principale de cette méthode de démodulation, on le voit, est de disposer localement d’un signal
de méme fréquence que celle de la porteuse qui a servi a élaborer le signal modulé et qui soit rigoureusement
en phase avec cette porteuse (problémes 2.2 et 2.3). Ce type de démodulation utilise ce qu’on appelle un
démodulateur synchrone pour effectuer une détection cohérente.

24 MODULATION D’AMPLITUDE ORDINAIRE

Le procédé de modulation d’amplitude le plus courant, largement utilisé en radiodiffusion, consiste a laisser
une porteuse d’amplitude significative dans un signal a double bande latérale. Ce procédé est bien connu sous
le nom d’AM (pour amplitude modulation), par opposition a FM (frequency modulation). Le signal obtenu se
présente sous la forme suivante :

xam(t) = m(t)coswpt + Acoswpt = [A + m(t)] cos wpt . 2.5)

Le spectre du signal xaw(?) a pour expression :

1 1
Xam(w) = EM(CU — wp) + EM(a) + wp) + T A[S(w — wp) + (@ + wp)] (2.6)

La figure 2-3 donne un exemple de signal modulé en amplitude ainsi qu’une représentation du domaine
spectral occupé par ce signal.
M (w)

m(t)

\ t —Wpr 0 wp w

Xam(@)
s wAS(w + wp) ntAS(w — wp)

h MMW T RTA W

“ wwv_w : ; P

Fig.2-3 Modulation d’amplitude

A. Démodulation d’un signal modulé en amplitude

L’avantage du procédé AM sur le procédé BLD est sa simplicité de démodulation, connue sous le nom de
détection d’ enveloppe, dés lors qu’une porteuse de niveau substantiel demeure disponible. Si I’on examine la
relation (2.5), on voit que si A est suffisamment grand, 1’enveloppe (1I’amplitude) du signal modulé résultant de
la somme A+ m(t) est une image fidéle de m(¢). Il suffit dans ce cas d’extraire I’enveloppe de la porteuse, sans
aucune considération de phase, pour obtenir le signal utile. Si A n’a pas I’amplitude suffisante, le signal modulé
ne représente m(f) que par intermittence, comme 1’illustre la figure 2-4. La condition de bon fonctionnement
d’un détecteur d’enveloppe en AM est donc la suivante :

A+m() >0 quel que soit ¢ 2.7)

ou encore :
A = |min{m(r)}| 2.8)

ou min{m(t)} est la valeur minimale de m(r).
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m(t)

~

_ !

A+ m(t) > 0 pour tout ¢ A+ m(t) # 0 pour tout ¢
) /\ ______
t f 1 0 ~ t
—
Envcloppc Envcloppe

A
\

Fig. 2-4 Signal AM et son enveloppe

B. Index de modulation

On définit pour la modulation d’amplitude un index de modulation p :
_ Imin {m(®)}|
A

D’apres la relation (2.8), la condition pour pouvoir démoduler un signal AM au moyen d’un détecteur
d’enveloppe est :

2.9)

n<1 (2.10)

Lorsque p > 1, le signal est dit surmodulé, ce qui produit une distorsion de 1’enveloppe représentant le signal
utile.

C. Détecteur d’enveloppe

La figure 2-5(a) montre la forme la plus simple d’un détecteur d’enveloppe, constitué d’une diode et d’un
réseau RC. Ce détecteur fonctionne de la facon suivante. Lors de ’alternance positive du signal qui lui est
appliqué, la diode est polarisée dans le sens passant et la capacité C se charge rapidement a la valeur créte
du signal. Dés que celui-ci se met a décroitre, la diode est polarisée en inverse et se bloque; la capacité C se
décharge lentement dans la résistance R jusqu’a I’alternance positive suivante du signal, qui débloquera la diode
lorsque la valeur du signal dépassera le potentiel de charge de la capacité. Celle-ci se chargera de nouveau a la
valeur créte du signal, et ainsi de suite.

Pour que ce détecteur fonctionne de fagcon correcte, il faut choisir une constante de temps adéquate pour
la décharge de la capacité C (voir probléme 2.8). En pratique, il suffit que I'on ait 1/f, < 1/fu, ol fu estla
largeur de bande du signal utile.
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o } —0
xam() R? —-C v, (1)
O— O
(a)

Fig. 2-5 Détecteur d’enveloppe en AM

2.5 MODULATION A BANDE LATERALE UNIQUE

®

Les systémes de modulation AM et BLD conduisent a une occupation excessive du spectre de fréquence
puisqu’ils nécessitent une largeur de bande égale a deux fois celle du signal utile (voir figure 2-1 et 2-3).

Comme 1’une ou l'autre des deux bandes latérales contient a elle seule toute 1’information nécessaire
pour reconstituer le signal, il suffit de ne transmettre qu’une de ces bandes latérales. On parle dans ce cas de

transmission a bande latérale unique, en abrégé BLU.

|

M (w)

—wWpm 0 wpm

(@)

XpLp(w)
—wp 0 @p w
()
XpLu(w)
- P 0 (L),, w
(©)
XpLu(w)
/| N
—Wp 0 Wp ®

(d)

Fig.2-6 Spectres des signaux BLD et BLU
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La figure 2-6 représente les spectres des signaux BLD et BLU. L’avantage de cette derniére méthode de
modulation est I’économie de bande qu’elle permet, au prix d’une certaine complexité des circuits de modulation
et de détection.

A. Elaboration des signaux BLU

1. Discrimination de fréquence

La maniére la plus simple d’engendrer un signal BLU est de produire un signal BLD puis de supprimer une
des deux bandes latérales obtenues par filtrage. On emploie pour cela un discriminateur de fréquence. La figure
2-7 représente le schéma de principe de ce procédé. Il n’est guére simple, cependant, & mettre en ceuvre car il
impose des filtres de caractéristiques trés raides.

m(t) xpLo(f) xpLu ()

B —
I
€os wpl
M(w)
—wy 0 wu ©
XpLp(w)
—w, 0 wp, w
|Hp ()]
1 —
—wp 0 wp ]
XpLu(@)
—wp 0 wp 3

Fig. 2-7 Synthése d’un signal BLU par filtrage de bande
2. Réseau déphaseur (phase-shift)

La figure 2-8 représente un autre systéme d’obtention de signaux BLU, connu sous le nom de réseau phase-
shift (circuit déphaseur). Les blocs sur lesquels apparait la mention —m /2 sont des déphaseurs qui introduisent
un retard de phase d’un quart de période sur les signaux qui leur sont appliqués. Il est pratiquement impossible
de réaliser un déphaseur parfait, mais on peut en réaliser une bonne approximation sur un intervalle de fréquence
limité.
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m(t) coswpt

cos wpt
+

m(t) xpLu(®)
=i O

_I
2 F

sin wpt

i) Ai(t) sin wpt

Fig. 2-8 Synthése d’un signal BLU par déphasage

Soit m () le signal de sortie du déphaseur —7 /2 qui regoit le signal m(¢) (voir probléme 1.47), alors le
signal BLU xpLy(t), d’apres la figure 2-8, a pour expression :

xpLu(t) = m(t) cos wpt F m(t) sin wpt .11

La différence produit le signal de la bande latérale inférieure, tandis que la somme produit celui de la bande
latérale supérieure. C’est ce que représente la figure 2-8 (voir probléme 2.10).

B. Démodulation des signaux BLU

La démodulation des signaux BLU peut se pratiquer de facon simple au moyen d’un détecteur cohérent,
comme pour les signaux BLD, c’est-a-dire qu’on effectue le produit du signal incident par une porteuse locale
et qu’on filtre le signal obtenu au moyen d’un passe-bas comme le représente la figure 2-9.

xpLu(f) d() [TI i’fﬁ
L |
cos wpt
Xpru(w)
—wp 0 wp 3]
D(w)
=7 T~ "71 PB
N\ | | /]
| 1 ] |
—2wp —wp 0 wp 2w, 1)
Y (w)
0 w

Fig.2-9 Démodulation synchrone des signaux BLU
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2.6 MODULATION A BANDE LATERALE RESIDUELLE

La modulation a bande latérale résiduelle (BLR) est un compromis entre la BLU et la BLD. Suivant ce
principe, on transmet une bande latérale dans sa presque totalité et seulement une fraction de 1’autre. La bande
passante requise pour la transmission d’un tel signal est de I’ordre de 1,25 fois celle que requiert un signal BLU.
On utilise la méthode de modulation BLR pour la diffusion des signaux vidéo de télévision commerciale.

A. Elaboration des signaux BLR

On peut engendrer un signal BLR en filtrant énergiquement un signal BLD, comme le montre la figure
2-10(a). Les figure 2-10(b) a (e) représentent respectivement le spectre du signal utile M (w), le spectre du
signal a bande latérale double X p(w), la fonction de transfert du filtre H (w) et le spectre du signal a bande
latérale résiduelle BLR Xpir(w) obtenu aprés filtrage.

m(t) xpLp(f) xpLr(r)

Filtre
L
BLR
2 cos wp!
(a)
M(w)
0 w
)
XpLp(w)
| / N |
—wp 0 (o [
(©)
Hpr(w)
__\ 1 //
—w, 0 wp w
(d)
Xpir(@)

-
™

—w, 0 wp w
(@)
Fig. 2-10 Modulation BLR
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B. Démodulation des signaux BLR

On peut extraire le signal utile m (#) d’un signal BLR au moyen d’un détecteur synchrone (voir figure 2-11);

cela impose une contrainte sur H (w). On peut voir qu’une restitution du signal m(r) exempte de distorsion
impose que 1’on respecte la condition :

H(w + wp) + H(w — w,) = constante pour |o| < wy (2.12)
xpLr () d(t) y(t)
PB
cos wpt

Fig.2-11 Démodulateur BLR

oll wy est la fréquence la plus haute du signal m(r) (probléme 2.13). En appelant 2H (w,) la constante de la
relation (2.12), cette relation devient :

H(w — wp) — H(wy) = —[H (@ + w,) — H(wp)] (2.13)

Ce qui montre que H (w) doit étre antisymétrique par rapport 2 la fréquence porteuse (figure 2-12). Les figures
2-12(a) et (b) montrent deux formes possibles de | H (w)| qui satisfont larelation (2.13). Les filtres correspondant
aux courbes de réponse des figures 2-12(a) et (b) ont respectivement pour role d’éliminer la bande latérale
inférieure (BLI) ou la bande latérale supérieure (BLS) du signal qui leur est appliqué.

|H (w)] |H (w)]

05—~~~ ~~~~"~~~777

(@) (b

Fig. 2-12 Fonction de transfert de filtres BLR

La figure 2-13 illustre la démodulation du signal BLR de la figure 2-10 par le détecteur synchrone de la
figure 2-11.
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XpLr(w)

N | /]

—wp 0 wp w
D(w)

[~ X1 . A
—2w, —wp 0 wp 2w), %)
Y (w)

L |

—w, 0 wp w

Fig. 2-13 Démodulation synchrone d’un signal 8 BLR

2.7 TRANSPOSITION DE FREQUENCE ET MIXAGE

Le traitement des signaux qui transitent dans les systémes de communication impose souvent de transposer,
de décaler la bande occupée par le signal dans une autre région du spectre de fréquence. C’est ainsi que dans
la plupart des récepteurs de radio AM, récepteurs commerciaux de la gamme moyennes ondes, les signaux
radio-fréquence (RF) regus (de 540 a 1600 kHz) sont transposés dans une bande de moyenne fréquence (MF)
dite aussi de fréquence intermédiaire (FI) autour de 455 kHz, avant d’étre plus facilement amplifiés, filtrés et
démodulés.

On appelle mélangeur — ou mixer, en jargon technique — le dispositif (figure 2-14) qui permet de transposer
les fréquences d’un signal modulé. On qualifie ainsi cette opération de changement de fréquence, conversion de
fréquence, mixage ou encore hétérodynage.

x(t) = m(t) coswyt B y(t) = m(t) coswt
=

2 cos (w, + a)z)l
Fig. 2-14 Mélangeur de fréquence

Le probleme inévitablement associé a I’hétérodynage est 1’apparition de fréquences images. C’est ainsi que,
dans un récepteur a changement de fréquence superhétérodyne (voir probléme 2.15), la valeur de la fréquence de
I’oscillateur local est réglée 455 kHz plus haut que celle du signal incident. Supposons que I’on régle le récepteur
sur une station dont la fréquence est de 600 kHz, I’oscillateur local produira un signal a 1 055 kHz. Supposons
qu’il existe une autre station émettant sur 1510 kHz, elle sera également regue par le récepteur, puisque la
différence 1510 — 1055 = 455 kHz. Cette deuxiéme fréquence, 1510 = 600 + 2 x 455 est appelée fréquence
image de la premiére; aprés I’opération d’hétérodynage, elles sont impossibles & distinguer. On notera que cette
fréquence image est distante de la fréquence utile d’une valeur égale a deux fois la fréquence intermédiaire.
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On écarte cette fréquence indésirable au moyen d’un filtre haute fréquence (radio fréquence, RF) qui précede
le mélangeur.

2.8 MULTIPLEXAGE A DIVISION DE FREQUENCE

Le multiplexage est une technique de répartition de plusieurs messages que 1’on assemble sous la forme
d’un seul signal composite afin de le transmettre sur un seul et méme canal de communication. Ce genre de
transmission suppose que les messages restent parfaitement disjoints durant leur transmission pour éviter toute
interférence et qu’ils puissent étre aisément séparés lors de leur réception.

Il existe deux techniques de multiplexage, le multiplexage en fréquence et le multiplexage temporel. Dans le
premier systéme, les divers signaux sont répartis sur plusieurs fréquences distinctes tandis que, dans le second,
ils sont segmentés dans le temps (nous verrons ce systéme au chapitre 4).

La figure 2-15 représente un multiplex fréquentiel assurant la transmission simultanée de trois signaux. On
peut aussi voir sur cette figure leurs spectres individuels ainsi que le spectre de la sommation de leurs porteuses
modulées. On a utilisé ici un procédé de modulation a bande latérale double. On peut bien siir utiliser tout procédé
de modulation, pour autant qu’aucun recouvrement de spectre ne se produise, ¢’est-a-dire que les fréquences
porteuses soient suffisamment distantes les unes des autres. La modulation BLU demeure, cependant, la plus
employée dans ce genre de systéme. En réception, on isole les trois signaux au moyen de filtres passe-bande
puis on les démodule.

my (1)

M (w) . 4»‘ B ’—_» PB ny(r)

|
————l—> p, wp,
w
no (1)
My(w) % } @ Liaison B E—» my(r)

LN g\D wp, Wy
@)
mi(r)
- e mi(t)

Mi(w)

@

} N N |
0 w), ), wp, 13)

Fig. 2-15 Multiplex fréquentiel

Le multiplexage fréquentiel est utilisé en téléphonie, en télémétrie, en radiodiffusion, en télévision et sur
les réseaux de communication. Les stations de radiodiffusion en moyennes ondes émettent sur des fréquences
espacées de 10 kHz dans une gamme qui va de 540 kHz a 1 600 kHz. Cette séparation est insuffisante pour
la transmission AM en haute fidélité d’émissions musicales, qui exige pour la modulation audio une bande
passante d’au moins 15 kHz. C’est pourquoi ’on n’attribue des fréquences voisines qu’a des stations AM
géographiquement éloignées pour réduire les interférences. Les émissions commerciales en modulation de
fréquence (FM, voir chapitre 3) utilisent des canaux de fréquences distants de 200 kHz. Sur les liaisons
téléphoniques a grande distance, on sait transmettre jusqu’a 600 communications (dont la bande passante
s’étend de 200 Hz a 3,2 kHz) sur un cable coaxial ou un faisceau hyperfréquence en utilisant une modulation
BLU de fréquences porteuses séparées de 4 kHz. Le signal composite obtenu par sommation des signaux
¢lémentaires transposés en fréquence module habituellement une porteuse générale, raison pour laquelle on
appelle sous-porteuses les porteuses individuelles assurant les transpositions de fréquence en question.



CHAP. 2] MODULATION D’AMPLITUDE 59
Problémes résolus

MODULATION A BANDE LATERALE DOUBLE

2.1.  Vérifier que I’on peut récupérer le signal utile m () d’une porteuse modulée en BLD en multipliant cette
derniere par une porteuse sinusoidale locale, puis en traitant le produit obtenu dans un filtre passe-bas,
comme le montre la figure 2-2, (a) dans le domaine temporel et () dans le domaine fréquentiel.

(a) En se reportant a la figure 2-2, la sortie du multiplicateur délivre le signal
d(t) = xpLp(t) cos wpt = [m(t) cos wpt] cos wpt

= m (1) cos *wpt

1 1
= Em(t) + Em(t)cos 2wpt
Apres filtrage passe-bas de d(t), on obtient :
1
y() = Em(l) @.14)
Une amplification d’un facteur 2 permet de rétablir le signal utile m (r) .

(b) La démodulation de xprp(r) par le procédé représenté sur la figure 2-2 est illustrée, dans le domaine des
fréquences, par la figure 2-16.

M (w)
d
—wpm () O w
XpLp(w)
N N
—Wp 0 wp w
D(w)
| | | I~
—2w, —®p 0 @p 2w, 1)
1| @)
—wp 0 1)

Y (@) = %M(w)

0 3}
Fig. 2-16 Démodulation d’un signal BLD
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2.2

2.3.

MODULATION D’AMPLITUDE [CHAP. 2

Evaluer I’effet d’une erreur de phase de I’oscillateur local sur le détecteur synchrone BLD représenté sur
la figure 2-2.

Soit ¢ I’erreur de phase de I’oscillateur (figure 2-2). Le signal a démoduler a pour expression :
xgLD (1) = m(t) cos wpt

et le signal résultant du produit, d (), a pour expression :
d(r) = [m(t) cos wpt] cos (wpt + @)

= -;—m(t)[cosdb + cos Qwpt + ¢)]

= %m(l) cos¢ + %m(t) cos Qwpt + @)

Le second terme est filtré par le filtre passe-bas et il ne reste que

y(t) = %m(!)cosqﬁ (2.15)

Le signal de sortie est proportionnel a m (¢) lorsque ¢ est constant. Il n’y a aucun signal de sortie lorsque ¢ = % /2.
La présence d’une erreur de phase locale entraine une atténuation sans distorsion du signal, jusqu’a son élimination
totale pour ¢ = £ /2. Si la valeur de ¢ n’est pas stable, le niveau du signal de sortie varie de fagon inacceptable.

Evaluer I’effet d’une erreur de fréquence minime de I’oscillateur local du détecteur synchrone représenté
sur la figure 2-2 sur une démodulation BLD.

Soit Aw I’erreur de fréquence de I’oscillateur local de la figure 2-2. Le produit fourni par le détecteur a pour
expression :

d(t) = m(t) cos wpt cos (wp + Aw)t
= %m(r) cos (Aw)t + %m(t)cos 2wpt
Donc, apres filtrage passe-bas :
y(t) = %m(t) cos (Aw)t (2.16)

Le signal de sortie du détecteur m (r) est multiplié par une sinusoide de basse fréquence qui cause un effet de
battement indésirable.

MODULATION D’AMPLITUDE ORDINAIRE

24.

Dessiner un signal modulé a fréquence pure avec un index de modulation  =0,5, u = 1.
Un signal de modulation a fréquence pure s’exprime sous la forme :
m(t) = ap COSwy!t

D’aprés I’équation (2.9), I’index de modulation a pour définition :

_ @R 2.17)
A A
D’ou:
m(t) = apy COS wy! = WA COS Wyt 2.18)
Et en utilisant la relation (2.5),
xaM(?) = [A +m(1)] cos wpt
= A[l + pcos wpt] cos wpt 2.19)

Les figures 2-17(a) et (b) montrent des signaux modulés a fréquence pure avec un index u égal 4 0,5 et égal a 1.
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Fig. 2-17
2.5. Le rendement d’'une modulation en amplitude ordinaire se définit comme le pourcentage de la puissance

totale contenu dans les bandes latérales, ¢’est-a-dire :

P
n = x 100% (2.20)

t

ou P; est la puissance contenue dans les bandes latérales et P, la puissance totale du signal AM.
(a) Calculer n pour u =0,5 (modulation a 50 pour cent).
(b) Montrer que pour une modulation d’amplitude a fréquence pure, N = 33,3% pour 1 = 1.

D’apres la relation (2.79), une modulation d’amplitude a fréquence pure a pour expression :

XaM (1) = A cos wpt + A cos wpyt COSwpt

1 1
= Acoswpt + EuA cos (wp — wm)t + EMA Ccos (wp + wm)t

1
P, = puissance de la porteuse = EAZ .21)
. ) IT/0 N2 /1 N2 1,
P; = puissance des bandes latérales = — (—;4A) —+ (—uA) =-uA 2.22)
2|1 \2 2 4
La puissance totale a donc pour expression :
1 1 1 1
Po=P,+P =-A%+ - 2A2=—(1 —pu?)A2 2.23
1 p+ P 2 + il 2 + Pl ) ( )
Donc L )
P 1p2A
o= 7} x 100% = — 4“1 X 100% = £ x 100% (2.24)
' (E + ZHZ)AZ L

sous condition, bien sir, que u < 1.
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2.6.

2.7.

MODULATION D’AMPLITUDE [CHAP. 2
(a) Pour u = 0,5
(0,5)
n=——""— x 100%
2+ (0,5)2
(b) Comme u < 1, on peut voir que nmax se produit pour u = l,ona:

1
n= 3 x 100% =33,3%

Montrer qu’un démodulateur synchrone (figure 2-18) peut démoduler un signal AMxap(t) =
[A + m(t)] cos wpt quelle que soit la valeur de A.

xam(t) d(r) m y()
]
cos wpt

Fig. 2-18 Détecteur synchrone
D’apres la figure 2-18,

d(1) = xam(t) coswpt = [A + m(t)] cos >wpt
1 1
= E[A +m(1)] + E[A + m(t)] cos 2wpt
Apres un filtrage passe-bas, il reste :
1 1 1
1) ==[A Dl=-m@)+ =A 2.25
y() 2[ +m(1)] 2m()+2 (2.25)
Une capacité bloquera le courant continu correspondant au terme 7'A, ne laissant passer que le signal de sortie

%m(t).

Montrer qu’un signal AM avec porteuse forte peut étre démodulé en I’élevant au carré puis en filtrant le
signal obtenu dans un passe-bas, comme le montre la figure 2-19. Ce genre de démodulateur est appelé
détecteur quadratique.

xam(r)
—_

2 (1 '
Elévation am (8 > PB %
au carré l___J

Fig. 2-19 Détecteur quadratique

D’apreés la relation (2.5),
xam(t) = [A +m(t)]coswpt

En élevant au carré, il vient :

2

20 = [A + m())? cos*wpt

= %[AZ +2Am(t) + m>(D)](1 + cos 2wpt)

La sortie filtrée y(f) a pour expression :

_ A? m(t) m(t) 2
Y(I)—7{1+2—A—+[Ti| (2.26)

Si la porteuse a une amplitude significative, le terme [m (1)/ A)? peut étre négligé et ’on a

A2
ynr =+ Am (1) (2.27)

Une capacité permettra de bloquer le terme continu A?/2, ce qui permettra de restituer en sortie le signal utile m (¢),
au coefficient multiplicatif A pres.
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2.8.

Le signal d’entrée fourni a un détecteur d’enveloppe (figure 2-5) est une onde modulée en AM a fréquence
pure xap (1) = A(l + ucoswyt) coswpt, ol west constant, 0 < u < 1 et w, > wy.

(a) Montrer que la condition pour que le signal de sortie du détecteur d’enveloppe refléte fidélement
I’enveloppe de x4 (¢) est qu’a tout instant #o on ait :

1 I SIN W,y to

— 2oy | ———————— (2.28)
RC 1 4 pcoswyty
(b) Montrer que la condition pour que le détecteur suive en permanence 1’enveloppe du signal modulé
est que :

1 V1 —u?

RC ——+— (2.29)
Wm 28

(a) La figure 2-20 représente 1’enveloppe de xam(?) et le signal de sortie du détecteur (la tension aux bornes de la
capacité de la figure 2-5). En supposant que la capacité entame sa décharge a I’instant fy a partir de la valeur
créte Eg = A(l 4+ pcoswpto), la tension aux bornes de cette capacité a pour expression :

Ve(t) = Ege” /(RO (2.30)

V(1) Envcloppe

Fig. 2-20

Lintervalle de temps entre deux arches successives de la porteuse modulée a pour valeur 1/f, = 2m/w), avec
RC > 1/wp. Cela signifie que la constante de temps RC est grande vis-a-vis de cet intervalle. On peut donc
donner une approximation de v.(t) sous la forme

ve(t) ~ Eg (1 - FIE) @2.31)

Pour que v, (1) reflete fidélement I’enveloppe de xam (), il faut que I’on ait a tout instant #g :

1
(1 + wcos wmto) (1 - ) < 1+ pcoswmt (to + —f—) 2.32)

RCfp D

Remarquons que si w, < wp, alors

1 Wm
1 +pcoswpm | to+— | =1+ pucos | wpto + —
Ip Jp

W . . Wy
=14 pcoswytocos — — W sinwy to Sin —
Ip Ip

w; .
X1+ pcoswnty — /Lf—m sin wy, to 2.33)
p
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d’ou

wm .
1+ ucoswmto)( ) > e sinwp to

RCfp T

_1_ > w W Sin wp to
RC 7 "\l + pcoswmty
(b) On peut écrire la relation (2.28) de la fagon suivante :

1 uw .
— + ——= COSwpy o = UWy SINwy Ty

soit

. RC  RC
Soi1t | |
. u (w,,, sin wy, o — RC cos a),,,ro) < RC
ce qui donne
2+ LY 1 tan — < L
w —— |} sin|{ wpyto — arctan —
Hy@m T\ Re ml0 womRC ) S RC

Comme cette relation doit étre valable quel que soit #p, on doit avoir :

soit

D’ou I’on déduit que :

MODULATION A BANDE LATERALE UNIQUE

[CHAP. 2

2.349)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

2.9. En prenant le cas d’une porteuse modulée a fréquence pure cosw,t, vérifier que le générateur de
modulation BLU représenté sur la figure 2-8 engendre bien un signal modulé a bande latérale unique
et montrer que 1’on obtient un signal a bande latérale supérieure (BLS), resp. un signal a bande latérale

inférieure (BLI), lorsque 1’on effectue une soustraction, resp. une addition sur le sommateur.

En observant la figure 2-21, qui reproduit la figure 2-8, avec application d’une modulation a fréquence pure, on

peut écrire :
m(t) = coswpt
T o
cos (w,,r — 5) = sinwpt

-~ T .
m(t) = cos (w,,,t — 5) = sinwp,?

COS Wy ! COS Wpt

-@-

@ cos wpt

COS Wy !

i1
7

sin Cl),,l

Fig. 2-21

_
sSin w,, t SIn Wyt SInwpt

y(1)
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2.10.

D’ou I"on déduit : y(t) = coSwm! COS wpt F sinwp ! sinwpt

= cos (wp £ wm)t (2.40)
Dans le cas d’une soustraction sur le sommateur, on obtient :
y(1) = xgLs(t) = cos (wp + wm)t (2.41)
Et dans le cas d’une addition, on a :
y(t) = xpL1(t) = cos (wp — wm)! (2.42)

Montrer que lorsque la sortie du modulateur phase-shift (figure 2-28) estun signal BLU, (a) une différence
au niveau du sommateur engendre un signal a bande latérale supérieure, tandis (b) qu’une somme engendre
un signal 4 bande latérale inférieure. En d’autres termes que :

xp(t) = xpLs(r) = m(t) cos wpt — m(t) sinwpt (2.43)
est un signal modulé en bande latérale supérieure, et

x,(1) = xpLi(t) = m(t) cos wpt + m(r) sinwpt (2.44)
est un signal modulé en bande latérale inférieure.
(a) Adoptons les notations suivantes :

m(t) & M) et #i(t) < M)

En appliquant le théoréme de la modulation (/.715) du probléme 1.15, ou la propriété de translation (/.37) de
la transformée de Fourier, on peut écrire que :

1 1
m(t) Cos wpt <> EM(CU —wp) + EM(w—i—w,,)
et aussi que
P 1 = JIFN
m(t) sinwpt < ZM(CU —wp) — Z—jM(w—f-cu,,)

En prenant la transformée de Fourier de la relation (2.43), on obtient :

X p(w) = %M(w —wp) + %M(w + wp) — [Zijﬁ(w —wp) — zijﬁ(w + w,,)] (2.45)
En invoquant la relation (/.747) du probléme 1.47, on obtient :
M(w— wp) = —jsgn(w — wp) M (w — wp) (2.46a)
ainsi que :
A?(w-{-w,,) = —jsgn(w + wp) M (0 + wp) (2.46b)

on en déduit que :

1 1
Xp(w) = EM(Q) —wp) + zM(w—f—w,,)

1
- [—ESgn(w - CUp)M(a) - a)p) + %Sgn(w + Q)p)M(w + C‘)p)]

1 1
= EM(a) — wp)[1 + sgn(w — wp)] + —Z-M(w + wp)[1 — sgn(w + wp)] 2.47)
Oron a, d’une part :
2 w>w
1 —wp) = d
+ sgn(w — wp) {O e,
et d’autre part :

2 w<—w
l~sgn(w—w,,)-—-{0 w>—wz
on aboutit au résultat suivant :
0 o] < wp
Xpw)={ Mw+wp) o<-wp 2.48)

M —wp) o> wp



66 MODULATION D’AMPLITUDE [CHAP. 2

dont I’esquisse apparait sur la figure 2-22(b). On observe que x,(t) est un signal modulé en bande latérale
supérieure (BLS).
(b) De la méme fagon, en prenant la transformée de Fourier de la relation (2.44), on obtient :

1 1
Xp(w) = EM(CU — wp)[1 —sgn(w — wp)] + EM(a) + wp)[1 + sgn(w + wp)] (2.49)
M (w)
—om 0 wy w
(a)
Xp(w)
M((L) + (Up) M(w - (Up)
1 13
\
//: : \
/ \
S AN
1 |
—Wp 0 w, w
)
Xp(w)
M(w + (Up) M(w— wp)
\ K ;
I .
g S 71
\ /
| ]
"‘(l),, 0 ), w
(c)
Fig. 2-22
Comme 5
_ _ _ w < wp
1 —sgn(w — wp) = {O @5 @
et 5
l+sgn(w+wp)—_—{ w > —wp
0 w < —wp
on adonc:
0 lw| > wp
Xp) =1 Mw—-0wp) w<wp 2.50)

Mw+wp) ©>-—wp
dont I’esquisse apparait sur la figure 2-22(c). On observe que x,(¢) est un signal modulé en bande latérale
inférieure (BLI).
2.11. Montrer que 1’on peut démoduler un signal BLU au moyen du détecteur synchrone de la figure 2-23 (a)
en esquissant le spectre du signal et (b) en donnant son expression analytique en chaque point du circuit.
xpLu(f) d(r) y(®)

i

cos wpt

Fig. 2-23 Détecteur synchrone
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(a) Soit M (w) le spectre du signal m(z), tel que le représente la figure 2-24(a) et XpLy(w) le spectre du signal a
bande latérale unique xppLy (#), comme le montre la figure 2-24(b). Une multiplication par cos wp! translate le
spectre X gLy (w) autour des fréquences w), ce qui donne D (w), spectre du signal d(¢) [figure 2-24(c)]. Aprés
filtrage passe-bas, on obtient Y (w) = lM(a)), spectre de y(r) [figure 2-24(d)]. On extrait donc y(r) = %m(z)
qui est proportionnel a m ().

M (w)
—wM () oM w
(a)
XpLu(w)
—w, 0 wp w
)
D(w)

—2w), -, 0 wp 2wy, w
(©
Y(@) = 5 M)
0 »
)
Fig. 2-24

) D’aprés. la relation (2.11), xgLy () s’exprime de la fagon suivante :
xBLU (1) = m(t) cos wpt F Ai(t) sinwpt
donc

d(t) = xgLu(?) cos wpt

= m(t) cos 2a),,t F (1) sinwpt cos wpt

1 1. i
Em(r)(l + cos2wpt) F Em(t) sin2wpt

1 1 ~ .
= Em(t) + Em(t) cos 2wpt F m(t) sin2wpt
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Apres filtrage passe-bas, on obtient :
1
t) = —m(t
y(1) 277!( )

2.12. Montrer que le dispositif représenté par la figure 2-25 peut servir a démoduler un signal BLU.

® xp(1) cos wpt

C‘\D cos wpt

xp(0) y ()

e D2
Ay

_x
2

sin wpt

0]

Fig. 2-25 Démodulateur BLU a déphaseur

X, (1) sinwpt

D’apres la relation (2.43) du probléme 2.10, un signal modulé en bande latérale supérieure s’exprime de la fagon
suivante :
xp(1) = m(t) coswpt — ni(t) sinwpt

En invoquant la relation (/./41) du probléme 1.47,0na:

Xp(t) = m(1) sinwpt + m(r) cos wpt 2.52)
D’apres la figure 2-25, on peut écrire :

y(t) = xp(1) cos wpt + Xp (1) sinwpt
= m(t)(cos zw,,t + sin? w,,t) =m(t) 2.53)

De fagcon semblable, un signal modulé en bande latérale inférieure s’exprime comme suit :

xp (1) = m(t) coswpt + mi(t) sinwpt
d’ou

Xp(t) = m(t) sinwpt — m(1) cos wpt 2.54)
A nouveau, d’aprés la figure 2-25, on obtient

y(t) = xp(1) cos wpt + X (1) sinwpt

= m(t)(cos zw,,r + sin? a),,t) =m(t) 2.55)

On aura remarqué que la figure 2-25 est identique a la figure 2-8, a I’exception du sommateur permettant de traiter
les deux cas.

MODULATION A BANDE LATERALE RESIDUELLE

2.13. Montrer que lors de la démodulation sans distorsion d’un signal modulé avec bande latérale résiduelle
au moyen du détecteur synchrone de la figure 2-11, la réponse en fréquence H (w) du filtre BLR de la
figure 2-10(a) doit satisfaire la relation (2.12), c’est-a-dire :

H(w+ wp) + H(w — wp) = constante  pour |w| < wy
Le spectre de xpLp(?), XBLD (w), est représenté sur la figure 2-10(c); il a pour expression :

XBLD(w) = M(w — wp) + M(w + wp) (2.56)
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D’apres la figure 2-10(e), le spectre de xgpr(¢) a pour expression :
XpLr(@) = [M(@ = 0)) + M@+ w)) |H @) @.57)

D’autre part, d(t), élaboré par le démodulateur BLR de la figure 2-11, et sa transformée de Fourier s’expriment
comme suit :

1
d(#) = xBLr (1) cOs wpt <> E[XBLR(U) — wp) + XpLr(® + w[))] (2.58)

En tenant compte de la relation (2.57) et en éliminant les spectres a =2w,, (supprimés par filtrage passe-bas), on
obtient la transformée de Fourier du signal de sortie y(¢) du démodulateur BLR synchrone (figure 2-11) :

1
) 51;4(60)[11(6()“),,) +H(w—w,,)] , (2.59)
Pour une démodulation sans distorsion, il faut s’assurer que :
y(t) = km(t) < kM (w) (2.60)

ol k est une constante quelconque.
I1 faut donc respecter la condition :

H(w + wp) + H(w — wp) = constante  pour |w| < wpy

2.14. La figure 2-26 représente la réponse en fréquence H (w) d’un filtre BLR

[H (w)]

T
|
I |
|
|
|
|
0,5 :
I
|
@ beocosococcsoscoosos :
wp — W) w, wp+w wp, + w2 w
Fig. 2-26

(a) Donner I’expression du signal xpp g (#) lorsque
m(t) = a; coswit + a, cos wyt

(b) Montrer que xp g () peut &tre démodulé par le détecteur synchrone représenté sur la figure 2-11.
(a) En se reportant a la figure 2-10, on peut écrire :

xgLD (t) = m(t) cos wpt

= (a1 cos w1t + ap Cos wyt) COS Wyt
1 1 1 1
= Eal cos (wp — wy)t + Eal cos (wp + wi)t + Eaz cos (wp — wp)t + Eag cos (wp + wa)t

Ces signaux sinusoidaux sont transmis par H (w), dont la courbe apparait sur la figure 2-26, qui présente les
gains 0, o, 1 — «, et 1 aux fréquences respectives w, — w, wp — 1, Wy + w1, wp + wy. La sortie du filtre
BLR, xpLr(#), a donc pour expression :

1 1 1
XBLR(?) = Ealoc [ (a),, —w))t + Eal (1 —a)cos (w,, + wy)t + -2-a2 cos (wp + w)t (2.61)
(b) En se reportant 2 la figure 2-11, on peut écrire :
d(t) = xpLR(t) cOs wpt

1 1
= Z(al cos wit + ap cos wat) + Z[aloc cos 2wy — w1t +a; (1 — a) cos Qwy, + wi)t + az cos Qwy + wr)t]
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En utilisant un filtrage passe-bas pour éliminer les termes a fréquence 2w, il reste :

y@) = zlt(a' coSwjt + ap cos wyt) = %m(t) (2.62)

MELANGE DE FREQUENCE ET MULTIPLEX FREQUENTIEL

2.15. La figure 2-27 représente un récepteur radio AM. Le mélangeur transpose la fréquence du signal recu f),
a la fréquence intermédiaire FI de 455 kHZ au moyen d’un oscillateur local de fréquence f1o.Labande
AM s’étend de 540 a 1 600 kHz.

Antennc

\/

A
1
Scction < Scction Détecteur
HF Mélangeur MF d’cnvcloppe
///
// /
7 Commandc Ampli .
/// coupléc . V) Oscillateur BF ——— Haut-parleur
L e m local  I—

Fig. 2-27 Récepteur superhétérodyne AM

(a) Déterminer la gamme de fréquence dans laquelle doit fonctionner I’oscillateur local (i) lorsque f10
est supérieure a f, (récepteur superhétérodyne) et (ii) lorsque f o est inférieure a la fréquence f.

(b) Expliquer pourquoi les récepteurs radio AM courants fonctionnent suivant le principe du super-
hétérodyne.

(a) (i) Lorsque fro > fp,on peut écrire que :

540 < f, < 1600
fLo — fp =455

ol les fréquences sont exprimées en kHz. On a donc :

fro = fp+455

Ce qui donne f o = 995 kHz pour f, =540 kHz et f; 0 =2 055 kHz pour f, = 1 600 kHz. La gamme
utile de I’oscillateur local s’étend donc de 995 a 2 055 kHz.
(ii) Lorsque fro < fp,
fro = fp—455
Ce qui donne fr o = 85 kHz pour f, =540 kHz et f; o = 1145 kHz pour f, = 1 600 kHz. La gamme
utile de ’oscillateur local s’étend donc de 85 a 1 145 kHz.

(b) Le rapport de fréquence, ¢’est-a-dire le rapport entre la fréquence la plus haute et la fréquence la plus basse
de I’oscillateur local est de 2,07 dans le premier cas, tandis qu’il est de 13,47 dans le second, ce qui rend plus
complexe la réalisation d’un oscillateur ayant une telle couverture en fréquence. C’est la raison pour laquelle les
récepteurs AM sont dits superhétérodynes, puisqu’ils utilisent une fréquence locale supérieure a la fréquence
incidente.

2.16. Lafigure 2-28(a) représente le spectre d’un signal m(t). Pour assurer le secret des transmissions, on peut
traiter le signal dans un systéme (parfois appelé brouilleur) que représente la figure 2-28(b). Analyser le
systéme et dessiner le spectre du signal de sortie x (¢).
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Le spectre du signal en chacun des points du systéme est représenté sur la figure 2-29. Il apparait que le spectre
du signal de sortie, X (w), se compose des deux bandes latérales retournées (inversion de fréquence) de M (w).

M (w)
—wmM 0 WM w
(a)
m(t) PH PB x(1)
Wp B C @p
2cos wpt 2 cos wyt
w; = wp +wm
()
Fig 2.28
——————————— a A r——————----- PH
| |
| |
1 |
| |
| |
| |
| |
—w; —wp 0 wp w2 w
B
—w3 —wp 0 w, Wy w
—2w, —wy O Oy 2, ©
X (w)
—wp (0 oM w

Fig 2.29
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2.17. En utilisant ’orthogonalité des fonctions sinus et cosinus, il est possible d’émettre et de recevoir
simultanément deux signaux sur la méme fréquence porteuse. Le principe sur lequel repose ce genre de
systéme, multiplexage a quadrature ou modulations d’amplitude en quadrature (QAM en anglais) est
illustré par la figure 2-30. Montrer que chacun des signaux peut étre extrait au moyen d’une détection
synchrone faisant appel a deux oscillateurs locaux de méme fréquence mais fonctionnant en quadrature
(déphasés de m /4).

my (1) n(r) = %'"1(')

& & |
(’\J cos wpt C”\D coﬁw,,t

—]

xQam(r)

sin wpt
ma(r) ‘[-—p—;—l

Fig. 2-30 Systéme de multiplexage a quadrature

(1) = %'7120)

Ona:

xQaM(t) = m (1) cos wpt + ma(t) sinwpt

xQaM (1) cos wpt = ni (1) cos zw,,t + iy (1) sinwpt cos wpt

Il

1 1 1
Eml )+ Eml (1) cos 2wpt + —2-mz(1) sin 2wpt

XQAM (1) sinwpt = m | (1) cOs wpt sinwpt + mo (1) sin? wpt

1 1 1
Em; (1) sin 2wpt + Emz(t) — Emz(t)cos 2wpt

Tous les termes correspondant a la fréquence 2w), sont éliminés par le filtre passe-bas et il ne reste que :

1 1
)’J(I)szl(f) et yz(t):imz(z)

Remarquons que le multiplexage a quadrature est une méthode efficace pour transmettre deux signaux de méme
largeur de bande. Elle est utilisée pour la transmission de 1’information chrominance en télévision commerciale.

Problémes supplémentaires

2.18. Un signal m(r) présente une bande passante de fréquence maximale wps. Il est transposé en fréquence par
multiplication par un signal coswpt. Calculer w, pour que la bande passante du signal transmis ait une valeur
égale a 1% de la fréquence porteuse wp.

Réponse : w, = 200wpm
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2.19. La figure 2-31 représente un signal modulé en AM de facon ordinaire. (@) Calculer I'index de modulation. (b)
Calculer le rendement de modulation. (¢) Déterminer la modification a appliquer a la porteuse pour atteindre un
index de modulation égal 4 0,1.

x (1)

10 =

-10 ~

Fig. 2-31
Réponse : (a) pw =%, (b) n=526%, (c) 17,5V
2.20. Etant donné un signal réel m(¢), on définit un signal
My (t) =m(t) + jm(t)
ou m(t) est la transformée de Hilbert de m (¢) (voir probléme 1.47). On dit que m 4 (¢) est un signal analytique.

(a) Montrer que :
Mw) >0

}“[M+(I)]=M+(w)={o w<0

(b) Montrer que
Re[m+(t)ej‘””']
est un signal a bande latérale supérieure et

Re[m+(t)e'fw/>’]

est un signal a bande latérale inférieure.
Indication :
(a) Utiliser la relation (/.741) du probléme 1.47.
(b) Utiliser la formule d’Euler; prendre la partie réelle de I’expression puis la comparer aux relations (2.43) et
(2.44).

2.21. Lafonction de transfert H (w) du filtre BLR de la figure 2-26 (probléme 2.14) a pour expression :
H(wp —w) = ael?
H(wp + ) = (1 —a)el®

H(wp + @) = 1e/%
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2.22
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Le signal utile a pour expression :
m(t) = a) cosw|t + ap cos wyt

On le démodule au moyen d’un détecteur synchrone. Donner I’expression de 6; et de 6, en fonction de ¢ afin
d’obtenir une démodulation sans distorsion.

Réponse : ) = —¢p et O =——¢
Concevoir un systeme qui permette de restituer le signal originel m(r) a partir du signal brouillé que délivre le
dispositif de la figure 2-28, probleme 2.16.

Indication : Envisager un systéme identique a celui de la figure 2-28.



Chapitre 3

Modulation d’argument

3.1 INTRODUCTION

Comme nous I’avons vu au paragraphe 2.1, on regroupe sous le terme modulation d’ argument la modulation
de fréquence et 1a modulation de phase, procédés qui consistent a faire varier I’argument d’une onde porteuse
sinusoidale en fonction du message a transmettre sur cette porteuse. Comme nous 1’avons vu dans le chapitre
2, la modulation d’amplitude se résume a une transposition du spectre du signal utile; la bande passante de
la transmission n’excéde jamais deux fois celle de ce signal. Dans la modulation d’argument, il n’y a plus de
relation simple entre les composantes spectrales du signal modulant et la bande de fréquence occupée par le
signal modulé. De plus, le principe de superposition ne s’applique plus (voir probléme 3.4) et la bande passante
du signal modulé dépasse largement celle du signal modulant. La géne que semble a premiére vue causer
cet accroissement de bande passante est largement compensée par les avantages qu’apportent ces procédés de
modulation en ce qui concerne I’immunité au bruit et aux interférences du signal transmis (voir chapitre 7).

3.2 MODULATION D’ARGUMENT ET FREQUENCE INSTANTANEE

Une onde porteuse sinusoidale dont on module I’argument se présente sous la forme générale suivante —
voir relation (2.7) :
xp(t) = Acos [wpt + ¢ (1)] 3.1

ou A et w, sont des constantes et I’angle de phase ¢ (¢) est fonction du signal utile m(¢).
Sil’on écrit la relation (3.7) sous la forme suivante :

xp(t) = Acos6(t) (3.2)
ou
0(t) = wpt + ¢ () 3.3
on peut alors définir la fréquence instantanée de x,(t), notée w;, de la fagon suivante :
do () de()
) em Y 3.4
Y= T 4 G4

on notera que lorsque ¢ () = constante, w; = w,.
Les fonctions ¢(¢) et d¢(t)/dt sont appelées excursion de phase instantanée et excursion de fréquence
instantanée. On définit aussi la quantité Aw :

Aw = |w; — ©plmax 3.5

que I’on appelle excursion maximale de fréquence du signal a modulation d’argument.

3.3 MODULATION DE PHASE ET DE FREQUENCE

Les deux types de modulation d’argument sont, comme nous I’avons dit, la modulation de phase et la
modulation de fréquence (PM pour phase modulation, FM pour frequency modulation). En modulation de
phase, ’excursion de phase instantanée de la porteuse est proportionnelle a I’amplitude du signal modulant
m(t), soit :

() = kym(1) (3.6)

ol kg est la constante d’excursion de phase exprimée en radians par unité de m(t).
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En modulation de fréquence, I’excursion de fréquence instantanée est proportionnelle a I’amplitude du
signal modulant m(t), c’est-a-dire :

de(n)
=km(t 3.7
i sm(t) 3.7

soit : .
o) = kf/ mA)di + ¢(t) 3.8

fo
ou ky est la constante d’excursion de fréquence qui s’exprime en radians par seconde par unit€ du signal m(t)
et ¢(tp) la phase initiale de la porteuse a I'instant t = #,. On suppose habituellement que fp = —oo et que

¢(—00) =0.

On peut donc exprimer un signal a modulation d’argument, selon qu’il est modulé en phase ou en fréquence,
sous les formes suivantes :

xpm(t) = Acos [wpt + kg ()] (3.9)

xpm (1) = A cos [w,,t +k/~/ m(A) dk] 3.10)

EANVANVANYA
\VIRVARVERVER

A ARARARLAAR AR AR
lWlHlHHHHH!HHH!HHH |

| \uﬂunvnvnvnvnunvﬂ\ Jﬂuﬂununvnvnunuﬂ“p h\\j!\\,f\vr\,nvnunuﬂ\ dﬂuﬂur\unvnvﬂ\

l'l'l‘l‘lﬁnll!l'l'l'l‘l|l'l't'|" 'l‘l‘ ilh Hl

Fig. 3-1 Signaux modulés en AM, FM et PM
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D’apres la définition (3.4), on peut écrire que :

dm(t
wj = wp + kg m(1)

en PM 3.11)
wj = wp +kym(t) enFM (3.12)

Ainsi, en PM, la fréquence instantanée w; varie en fonction linéaire de la dérivée du signal modulant, tandis
qu’en FM, w; varie en fonction linéaire du signal modulant.
La figure 3-1 représente les formes d’ondes de signaux modulés en AM, en FM et en PM.

3.4 SPECTRE DE FOURIER DES SIGNAUX MODULES EN ARGUMENT

Un signal modulé en argument peut s’exprimer sous forme exponentielle en écrivant la relation (3./) de la
fagon suivante :
xp(1) = Re(Ae! ' +?™) = Re(Ae/“r'e/?) (3.13)

ou Re signifie «partie réelle de». C’est en raison de cette représentation que la modulation d’argument est parfois
appelée modulation exponentielle.
En effectuant un développement en série de ¢/¢"), on obtient :

2 n
%,(t) = Re {Aej“’”’ ,:l + jo(t) — ¢2(t[) — .+ j"?n—(,ZZ +}}

2 3
¢2(!t) COs wpt + ¢3(!t)

=) A[cosw,,t—q&(t)sina),,t — sinw,,t—l-...] 3.19)
Un signal a modulation d’argument se compose donc d’une porteuse non modulée accompagnée de plusieurs
composantes modulées en amplitude, telles que ¢ (1) sinw,t, ¢%(1) cos wpt, ¢3 (t) sinwpt, etc. Son spectre de
Fourier comporte donc une porteuse non modulée accompagnée des spectres de ¢ (1), O3 (1), 9 (1), etc., centrés
sur wp. ‘

Il est donc clair qu’il n’y a pas de relation simple entre le spectre de Fourier d’un signal a modulation
d’argument et le spectre du signal modulant la porteuse, comme dans le cas de I'AM.

3.5 MODULATION D’ARGUMENT A BANDE ETROITE

Sil’'ona
[ () Imax < 1 (3.15)

on peut écrire une approximation de la relation (3./4) en négligeant les termes de degré supérieur a 1 de ¢ (1) :

xp(1) = Acoswpt — A (1) sinwpt (3.16)

Le signal correspondant a la relation (3./6) est appelé signal a modulation d’argument en bande étroite (NB :
narrow band). On peut écrire deux relations approchées :

xnppm(1) X A cos wpt — Akgm (1) sinwpt (3.17)
4

xnpem(t) & A Ccos wpt — A [kj‘/

—00

m(Xx) d)\] sinwp,t 3.18)

Larelation (3./6) montre qu’un signal a modulation d’argument en bande étroite se compose d’une porteuse non
modulée plus une porteuse déphasée de 7 /2 multipliée par ¢ (), fonction linéaire de m(t). Cette multiplication
engendre une paire de bandes latérales. Si ¢ (¢) présente une bande passante Bp, celle d’un signal a modulation
d’argument en bande étroite a pour valeur 2Bp. Cela rappelle ce que nous avons vu pour les signaux modulés
en AM.
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3.6 MODULATION SINUSOIDALE (OU A FREQUENCE PURE)

A. Index de modulation

Si le signal modulant m () est une sinusoide pure, c’est-a-dire si :

__ | apsinwpt en mode PM 9
m{t) = { am coswyt  enmode FM (342
Les équations (3.6) et (3.8) permettent d’écrire :
(1) = Bsinwyt . (3.20)
oul’ona:
kyam en mode PM 321
ﬂ_{k—guu—”;"i en mode FM 2D

Le paramétre B est I'index de modulation de la modulation d’argument, il définit la valeur maximale de
I’excursion de phase en mode PM ou FM. On remarquera que 8 n’est défini que pour une modulation sinusoidale
a fréquence pure et peut s’exprimer de la fagon suivante :

B = e 3.22)

Wy

ol Aw est I’excursion maximale de fréquence telle qu’elle est définie par la relation (3.5).

B. Spectre de Fourier

En substituant la relation (3.20) dans la relation (3./), on obtient :
xp(t) = Acos (wpt + Bsinwpyt) (3.23)

qui correspond a un signal 4 modulation d’argument sinusoidale. Un développement en série de Fourier montre
que ce signal s’exprime de la fagon suivante :

xXp(t) =AD" Ju(B)cos (wp + nwn)t (3.24)

ou J, (B) est la fonction de Bessel du premier genre d’ordre n et d’argument 8. Le tableau B-1 (annexe B) donne
quelques valeurs remarquables de J,(8). D’aprés la relation (3.24) et le tableau B-1, on peut observer que :

1. Le spectre se compose d’une fréquence porteuse accompagnée d’une infinité de raies latérales aux
fréquences w, £ nwy, (n =1,2,3...).

2. Les amplitudes relatives des raies spectrales dépendent de la valeur de J,(8), qui devient trés faible
lorsque n devient trés grand.

3. Le nombre de raies spectrales significatives (d’amplitude relative appréciable) dépend de 1’index de

modulation B. Si B « 1, seules Jy et J; ont une amplitude non négligeable et le spectre se réduit a
une porteuse accompagnée de deux raies latérales. Si, en revanche, > 1, on a une multitude de raies
latérales, I’amplitude de la porteuse w, diminuant en conséquence.

La figure 3-2 représente les spectres d’amplitude de plusieurs signaux a modulation d’argument pour
différentes valeurs de .
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0,5 =02
| |
wp, —wm Yp Wp+ Wy 1)
0,5
B=1
AL -
wp ()
B=S5
..1|||.|I|.||||..
w,, w
B =10
oottt bt e,
wn w

Fig. 3-2 Spectre d’amplitude de signaux modulés en fréquence par une sinusoide pure (w,, fixe)

3.7 LARGEUR DE BANDE DES SIGNAUX A MODULATION D’ARGUMENT
A. Modulation par une sinusoide pure

D’apres la figure 3-2 et le tableau B-1, on voit que la largeur de bande d’un signal 4 modulation d’argument
modulé par une sinusoide pure dépend de 8 et de w,,. On peut montrer qu’en fait 98% de la puissance moyenne
du signal est contenue dans une largeur de bande Bp telle que :

Lorsque B « 1, le signal occupe une bande étroite (signal NB) de largeur approximativement égale a 2w,,. On
considére généralement qu’une valeur 8 < 0,2 satisfait a cette condition. Sil’on veut parler en hertz (fréquences)
et non plus en radians par seconde (pulsations), on n’oubliera pas que w = 2n f.

B. Modulation quelconque

Pour un signal dont I’argument est modulé par un signal m(¢) dans une bande limitée & wy, radians par
seconde, I’index de modulation D se définit de 1a fagon suivante :

excursion maximale de fréquence  Aw
D = = — (3.26)
largeur de bande de m(t) oy

D joue le méme réle que B dans le cas de la modulation d’argument a fréquence pure et I’on a de méme la

relation :
Bp =~ 2(D + Nwy 3.27)
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Cette relation est appelée régle de Carson. Si D < 1, la largeur de bande du signal modulé est de 1’ordre de
2wy, et ’on dit que 1’on a un signal NB (narrow band) modulé en argument a bande étroite (voir paragraphe
3.4). Si D > 1, la largeur de bande du signal est de ’ordre de 2Dw,, = 2Aw, ce qui représente deux fois
le maximum de I’excursion de fréquence. On dit que 1’on a un signal WB (wide band) modulé en argument a
bande large.

3.8 SYSTEMES DE MODULATION D’ARGUMENT

A. Modulation d’argument a bande étroite

On peut élaborer un signal dont I’argument est modulé en bande étroite (BE), narrow band (NB), en anglais,
en se laissant guider par les relations (3.16), (3.17) ou (3.18). C’est ce qu’illustre la figure 3-3.

xnppm (1)

m(r)

Asinwpt

Acoswpt
(a) NBPM
m(r) _ xnprm (1)
Y /' k /E\
Asinwpt +
= %— A cos wpyt
(b) NBFM

Fig. 3-3  Obtention d’une modulation d’argument a bande étroite

B. Modulation d’argument a bande large

I1 existe deux méthodes d’obtention d’un signal dont I’argument est modulé en bande large (BL) — wide
band, (WB) en anglais : une méthode directe et une méthode indirecte.

1. Méthode indirecte

Dans cette méthode, on crée d’abord un signal dont I’argument est modulé en bande étroite (voir figure
3-3), puis converti en bande large au moyen de multiplicateurs de fréquence (figure 3-4). Un multiplicateur de
fréquence multiplie I’argument de la sinusoide qui lui est appliquée par un facteur n. Ainsi, si le signal d’entrée
du multiplicateur est de la forme :

x(1) = Acos [wpt + ¢(1)] (3.28)
Signal Signal
BE  'Multiplicat. | BL
x(1) fréquence (1)

Xn

Fig. 3-4 Multiplicateur de fréquence
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le signal de sortie a pour expression :

y(t) = Acos [nwyt + n¢(1)] (3.29)

L utilisation d’un multiplicateur de fréquence accroit de facon considérable la valeur de la fréquence

porteuse. Pour remédier a cet inconvénient, il est nécessaire de faire appel & un convertisseur de fréquence
(mélangeur ou modulateur BLD), comme le montre la figure 3-5, pour décaler le spectre du signal modulé.

Signal NBFM Signal WBFM
fl’l f[72 = nfm
Afy Af = nAf,
m(r) — o
—— NBFM _ MU}]Ilp]lCal.
fréquence

Xn

Oscillateur
local

Fig. 3-5 Conversion bande étroite - bande large

2. Méthode directe

Laméthode directe d’élaboration d’un signal FM consiste a contrdler directement la fréquence de la porteuse
au moyen du signal modulant. La méthode la plus courante fait appel a la modulation de la capacité ou de
la self-induction d’un composant du circuit oscillant qui délivre la fréquence porteuse. On appelle un tel
systéme oscillateur commandé en tension; en anglais voltage controlled oscillator, VCO. L’avantage de la
méthode directe est que 1’on peut obtenir des excursions de fréquence considérables, ce qui limite le besoin en
multiplication de fréquence. L’inconvénient de cette méthode réside dans I’instabilité que 1’on introduit dans
I’oscillateur, ce qui nécessite des circuits auxiliaires de stabilisation de fréquence.

3.9 DEMODULATION DES SIGNAUX MODULES EN ARGUMENT

La démodulation d’un signal FM requiert un systéme qui produise un signal de sortie proportionnel a
I’excursion de fréquence instantanée du signal qui lui est appliqué. Un tel systéme est appelé discriminateur de
fréquence. Si ’entrée du discriminateur est un signal a modulation d’argument

xp(t) = Acos[wpt + ¢ (1)]
alors, le discriminateur fournit un signal

deo(t)
dt

ya(t) = ka (3.30)

ou k, désigne la sensibilité du discriminateur.
En FM, la relation (3.8) donne I’expression de la phase ¢ (¢) :

b(1) = kf/ m(\) di
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La relation (3.30) devient ainsi :

ya(t) = kakym(t) (3.31)
La figure 3-6 représente la caractéristique d’un discriminateur de fréquence idéal.
Tension
de sortie Pente = ky
g\‘

w, z
’ Fréquence d’entrée

Fig. 3-6 Caractéristique d’un discriminateur de fréquence idéal

Le discriminateur de fréquence peut aussi étre utilisé pour démoduler les signaux & modulation de phase
(PM). Dans ce cas, la relation (3.6) donne 1’expression de la phase du signal :

(1) = kpm(t)
En tenant compte de la relation (3.30), y,(t) devient :

dm(t)
dt

L’intégration du signal que délivre le discriminateur fournit un signal proportionnel a m (¢). On peut donc réaliser
un démodulateur pour la modulation de phase a partir d’un démodulateur pour la modulation de fréquence suivi
d’un intégrateur.

Une approximation du discriminateur de fréquence idéal, simple a réaliser, peut étre obtenue au moyen
d’un différentiateur suivi d’un détecteur d’enveloppe (figure 3-7). Si le signal d’entrée du différentiateur a pour
expression :

“ya(t) = kgkg (3.32)

xp(1) = Acos [wpt + ¢ (1)]

e il
I I
xp(t) ! x,,(1) Poya(n)
a ! d i Détecteur _:l»
| dr d’enveloppe :
N S
I I
Lecocccoccocooooocenaos |

Fig. 3-7 Discriminateur de fréquence

le signal de sortie du différentiateur est de la forme

de(t)

x, (1) =-A [w,, + } sinfwpt + ¢ (1)] (3.33)

Le signal x;(t) est a la fois modulé en amplitude et en argument. L’enveloppe de x,,(t) a pour expression :

Afor+ 262]

La relation (3.4) donne I’expression du signal fourni par le détecteur d’enveloppe :

ya(t) = o 3.34)

C’est-a-dire la fréquence instantanée de x,(t).
I1 existe d’autres moyens pour réaliser un discriminateur de fréquence (voir problémes 3.20, 3.21 et 3.22).
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Probléemes résolus

FREQUENCE INSTANTANEE

3.1.

3.2

Déterminer la fréquence instantanée, en hertz, de chacun des signaux qui suivent :
b4

(@) 10 cos (2007t + g)

b) 10cos (207t + 712)

(¢) c0s 2007 ¢ cos (5sin2xt) 4 sin 2007 ¢ sin(5 sin 27 t)
(a) L’argument a pour valeur :

0(t) = 200wt + %

On en déduit par dérivation la fréquence instantanée :

do
w; = — = 2007 = 27 (100)
dt
La fréquence instantanée est constante, elle vaut 100 Hz.

b) L’argument a pour expression :
(1) = 207t + 712
La dérivation par rapport au temps donne :
do
wj == 20m 4+ 27t =27 (10 + 1)

La fréquence instantanée vaut 10 Hz & I’instant # = 0 puis croit linéairement avec le temps au taux de 1 Hz
par seconde.
(o) L’expression de I’argument peut se transformer :
€0s 2007t cos (5 sin27wt) + sin 20077 sin(5 sin2wt) = cos (200wt — Ssin27t)
D’ou:
6(t) = 200t — Ssin2mt
Par dérivation :

deé
wj = T 2007t — 107 cos 2t = 2w (100 — Scos27t)
La fréquence instantanée du signal a pour valeur 95 Hz & ¢ = 0 et oscille de fagon sinusoidale entre 95 et

105 Hz.
Considérons un signal a modulation d’argument :

Xp(t) = 10cos [(10%)mt + 5sin 27 (10%)¢]

Calculer les valeurs maximales de son excursion de phase et de son excursion de fréquence.
Si I’on rapproche le signal x,(t) donné et la relation (3./), on peut écrire :

0(t) = wpt + ¢ (1) = (10871 + 5sin 27 (10°)1

soit
¢ (1) = Ssin 27w (10%)r
d’ou
¢'(t) = 527)(10%) cos 27 (101

L’excursion maximale de la phase est donc :

| (#)Imax = 5 rad

Quant a ’excursion maximale de fréquence, elle vaut :

Aw = 1¢' (1) lmax = 5(27)(10) rad/s

soit
Af = 5kHz
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MODULATION DE PHASE ET DE FREQUENCE

3.3.  Unsignal a modulation d’argument a pour expression :

(@)
b

(@)

(b)

x,(t) = 10cos [27(10%)¢ + 0,1 sin(10*) 7 ¢
P

En considérant x, (1) comme un signal modulé en phase (PM) avec k4 = 10, exprimer le signal
modulant m(t).

En considérant x,(r) comme un signal modulé en fréquence (FM) avec k; = 107, exprimer le
signal modulant m(t).

Identifions I’expression d’un signal modulé en phase avec celle du signal proposé :

xpm(t) = Acos [a)pt + kom (z)]

10cos [271(106» n 10m(t)]

Il

10 cos [271(106): 10,1 sin(103)7rt]
D’ou I’on obtient :
m(1) = 0,01sin(10*) 7+

De méme, identifions 1’expression d’un signal modulé en fréquence avec celle du signal proposé :

t
xpM(t) = Acos [wpt + kff m(A) d)»:|

= 10cos [2n(106)r+0,1sin<103)m]
En posant
m(t) = ap cos(103)m
on obtient :

t t
10nf m)di = 1071(1,,,/ cos (10%)m A di

—0Q0 —o0
am

=5 sin(10%) 7t = 0,1sin(10%)7¢

En faisant a,, = 10, il vient :

m(r) = 10cos (10%)r¢

34, Soitm(r) et my(t) deux signaux modulants, x, () et x,, () les deux signaux modulés correspondants.

(a)

(b)

Montrer que si la modulation du type AM BLD (modulation d’amplitude 4 double bande latérale),
un signal modulant m  (¢) + m;(t) produit un signal modulé x,, () + x,,(r) (raison pour laquelle
la modulation d’amplitude est parfois dite modulation non linéaire).

Montrer que si la modulation est de type PM (modulation de phase), un signal modulant
m (1) + my(r) ne produit pas un signal modulé x, (t) + x,(t), c’est-a-dire que le principe de
superposition ne s’applique pas a la modulation d’argument (raison pour laquelle la modulation
d’argument est parfois dite modulation non linéaire).
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En modulation AM BLD, on peut écrire, d’aprés la relation (2.3) :
my(t) = xp, (1) = m(t) cOs wpt
ma(t) = Xp, (1) = ma(t) coswpt
my(t) 4+ ma(t) = xp(t) = [m () + ma(1)] cos wpt
=m(t) Coswp, t + m(t) COS wp,t

= Xp, (1) + Xp, (1)

Il en résulte que la modulation AM BLD est bien linéaire.
En modulation PM, on peut écrire, d’aprés la relation (3.9) :

my(t) — xp, (t) = Acos [a)pt + k¢m1(t)]
ma(t) — xp,(t) = Acos [cupt + k¢m2(t)}
My (1) + mat) = xp(@) = Acos {wpt + ko[ (1) +ma)]}

# Xp, (1) + xp, (1)

D’ou I’on déduit le caractére non linéaire de la modulation PM.

3.5. Etablir la relation (3.24).

Lorsqu’on module I’argument d’une porteuse au moyen d’une sinusoide pure, le signal modulé obtenu a pour

expression [relation (3.23)] :

xp(t) = Acos (wpt + Bsinwpt)

On peut I’exprimer sous forme exponentielle :

xp(1) = ARe(e/or! g/ sineomt 3.35)

La fonction e/8$in@m! est 3 I’évidence périodique, de période T, = 2 /wy,. Elle a donc un développement en série
de Fourier :

ejﬁ.smw,,,t: 2: Cnejnw,,,t

n=-—00

Drapres la relation (/.19), les coefficients ¢, ont pour expression :

Ainsi :

/ .
Gy = .aﬁ hom ejﬂslnwmle‘fﬂwmf dt
2 —7r/wm
En posant w,,, ¢ = x, la relation devient :
N ome :
= — ej(ﬂSlnX—n))dxzjn(ﬁ)
2 J_n
ou J, (B) est la fonction de Bessel d’ordre n et d’argument B (voir annexe B).
. o0
elBsinwmt _ Z J,,(ﬂ)ejnw’"t (3.36)
n=-—0o0

En tenant compte de la relation (3.36) pour exprimer la relation (3.35), on obtient :

o0
xp(1) = ARe [ej‘”/” Z Jn(ﬂ)ej"“""’]

n=—00

0
— ARe [ Z Jn(ﬂ)ej(wp+an)l:l

n=-—00
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En prenant la partie réelle, on obtient :

o
xp(t) =A Z Jn(B) cos (wp + nwm)t

n=—00

Calculer la puissance moyenne d’un signal a modulation d’argument lorsque le signal modulant est une
sinusoide pure.
D’aprés la relation (3.24), un signal dont I’argument est modulé sinusoidalement a pour expression :

o0
xp(t) = Z AJn(B) cos (p + nwm)t

n=-—00
La puissance moyenne a pour expression :
P= i La2r2p) = 142 i J2B) = L a2 (3.37)
n=-—00 2 " 2 n=—0oo " 2 » .

puisque

o0

> B =1 (3.38)

n=-—00

TRANSFORMEE DE FOURIER DES SIGNAUX A MODULATION D’ARGUMENT

3.7.

3.8.

Une porteuse est modulée en argument par la somme de deux sinusoides :
xp(t) = Acos (wpt + By sinw;t + B sinwyt) 3.39)
ou w; et w, ne sont pas en relation harmonique. Calculer le spectre de x,(¢).
Comme lors du probléme 3.5, x,(¢) peut s’exprimer de la fagon suivante :

Xp(t) — ARe (ejw,,tej(ﬂ; sinw| 1+ Sina)zt))

— ARe (ejwplej[ﬁ sinwltejﬁz sina)zr) (3.40)
En invoquant la relation (3.36), on obtient :
o0
elBisinor _ Z Jn(B1)ednert
n=—0oo
. o0
elBrsinwyt Z Im (‘BZ)ejmwzt
m=—00

En portant ces expressions dans la relation (3.40) et en prenant la partie réelle, on obtient :

o0 o0
Xp) =AY Y Ja(B1)Im(B2) oS (wp + newy + men)t (3.41)
n=—oom=—00
La relation (3.4/) montre que le spectre de x,(f) se compose de quatre types d’éléments : (1) une raie spectrale
correspondant & la porteuse, (2) des raies spectrales situées a w, & nw) correspondant a la premiére modulation
sinusoidale, (3) des raies spectrales situées & w, £ maw; correspondant a la deuxiéme modulation sinusoidale et (4)
des raies spectrales situées 4 wp & nw| £ mw; dues a la non-linéarité de la modulation d’argument.

Soit une modulation d’argument sinusoidale dont le signal s’exprime de la fagon suivante (voir relation
3.23):
xp(t) = Acos(wpt + B sinwpyt)
Lorsque B « 1, on est en présence d’une modulation a bande étroite (NB).
(a)  Calculer le spectre d’un tel signal.
(b)  Comparer avec celui d’un signal AM modulé par une sinusoide pure.
(c)  Discuter les similitudes et différences observées au moyen d’un diagramme vectoriel.
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Développons I’expression de la porteuse modulée :
xp(t) = Acos (wpt + Bsinwnt)

= Acoswpt cos (B sinwyt) — Asinwpt sin(B sin wpy, 1)

Lorsque 8 < 1, on peut écrire :
cos (Bsinwyt) =~ 1

sin(f sin wyt) = B sin wpyt
Le signal NB prend alors la forme approchée qui suit :

xNBC(t) & Acoswpt — BAsinwp! sinwpt
A A
= Acoswpt — éz— cos (wp — wp)t + 57 cos (wp + wm)t (3.42)

On remarquera que la relation (3.42) peut étre aisément obtenue a partir de la relation (3./6) en remplagant
¢ (¢) par Bsinwp,t.

D’apreés larelation (3.42), on voit que le spectre de xnpc(?) se compose d’une raie spectrale correspondant
a la porteuse escortée d’une paire de bandes latérales situées & wp + wp,.

Le résultat précédent est comparable a la situation que nous avons rencontrée dans le cas d’une porteuse
modulée en amplitude par une sinusoide pure [voir relation (2.7/9) du probleme 2.4].

xaM(f) = Acoswpt + (LA COS wm ! COS wpt
A A
= Acoswpt + NT cos (wp — wm)t + %— cos (wp + wm)t (3.43)

ou u est I'index de modulation pour la modulation d’amplitude.
La comparaison des relations (3.42) et (3.43) montre que la différence essentielle entre modulation
d’argument NB et modulation AM réside dans I’inversion de phase de la bande latérale inférieure.

En utilisant la relation (3.35) ainsi que I’approximation
e/Bsnent ~ | 4 jBsinw,t pour B K 1

La relation (3.42) peut étre €crite sous forme d’une projection vectorielle :

*npe(®) = Re [Aej’”l”(l + jBsin w,,,t)]
=Re [Aej‘”P' (1 + gej“’”' - -’;-e—iwm‘ﬂ 3.44)
De la méme fagon, la relation (3.43) peut étre écrite sous forme d’une projection vectorielle :

Xam(f) = Re [Aej‘“f” (1 + s cos w,,,z)]
—Re [Aej‘”/” (1 + %ejw’"’ + %e—f‘um’)] (3.45)

En prenant le terme Ae/®r' comme référence, on peut construire les diagrammes vectoriels de la figure
3-8 représentatifs des relations (3.44) et (3.45). La différence entre ces deux diagrammes est évidente; en
modulation d’argument NB, la modulation est additionnée en quadrature a la porteuse, ce qui induit une
fluctuation de la phase sans évolution sensible de I’amplitude, tandis qu’en AM la modulation est ajoutée
en phase a la porteuse, ce qui n’induit aucune variation de phase.

14

AN
w, N
'm N
N

(a) signal NBFM (b) signal AM

Fig. 3-8 Représentation vectorielle
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LARGEUR DE BANDE DES SIGNAUX A MODULATION D’ARGUMENT

3.9.

3.10.

3.11.

Soit un signal a modulation d’argument :
xp(t) = 10cos (2 108 4- 200 cos 2 10%1)
Quelle est sa largeur de bande?
La fréquence instantanée de ce signal est
wi = 27(10%) — 47(10°) sin 277 (10%)s
d’od Aw = 47 (10%), wy = 27(10%) et

A 47 (10°
B = @ — ﬂ_(__) =200
wm  27(103)

D’aprés la relation (3.25),
Bp =2(8 + Dwy = 8,047(10°) rad/s

Comme 8 < 1,
Bp ~ 2Aw = 87(10°) rad/s  soit fz = 400kHz

Une porteuse de fréquence 20 MHz (mégahertz) est modulée en fréquence par un signal sinusoidal avec
une excursion de fréquence maximale de 100 kHz. Déterminer I’index de modulation et évaluer la bande
passante du signal FM lorsque la fréquence du signal modulant est :

(@) 1kHz, (b) 100kHz, et(c) 500 kHz.

Af =100kHz, f, =20MHz > f,,

Pour une modulation sinusoidale, 8 = Af/f,,.

(a) Pour fi, = 1kHz, B8 = 100. Il s’agit d’un signal modulé en fréquence a large bande (WBFM, wide band
FM), avec fp =~ 2Af = 200 kHz.
(b) Pour f,, = 100 kHz, 8 = 1. Donc, d’aprés la relation (3.25),

SB~2(B+ 1) fm = 400 kHz

(¢) Pour f, = 500 kHz, 8 = 0,2. Il s’agit d’un signal modulé en fréquence a bande étroite (NBFM, narrow
band FM), avec fp ~ 2 f,, = 1000 kHz = | MHz.

Considérons un signal modulé en argument
xp(t) = 10cos (wpt + 3 sinwy,t)

Supposons qu’il s’agisse d’une modulation de phase (PM) et que f,, = 1 kHz. Calculer I’index de
modulation et €valuer la bande passante lorsque (a) f,, est multipliée par 2 et (b) lorsque f,, est divisée
par 2.

xpm (1) = Acos [wpt + kgm(t)] = 10cos (wpt + 3 sin wyt)

Donc m(t) = a,, sinwy,t,etl’on a:
xpm(#) = 10cos (wpt + kpam sin wyt)

D’apres la relation (3.217) ou (3.23),
B =kpam =3

on voit que la valeur de § est indépendante de fy,. En appliquant la relation (3.25), avec f,, = | kHz :

fB=2(8+1)fm =8kHz
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3.12.

3.13.

(a) Lorsque I’on double f,;, 8 =3, fm =2kHz,etl’'ona:
f8 =23+ 1)2 = 16 kHz
) Lorsque I’on divise f, par2, 8 =3, f, = 0,5kHz,etl’ona:
fB =23+ 1)(0,5) = 4kHz

Reprendre le probléme 3.11 dans le cas d’un signal FM.

t

xpm(1) = Acos [a)pt +kf/

—00

m(A) d)»jl = 10cos (wpt + 3sinwpt)

Le signal modulant m (¢) a donc pour expression
m(t) = a, cOS wpy!

Et le signal modulé peut s’écrire sous la forme :

amkf .
xpMm(t) = 10cos | wpt + sinwpy t
m

D’aprés la relation (3.217) ou (3.23),
amky  amky  amky _3
W 27 fm 27 (103)

On voit que la valeur de B est inversement proportionnelle 4 f,,. D’aprés la relation (3.25), avec f;; = 1 kHz :

fB=28+Dfun =23+ 11 =8kHz

ﬂ:

(a) Lorsque I’on double f,,, 8 =3/2, f, = 2kHz,etl'ona:
3
fB=28+1)fmu :2(5+ 1)2: 10 kHz

(b) Lorsque I’on divise f,, par2, 8 =6, f,, = 0,5kHz,etl’ona:
fB=2(B+1)fm =26+ 1)0,5) =7kHz

Une porteuse est modulée par une sinusoide pure de fréquence 2 kHz, avec une excursion de fréquence

maximale de la porteuse de 5 kHz.

(a)  Evaluer la bande passante du signal modulé.

(b)  On multiplie par 3 I’amplitude du signal modulant, tandis que sa fréquence est réduite a 1 kHz.
Calculer V’excursion de fréquence maximale et la largeur de bande du nouveau signal modulé
ainsi obtenu.

(a) D’aprés la relation (3.27),

_kram  Af 5(10°)

. Wm Jm - 2(103) B
D’apres la relation (3.25), la largeur de bande du signal a pour expression :

fB=2B+Dfmn=22,5+1)2=14kHz

2,5

) Soit B} le nouvel index de modulation, on a :

_ kf3a,,, _ 6kfa,,,
" 0,5wm O

B =68 =6(2,5) =15

donc

Af = ﬂlfml = (15)(1) = 15kHz
fB=2B1+ D fm1 =2(15+ 1)(1) =32 kHz
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3.14. Outre la régle de Carson (3.27), on applique souvent la formule suivante pour estimer la largeur de bande
d’un signal FM :
Bp ~ 2(D + 2)wy pour D > 2

ou wy = 21 fy et fy est la fréquence la plus élévée du Signal FM. Calculer la largeur de bande au
moyen de cette formule et comparer la valeur obtenue avec celle que fournit la régle de Carson pour
un signal FM dont les caractéristiques sont Af = 75 kHz et fy = 15 kHz (standard des radios FM
commerciales).

En invoquant la relation (3.26), avec wy = 27 far et far = 15 kHz, on obtient :
v 150108
En appliquant la formule proposée, on obtient une largeur de bande
S8 =2(D+2)fy =210kHz
Sil’on applique la régle de Carson, on obtient une largeur de bande qui a pour expression :

fB=2(D+1)fy =180 kHz

Nota : Une transmission de qualité en FM impose un minimum de 200 kHz de largeur de bande. La formule de
Carson donne donc une sous-estimation de la largeur de bande utile.

ELABORATION DES SIGNAUX A MODULATION D’ARGUMENT

3.15. Considérons le multiplicateur de fréquence de la figure 3-4 et le signal NBFM suivant :
XNBFM = A c0s (wpt + B sinwpt)

avec 8 < 0,5et f, = 200 kHz. Supposons que f,, varie de 50 Hz & 15 kHz et que I’excursion maximale
de fréquence soit de 75 kHz. Calculer le facteur multiplicatif nécessaire et ’excursion maximale de
fréquence acceptable a ’entrée du multiplicateur.

D’apres la relation (3.22), 8 = Af/ f. Donc :

75(10%) 75(10%)
ﬁmin = Tl & max — 50

= 1500
15(103)

Si g1 = 0,5, B étant I’index de modulation du signal d’entrée, le facteur multiplicatif nécessaire est :

Bmax 1500
n =

= —— = 3000
B 0,5
L'excursion maximale de fréquence A fj admissible & I’entrée du multiplicateur a pour expression :
Af  75(10%)
Afj = — = =25H
fi=="= Zo00 -

3.16. La figure 3-9 représente un émetteur FM Armstrong (méthode indirecte de modulation). Calculer
I"excursion maximum de fréquence Af en sortie de cet émetteur ainsi que la fréquence de la porteuse
fpsi fi =200kHz, fio = 10,8 MHz, Af} = 25Hz,n| = 64, et n, = 48.

Af = (Af)(n))(n2) = (25)(64)(48) Hz = 76,8 kHz

fr=n1 /i = (64)(200)(10°) = 12,8(10%) Hz = 12,8 MHz

23,6 MHz

= = (12 10° =
f=fr%£ fLo=(12,8+10,8)(10°) Hz 2.0 MHz
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Ainsi, lorsque f3 = 23,6 MHz :
fp =nyf3 =(48)(23,6) = 1 132,8 MHz

Et lorsque f3 =2 MHz :
Sfp =n2f3 = (48)(2) = 96 MHz

m(n) rI—\IBFM Multiplicat. Ml{]tiplicat. . xp(1)
L2 T fréquence T T fréquence T

Xny Xny

fi h=nfi f fr

Af Af
fro

Fig 3-9  Schéma d’un émetteur FM & modulation Armstrong

3.17. L’émetteur FM Armstrong de la figure 3-9 (probléeme 3.16) est équipé d’un oscillateur & quartz dont la
fréquence est de 200 kHz. L’excursion maximale de phase est limitée a 0,2 pour éviter toute distorsion.
On suppose que f,, varie de 50 Hz a 15 kHz. La fréquence porteuse de ’émetteur est de 108 MHz,
tandis que 1’excursion maximale de fréquence est de 75 kHz. Définir le coefficient du multiplicateur de
fréquence et la fréquence de 1’oscillateur local du mélangeur.

D’apres la figure 3-9, on peut écrire :

Afi = Bfm = (0,2)(50) = 10 Hz

Af 75(10%)

Af 10
fa=n1fi =m(2)(10°) Hz

En supposant que 1’on utilise la fréquence inférieure du mélangeur, on a :

f2—fw=£p—

n2

=7500 =nny

On en déduit :
fp _ 7500(2)(10%) — 108(10%) 1392

42 (10%) Hz
np np n

fLo =ni1fi —

En faisant np = 150, on obtient :

n =50 et fro=9,28 MHz

3.18. Unsignal modulé en argument présente une excursion maximale de fréquence de 50 Hz lorsque le signal
modulant est une sinusoide d’amplitude unité et de fréquence 120 Hz. Déterminer le facteur multiplicatif
nécessaire n pour obtenir une excursion de fréquence maximale de 20 kHz lorsque le signal modulant
sinusoidal d’entrée a une amplitude unité et une fréquence de 240 Hz, la modulation utilisée étant (a)
une modulation de phase et (b) une modulation de fréquence.

(a) D’apres les relations (3.27) et (3.22), on voit qu’en modulation de phase sinusoidale, I’excursion de fréquence
Af maximale est proportionnelle & f,. Ainsi :

Af) = 240 (50) = 100 H
'~ 120 = z
d’ou I’on déduit que :

_Afr20(10%)

_ A _ =200
"T AN 100
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3.19.

3.20.
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b) Toujours d’apres les relations (3.2 1) et (3.22), on voit qu’en modulation de fréquence sinusoidale, I’excursion
de fréquence A f maximale est indépendante de f,,. On a donc :

Af,  20(10%)
n = ——— =
Afi 50

Lorsque I’on travaille avec une fréquence porteuse peu élevée, on peut la moduler en FM en faisant varier
la capacité d’un circuit oscillant. Montrer que le signal de sortie x,(t) du circuit accordé de la figure 3-10
est modulé en fréquence si la valeur de la capacité dépend du temps selon la loi de variation :

C(it)=Co—km(t)

avec k
—m(t)| € 1
‘ o ()
Oscillateur ?
a circuit L 7gC(r) xp(1)
accordé
Fig. 3-10

Sil’on suppose que km (t) est de faible valeur et varie lentement, la pulsation w; du signal de sortie de I’oscillateur
a pour expression :

1 1 1 =7
w JLC()  /L[Co—km(1)] TCo |: o m(z)J

Comme |(k/Co)m(t)| < 1, on peut utiliser I’approximation
U LI
2

ce qui donne :

1 k
wj X wp I:l + -z-am(t):| = wp +krm(t)

relation dans laquelle
1 _ lwpk

wp = et k —
2 JLCop

=27
Résultat qui, rapproché de la relation (3./2), montre que x, () est un signal FM.

‘On applique un signal FM de la forme

xpm(t) = Acos [a),,t + kf/ m(X) d}»}

au dispositif représenté sur la figure 3-11, constitué d’un filtre RC passe-haut suivi d’un détecteur
d’enveloppe. On suppose que wRC <« 1 dans la bande de fréquence qu’occupe xpm(t). Donner
I’expression du signal de sortie y(¢) en supposant que k¢|m(t)| < w,, quelle que soit la valeur de ¢.
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C
} —————o0
P P 1
Détecteur
XFM(I) R U(t) d’enveloppc )‘(f)
; B! I
Fig. 3-11

La réponse en fréquence (fonction de transfert) H (w) du filtre passe-haut RC a pour expression :

H(w) R JoRC
w) = =
R+1/(joC) 1+ joRC

SiwRC <« 1, on peut écrire que
H(w) ~ jwoRC

Comme la multiplication par jw dans le domaine des fréquences est équivalente a la dérivation dans le domaine
temporel (voir relation /.35), la tension de sortie du filtre RC a pour expression :

d
v() ~ RC— [xem0)]
t
= —ARC[wp + kgm0 sin [w,,z + kf/ mQ) dk}

Le signal de sortie du détecteur d’enveloppe est donc :
¥(0) = ARCwy +kpm (1) |

11 se compose d’un terme continu ARCw), auquel s’ajoute un terme proportionnel a m (r).

3.21. On peut utiliser une ligne a retard pour obtenir une approximation de la dérivée d’un signal en effectuant
le traitement :
LX) —x(t—1)

x'(1) (3.46)

Dessiner le bloc diagramme du circuit permettant d’effectuer ce traitement et donner 1’ordre de grandeur
de 7 pour obtenir une bonne valeur approchée de la dérivée de x(¢).

La figure 3-12 représente un dispositif capable d’effectuer le traitement défini par la relation (3.46).

1
y() = ;[X(i) —x(t—1)]

(0 + y()
* ()

N

Retard
T x(t—1)

Fig. 3-12
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En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation précédente, on obtient :
1 . 1 .
Y () = —[X(a)) - e—fwTX(w)] = —X(0)(1 — e~JoT)
T T

Siwt « 1,alors | — e /®T & jwr, ce qui permet d’écrire :
Y (o) % joX(w)

ce qui montre que y(¢) est une approximation de la dérivée de x(7) pourvu que 7 vérifie la condition suivante :

3.22. On considére le signal FM suivant :

t

xpm(t) = Acos l:w,,t +kf/

—00

m(A) dk]

Soit t; et 1, (f, > ;) les temps de deux passages a zéro successifs du signal xgy (1), comme Dillustre la
figure 3-13. Montrer que sil’ona:

n
/ m(A)di ~m(t)(t — 1)) H<t<h

n

alors
kkm()~ — —w
f At p

ou At =t —1t.

xem(t)

NN

Fig. 3-13 Passages a zéro d’un signal FM

(=]

Posons
xpm(t) = AcosO(t)

ol .
0(1) = wpt +kf[ m(A)dA
—00
Soit t; et tp (12 > ;) les instants de deux passages a zéro successifs du signal, c’est-a-dire :

xpMm(t1) = xpm(2) =0
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Alors

n

0()—0(t) =m =wp(tz —t1)+kf/ m(A) dA

n

La largeur de bande du signal m(z) est supposée étre petite vis-a-vis de celle du signal modulé, donc m () peut étre
considérée comme constante durant I’intervalle de temps [#;,#2] et ’on a la relation :

[a)p +kfm(l)](t2 —n) =

D’aprés la relation (3.12), on peut écrire :

wj = wp +krm(t) = p—

soit, en posant At =t — 1)
b4
krm(t) = — —w
f () At p

3.23. Le résultat obtenu au probléme 3.22 montre que m(¢) peut €tre restituée en comptant les passages a zéro
du signal xgv(?). Soit N le nombre de passages a zéro pendant I’intervalle de temps T'. Montrer que si
T satisfait la condition

1 1
_<T<<._
fp fM

ou fy est la largeur de bande en hertz de m(t) (wy = 27 fr), alors
N
km(t) ~ — —
m(t) T fp

Appelons 11, tp, t3,. .. les instants de passage a zéro et notons 7| = t, —t|, T, = t3 — t ... Supposons que I’on
ait enregistré N passages a zéro pendant le temps 7 tel que :

T=T1+Tr+...+ Ty

D’apres les résultats du probléme 3.22,0n a:

b4
krm(t) = Fl —wp

soit
b4
7= ———
wp +kym(t)
Cela est valable pour T3, T3,...; c’est-a-dire :
Ti=—2  i=1,23...,N
wp + kgm(t)
ainsi : N
b4
n+h+..47T,=T=——r—
wp + kgm(t)

D’ou I’on tire que :
N
kfm(t)=T—w,,
soit
& (o) = km()) = o —
Lom@) = km(@t) = — —
2 2T 7P

La condition 1/f, < T assure qu’il existe des passages a zéro pendant la durée T tandis que la condition T < 1/ fp
protége contre un lissage trop fort de m (z).
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3.24,

3.25.

3.26.

3.27.
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Problémes supplémentaires

Un signal modulé en argument a pour expression :
xp(t) = Scos 27 (10%)1 +0,2cos 20071

S’agit-il d’un signal modulé en fréquence (FM) ou en phase (PM)?
Réponse : 1l peut s’agir aussi bien d’un signal FM que d’un signal PM.

Un muitiplicateur de fréquence est constitué d’un élément non linéaire associé a un filtre passe-bande, comme
représenté sur la figure 3-14. On suppose que 1’élément non linéaire éléve au carré le signal qui lui est appliqué :

es(1) = ael(t)

1
| I
| [
e (1) | DiSPOSitif ex(’) |—_B_‘| 1 )(’)
i non linéaire L= :
| |
L 4
Fig. 3-14

Déterminer le signal de sortie y(r) lorsque le signal d’entrée e, a pour expression :

e.(t) = Acos (wpt + B sinwmt)

Réponse : y(t) = A’ cos Qwpt + 2B sin wyt), avec A’ = 0,5aA%. Cela suggére que 1’on peut utiliser ce dispositif
comme doubleur de fréquence.

Reportons-nous  la figure 3-15 et supposons que le signal & 10,8 MHz a été obtenu par multiplication a partir d’un
oscillateur fonctionnant a 200 KHz (facteur multiplicatif de 54). Cet oscillateur dérive de 0,1 Hz.

Multiplicat Multipli xen()
NBEM U,Ilp icat. u’up icat.
fréquence fréquence
x 64 x48
o Multiplicat.
fréquence
200 kHz «54 10,8 MHz
Fig. 3-15

(a) Evaluer la dérive induite sur le signal de 10,8 MHz.
® Evaluer la dérive induite sur la porteuse du signal FM modulé.

Réponse : (a) +5,4Hz, (b) +48 Hz

Un signal FM donné présente une excursion maximale de fréquence de 25 Hz, lorsque le signal modulant est une
sinusoide pure, d’amplitude unitaire et de fréquence 100 KHz. Quelle est la valeur du facteur multiplicatif n nécessaire
pour obtenir une excursion de fréquence de 20 kHz lorsque le signal modulant est une sinusoide pure d’amplitude
unité et de fréquence 200 Hz.

Réponse : n = 800
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3.28. La figure 3-16 représente un récepteur FM courant, qui couvre la gamme commerciale de 88 4 108 MHz. La
fréquence intermédiaire est de 10,7 MHz. Le limiteur a pour role d’éliminer les variations d’amplitude éventuelles.
Le récepteur est accordé sur la fréquence de 100 MHz.

MODULATION D’ARGUMENT

xem(1)
_—

Ampli
HF

Ampli
MF

Limiteur

Discrimin.
fréquence

(a) Un signal audio (BF) a 10 kHz module la porteuse a4 100 MHz, avec un index 8 = 0,2. Evaluer la bande
passante nécessaire pour les circuits radiofréquence (RF), de fréquence intermédiaire (IF) et basse fréquence

(BF).

(b) Reprendre le probléme avec 8 = 5.

Fig.3-16 Récepteur FM

Réponse : (a) Amplificateurs RF et IF : 24 kHz; amplificateur BF : 10 kHz.
(b) Amplificateurs RF et IF : 120 kHz; amplificateur BF : 10 kHz.

Ampli

Haut-parlcur




Chapitre 4

Transmission numérique des signaux analogiques

4.1 INTRODUCTION

Les systémes de transmission modernes se sont tournés depuis longtemps vers les techniques numériques. La
mise en ceuvre de réseaux de communication reposant sur le traitement de signaux échantillonnés et numérisés,
présente des avantages considérables par rapport a I’exploitation des réseaux de type analogique. Citons, pour
prendre quelques exemples, de meilleures performances, une plus grande souplesse et surtout une meilleure
fiabilité.

Pour transmettre des signaux analogiques, tels que la parole ou les signaux vidéo, par des moyens
numériques, il est nécessaire de convertir ces signaux sous forme numérique, ou «digitale», comme le disent
les gens de métier. Ce processus est appelé conversion analogique-digitale (CAD) dont la réciproque est une
conversion digitale-analogique (CDA). La technique utilisée est parfois appelée modulation par impulsions
numériques. Les deux techniques de conversion analogique-numérique les plus importantes sont la modulation
par impulsions codées (MIC, ou plus souvent PCM, en anglais, pour pulse code modulation) et 1a modulation
delta (DM, en anglais, pour delta modulation).

42 MODULATION PAR IMPULSIONS CODEES (PCM)

Les traitements essentiels qui interviennent en modulation PCM sont [’ échantillonnage, la quantification
et le codage, comme 1'illustre la figure 4-1.

(3] —
L—I;mmillonmgc l—————lguanhﬁcal

Fig.4-1 Modulation par impulsions codées

L’ échantillonnage consiste A prélever des échantillons d’un signal analogique a des instants discrets. La
représentation de 1’amplitude d’un signal au moyen d’un ensemble fini de niveaux est appelée quantification.
La conversion de chacun de ces niveaux en une valeur numérique est appelée codage.

Alors que 1’échantillonnage transforme un signal continu dans le temps en un signal 4 temps discrétisé, la
quantification convertit la valeur réelle (au sens mathématique du terme) de I’échantillon prélevé sur le signal en
une valeur numérique, sur 8, 16, voire 32 bits, suivant la précision désirée. L’échantillonnage et la quantification
convertissent donc un signal analogique en signal numérique.

Les opérations de quantification et de codage sont généralement effectuées par un seul circuit, qui porte
le nom de convertisseur analogique-digital (CAD). L'utilisation combinée de la quantification et du codage
distinguent la technique PCM de la modulation par impulsions analogiques.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons étudier en détail les processus d’échantillonnage, de
quantification et de codage.

43 THEOREME DE ECHANTILLONNAGE

La transmission numérique d’un signal analogique est possible en vertu du théoréme de I'échantillonnage.
L’échantillonnage d’un signal analogique se fait donc en appliquant ce théoréme.

A. Signal a largeur de bande limitée

Le signal m(t) est dit & bande limitée si sa transformée de Fourier est identiquement nulle au-dela d’une
certaine pulsation wpyy :

m(t) & M(w) =0 pour|w| >wy =2nfy “4.1)
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B. Théoréme de I’échantillonnage

Soit un signal m(t) a valeurs réelles, 4 bande limitée, satisfaisant donc la condition (4.7); m(¢) peut alors
€ure restitué intégralement a partir de ses valeurs m(nT;,) échantillonnées a des intervalles de temps uniformes
Ticn[< 1/(2 fu)). La restitution de m(¢) s’opére au moyen de la relation mathématique suivante :

o0
m(t)= ) m(nTin)
n=-—00

On appelle T;.; la période d’échantillonnage et son inverse fzop = 1/ Ty 1a fréquence d’ échantillonnage.

Le théoréme de I’échantillonnage établit donc qu'un signal a bande limitée dont le spectre de fréquence ne
présente plus d’énergie au-dela de la fréquence fy Hz peut étre restitué en totalité au moyen de ses échantillons
prélevés a la fréquence de f;.; (= 2 fy) échantillons par seconde.

Ce théoréme est souvent appelé théoréme de I’ échantillonnage uniforme pour les signaux en basse fréquence.

La fréquence minimale d’échantillonnage, 2 f5s échantillons par seconde, est appelée fréquence de Nyquist
ou de Shannon. La démonstration de ce théoréme sera étudiée dans le probléme 4.2,

Ce théoréme s’applique en général i I’échantillonnage de tous les signaux basse fréquence. Nous verrons
que pour certains signaux a bande limitée, on peut parfois utiliser des fréquences d’échantillonnage de valeur
inférieure a la limite de Shannon (voir probléme 4.7).

44 ECHANTILLONNAGE
A. Echantillonnage instantané

sinwpy(t — nTzch)

on(t —nTan) “2)

Supposons que I’on échantillonne un signal arbitraire m (¢) tel que représenté par la figure 4.2(a) en prélevant
des valeurs instantanées & intervalles réguliers de période Tj. On obtient une suite infinie d’échantillons
{m(nT;.)}, ot n prend successivement les valeurs 1,2, etc. Cette fagon de procéder s’appelle échantillonnage
instantané.

m(r)
0 Tt
(a)
7y (1)
—m 0  Ten 2T d
(b)
Mgen{r)
”’ C N‘\\
‘f"’ 1\\‘ '
~Teeh O Ten 2Teen !

(o
Fig.4-2 Fchantillonnage idéal d’un signal
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B. Signal échantillonné idéal

Si ’on multiplie le signal m(t) par un train d'impulsions §7(t), comme 1’illustre la figure 4-2(b), selon la
relation (/.105), on obtient :

e

mich(t) = mO)br, (1) = Y m(Ten)d(t — nTech) “.3)

n=—00

Le signal m (1), que représente la figure 4-2(c), est appelé signal échantilionné idéal.

C. Echantillonnage pratique

1. Echantillonnage naturel

Bien que I'échantillonnage instantané (au vol) semble étre un modéle convenable, il est plus commode
d’échantillonner un signal 4 bande limitée m(¢) au moyen de circuits de commutation & grande vitesse. C’est ce
que représentent les figures 4-3(a), qui symbolise un échantillonneur sous la forme d’un commutateur tournant,
et 4-3(b) qui donne I’allure du signal échantillonné obtenu.

Xnar (1) Xna (1)
o Yoo
" -H ﬂ H
—Tech Téch 2Ten 37'4:1-
(@) )]

Fig.4-3  Echantillonnage naturel

Le signal échantillonné x,,,(t) a pour expression :
Xnar (1) = m(£)xp(t) 44

ol x,() est un train d’impulsions rectangulaires périodiques de période T;, chaque impulsion de x,(t) ayant
une amplitude égale a 1 et une durée constante d.

Cet échantillonnage est dit naturel parce que le profil supérieur de chacune des impulsions de x,,,,(¢) conserve
la forme du signal analogique originel, pendant la durée 4 de 1'impulsion d’échantillonnage. L’influence de la
durée finie (et non pas infinitésimale) des impulsions d’échantillonnage sera analysée lors du probléme 4.9.

2. Echantillonnage bloqué

Le dispositif d'échantillonnage le plus élémentaire et le plus commode est 1’échantillonneur-bloqueur
(sample-and-hold, en anglais) dont la figure 4-4(a) donne le principe.

Commutaicur
d’échantillonnage Xeen(1)

[T B AT
T ol

1
1

7 1
Commutateur d— |—
de décharge
Tech

(a) &)
Fig.4-4 Echantillonneur-bloqueur et signal obtenu
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Ce circuit donne un signal x;.4(#) formé d’échantillons qui conservent un niveau constant pendant ’intervalle
d’échantillonnage, ce que représente la figure 4-4(b). L'effet de blocage du niveau échantillonné sera analysé
dans le probléme 4.11.

45 MODULATION D’IMPULSIONS EN AMPLITUDE (PAM)

Le signal x;.,(t) représenté sur la figure 4-4(b) est en fait un signal dont les impulsions sont modulés en
amplitude (PAM en anglais). La porteuse est un train d’impulsions rectangulaires périodiques dont I’amplitude
suit le niveau du signal analogique & transmettre. La fréquence de la porteuse n’est autre que la fréquence
d’échantillonnage du signal analogique.

Un signal PAM a donc pour expression :

Xecn®) = ) m(nTecn) p(t — nTich) 4.5)

n=—oo

ol p(r) est une impulsion rectangulaire de niveau 1 et de durée d, définie comme suit :

d
1 |fl < E
p(t) = 4.6)
0 sinon
p(t)

. '
d
Fig.4-5 Impulsion rectangulaire

On peut montrer (probléme 4.10) que x;;(t) peut s’exprimer comme convolution de mg(t), signal
échantillonné au vol et de 1'impulsion rectangulaire p(r), soit :

Xech (1) = meca (1) * p(r) “.7)

4.6 QUANTIFICATION

A. Quantification linéaire

La figure 4-6 illustre le processus de quantification. On suppose que I’amplitude du signal m(t) demeure
comprise entre les limites (—mp, mp).
Cet intervalle est divisé, comme le montre la figure 4-6(a), en L domaines de taille A, telle que :

2m,

A= - 4.5
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Une amplitude dont la valeur appartient & un intervalle donné se voit attribuer la valeur du point milieu de

cet intervalle.
La figure 4-6(b) représente un exemple de fonction de quantification linéaire.

mp

P
AR
4
/!
/ |

4
A
T

Res
N

0

7 \T
7 \
\

A (SN SRS S

v
—"l,,
(a)
A Sortie
9A |
Z [ 1
1
1
Ll !
sa | )
2 ]
1
3A | 1
z !
—5a -4A =38 -28 ~A 4 24 3A 4A S5A
1 ] ] L 1 18 ] 1 |
{
_A
: 3 Enirée
! 34
: =z
1 _5A
' 7
: | _17a
| T
— -2
()]

Fig.4-6 Quantification linéaire

B. Bruit de quantification

La différence qui existe entre le signal originel et le signal quantifié est appelée erreur ou bruit de
quantification. .
11 est clair, pour un signal incident quelconque, que 1’erreur de quantification &, varie de fagon aléatoire a

I'intérieur de I’intervalle
A ce <2 4.9
2 -T2 )
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En supposant que cette erreur est uniformément répartie dans cet intervalle, I’erreur quadratique moyenne (8;‘;)
a pour expression (voir aussi le chapitre 5) :

, 1 ran ) A2
(g5) = X o g,deq = T 4.10)
En reportant 1'égalité (4.8) dans la relation (4.70), on obtient :
2
2 _ "

C. Quantification non linéaire et compression-expansion

Dans de nombreux cas de traitement de signal, la quantification linéaire ne convient pas. C’est ainsi
qu’en téléphonie, on sait que le signal conserve un niveau relativement constant avec peu d’extrémums. Une
quantification linéaire serait donc inadaptée au codage de la parole, car l1a plupart des niveaux élevés resteraient
pratiquement inutilisés. Il est préférable d’employer un systéme plus efficace, non linéaire, ot le nombre de
niveaux de quantification est plus important pour les valeurs faibles que pour les fortes amplitudes du signal,
comme le montre la figure 4-7.

m, —

m(t)

Nivcaux de
guantification
(R

—mp —
Fig.4-7 Quantification non linéaire

On peut parvenir au méme résultat en comprimant la dynamique du signal & quantifier puis en le quantifiant
au moyen d’un convertisseur linéaire. La figure 4-8 représente la caractéristique entrée-sortie d’'un compresseur
de dynamique. On mesure sur I’axe horizontal I'amplitude du signal d’entrée normalisé (soitm/m,) et sur I’axe
vertical 1’amplitude du signal comprimé. Le compresseur fournit de grands incréments Ay pour quantifier les
incréments Am des faibles niveaux du signal qui lui est fourni et de faibles incréments pour en quantifier les
forts niveaux . En appliquant alors le signal comprimé a un convertisseur linéaire, on aboutit a ce qu’un intervalle
donné Am recouvre un nombre d’autant plus élevé de pas de quantification que m est faible.
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Fig. 4-8 Caractéristiques d’un compresseur

Les fonctions de compression utilisées font souvent I’objet de normes. C’est ainsi qu’on emploie au Japon
et aux Etats-Unis la loi i, dont I’expression est la suivante :

In(1 + ulm/my|)
= —— L "son(m —ixg1 4.12
I O 4.12)
ol i est une constante positive et
1 m>0
Les Européens lui préférent la loi A, qui a pour expression :
A m m 1
e a— —_— < -—
1+1nA \m, mp{ A
y = 4.13)
(1+1In Alm/mp})sgn(m) l < m <1
1+mlA A " |my

En ce qui concerne la loi u, la valeur 4 = 255 est utilisée sur les réseaux numériques de téléphonie
américaine, tandis que pour la loi A, les Européens attribuent la valeur 87,6 au paramétre A. Ces valeurs ont
été retenues afin d’obtenir un rapport signal 4 bruit de quantification 4 peu prés constant sur une dynamique de
puissance du signal d’entrée de 40 décibels (dB).

Pour restituer sur le récepteur les échantillons du signal transmis avec leurs niveaux relatifs corrects, on fait
appel 2 un expanseur dont la caractéristique est I'inverse de celle du compresseur. L'ensemble compresseur-
expanseur est parfois désigné sous son expression anglo-saxonne de compander.

4.7 CODAGE

La modulation par impulsions codées (PCM) fait appel & un codeur. I1 s’agit d’un dispositif qui code les
échantillons quantifiés en leur attribuant une valeur binaire. La suite de valeurs binaires obtenues est elle-méme
transformée en une chaine d’impulsions séquentielles avant d’étre transmise (voir paragraphe 4.10). Dans ce
cas, on parle de systéme PCM binaire. La figure 4-9 illustre les principes de cette technique. Supposons qu'un
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Valeur  Niveau de 10}
& tificati
codée quantification 4 /[
7 35 T
} N\
6 25
N A —
S 1,5 T
1
4 0,5 /[ \
0
j 1 | L t
3 -0,5 ¢ : : ‘
-1 I
2 -is z LN
R L\
- H ] ]
1 -2,5 X 4 | ! 1 /
el S S S U NG B4
0 -3,5 : ' t ; 3
4 1 T ! !
Valeur échantillonnage -0,25 3,1 1.5 -2,4 -3,7
Valeur quantifiée -0.5 3,5 1,5 -2,5 -3,5
Valeur codée 3 7 5 1 0
Valeur binaire o1l 1! 101 001 000
Fig.4-9 PCM

signal analogique m(r) reste limité en amplitude dans I’intervalle allant de —4 volts & +4 volts (V). La
taille de I'incrément A est fixée 4 1 V. On emploie ainsi huit niveaux de quantification, situés aux valeurs
-3.5, -2,5, ..., +3,5 V. On assigne le code 0 au niveau —3,5 V, le code 1 au niveau —2,5 V et ainsi de suite,
jusqu’a 7 pour le niveau +3,5 V. Chacun de ces codes a sa propre représentation binaire, ce qui donne 000 pour
le code 0, 001 pour le code 1, jusqu’a 111 pour le code 7. On attribue ainsi a chacun des niveaux du signal m(r)
un niveau de quantification le plus proche de sa valeur réelle.

48 LARGEUR DE BANDE DE LA MODULATION PCM

Supposons que 1’on utilise dans un systéme PCM L niveaux de quantification, L étant une puissance de 2 :
L=2" n=log, L 4.149)

ou, bien sr, n est un nombre entier. Dans ce cas, on doit transmettre n = log, L impulsions binaires pour
chaque échantillon de signal. Si-a largeur de bande du signal utile a transmettre est f,, et si la fréquence
d’échantillonnage st fis (> 2f) ,)I faut alors transmettre nf;., impulsions binaires par seconde.

En supposant guc—ie—s‘fg‘nfil‘PCM est un signal 4 bande passante limitée a la fréquence supérieure fpcm, la
fréquence d’échantillonnage minimale requise est 2 fpcp. On peut donc écrire :

2 feem = Afich

soit encore :
focm = —fu;. nfy Hz 4.15)

La relation (4.15) montre que la bande passante minimale requise pour la PCM est proportionnelle & 1a largeur
de bande du signal ainsi qu’au nombre de bits par niveau du signal. On notera aussi que cette largeur de bande
dépend du codage adopté pour représenter ces niveaux.
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49 MODULATION DELTA

1l existe une technique plus simple qui permet de convertir directement un signal analogique en une chaine de
bits (rappelons que bit est une contraction de binary digit, coincidant avec le mot anglais bit qui veut simplement
dire morceau). L.a mise en ceuvre de cette technique requiert peu de composants; il s’agit de la modulation delta.

A. Modulation delta (DM)

La figure 4-10(a) représente un modulateur delta de caractére éiémentaire. On fournit au comparateur le
signal

e(t) = m(1) — m(t) (4.16)
Générateur
d’impulsions
81,0 (1)
Comparateur Tech
m(t) e(t) A a1 xpmll)
O 2

ni(r)

(a)

ni(t)

Trainage

_LA
T

Tch

(b
Fig.4-10 Modulation delta
oll m(¢) est le signal utile 4 transmetire et 7i(?) est un signal suiveur de référence, constitué de marches de
niveaux. La sortie du comparateur a pour expression :

d(r) = Asgnle(1)] = { —AA igg Z 8 e

Le signal fourni par le modulateur delta a donc pour expression :

xpm(t) = Asgnle(t)] ) 8 — nTicn)

=AY sgoleTin)B(t - nTior) .18)

Le signal de sortie de ce modulateur est donc constitué d’une suite d’impulsions de polarité positive ou négative,
suivant le signe de e(r) a I'instant ou I’on échantillonne m(r). En intégrant xpp(t), on obtient :
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@) = ) Asgnle(nTiy)] (4.19)

n=-00

qui est une approximation par échelons du signal m(z), comme le montre 1a figure 4-10(b).

B Démodulation

On démodule un signal DM en intégrant xpp(¢) pour restituer I’approximation #i(t) du signal originel m(¢)
puis en filtrant ce signal restitué dans un filtre passe-bas afin de le lisser, c’est-a-dire d’en éliminer les marches
d’escalier.

Il est nécessaire d’ utiliser des marches de faible hauteur pour reproduire le signal originel avec une précision
suffisante, ce qui a pour conséquence d’imposer une fréquence d’échantillonnage suffisamment élevée pour
éviter le trainage du modulateur par rapport aux variations rapides du signal, ce qu’illustre la figure 4-10(b).
Le modulateur, en effet, ne bouge que d’un incrément A & chaque période d’échantillonnage. Pour éviter cette
situation ficheuse, il suffit de respecter la condition :

A
Ticn

dam(t)

T (4.20)

>

max
C. Erreur de quantification

On suppose que cette erreur est uniformément répartie dans I’intervalle (— A, A), ce qui permet d’estimer
Perreur moyenne quadratique de quantification en modulation delta :

1 e A?
=55 [ edde =5 .21

D. Modulation delta adaptative

La modulation delta de type rudimentaire que nous venons d’étudier présente un inconvénient majeur :
la dynamique admissible pour le signal m(r) est trop faible en raison des effets de seuil et de trainage de la
quantification. On peut surmonter ce probléme en réalisant un modulateur delta adaptatif. Dans un tel syst¢me,
la hauteur de la marche A varie en fonction du niveau du signal d’entrée. La figure 4-10(b) montre le trainage qui
se produit lorsque le signal m(t) chute rapidement. Si I’on accroit I’amplitude de la marche de quantification,
on peut éviter le trainage. D'autre part, si la pente du signal m(t) est faible, une réduction d’amplitude de la
marche A entrafnera une réduction du seuil et du bruit de quantification.

L'utilisation d’'un modulateur delta adaptatif impose, c6té réception, I'emploi d’un démodulateur adaptatif
qui reproduise les évolutions de A au niveau du modulateur.

410 FORMATAGE DES SIGNAUX

Les signaux numériques (suites de bits) peuvent étre transmis sous des formes trés diverses de signaux
impulsionnels, appelées parfois codes de ligne. La figure 4-11 représente plusieurs formats de transmission de
1a suite de bits 10110001.

(A) Code unipolaire avec non-retour a zéro (NRZ)

Un bit 1 est transmis comme une impulsion dont le niveau a une amplitude constante pendant la durée du
bit, tandis qu’un bit 0 ne donne lieu 4 la transmission d’aucune impulsion. La notion de non-retour 3 zéro (NRZ)
signifie que lorsque 1’on transmet deux bits I consécutifs, on ne revient pas a zéro entre les deux bits en question.

(B) Code bipolaire avec non-retour a zéro (NRZ)

Les bits 1 et 0 sont représentés par des impulsions d’amplitudes respectivement positives et négatives de
méme valeur absolue. Il n’y a pas de retour & zéro entre deux bits consécutifs de méme valeur.

(C) Code unipolaire avec retour a zéro

Un bit 1 est représenté par une impulsion positive qui retourne & zéro avant la fin de 1a durée du bit, tandis
qu’un bit O est représenté par I’absence de toute impulsion.
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Fig.4-11 Formats de transmission numérique binaire
(D) Code bipolaire avec retour a zéro (RZ)

On utilise des impulsions positives et négatives de méme valeur absolue pour représenter les bits 1 et 0.
Chaque impulsion retourne a zéro avant la fin de la durée du bit.

(E) Code i inversion alternée avec retour a zéro (AMI RZ)

On utilise des impulsions alternativement positive et négative pour une suite de bits a 1, avec retour a zéro
avant la fin de bit. Aucune impulsion n’est transmise pour un bit 4 0.

(F) Code biphase (Manchester)

On transmet une impulsion positive suivie d’une impulsion négative pour représenter un bit 4 1 et une
impulsion négative suivie d’'une impulsion positive pour un bit 4 0. Ces impulsions ont des amplitudes de méme
valeur absolue et des durées d’un demi-bit.

On trouve dans la littérature technique une grande diversité de systémes de codage, cela en raison des
caractéristiques trés variables des canaux de transmission exploités en télécommunication. C’est ainsi qu’une
liaison prévue pour transmettre des signaux alternatifs ne devra pas étre exploitée avec un codage comportant
une composante continue non négligeable. Les paramétres importants a prendre en compte lors du choix d’un
codage sont I’encombrement spectral, I"immunité au bruit, la facilité de synchronisation, le codt et la complexité
de mise en ceuvre. D’autres facteurs peuvent aussi intervenir dans ce choix, comme la confidentialité, la tolérance
aux erreurs de transmission, la faculté d’auto-~correction, etc.

O
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4.11 MULTIPLEXAGE TEMPOREL

Le multiplexage temporel (TDM pour time division muitiplexing) est1’application la plus systématiquement
utilisée en télécommunication. On fait appel a 1a TDM pour transmettre simultanément plusieurs signaux sur
un méme canal de transmission. La figure 4-12(a) illustre le fonctionnement de 1a TDM. On réduit tout d’abord
la largeur de bande de chacun des messages a transmettre au moyen d’un filtre passe-bas, afin d’éliminer les
fréquences qui ne sont pas essentiellement nécessaires a une bonne restitution du signal. Les signaux filtrés sont
appliqués & un commutateur électronique qui échantillonne a tour de rdle chacun d’entre eux i une fréquence
supérieure ou égale a la fréquence de Nyquist. On utilise généralement une fréquence d’échantillonnage égale
a 1,1 fois la limite de Nyquist, pour éviter les problémes de recouvrement de spectre (aliasing) lors de la
conversion digitale-analogique qui sert a restituer les messages (voir probléme 4.2). Les échantillons sont donc
transmis sur le canal en série, entrelacés, pour étre triés et réattribués a leur message d’origine a I'arrivée. Sur
la ligne transite donc un signal composite consistant en une succession d’impulsions d’amplitudes diverses.
La figure 4-12(b) représente le signal résultant de I’entrelacement de deux signaux 4 modulation d’impulsion
en amplitude (PAM). En réception, le signal composite est démultiplexé au moyen d’un second commutateur
électronique qui distribue les signaux échantillonnés a leurs filtres passe-bas respectifs avant démodulation. Le
bon fonctionnement du systéme repose sur la synchronisation parfaite des deux commutateurs.

m(t) ——| PB

Synchronisation

ma(r) —»EJ\ -----------------------

Liaison

~ / ~o

Commutateur Commutateur

my(@) —| PB }/ I_Ea—r mp(t)

Emeticur Récepteur
{a) Commutation en multiplex temporel

my(t)

—m——

CITEE

{b) Muhtiplexage temporel de 2 signaux

Fig.4-12 Multiplexage temporel

Si tous les messages transmis présentent la méme largeur de bande, les échantillons sont transmis
séquentiellement comme le montre la figure 4-12(a). Si les bandes passantes sont différentes, il faut transmettre
plus d’échantillons par unité de temps pour les signaux dont la bande est la plus large. Cela demeure simple si
les bandes passantes des divers signaux sont en relation harmonique (voir probléme 4.31).

La figure 4-12 illustre le cas d"une exploitation en TDM de signaux PAM; il en est de méme pour d’autres
formats d'impulsion. La TDM est couramment utilisée en téléphonie, en télémétrie, en radiodiffusion et en
traitement de données. Le systéme T1 de Bell, par exemple, effectue le multiplexage temporel de 24 signaux
PCM sur une ligne téléphonique.
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Dans ce domaine, la TDM et la FDM (frequency division multiplexing, multiplexage en fréquence) sont
largement utilisés pour faire transiter des centaines de communications téléphoniques sur un méme faisceau
bertzien.

4.12 BANDE PASSANTE REQUISE POUR LE MULTIPLEX TEMPOREL

Nous appellerons T I’intervalle de temps qui sépare deux échantillons consécutifs d’un signal «multiplexé»,
tel que représenté sur la figure 4-12(b). Si tous les signaux d’entrée ont la méme largeur de bande f;, et sont
échantillonnés de fagon identique, on peut écrire que T = Ty /n, n étant le nombre de signaux et T,
la période d’échantillonnage de chacun des signaux, avec Tzp = 1/feen < 1/(2 fu). En supposant que le
signal «multiplexé» obtenu est un signal 4 bande limitée de fréquence maximale frpwm, la fréquence minimale
d’échantillonnage admissible est donc 2 frpm.

Ainsj :

__]_—_L—l . > H 4.22)
Jom = 3T e = znftch > nfu Z .

Larelation (4.22) indique que 1a bande passante minimale requise pour travailler en TDM est proportionnelle

a la bande passante des signaux et au nombre de signaux & multiplexer.

4.13 FORMES D’IMPULSION ET DIAPHONIE

A. Confusion intersymbole

Dans cette bréve introduction aux transmissions numériques, nous avons utilisé des impulsions rectan-
gulaires et supposé que les canaux de transmission étaient linéaires et exempts de distorsion. En réalité, la
bande passante d’un canal de transmission est toujours limitée, ce qui induit un étalement dans le temps des
impulsions acheminées par ce canal. Ce défaut entraine un recouvrement entre impulsions correspondant a des
périodes d'échantillonnage adjacentes, comme le montre Ia figure 4-13. Il peut en résulter une ambiguité de
réception puisqu’on ne sait quelle valeur attribuer a I’échantillon parasite transmis par le canal. Ce phénoméne
de recouvrement est appelé confusion intersymbole (intersymbol interference, IS, en anglais), il provoque une
diaphonie sur les liaisons multiplex.

Fig. 4-13 Confusion intersymbole en transmission numérique

B. Mise en forme des impulsions

11 existe un moyen de combattre ce type de diaphonie, au prix d’une mise en forme adéquate des impul-
sions transitant sur le canal de transmission. Une forme d’impulsion susceptible d’éliminer toute diaphonie a pour
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expression [figure 4-14(a)] :
1 sin(mwet/T;)

h() = 4.23)
Toch 7t/ Tich
La figure 4-14(a) donne la forme de cette impulsion.
h(1)
) H(w)
T,
1
N, LN, -~
“ - \_/-1, 0 T\ /. T ¢ K2 0 El w
T, T,
(a) (€)]

Fig. 414 Forme d’impulsion anti ISI

Il s’agit tout simplement de la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas dont 1a figure 4-14(b) représente
la fonction de transfert.

On aura remarqué que () passe & zéro a des instants qui sont des multiples de T, sauf en son maximum.
Si donc Ty = 1/(2fs) (période de Nyquist), il est clair que des impulsions consécutives de méme forme,
espacées dans le temps de T, ou d’un multiple de 7.4, ne présenteront pas de recouvrement, comme le
montre la figure 4-15. '

TN\, /\\
SV /I

Teh 2Ten 3Tun

Fig. 4-15 Impulsions anti-diaphonie

Cette fonction de transfert présente cependant quelques difficultés. Un filtre passe-bas idéal n’est pas causal,
il est donc physiquement irréalisable. Ensuite, I’efficacité de cette forme d’impulsion dépend de fagon critique
de la précision temporelle du circuit sur lequel elle transite.

C. Filtre cosinus raidi

Il existe une catégorie de filtres dont la réponse impulsionnelle présente des zéros uniformément répartis
dans le temps (sauf en son maximum) et dont la réponse en fréquence décroit graduellement vers zéro, au lieu
de chuter verticalement; il s’agit du filtre cosinus & pente raidie, dont la fonction de transfert s’exprime de la
fagon suivante :

1 0< ol < (1 —a)W
_]1 . 4
H) = {1 - sm[m(lw! - W)]] (- )W < |o] < (1 + )W “.249)
0 lw| > (1 +a)W

ol W = 7 T;,. La réponse impulsionnelle correspondante a pour expression :

1 sinWt cosaWt
h(n) = T,-d.( 7 )[1—(2aWr/zr>2] “.25)
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On remarque que le second terme du membre de droite de la relation (4.25) est de la forme (sinx)/x,
fonction que nous avons déja vue pour le passe-bas idéal. Cette réponse impulsionnelle en posséde les zéros.
La figure 4-16 représente H (w) et h(t) pour trois valeurs de o. Le paramétre « est appelé pente du filtre.

h(

@) a=0

1,0 a=1/2

| a=1

A TN

=2w —y 0 w 2w w

Fig. 4-16 Filtre cosinus raidi, spectre et réponse temporelle

Le cas o = O correspond au passe-bas idéal tandis que le cas « = 1 correspond au filtre & arénuation en
cosinus. Sa fonction de transfert a pour expression :

1 nw
=11 — 2w
He = 2 ( + cos ZW) [l

0 autrement

(4.26)

La figure 4-16 montre que la largeur de bande occupée par une impulsion dérivée de 1a fonction de transfert
du type cosinus raidi varie entre un minimum de fz = 1/(27;.), pour ¢ = O et un maximum de fz = 1/T;.
lorsque @ = 1.

Le compromis entre largeur de bande et fréquence de répétition des impulsions dérivées du cosinus raidi
dépend bien siir de la valeur de «. Si I’on a besoin d’une fréquence de transmission de 1/T impulsions par
seconde, la bande passante requise pour la liaison est donnée par :

|4+

— H .
5T z 4.27)

fs =

Si, en revanche, f est fixée, la fréquence maximale de transmission des impulsions autorisable sur la liaison a
pour expression :
1 2f3

T 14+«

(4.28

4.14 SYSTEMES DE MODULATION NUMERIQUE

La puissance des signaux numériques basse fréquence peut étre dimensionnée sans difficulté de facon a
pouvoir les transmettre directement sur une liaison bifilaire ou coaxiale. Ils ne peuvent étre transmis en 1’état
par voie hertzienne, technique qui nécessite I’utilisation d’une porteuse dont le rayonnement soit exploitable.
Nous allons donc étudier les divers moyens de modulation numérique d’une porteuse haute fréquence (CW,
continuous wave) permettant d’atteindre cet objectif.

Les systémes de modulation binaires ont tous pour principe de modifier de fagon discontinue I’amplitude, la
fréquence ou la phase de la porteuse, qui peuvent ainsi prendre I’une ou I’autre des deux valeurs représentatives
des digits O et 1. On distingue trois types de modulation : la modulation par commutation d’amplitude (ASK,
amplitude-shift keying), la modulation par commutation de fréquence (FSK, frequency-shift keying) et la
modulation par commutation de phase (PSK, phase-shift keying).
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A. Modulation par commutation d’amplitude (ASK)

En ASK, le signal modulé a pour expression :

_ JAcoswpt bitl
xp(t) = IO bit 0 (4.29)

Il s’agit d’une modulation par tout ou rien, parfois appelée OOK (on-off keying) par les Anglo-saxons.
B. Modulation par commutation de fréquence (FSK)

En FSK, le signal modulé a pour expression :

_ JAcoseyt bitl
xp(f) = { Acoswyt bit0 4.30)

C. Modulation par commutation de phase (PSK)

En PSK, le signal modulé a pour expression :

__J Acoswpt bit 1
"P(')‘{Acos(w,,t+n) bit 0 “.30)

La figure 4-17 illustre ces trois méthodes de modulation dans le cas ou les bits sont codés en bipolaire NRZ.
Les performances respectives de ces trois systémes sur liaison bruitée seront analysées lors du chapitre 7.

Code 1 0 | 0 0 1
binaire

NRZ

i
I

LU
il

L
WY

LAARAA 1L mlHHlHln.mH
””"“HH”H’“'HHHH

PSK

Fig.4-17 Modulation numérique d’une porteuse
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Problémes résolus

ECHANTILLONNAGE ET THEOREME DE SHANNON

4.1.

4.2.

Démontrer la relation (4.3), ¢’est-a-dire :

o0

Macn(t) = m()31, (1) = Y m(aTich)5(t — nTich)

n=—0Q
D’aprés les relations (/./06) et (1.12), on peut écrire que

o0

Mecp(t) = mDST,, () =m(t) Y 8(t — nTych)
n=—00
o o]
= Y m®8t = nTich)
n=-—0o
o0
= ) mnTen)8t = nTich)
n=—00

Démontrer le théoréme de 1’échantillonnage (4.2).

Soit m(t) un signal limité en bande tel que défini par la relation (4./) et représenté par la figure 4-18(a) et ().
D’aprés la relation (/./25) et le probléme 1.22, on peut écrire, ce qu’illustre la figure 4-18 (c) et (d) :

& 2
F [81,-,,, (t)] = Wich Z 8(w — nwzcn) Wich = ——

n=—00 Te'ch

En appliquant le théoréme de la convolution en fréquence (/.54), on obtient :

l 00
Mecn(@) = F[m(O0dr,,, 0] = 7 [M(w) xwieh Y Slw— nwecn]

R=—0

Z M (w) * 8(w ~ nw;ep)

¢Ch n=—00

en invoquant la relation (5./2), on obtient :

Z M(w — nwgep) (4.32)

éch p="c0

Mip(w) =

On aura noté que M. (w) se répéte périodiquement sans que n’apparaisse de recouvrement pour autant que
ws 2 2wy, soit 21/ Ty 2 20y, c'est-d-dire :

Tiw € Z o Toch € 57— 4.33)
wp

ol wy = 2 fiy. Tant que I'on échantillonne m(¢) & des intervalles uniformes de largeur inférieure & m/wy =
1/¢2 fu), comme le représente la figure 4-18(e), M;x (@) sera une réplique périodique de M (w) qui ne sera affectée
d’aucun recouvrement, ce que schématise la figure 4-18(f) et 1’on pourra reconstruire le signal m(¢) par filtrage
passe-bas de m;;(1). Si, en revanche, on échantillonne m(¢) 2 une fréquence inférieure a la fréquence de Nyquist,
c’est-a-dire si wz < 2wum, comme le représente la figure 4-18(i), il y a recouvrement des répliques successives de
M () [figure 4-18(;)]. Ce recouvrement interdit toute restitution correcte de m(#) par filtrage passe-bas de m ;. (1),
puisqu’il y a addition de composantes spectrales dans les zones de recouvrement, ce qui induit une distorsion du
signal. Ce phénoméne est appelé aliasing par les Anglo-saxons, terme souvent utilisé en frangais.
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m(t) M(w)
i
0 1 —p 0 Wy
(@) )
$reen (8 Flér, (0]
-
—Teen O Ten 2Teen ! —Wch 0 Wech
{c) (€)]
meen(r) Men(w)
e x~ ~ .
. ’ ~ e
P } \T\\ - ,/ T e ] /\ /\
1 f { 1 Z |
—Ten 0 Toch 2Teen t —ech oM 0 oy Wech
@ N
FR0) Tl (1))
-
—Teen 0 Teen 2Teen { —2wgen —Weéch 0 Wech 2wech
® (h)
meen(r)
e e ~ -
’ ~ -
~ P 7
P ,/] T ~ . - /T -
! 1 i
—Teen 0 Teen 2Ten I —2wech ~Wech 0 wy oy 2w
i) €)

Fig. 4-18 Théoréme de I’échantillonnage
Ensuite, d’aprés la relation (4.32),

(v
TihMaon(@) = ) M@ —nwscn) .34

n=—00

Si donc I'on respecte les deux conditions suivantes :
1. M(w) =0 pour|w| > wm

n
2. Tiop = —

oM



116 TRANSMISSION NUMERIQUE DES SIGNAUX ANALOGIQUES [CHAP4

On voit d’aprés la relation (4.34) que :
n
M(w) = EMéch(w) pour |w| < wy 4.35)

En prenant alors la transformée de Fourier de la relation (4.3) et en tenant compte de !a relation (/.39), il vient :

o0

Mip(@)= Y m(nTycp)e"Tech® (4.36)

n=-—00
En portant la relation (4.36) dans la relation (4.35), on obtient :
n 20 inT,
M) = — Z m{nT;p)e™ /" éh®  pour w| < wy (4.37)
oM n=~c<

La relation (4.37) montre que la transformée de Fourier M (w) du signal 3 bande limitée m(z) est uniquement
déterminée par ses valeurs échantillonnées m(nT;.,). En prenant la transformée de Fourier inverse de la relation
(4.37), on obtient :

1 [ :
m@) = — f M(w)el® dw
21 J oo

—WM n=-00

1 fom & :

= -2;-/ Z m(nT,—c;,)e-’(""Tif")“'dw
M
00

oM .
eJU—nToep)w 4.,

1
2 mOTeon) 5

n=-00 oM
i": m(aT, )Sian(t ~nT;)
= boh) e ——————
e P wm(t ~ nTs)

43. Considérons un signal m(t) = coswpt olt wy = 27 fo. Ilustrer les effets du sous-échantillonnage de

m(t) lorsque fin = (3/2) fo.
La relation (1.42) foumit I’expression du spectre de m(¢) :

M(w) = m8(w — wp) + T8(w + wo)

ce que montre la figure 4-19(a). La figure 4-19(b) représente le spectre M;.;(w) du signal échantillonné m (1)
avec wzcy = (3/2)awp, 00 wicy = 27 ficp. On a représenté en pointillé la fonction de transfert du filtre passe-bas
Pour wp = wycp /2.

M{w)

Lo
e
J

L

—2ween —Weeh, — W 0 / E’.ﬁﬂlwo Wech 2wen @

-
o=
-
b~
R,
T
b
e
e
b~

Fig. 4-19 Effet du sous-échantillonnage dans le domaine des fréquences
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On remarque |’apparition de recouvrements. Le signal de sortie x, (¢) du filtre passe-bas a pour expression :
1
Xr(t) = cos(wzep — wolt = €OS -2-wot # m(t)

On a représenté sur la figure 4-20 le signal m(¢), ses échantillons et le signal restitué x, (¢)

Echantillons

m(r)

Echantillons

\z Ny \ Y4

Fig.4-20 Effet du recouvrement sur un signal sinusoidal

44. Revenons au théoréme de I’échantillonnage (4.2), en faisant T;.4, = 7 /wy, ce qui donne :

(=)

m) =Y mTin)palt) (4.38)

n=-—00

ol .
u(ty = SmOMU = rTich) G 1y 4o (4.39)
op(t — nTzcn)

Montrer que ¢, (¢) posséde la propriété d’orthogonalité sur I’intervalle —oo < t < +00, c’est-a-dire que

f Ga(O)be(0) dt = TrcnBug (4.40)

oll 3,4 est le symbole de Kronecker dont la définition est la suivante :

P 1 n=k
*=10 n#k

D’apres le probléme 1.14, on peut écrire que :

sinat
Tt

i jwl < a
0 jw| > a

< pa(w) = {
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Ainsi :

n
. — || <w
sincwpt n wm Il M
> — Dy (w) =
wm! wM 0

lw| > oy
D’aprés la relation (1.30), on obtient :

S
——e i Tech o) < wpg

_ sinwpy(t —nTgp) _} oM
PO = Ty = [

0 lw} > wpm
n .
. —e Tk Tich || < wpy
sinwpy(t ~ kT;
ey = ST )= | M
M éch 0 lw] > wy

En invoquant la relation (J.728) du probléme 1.29, 4 savoir :

o0 l o
f x1(x20) dt = -—f X (@)X (~w)dw
2r J_oo

—00
on obtient :
o I oM T 2 . ik,
Sn(r () dt = — (——) e~ IonTich ¢k Tech g
—00 2 —M wM
oM,
= __”T/ e—jw(n—k)T,-d, dw
20y J-wpy
b4
6—07; =Teen n=k
0 n#k

D’oil I'on conclut que :

oo
/ On(t)r () dt = Te’ch‘snk
—~00

4.5. Soit m(t) un signal a bande limitée, c’est-a-dire que M(w) = O pour jw| > wy, montrer que 'on a:

[ @ dt =T 3 [moTcn]’ 4D

n=—o0

N k4
ouTsy = —.
Wy
En invoquant les relations (4.39) et (4.40), on obtient :

[+4] 2 00 o0 o
f [m(t)] dt = f [ 3 m(nT,-c,,)¢,,(t)] Y mkTin)dr(0) | dt
—00 v =0 k

N=-00 =—00

i

o0 00 o0
Z m(nT¢ch) Z m(kTEch)f On ()i (1) d‘]
n=—00 =—00 -0

o0 o0
Z mnT;p) Z m(kTsch) Téch‘sﬂk:l
n=-—-00 =—00

Tich i [m (n Ted.)]z

n=-—00

il
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4.6. Quelle est 1a fréquence de Nyquist pour chacun des signaux qui suivent :

(@)
®
(c)

(@)

(b)

©)

m(t) = 5cos.1 000 7t cos 4000 wt

m() = sin200 ¢t
) nt )
mr) = (sm200 m‘)
wt
Transformons m () :

m(t) = 5cos 1000 ¢ cos 4000 ¢t

=2,5(cos3000 7t + cos 5000 rt)
m(z) est un signal & bande limitée par la fréquence supérieure fys = 2500 Hz. La fréquence de Nyquist est

donc 5000 Hz, ce qui correspond a une période d’échantillonnage de 1/5000 = 1,2 ms.
D’apres les résultats du probléme 1.14,0na:

sinat
it

1 lwl < a
Qp”(w)={0 lw| > a

On en déduit que m () est un signal 4 bande limitée par la fréquence supérieure fjs = 100 Hz. La fréquence
de Nyquist est donc de 200 Hz, ce qui correspond 3 une période d’échantillonnage de 1/200 s.

D’aprés le théoréme de la convolution en fréquence (/.54), on voit que le signal m(¢) est lui aussi 4 bande
limitée et que sa largeur de bande est deux fois celle du signal précédent (b), c’est-d-dire 200 Hz. La fréquence
de Nyquist, dans ce cas, est de 400 Hz, soit une période d’échantillonnage de 1/400 s.

4.7. Soit un signal A bande limitée m(t) dont le spectre présente une largeur wg = 27 fp de fréquence limite
supérieure w, = 27 f,. Le théoréme de I’échantillonnage, dans ce cas, nous dit que le signal m(r) peut
étre restitué a partir de m;;(t) par filtrage passe-bande si f;.» = 2 f,/k, ot k est I’entier le plus grand
n’excédant pas f, /fs. Des fréquences d’échantillonnage plus élevées ne sont pas forcément utilisables,
4 moins qu’elles ne soient supérieures a 2 f,,.

En supposant que le spectre du signal m(t) a la forme représentée sur la figure 4-21, vérifier le

théoréme de I'échantillonnage pour les signaux a bande limitée en tragant le spectre du signal idéalement
échantillonné m; (1) lorsque f;p = 25, 45 et 50 kHz. Dire si le signal peut étre restitué et, dans ce cas,
de quelle facon.

M(f)

/] N

-25 -15 0 15 25 f (kHz)

Fig. 4-21 Spectre d’un signal 4 bande limitée

D’aprés la figure 4-21, f, =25kHzet fg = 10kHz. Donc fi,/fp =2,5etk =2.0Onadonc f;op =2f4/k =

25 kHz.

Lorsque f;., = 25 kHz : d’apreés la figure 4-22(a), on voit que m(t) peut étre restitué 3 partir du signal

échantillonné au moyen d’un filtrage passe-bande de caractéristiques suivantes :

fo, S f<25KHz avec 10kHz <f;, < I5kHz

Lorsque f;., = 45 kHz : d’aprés la figure 4-22(b), on ne peut restituer le signal m(z) par filtrage.
Lorsque f;., = 50 kHz : d’aprés la figure 4-22(c), on voit que m(t) peut étre restitué au moyen d’un filtrage

passe-bas dont 1a fréquence de coupure est f. = 25 kHz.
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Fig. 4-22

4.8. Soit le signal :
m(t) = 10cos 2000t cos 8 0007 ¢

(@) Quelle est la fréquence d’échantillonnage minimale admissible pour ce signal en le considérant
comme un signal ayant un spectre de gabarit passe-bas?

(b)) Méme question en considérant ce signal comme ayant un spectre de gabarit passe-bande.

(a) Transformons I’expression de m(t) :

m(t) = 10cos 20007t cos 8 000t
= 5cos 60007 ¢ + 5 cos 100007t

On en déduit que fyy = 5000 Hz, soit 5 kHz.
Dot fz;cp = 2fy = 10 kHz.
) fu= fu=5kHzet fg =(5—3)=2kHz.

—f—u-=-;-=2,5—)k=2

]

En appliquant le théoréme de I’échantillonnage pour les signaux a bande limitée,on a:

Socn = -2—1{1 = 5kHz
4.9. Montrer que si la fréquence d’échantillonnage est £gale ou supérieure 4 deux fois la fréquence maximale
du signal, on peut restituer le signal originel m(r) a partir du signal échantillonné naturellement x,., (r)
par filtrage passe-bas.
Comme on 1'a vu avec la relation (4.4) et sur la figure 4-23, le signal échantillonné x4, () est égal au produit de
m(t) par un train d"impulsions rectangulaires x, (t) dont la série de Fourier a pour expression (voir probléme 1.10) :
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o Jnwgept 2n
xplt) = Z cpel"Wéch wéd,="77—
n=—o0 éch
ol le coefficient ¢, a pour expression :
o = d sin{nwd/2)
" Tin nwsd/2
On en déduit que :
w . m N
Xnat (1) = m(xp(O) =m()) Y cpelMick = Y cum()einvicrt 442
n=—00 n=-—00

En faisant appel 4 la propriété de translation en fréquence (/.37) de la transformée de Fourier, on obtient :
[

Xnat@)= ) caM(® — nwich) (4.43)

n=-—-00

La relation (4.43) montre que le spectre X ., (w) se compose d’une version pondérée du spectre M (w) centrée sur
les multiples entiers de Ia fréquence d’échantillonnage. La composante spectrale & @ = nw;,;, est multipliée par c,.
Si I’on se reporte i la figure 4-23(f), il apparait clairement que si w;., = 2wp, le signal m(¢) peut étre reconstitué
4 partir du filtrage passe-bas de xpy(¢).

Démontrer la relation (4.7), qui établit que :

Xoch () = mgcn(t) * p(t)
D’aprés la relation (4.3),ona:
o0

Mmint) =Y m(nTan)5(t — nTich)

n=-00

En invoquant les relations (/.48) et (1.52), on obtient :

o0

mecn() * p0) = Y m(aTc)8(t —nTan) % p(8)
n=—00
o
= Z m(nT;.p)p(r) % 8{t — nTyp)
n=-—00
0
= Z m(nTeep) p(t — nTiep) = Xiep ()
A=—00C

Analyser le spectre de xz.4(¢) (relation 4.7) en fonction de celui du signal utile M(w) et étudier la
distorsion du signal restitué dans le cas ol I’on utilise un échantillonneur-bloqueur.
En vertu de 1a relation (/./]2) du probléme 1.13, nous avons la correspondance :
sin(wd /2)

wd/2
En appliguant alors le théoréme de la convolution (/.53) & I'équation (4.7) et en tenant compte de la relation (4.32),
on obtient :

pt) e Plw)y=d (4.44)

i
Xoch(@) = My p(w)P(w) =

2]
Y M(w— nw)P(w) (4.45)
éch p=—oo

La figure 4-24 donne une interprétation graphique de la relation (4.45), pour une fonction M (w) choisie arbitraire-
ment. On voit que I’échantillonnage avec blocage est équivalent au passage du signal échantillonné idéal dans un
filtre dont la fonction de transfert H (w) est égale 2 P (w). La décroissance de P (w) vers les fréquences élevées joue
le r6le de filtre passe-bas sur la partie supérieure du spectre du signal utile m(r). Cette perte des fréquences hautes du
signal est désignée sous le nom d’effer d’ ouverture. Plus la valeur de d (largeur d’impulsion) est importante et plus
I’effet est manifeste. Comme T, est indépendant de 4, le rapport d/ T;;, est une mesure de la constance du niveau
de P(w) dans la bande du filtre passe-bas. On peut, en pratique, négliger I'effet d’ouverture tant que d/T;,, < 0,1.
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Fig. 4-24 Effet d’ouverture d’un échantillonneur-bloqueur
QUANTIFICATION

4.12. On dispose d’un canal de transmission numérique dont le débit R, est de 36 000 bauds (36 000 bits par
seconde) pour transmettre la parole en modulation PCM. Trouver les valeurs adéquates de 1a fréquence
d’échantillonnage ficx, du niveau de quantification L et du nombre de bits » nécessaires en supposant
que fy = 3,2kHz.

Comme I’on désire que
Jech 22fu =6400 et nf, < Rp = 36000

il faut assurer :
< Rp 36000

"SEa S 6400
Onen déduitque n =5, L =25 =32, et que:

fieh = ?-G-;ﬂ =7200Hz = 7,2 kHz

N

5,6

4.13. Unsignal analogique est quantifié puis transmis en modulation PCM. Sur combien de bits faut-il convertir
ces échantillons si I’on désire connaitre en réception 1a valeur des échantillons transmis avec une précision
de £0,5% de la valeur créte-créte du signal, A pleine échelle?



124

4.14.

4.15.

4.16.

TRANSMISSION NUMERIQUE DES SIGNAUX ANALOGIQUES [CHAPA

Soit 2m, la valeur créte-créte du signal. L'erreur créte est donc 0,005(2m.) = 0,01m, et I’erreur créte-créte
est 2(0,01m,) = 0,02m, (1a valeur maximum de I’échelon A). D’aprés la relation (4.8), ie nombre de niveaux de
quantification requis a pour expression :

On en déduit que le nombre de bits n de la quantification doit étre égal 4 7.

On échantillonne un signal a la fréquence de Nyquist f;.4 et on le quantifie sur L niveaux. Quelle est la

durée T du bit 1 du signal codé?
Soit n {e nombre de bits par échantillon. La relation (4./4) permet d’écrire :

n = [log, L}

o [log, L]désigneI'entier immédiatement supérieur 4 la valeur réelle de log, L. Ondoittransmettre n /., impulsions
binaires par seconde, donc :

oll ;.5 est la période de Nyquist.

Le rapport signal a bruit de quantification (S/B), d’un systéme de transmission 4 modulation PCM
se définit comme le rapport entre la puissance moyenne du signal et celle du bruit de quantification.
Montrer que dans le cas d’'une modulation pleine échelle par une sinusoide d’amplitude A, ce rapport a
pour expression :

S 3
={—) ==zL? 4.4
(S/B);, (B‘I).v 3 (4.46)
oll encore : s s
(—-) =1010g(-——) =],764-20log L (4.47)
¢/ 0dB B,/,

oil L est le nombre de niveaux de quantification.

La valeur créte-créte 4 quantifier est 2A. D’aprés la relation (4.8), 'échelon de quantification a pour valeur :

2A
A= —
L

et en tenant compte des relations (4.10) et (4.11) , la puissance moyenne du bruit de quantification a pour valeur :

AT A?
= (g2} = =
Bo=C)=13=312

Le rapport signal a bruit de quantification d’une liaison PCM a donc pour expression :

S _ A2 3,
s =(5;),= wjors = 3

En exprimant ce résultat en décibels, on obtient :

(_S_) = 10log (i) = 1,76+ 20log L
By /oqs By/,

On veut maintenir le rapport signal 4 bruit de quantification d’une liaison PCM & un minimum de 40 dB.
Quel est le nombre de niveaux de quantification requis et évaluer le rapport obtenu.
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4.17.

En PCM, on a L = 2" ol n est le nombre de bits du codage. La relation (4.47) devient donc :

(ﬁ-) = 1,76 +201log2" = 1,76 +6,02n dB (4.48)
0dB

(i) =40dB —» (i) = 10000
By /oas B,),

Donc, en invoquant la relation (4.46),

/g — ,/—uo 000) = (81,6] = 82

Le nombre de bits cherché n est donc :

d’autre part,

n = [log; 82] = [6,36] =7
Le nombre de niveaux requis est L = 27 = 128 et le rapport signal 4 bruit de quantification a pour expression :

(_S_) =1,76 + 6,02 x 7 = 43,9dB
0dB

Nota : La relation (4.48) indique que chaque bit d’un codage PCM contribue pour 6 dB au rapport signal & bruit de
quantification en sortie du codage, on appelle parfois cela la régle des 6 dB.

Un systéme d’enregistrement de disques compact (CD) échantillonne chacune des deux voies stéréo 4 1a

fréquence de 44,1 kilabits par-seconde (kb/s): kHz et chaque échantillon & 16 bits

{a)  Déterminer le rapport signal sur bruit de quantification dans le cas d’une sinusoide pure  pleine
échelle.

(b) Le nombre de bits a gérer est accru, du fait de I’addition de bits d’horloge, de correction d’erreur,
d’affichage et de contréle, ce qui représente un accroissement de 100 %. Quel est en définitive le
débit du systéme d’enregistrement?

(¢)  Undisque compact peut contenir une heure de musique. Evaluer le nombre de bits stockés sur un
CD.

(d) A titre de comparaison, un dictionnaire de niveau universitaire peut posséder jusqu’a 1500 pages,
a raisons de 2 colonnes par page, 100 lignes par colonne, 8 mots par ligne, 6 lettres en moyenne
par mot, 7 bits en moyenne par lettre. Déterminer le nombre de bits nécessaires a coder un tel
dictionnaire et évaluer le nombre d’ouvrages équivalents que I’on peut stocker sur un CD.

(@) D’apreés la relation (4.47),
(i) = 1,76 + 6,02 x 16 = 98,08dB
0dB

Cette trés grande valeur du rapport signal i bruit de quantification autorise une large dynamique
d’enregistrement, ce qui concourt a 1'impression de clarté que I'on éprouve lors de I’audition d’un CD.
(b) Le débit d’entrée du systéme d’enregistrement a pour valeur :
2(44,1)([03)(16) = 1,411(10%) b/s = 1,411 Mb/s
en tenant compte des 100 % de bits en plus, cela nous donne :
2(1,411)(10%) b/s = 2,822 Mb/s
(0 Le nombre de bits enregistrés sur un CD est donc :

2,822(10%)(3600) = 10,16(10%) ,b = 10, 16 gigabits(Gb)
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Le nombre de bits nécessaires au codage du dictionnaire proposé a pour valeur :
1 500(2)(100)(8)(6)(7) = 100,8(10% b = 100,8 Mb

En tenant compte de la majoration de 100 % pour les bits de service, cela donne un nombre d’ouvrages
stockables sur CD égal a:

10,16(10%)

2(100,8)(105)

On peut donc stocker sur un CD une cinquantaine de dictionnaires de volume comparable.

50,4

4.18. Nous allons étudier dans ce qui suit 12 loi de compression .

(a)
b

(@

)

Tracer cette loi dans le cas ot u = 258.

Supposons que m, = 20 V et que 1’on utilise 256 niveaux de quantification, quel est I'intervalle
en volts entre niveaux en I’absence de compression? Lorsque u = 255, quelles sont les valeurs
du plus faible et du plus fort intervalle entre pas de quantification?

D’aprés la relation (4.1/2), pour 4 = 255,0na:
In(1 4+ 255|x])
Y=+ "6 <1
ol x = m/m_. La figure 4-25 représente le tracé de la loi de compression pour 4 = 255.
) y
1,0
08 ~
0,6
04

0,2

A L1 1 I 1 1 1 L
-1,0 -0,8 -0,6 0.4 -0,2 0 02 04 06 08 10

»
!
s

Fig.4-25 Loi de compression p pour u = 255

Sans compression (quantification linéaire), on sait évaluer le pas de quantification au moyen de la relation
4.8):
2m, 40
=——= = =),
T 756 156 V

Avec compression de dynamique (quantification non linéaire), I’écart le plus faible entre niveaux se situe au
voisinage de I’origine, tandis que e plus fort se trouve au voisinage de |x| = 1.
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4.19.

4.20.

Soit x) la valeur de x correspondant & y = 1/127, c'est-a-dire :
In(] +255i{x1)) _ |

In256 T 127

En résolvant en |x;|, il vient :
lx1l = 1,75(107%

Le plus faible intervalle entre niveaux a donc pour valeur :
Amin = melxy| =20(1,75)(10~% = 3,5(107%) V = 3,5mV
Soit maintenant x 27 la valeur de x correspondant 2 y = | — 1/127, c’est-2-dire

In(1 + 255|x127]) _ 126
In256 127

En résolvant en |x27|, il vient :
Ixi27] = 0,957

L’intervalle le plus important entre niveaux de quantification a donc pour valeur :

Amax = me(1 — |x127]) = 20(1 —0,957) = 0,86 V

Lorsqu’on utilise un compresseur-expanseur de loi 4 en PCM, le rapport signal a bruit de quantification
lorsque & 3> 1 a pour approximation :
S 312
(—) —_— (4.49)
s

B,),  [n(1+wP
En déduire la régle des 6 dB dans le cas ou 4 = 255.

S S 3L2
- =10log{ — ) = 10log ———
(Bq)OdB 8 (Bq)s e [In(1 + w)]?

Lorque u = 255,
S = 10lo, 3L? =20logL — 10,1 dB 4.50)
By/oas g n256)2 ¢ ’ )
En modulation PCM binaire, L == 2", oil » est le nombre de bits de la quantification; la relation (4.50) devient donc :
(—S—) =20log2" - 10,1 =6,02n — 10,1 dB “.5D)
e/ 0dB

qui constitue la régle des 6 dB lorsque u = 255.

Considérons un signal audio dont le spectre s'étend de 300 a 3300 Hz. On le transmet en PCM avec une

fréquence d'échantillonnage de 8 000 échantillons par seconde. On spécifie un rapport signal & bruit de

quantification en sortie de 30 dB.

(@)  Quels sont d’une part le nombre minimal de niveaux de quantification et d’autre part le nombre
minimal de bits par échantillon requis pour respecter cette spécification?

(b)  Calculer la bande passante minimale requise pour transmettre le signal modulé.

(¢)  Reprendre les questions (a) et (b) dans le cas ofl I’on utilise un compresseur-expanseur de loi p
avec u = 255.

(a) En invoquant la relation (4.47), on peut écrire :

(—S-) = 1,76 +20log L 3> 30
Bll 0dB

logl > 2—10(30— 1,76) = 1,412 > L > 25,82



128 TRANSMISSION NUMERIQUE DES SIGNAUX ANALOGIQUES [CHAPA4

Ainsi, le nombre minimal requis de pas de quantification est de 26.
n = [log, L] = [log, 26] = {4,7] = 5 bits par échantillon

Le nombre minimal de bits est donc de 5.
b) D’aprés la relation (4./5), la bande passante minimale requise par le systéme est :

5
foom = -;f‘;,h = 2(8000) = 20000 Hz = 20 kHz
() En invoquant le relation (4.50), on a ;
A
— =20loglL - 10,1 > 30
B, /ods
logL > 51-6(30+ 10,1) = 2,005 - L > 101,2
Ainsi, le nombre minimal de niveaux de quantification requis est de 102.
n =flog, L] =[6,67}) =17

Le nombre minimal de bits par échantillon est de 7. La bande passante minimale requise pour une liaison
est, dans ce cas :

;
focm = %fé‘.,, = 5(8000) = 28000 Hz = 28KkHz

MODULATION DELTA

4.21. Considérons un signal sinusoidal m(t) = A coswy,! appliqué 3 un modulateur delta dont le pas de
quantification a pour valeur A. Montrer que la distorsion de trainage apparait lorsque

A A féch)
A> =—\7 (4.52)
O Tech 2 ( fm
ol fien = 1/ T; est la fréquence d’échantillonnage.
dm(t

m(t) = Acos wn! df ) - — AWy, Sin wpt
D’aprés la relation (4.20), pour éviter le trainage, il faut que;

—A- > d_'n(i)' = Aw," ou A S A

Tich dt o @m Tich

Ainsi, lorque A > A /(wn, T;.5), On ne risque aucune distorsion de trainage.

4.22, Montrer que pour un signal sinusoidal modulant
m(t) = AcosWy! Wpy =2f,

le rapport signal a bruit de quantification maximal en I’absence de trainage a pour expression :

S 3f3
5/B)y ={—) = -t _ 4.
ol fiep = 1/ T;cn estla fréquence d’échantillonnage et fy est 1a fréquence de coupure du filtre passe-bas

en sortie du récepteur.
D’aprés 1a relation (4.52), pour éviter le trainage, on doit satisfaire a la condition :

A<___A__=A(£ci)

OmTeen 27\ S
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4.23.

4.24.

4.25.

Ainsi, la valeur maximale acceptable pour la puissance du signal de sortie a pour expression :

22
Pmax=‘é"2“'AféCh

2 8n2f?

4.54)

La relation (4.2/) nous dit que 1’erreur quadratique moyenne, ou puissance du bruit de quantification, a pour
expression (sg) = A%/3. Soit fy > Jfm la bande passante du filtre de restitution en sortie du récepteur, avec
fm < Sicp- Supposons de plus que le bruit de quantification P, est uniformément réparti sur la bande jusqu’a fzy,
la puissance du bruit de quantification dans la bande fs a pour expression :

2
N, = (AT) fu (455)

J éch

En tenant compte des relations (4.54) et (4.55), on peut évaluer un majorant du rapport signal  bruit de quantification :
(2) =2 - /1
B, /, B, 82 f,,z, ™M

Déterminer le rapport signal a bruit en sortie d’une liaison & modulation delta dans le cas d'un signal
modulant sinusoidal a 1 kHz, échantillonné sans trainage 4 32 kHz, avec un filtre passe-bas de restitution

d’une largeur de bande de 4 kHz.
D’aprés la relation (4.5.3), on peut écrire :

3{(32)(10%)P°

(8/B)y =

Le débit de la liaison étudiée au probléme 4.23 est de 32 kb/s. Il en serait de méme pour une liaison PCM
avec une fréquence d’échantillonnge de 8 kHz et 4 bits par échantillon. Quelle est la valeur moyenne du
rapport signal a bruit d’un quantificateur PCM 4 bits lors de I'échantillonnage pleine échelle a 8 kHz
d’une sinusoide? Comparer la valeur obtenue avec le résultat du probléme 4-23.

D’apres la relation (4.48), 0ona:

(S/B)ods = 1,76 + 6,02(4) = 25,84dB

Si 1’on compare cette valeur au résultat du probléme 4.23, on s’apergoit qu’en dépit de sa simplicité, le systéme delta
est moins bon qu’un syst¢éme PCM 4 bits rudimentaire.

Un systéme delta fonctionne i une fréquence égale a trois fois celle de Nyquist pour traiter un signal de

3 kHz de bande. Le pas de quantification est de 250 mV.

(@) Quelle amplitude maximale peut-on admettre en entrée pour qu’'une sinusoide de fréquence
1 kHz puisse étre traitée sans trainage?

(b)  Déterminer le rapport signal a bruit de quantification aprés filtrage de sortie dans le cas du signal

proposé en (a).
(a) m(t) = Acoswpy! = AcosZn(lO3)r
t
am®| - _ aemaod)
dt  max

D’aprés la relation (4.52), Pamplitude maximale admissible pour le signal d’entrée sinusoidal proposé a
pour expression :

A 50

Amax = A . — fiu —3—-3(2)(3)(103) =716,2mV

OnTih  Om 2 2m(10%)
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b) Draprés la relation (4.53), et en supposant que la fréquence de coupure du filtre passe-bas est f,, on peut
écrire que :
3[(3)(6)(10%))
S ) = AYOUON _ 516 = 23,548
L)

(S/B)S = (E;' = 87‘!’2(103)3

FORMATS DE CODAGE

4.26.

4.27.

4.28.

Considérons la séquence binaire 0100101. Tracer la forme du signal codant cette séquence dans les cas
suivants :
(@)  Code unipolaire NRZ (non retour 3 zéro).
(b)  Code bipolaire RZ (retour a zéro).
(¢) Code AMI RZ (inversion alternée et retour a zéro).
Voir figure 4-26.

0 | 0 0 1 0 1 Mot binairc

Unipolairc NRZ

—_————— e ——

® Bipolairc RZ

W

AMIRZ

()

|
|
]
|
1
I
I
|
]
) !
|
]
|
[}
i
f
|
|
|
|
i
]
|
|
|

(SRS EVEDVEPEDEVIPI SO SYN P

N

! ] ]
Fig. 4-26 Forme des signaux du probléme 4.26

Discuter des avantages et des inconvénients des trois types de codage examinés dans le probléme 4.26
et illustrés par 1a figure 4-26.

Le codage unipolaire NRZ présente, malgré sa simplicité, plusieurs inconvénients : il n’y a pas de transitions
décelables sur le signal lorsque plusieurs O ou plusieurs 1 sont consécutivement transmis, ce qui supprime toute
information utilisable pour Ia datation ou la synchronisation. Il n’y a d’autre part aucun moyen de déceler si une
erreur s’est ou non introduite dans la séquence regue.

Le codage bipolaire RZ offre un bon support pour la synchronisation mais ne permet pas d’identifier les erreurs
de transmission.

Le codage AMI NRZ offre une possibilité de détection des erreurs : si deux impulsions consécutives de méme
polarité sont regues (ignorant les zéros) on est sir qu’une erreur s’est produite. Pour assurer une datation aisée des
messages, il est nécessaire d’éviter de trop longues suites de 0.

Considérons une séquence binaire comportant une longue suite de 1 suivie d’un seul 0 puis d’une longue
suite de 1. Tracer le signal correspondant dans les cas suivants :
(@) Codage unipolaire NRZ.
(b)  Codage bipolaire NRZ.
(¢) Codage AMIRZ.
(d  Code Manchester.
Voir figure 4-27.
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4.29, Le signal AMI RZ représentant la séquence binaire 0100101011 est transmis sur un canal bruité. La
figure 4-28 représente le signal regu, qui comporte une seule erreur. Localiser I’erreur en justifiant votre

T
U U U ’

Fig. 4-28

L'erreur est située en septiéme position, comme on peut le voir sur la figure 4-28, oil I’on reléve une impulsion
négative. 11 s’agit d’une erreur parce que sous le format AMI, on utilise des impulsions alternativement positives et
négatives, de méme valeur absolue, pour représenter la valeur | tandis que 1’absence d’impulsion correspond a la
valeur 0. L’impulsion en septiéme position correspond au troisiéme 1 de la séquence et devrait donc présenter une
polarité positive.

MULTIPLEXAGE TEMPOREL
4.30. Deux signaux analogiques m (1) et m,(t) doivent étre transmis sur un méme canal en multiplex temporel.

La fréquence la plus élevée de m () est de 3 kHz tandis que celle de m2(z) est de 3,5 kHz. Quelle est la
valeur minimale admissible pour sa fréquence d’échantillonnage?
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La composante de fréquence la plus haute du signal composite my(¢) + m2(r) a pour valeur 3 kHz. La fréquence
d’échantillonnage minimale a donc pour valeur :

2(3500) = 7000 échantillons par seconde

4.31. Un signal m, () présente une bande de 3,6 kHz; trois autres signaux m;(t), m3(t) et mq(t), ont chacun
une largeur de bande de 1,2 kHz. On désire transmettre ces signaux sur un multiplex temporel.

(@)  Dessiner le schéma d’un tel systéme, chaque signal étant échantillonné a sa fréquence de Nyquist.

(b)  Quelle doit étre 1a fréquence de prélévement des échantillons (en échantillons par seconde) du
commutateur?

(¢)  Silasortie du commutateur présente | 024 niveaux de quantification, convertis en binaire, quel
est le débit de 1a liaison (en bits par seconde)?

(d)  Déterminer la bande passante minimale requise pour la liaison.

(@)
Message Bande Fr. Nyquist
m(t) 3,6kHz 7,2kHz
ma(t) 1,2kHz 2,4kHz
m3(t) 1,2kHz 2,4kHz
nia(t) 1,2kHz 2,4kHz

Si le commutateur échantillonne les voies au rythme de 2 400 prélévements par seconde, en un tour nous aurons
obtenu 3 échantillons pour la voie m (1) et 1 échantillon pour chacune des voies m2(t), m3(t) et m4(r). Cela signifie
que le commutateur doit avoir au moins 6 poles alimentés par les 4 signaux comme le représente la figure 4-29.

my(t)
my(1) L (L
>—0 K C*—L Quantification
» 4 ct >
mah) L 5 codage
mafr)

Fig. 4-29 Schéma du multiplexeur

() nty(¢) comporte 7200 échantillons par secondes, tandis que m2(t), m3(t) et m4(t) en comportent chacun
2 400. On a donc un total de 14 400 échantillons i transmettre.

() L = 1024 = 2'0 = 2, Le débit de sortie est donc 10(14400) = 144 kb/s.

()] La bande passante minimale requise pour la liaison a pour valeur :

1
fo=502+24+24+24) =72kHz
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4.32, Le systéme T1 utilisé en téléphonie numérique transmet 24 voies en PCM 8 bits. Chaque voie est filtrée
avec une fréquence de coupure de 3,4 kHz. L’échantillonnage qui suit le filtrage se fait & 8 kHz. On ajoute
un bit & la fin de chaque trame pour assurer la synchronisation. Calculer (a) la durée de chaque bit, (b)
le débit de la liaison et (c) la fréquence minimale d’échantillonnage requise (fréquence de Nyquist).

(a) A la fréquence d’échantillonnage de 8 kHz, chaque trame du signal multiplexé occupe une durée de :

1
5000 =~ 0,000 125 s = 125 microsecondes (is)

Chaque trame se compose de 24 mots de 8 bits, plus 1 bit de synchronisation, soit un total de :
24(8) + 1 = 193bits

la durée de chaque bit a donc pour valeur :

125
Ty = — = 0,647 S
b= To3 18 Hs
b) Le débit correspondant a pour valeur :
1
Rp = — = 1,544Mb/s
Ty
(¢) D’apres la relation (4.22), la bande passante minimale pour assurer une liaison correcte a pour valeur :
1
= — =772kHz
ST 375

FORME DES IMPULSIONS ET DIAPHONIE

4.33. Considérons une fonction A(t) dont la transformée de Fourier H (w) satisfait i la relation :

2 2rk
Y H{o+Z=) =1 pourjwl < = (4.56)
£ T T
=—00
Montrer que h(nT') a pour expression :
1
= n=90
hnT)y=1{T (4.57)
0 n#0

La relation (4.56) est connue sous le nom de critére de forme de Nyquist.

En prenant la transformée de Fourier inverse de H (w), on obtient :
1 &0 :
h(t) = — / H(w)e!* dw
21 J 0o

Le domaine d’intégration de ’intégrale qui précede peut étre divisé en segments de longueur 277/ T comme suit :

| & Qk+Dm/T )
h(t) = — f H(w)e! dw
(

2 = Jok-nmyT

et I’on peut écrire h(nT') sous la forme suivante :

T Qk+D)m/T ]
h(nT) = — / H(w)elT dw 4.58)
(

2t S k=T
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4.34.

4.35.

4.36.
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En effectuant le changement de variable u = @ — 27 (k/T), I’équation (4.58) devient :

0 )T
h(nT) = —l— z / H (u + gl]i) ej(u+2ﬂk/T)HT du
S T

En échangeant sommation et intégration, il vient :

1 T & 2k
hinT) = — E H 2T ) unT
(nT) o j:—n/Tkz <u+ T )6 du

—0Q

Si la relation (4.56) est vérifiée, on a:
1
T . L
h(nT) = L i T gy — 1 sinnr T
2 J T nn

n=0

0 n#0

ce qui assure que si #(t) a une transformée de Fourier H (w) qui respecte la condition énoncée, elle n’induit aucune
diaphonie lors de sa transmission au sein d’une trame.

Une ligne téléphonique présente une bande passante de 3,5 kHz. Calculer le débit (en bits par seconde)
que I’on peut transmettre sur cette ligne si I’on utilise un codage au moyen d’impulsions de spectre
cosinus raidi avec un coefficient de raidissement o = 0,25.

En invoquant la relation (4.28), on voit que le débit de la ligne a pour expression :

1

Rpy=— = —+—
b= T T 150725

(3500) = 5600b/s

Un canal de transmission de bande passante 75 kHz doit étre utilisé pour acheminer des données binaires
avec un débit de 0,1 Mb/s des impulsions de format cosinus raidi . Déterminer le facteur de raidisse-

ment «.
1 -5

= —-— = 1
0,1(10%)
fz = 75kHz = 75(10*) Hz

En utilisant la relation (4.27), on obtient :

Tb S

1 +o=2fpT, =2(75)(10)(107) = 1,5

D’ou ’on tire la valeur de « :
a=0,5

Un systéme de télémétrie exploite huit signaux de 2 kHz de bande chacun multiplexés en PCM binaire.
L’erreur d’échantillonnage ne doit pas dépasser 1 % de leur valeur créte. Déterminer la bande passante
minimale requise si 1’on utilise des impulsions cosinus raidi avec un paramétre o = 0,2. La fréquence
d’échantillonnage doit, sur ce systéme, étre supérieure de 25 % a la limite de Nyquist.

D’aprés la relation (4.9), I’erreur maximale de quantification doit satisfaire 4 la condition suivante :

me
(8gImax = ) = T < 0,0lm,

On en déduit que L > 100 et I’on prendra L = 128 = 27. Le nombre de bits requis par échantillon est donc de 7.
Comme la fréquence de Nyquist a pour valeur 2fy = 4000 échantillons par seconde, la fréquence
d’échantillonnage de chacun de ces signaux a donc pour valeur :

Soch = 1,25(4000) = 5000¢éch./s
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4.37.

4.38.

4.39.

4.40.

On a huit signaux a multiplexer dans le temps, ce qui représente un total de :
8(5000) = 40 000éch. /s
Comme chaque échantillon est quantifié sur 7 bits, le débit du multiplex a pour valeur :

1
— = 7(40000) = 280kb/s
Ty

D’aprés la relation (4.27), la bande passante minimale requise pour la transmission a pour valeur :

(280) = 168kHz

140,2
fB= 3

Problémes supplémentaires

Soit m(¢) un signal a bande limitée, montrer que I’on a la relation :

/ mO)n(t) dt = ToepmnTyep)

ol ¢, (1) est la fonction définie par la relation (4.39) du probléme 4.4.

Indication : Utiliser la propriété d’orthogonalité (4.40) de ¢, (¢).

Les signaux
m(t) = 10cos 1000 m¢

et mo(t) = 10cos 50m¢

sont tous les deux échantillonnés a la fréquence f;., = 75 kHz. Montrer que les deux suites d’échantillons obtenues
sont identiques.

Indication : Prendre la transformée de Fourier des signaux échantillonnés idéalement i, , (1) et ma, , (1). Nota : ce
probléme montre que le sous-échantillonnage de m (¢) et le suréchantillonnage de m(t) peuvent produire le méme
signal échantillonné.

Le signal
m(t) = cos200xt + 2cos 320t

est échantillonné idéalement a la fréquence de 300 Hz. Si I’on traite le signal échantillonné dans un filtre dont la
fréquence de coupure est de 250 Hz, quelles seront les composantes spectrales recueillies en sortie de filtre?

Réponse : Les composantes a 100, 140, 160 et 200 Hz.

Un signal de durée limitée dans le temps satisfait & la condition :
m(t) =0 pour|t| >0
Soit M(w) = F[m(t)]. Montrer que M (w) peut étre déterminé de facon unique a partir de ses valeurs M (nn/T) 2
des instants réguliérement répartis d’intervalle 7/ T. En fait, M (w) a pour expression :
o0

M(w) = Z M (ﬂ) sin{fwT — nm)

¥ T T — nr

Cette relation est connue comme théoréme de I’ échantillonnage dans le domaine des fréquences.

Indication : Echanger les roles de ¢ et de w dans la démonstration du théoréme de 1’échantillonnage (probléeme 4.2).
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4.41.

4.42.

4.43.

4.44.

4.4s.

4.46.

447.

4.48.

4.49.

TRANSMISSION NUMERIQUE DES SIGNAUX ANALOGIQUES [CHAP4

Le code ASCII (American Standard Code for Information Interchange) posséde 128 caractéres codés en binaire sur
7 bits. Si un ordinateur fournit 100 000 caractéres par seconde, déterminer :

(a) le nombre de bits par caractére requis.

(b) le débit Ry en bits/s en sortie de I’ordinateur.

Réponse : (a) 7 bits par caractére, (b) Ry = 0,7 Mb/s

Un systéme PCM utilise un quantificateur linéaire suivi d’un codeur binaire 7 bits. Le débit du systéme est de
50 Mbf/s. Quelle est 1a bande de fréquence maximale des messages que peut transmettre ce systéme?

Réponse : 3,57 MHz

On transmet un signal vidéo en PCM binaire avec une fréquence d’échantillonnage f;.; = 10 MHz. Calculer le
débit a assurer pour obtenir un rapport signal a bruit de quantification en sortie (S/B), > 45 dB.

Réponse : 80 Mb/s

Montrer que sur un systéme PCM, le rapport signal & bruit de quantification a pour expression :

S 3 R
2 ) = Z(afn/tm
() =54

ol fp est la bande passante de la liaison et f;, la largeur de bande du signal modulant.

Indication : Utiliser les relations (4.14), (4.15) et (4.46).

La bande passante vidéo plus audio d’un signal TV est de 4,5 MHz. Si I’on convertit ce signal en PCM sur 1024
niveaux de quantification, déterminer le débit du signal obtenu. On supposera que 1’échantillonnage se fait a 20%
au-dessus de la fréquence de Nyquist.

Réponse : 108 Mb/s

L’utilisation d’un compresseur-expanseur de loi A se fait souvent avec la valeur A = 87,6. Sim, =20 Vetsil’on
utilise 256 niveaux de quantification, quelles sont les valeurs minimales et maximales de 1’intervalle entre niveaux?

Réponse : Apin =9,.8 mV, Ap,y =0,84V

On considere la séquence binaire 1101110; dessiner le signal transmis dans le cas o I’on utilise (a) un code AMI
RZ et (b) un code Manchester.

Indication : Voir la figure 4-11.

Un systéme delta fonctionne avec une fréquence d’échantillonnage f;., et un pas de quantification A fixe. Le signal
d’entrée du systeme est :
m(t) =«at pourt >0

Déterminer la valeur de « pour laquelle apparait le trainage.

Réponse : @« = Afsep,

On considére un systéme de modulation A sans filtre passe-bas, comme dans le probléme 4.22. Montrer que si I’on
fait ’hypothése qu’il n’y a pas de distorsion de trainage, le rapport signal a bruit de quantification augmente de 6 dB
lorsque la fréquence d’échantillonnage est doubiée. Quelle amélioration de ce rapport constate-t-on en utilisant un
filtre en sortie du récepteur?

Réponse : Une amélioration de 9 dB.
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4.50.

4.51.

4.52.

Vingt-quatre signaux audio sont échantillonnés uniformément puis multiplexés temporellement. On utilise un
échantillonneur bloqueur avec une largeur d’impulsion de | us. Le multiplexage impose la transmission d’une
impulsion de synchronisation, d’amplitude convenable et, elle aussi, de largeur 1 us. La fréquence la plus élevée de
chaque signal est de 3,4 kHz.

(a) Ensupposant que la fréquence d’échantillonnage est de 8 kHz, calculer I’intervalle entre impulsions consécutives
du signal multiplexé.

(b) Reprendre la question (a) en supposant que I’on échantillonne les signaux a la fréquence de Nyquist.
Réponse : (a) 4us, (b) 5,68us

Cinq signaux de télémétrie d’une largeur de bande de 1 kHz doivent étre transmis en multiplex PCM. L’erreur
maximale tolérée sur I’échantillonnage est de 0,5 % de leur valeur créte. Ils sont échantillonnés a 20 % au-dessus de
la fréquence de Nyquist. La synchronisation et le tramage demandent un supplément de bits de 0,5 %. Déterminer
le débit minimal de la liaison et la bande passante requise pour la transmission du signal multiplexé.

Réponse : Rp = 964,8 kb/s, frpm = 482,9 kHz

Un systéme de télémétrie exploite quatre signaux analogiques m (1), my (1), ma(t) et m4(t). La largeur de bande
de m(¢) est de 3,6 kHz, tandis que celle des trois autres signaux est de 1,5 kHz. Etablir le schéma d’un multiplex
temporel capable de traiter ces signaux.

Réponse : Utiliser le schéma de la figure 4-29 et le probléme 4.31 avec une vitesse de commutation de 3 000 cycles
par seconde.



Chapitre 5

Probabilités et variables aléatoires

5.1 INTRODUCTION

Nous avons parlé jusqu’a présent de I’acheminement de signaux déterministes, on dit aussi certains,
sur un canal de transmission, sans mentionner le réle important que jouent les phénoménes aléatoires en
télécommunication. Ce caractere aléatoire implique 1'imprévisibilité, I’introduction du hasard. Si le récepteur
connaissait d’avance le contenu du message émis par la source, il n’y aurait pas besoin d’établir une liaison. Le
hasard se manifeste déja au niveau de la source; de plus, la liaison introduit elle-méme son propre hasard sous
forme de bruit qui s’ajoute au signal véhiculé. Ce bruit est par essence imprévisible. Ce chapitre a pour objectif
de présenter les rudiments mathématiques indispensables pour poursuivre notre étude des télécommunications
en tenant compte des phénomenes aléatoires.

5.2 PROBABILITES

A. Tirage aléatoire

Une expérience est dite aléatoire si 1’on ne peut prévoir son résultat. Les exemples les plus typiques sont
le lancer de dés, le jeu de pile ou face, le tirage d’une carte ou le choix pour transmission d’un signal parmi
d’autres signaux.

B. Définitions de base

L’ensemble S de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire E est appelé univers associé a cette
expérience. On appelle parfois épreuves les élément de S. Chaque résultat d’un tirage aléatoire correspond a
une épreuve.

Un ensemble d’épreuves constitue un événement. On dit qu’un événement est lié a une expérience E si pour
tout résultat € S on sait dire si cet événement a eu lieu ou non.

L’ association de nombres réels aux événements définis sur S constitue une mesure de probabilité.

C. Définitions complémentaires

1. Le complémentaire d’un événement A, noté A, est I’événement constitué de 1’ensemble des éléments de
S qui n’appartiennent pas a A.

2. L’union des événements A et B, notée A U B, est I’événement constitué de ’ensemble des éléments qui
appartiennent & A, a B, ou aux deux a la fois.

3. Lintersection des événements A et B, notée A N B, se compose de I’ensemble des éléments qui
appartiennent simultanément a A et a B.

4. L’événement qui ne contient aucun élément est dit événement nul, noté @. On dit que @ correspond a un
événement impossible.

5. Deux événements A et B sont mutuellement exclusifs ou disjoints s’ils n’ont aucun point commun, c¢’est-
a-diresiANB =0.

6.  Sitout point de A appartient a B, on dit que A est un sous-ensemble de B, ce qui se note A C B.
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D. Algébre des événements

Les relations d’union, d’intersection et de complémentarité peuvent se représenter géométriquement au
moyen des diagrammes de Venn, comme le montre la figure 5-1. On peut y vérifier les relations suivantes :

AUA=S (5.1)
ANA=0S (5.2)
ANS=A (5.3)
(AUB)=ANB (5.4)
(ANB)=AUB 5.5
AUB=(ANB)UANB)U(ANB) (5.6)

hN|

(a)

.

/ N
C AN(BUC) (zonc hachuréc)

(©)
Fig. 5-1 Diagramme de Venn

Les relations (5.4) et (5.5) sont connues sous le nom de lois de De Morgan. Les opérations d’union et
d’intersection possédent les propriétés suivantes :

Commutativité
AUB=BUA 4.7)
ANB=BNA 5.8)

Associativité
AUBUC)=(AUB)UC 4.9
ANMBNC)=ANBYNC $.10)

Distributivité
ANBUC)=(ANBYUANC) (5.11)

AUBNC)=(AUB)N(AUCQ) (5.12)
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E. Probabilité d’un événement
1. Fréquence relative d’un événement

Supposons que I’on répéte n fois un tirage aléatoire. Si un événement A se produit n 4 fois, on définit sa
probabilité de la fagon suivante :
. n
P(A) = lim = (5.13)

n—oc n
Notons qu’il se peut que la limite n’existe pas.

2. Définition classique

Cette définition, plus formelle que la précédente, postule que la probabilit¢ d’un événement A a pour

expression :

P(A) = Na (5.14)
N

ol N est le nombre de résultats possibles et N4 le nombre de résultats faisant partie de I’événement A.
Notons que cette définition suppose que tous les résultats sont équiprobables.

3. Définition axiomatique

Selon cette définition, la probabilité d’un événement A, notée P(A), est un nombre réel associé a A qui
satisfait a I’ensemble des axiomes suivants :

Axiome 1 : P(A) =0 5.15)
Axiome 2 : P(S) =1 (5.16)
Axiome 3 : P(AUB)=P(A)+ P(B) siANB=0 (5.17)

En utilisant ces trois axiomes, on peut établir les propriétés suivantes, toutes tres intéressantes {problemes
52a5.4):

1. P(A)< 1 (5.18)
2 P(A)=1— P(A) (5.19)
3 P(@) =0 (5.20)
4. P(AY< P(B)siACB (5.2
5 P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) (5.22)

F. Probabilité conditionnelle

La probabilité conditionnelle d’un événement A par rapport a I’événement B, notée P(A|B), a pour
définition :
P(ANB)
P(A|B) = ————
P(B)

ol P(B) # 0 et P(AN B) est la probabilité conjointe de A et B. De la définition (5.23) on peut déduire 1a loi
de Bayes (probleme 5.5) :

(5.23)

P(A|B)P(B
P(B|A) = J_L_(;L (5.24)

ou P(B|A) est la probabilité conditionnelle de B par rapport a A.
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G. Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits statistiquement indépendants si et seulement si :

P(ANB)= P(A)P(B) (5.25)

Si donc A et B sont indépendants, 1a relation (5.23) permet d’écrire :
P(A|B) = P(A) (5.26)
Soit A}, Aj,..., A, un ensemble d’événements définis sur S. Ces n événements sont dits mutuellement

indépendants si et seulement si les relations qui suivent

P(A;i NAj) = P(A)P(A))
P(ANA;N A = P(A)P(A)P(A))

: (5.27)
PATVA; N L. .NAY)) = P(A)P(A)) ... P(A)
sont valides pour toute combinaison d’indices telle que
I<i<j<k<...&<n
H. Probabilité totale
Soit N événements A, A,,..., Ay mutuellement exclusifs constituant exhaustivement I’ensemble S, c’est-
a-dire vérifiant les conditions suivantes :
AANA; =0 i#j=12...,N (5.28)
et
AlUAU...UAy =S (5.29)
Soit B un événement quelconque défini sur S. Alors :
N N
P(B)=) P(BNA) =) P(BIA)P(AL) (5.30)
k=1 k=1

que I’on appelle probabilité totale de I’événement B (probléme 5.6).

53 VARIABLES ALEATOIRES, FONCTIONS DE REPARTITION ET DENSITES
A. Variables aléatoires

Une variable aléatoire X (1) est une fonction qui associe un nombre réel, appelé valeur de X (1), a chaque
épreuve A de S en respectant les conditions suivantes :

1. L’ensemble {A : X (1) < x} est un événement pour tout nombre réel x.
2. PA: X(\) = -} =0et P{A: X(X) <00} =1.
On utilise les majuscules pour noter les variables aléatoires et les minuscules pour noter les valeurs
particuliéres prises par ces variables (leur «instanciation» comme on dirait en programmation).
La variable aléatoire X posséde une mesure de probabilité sur I’axe des réels que 1’on définit comme suit :

P(X=x)=P{r: X(&) =x}
P(X<x)=P{r: X&) < x}
Pxi <X <xp)=P{X: x; < X(A) < x2}
Si X ne peut prendre qu’un ensemble dénombrable de valeurs distinctes, on dit que X est une variable aléatoire

discreéte. Si X peut prendre une valeur quelconque sur un ou plusieurs intervalles de la droite réelle, alors X est
une variable aléatoire continue.
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Le nombre d’appels téléphoniques arrivant a un bureau est un bon exemple de variable aléatoire discréte,
tandis que la date exacte de ’arrivée d’un de ces appels téléphoniques est une variable aléatoire continue.

B. Fonction de répartition

La fonction de répartition de la variable al¢atoire X a pour définition :

Fx(x) = P(X < x)
Elle est définie quel que soit x variant de —0¢ a +00.

Propriétés de Fx(x) :

1. Fy(—00) = 0

2. Fy(o0) = 1

3. 0< Fx(x) <1

4, Fx(x)) < Fx(x2) six) <xz

5. Plx; < X < xp} = Fx(x2) — Fx(x1)

6. Fx(x*) = Fx(x) ol Fx(x*)= Jlim F(x +£)

C. Fonction de densité

La densité de probabilité de 1a variable aléatoire X a pour définition :

dF
fx(x) = ;X(X)
Propriétés de fx(x): ’
1. fx(x) =0
2. / fx(x)dx =1
3, Few = [ e
4 Pu<X<un= [ frds

Si X est une variable aléatoire discréte, on a:

fr(x) =D P(x)d(x — x)

ol P(x;) = P(X = x;) et §(x) est la fonction impulsion unitaire (voir relation 1.16).

D. Répartition conjointe

Soit deux variables aléatoires X et Y définies sur S. Les événements

(X<x, Y <yl=({X<x}n{Yy <yl

se composent de toutes les épreuves A de S pour lesquelles on a simultanément X (1) < x et Y (A) < y.

5.30)

(5.32a)
(5.32b)
(5.32¢)
(5.32d)
(5.32¢)
(5.32

(5.33)

(5.34a)
(5.34b)

(5.34¢)

(5.344d)

(5.35)

On définit Fyy (x,y), fonction de répartition de probabilité conjointe de X et'Y, de la fagon suivante :

Fyy(x,y) = P(X <x,Y <)

(5.36)
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Cette fonction est définie quels que soient x et y variant de —oo a +00. Comme {X < oc}et{Y < oo} sont
des événements certains, on peut écrire que :

X <x, Y <oof={X <x} {X<o0,Y<yl={V<y)
d’ou I’on déduit :
Fxy(x,00) = Fx(x) (5.87a)
Fxy(00,y) = Fy(y) (5.37b)

La fonction de densité de probabilité conjointe de X et Y a pour expression :
2

fxr(x,y) = Fxy(x,y) (5.38)
0x0dy
ce qui implique que :
fxr(x,y) 20 (5.39)
En intégrant deux fois la relation (5.38), on obtient :
y x
Fxy(x,y) =/ / fxy(&,n)dédn (5.40)
—00 v =0
ce qui permet d’écrire que : '
o0 o0
Foveeoo) = [~ [ v magan =1 (5.41)
~00 J —00

E. Répartition marginale

Les fonctions Fx (x) et Fy(y) sont appelées fonctions de répartition de probabilité marginales lorsqu’elles
sont évaluées au moyen des expressions :

X

Fx(x)=FXY(X,OO)=/ d%‘/ Sxv(&,y)dy (5.42a)

y 00
Fy(y) = Fxy(c0,y) = / dn f For (xm) dx (5.42b)

Les densités de probabilité marginales fx(x) et fy(y) ont pour expression :
fx(x)=Fy(x)  fy(y) = Fy(y)
En dérivant les relations (5.42a) et (5.42b), on obtient :

fx(x) = f Sxy(x,y)dy (5.43a)

fY(}’)=/ Sfxy(x,y)dx (5.43b)

F. Répartition conditionnelle

La fonction de répartition de probabilité conditionnelle de X par rapport a I’événement B a pour définition :

P(X < x,B)
Fx(x|B)=P(X<x|B)= ———"- P(B)#0 (5.44)
P(B)
ot P(X < x,B) est la probabilité de I’événement conjoint {X < x} N B.
La fonction de densité de probabilité conditionnelle de X par rapport a B a pour définition :
dFx(x|B)

fx(x[B) = 0 (5.45)
x
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Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur S. La densité de probabilité conditionnelle de X par rapport a
I’événement {Y = y} a pour valeur :

Txr(x,y)
fxy =—/—"— fr(»)#0 (5.46)
fr(y)
ou fy(y) estla densité de probabilité marginale de Y.
G. Variables aléatoires indépendantes
Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si
Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) (5.47)
ou encore :
fxy(x,y) = fx(x) fr(y) (5.48)
Si X et Y sont indépendantes, on déduit, des relations (5.46) et (5.48) que :
Fxy (x1y) = fx(x) (5.49)

5.4 FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

A. Variable aléatoire g(X)
Etant donné une variable aléatoire X et une fonction g(x), I’expression
Y =g(X) (5.50)

constitue une autre variable aléatoire. Etant donné A appartenant a S, X (A) est un nombre et g[X (A)] est un
autre nombre, valeur Y (1) = g[X (A)] associé a la variable aléatoire Y. On a ainsi :

Fy(y) =P <y)=P(gX)<y) (5.5

B. Détermination de fy(y)

Pour trouver la densité de probabilité de fy(y), on résout I’équation y = g(x). En désignant par x; ses
racines réelles, on a :

y=gx)= ... =gx) = ... (5.52)
donc Felxo)
X Xk

= 5.53

() ; ) (5.53)

ou g'(x) est la dérivée de g(x).

C. Une fonction de deux variables

Etant donné deux variables aléatoires X et Y, ainsi qu’une fonction g(x,y), I’expression
Z =g(X,)Y) 5.549)

constitue une autre variable aléatoire. Soit z un nombre donné, on appelle D, la région du plan xy telle que
g(x,y) < z. Alors
{(Z<d={gX.,¥) <z} ={(X,Y) e D}

ot {(X,Y) € D.} est ’événement constitué par tous les résultats A tels que le point (X (1),Y (1)) appartient a
D..
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On en déduit que :

Fz)=P(Z<)=P{X)Y)e D} = // fxr(x,y)dxdy (5.55)
D:
La densité de probabilité de Z a pour expression :
dFz(2)
fr@) = — (5.56)
z

D. Deux fonctions de deux variables

Etant donné X et Y dont la probabilité conjointe est fxy (x,y) et deux fonctions g(x,y) et h(x,y), on forme
deux autres variables aléatoires qui ont pour expression :

Z=gX, Yy W=hnX)Y) (5.57)
Pour trouver la densité de probabilité conjointe fzw (z,w) on résout le systéme suivant :
gx,y) =z h(x,y)=w (5.58)

En appelant (xx, yx) ses racines,
glxr,yr) =2 h(xp,yp) =w

alors
Sxy (x,ve) —

, SYiolJ (xx, 5.59

fzw(z.w) = Z TG ;fxy(xk YOIT (i i) (5.59)
ou [ ax  dx
dx  dy - dz Jdw

J(x,y) = J(x,y) = 5.

(x,y) ow  Bw (x,y) by By (5.60)

dx ox dz Jw

ot I’on a reconnu dans J (x,y) le jacobien de la transformation (5.58).

5.5 MOYENNES STATISTIQUES

A. Espérance mathématique

L’espérance mathématique de la variable X a pour expression :

[e e}

ux = E[X] =/ xfx(x)dx (.61)

e¢}

Si X est une fonction aléatoire discréte, en invoquant la relation (5.35), il vient :

ux = E[X] = / X |:Z P(xj))é(x —x;)} dx = inP(x;) (5.62)

Lorsque les probabilités sont uniformément réparties, c’est-a-dire lorsque P(x;) = 1/N (( = 1,...,N) la
relation (5.62) donne la moyenne arithmétique des x;, a savoir :

l N
=5 ;xi (5.63)
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L’espérance mathématique de ¥ = g(X) a pour expression :

E[Y] =f yfy(y)dy

o0

soit
o0

E[Y] = E[g(X)] = / g(x) fx(x)dx

Si X est une variable discréte, la relation (5.65) peut étre transformée comme la relation (5.62) :

E[g(X)] =) g(x)P(x)
L’espérance mathématique de Z = g(X,Y) a pour expression :

E[Z] = f 2f2(2) dz

soit encore o oo
E[Z]=E[8(XJ')]=/ / g(x,y) fxy(x,y)dxdy

Si les variables X et Y sont discrétes, la relation (5.68) devient :

E[Q(X. V)] =) > g,y P(xi.y0)
i k

ol P(xj,yx) = P[X = x;,Y = nl.
On notera que 1’espérance mathématique est douée de linéarité, c’est-a-dire que

E[X +Y]=E[X]+ E[Y]
E[cX] = cE[X]

oll ¢ est une constante (voir probléme 5.40).

B. Moments et variance

Le moment d’ordre n de la variable aléatoire X a pour expression :

o

my, = E[X"] =/ x" fx(x)dx

oo

Le moment centré d’ ordre n de X a pour définition :
oo
E[(X — ux)"] =/ (x = py)" fx(x)dx
-0

ou uxy = E[X].
Le moment centré d’ordre deux de X est appelé variance de X, soit :

var[X] = 0)2( = E[(X - l/«x)z]

[CHAP. 5

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
6.7

(5.72)

(5.73)

5.74)

La racine carrée de la variance, notée oy, est appelée écart-type ou écart quadratiqgue moyen de X . La variance
est une mesure de la dispersion des valeurs de X autour de sa valeur moyenne x. En utilisant les relations

(5.70) et (5.71), 1a relation (5.74) peut se simplifier :
oy = E[X*] - u} = EIX*] - (E[X])?

(5.75)
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C. Moments conjoints et covariance

Soit X et Y deux variables aléatoires de probabilité conjointe fxy (x,y). Le moment conjoint d’ ordre n de
X et Y a pour définition :

o0 [o.¢]
Mk =E[X"Yk]=f / x"y* fxy (x,y) dx dy (5.76)

ol n et k sont deux entiers positifs quelconques.

La somme n + k est appelée 1’ordre du moment.

Le moment conjoint de X et Y dans le cas ot n = k = 1 s’appelle 1a corrélation de X et Y, que I’on note
Rxy, et qui a pour expression :

Rxy =m;; = E[XY] (5.77)
La covariance de X et Y, notée Cyxy, se définit comme suit :
Cxy = E[(X — ux)(Y — puy)] (5.78)
En développant la relation (5.78), on obtient :
Cxy = Rxy —uxpuy = E[XY] - E[X]E[Y] (5.79)
Le coefficient de corrélation de X etde Y a pour définition :
pPxy = i):y (5.80)
oll oy et oy sont respectivement les écarts-types de X etde Y.
On peut démontrer (probléme 5.49) que :
loxyl <1 |Cxy| < oxoy (5.8
Deux variables aléatoires X et Y sont dites non corrélées si et seulement si :
Cxy =0 (5.82)

D’aprés les relations (5.79) et (5.82), on peut conclure que X et Y ne sont pas corrélées si et seulement si :
E[XY]= E[X]E[Y] (5.83)
Deux événements sont dits orthogonaux (au sens de la corrélation) si :
Rxy = E[XY]=0 (5.84)

D’aprés la relation (5.84), il est évident que si X et Y sont des variables non corrélées a valeur moyenne non
nulle, X et Y ne peuvent étre orthogonales.

D. Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice du moment d’une variable X a pour définition :

o0
Mx () = E[eM] = / fx(x)e* dx (5.85)
-0
ou X est une variable réelle. On a donc la relation :
my=E[X)=MPO) k=12, (5.86)
ou .
d* My (A)
MP(0) = ———
¥ (0) F |
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E. Fonction caractéristique

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire X a pour définition :
o
Oy (w) = E[e’] = / fx(@)e " dx (5.87)
-0

ol w est une variable réelle. Cette fonction passe par un maximum a l’origine et vérifie la propriété :
|Px ()] < Px(0) =1 (5.88)

Comme on le voit d’aprés la relation (5.87), ®x (w) est la transformée de Fourier (au signe de j prés) de fx (x).
C’est la raison pour laquelle si I’on connait ®x (), on peut en déduire fy(x) par transformation de Fourier
inverse.

I e .
fx(x) = -——/ Py(w)e ’*dw (5.89)
21 J_o
La fonction caractéristique conjointe de X et Y a pour définition :
x0 o0
Py (w,w2) = E[e/ XN = f / Fxy (x.y)e? ) dx dy (5.90)
—00 v —0O0

ol w; et w; sont des variables réelles. Cette expression s’identifie, au signe de j prés, a la transformée de Fourier
bidimensionnelle de fxy (x,y). Par transformation de Fourier inverse, il vient :

1 00 poo o '
fer () = s / f By (@1,@2)e T dio, duo, 5.91)
~00 v —00

D’apres les relations (5.87) et (5.90),0on a :

Py (w) = Pxy(w,0) (5.92a)
Dy (w) = Py (0,0) (5.92b)

Expressions qui sont appelées fonctions caractéristiques marginales.

5.6 LOIS DE REPARTITION PARTICULIERES

On rencontre en théorie des communications plusieurs lois remarquables.

A. Loi binomiale

Une variable aléatoire suit une loi de répartition binomiale d’ordre n si elle prend les valeurs 0,1,...,n
avec une probabilité P telle que
n
PX =k) = (k) prg" (5.93)

oul0<p<l,p+gq=1k=0,1,...,n et

() =¢t=ro—sr

La densité de probabilité de X a pour expression :

n

e =3 () phar o —ky (5.94)

k=0
et la fonction de répartition correspondante a pour expression :

NN gk
Fy(x) = ?;5 (k) PRg"*u(x — k) (5.95)
La figure 5-2 illustre la densité de probabilité et la loi de répartition de la loi binomiale pour n = 6 et

p =0,6.



CHAPS) PROBABILITES ET VARIABLES AL'EATOIRES 149

fe(x)

04

03110
03 b 0,2765

0,1866
0.2 0,1382

0, - 0,0369 0,0467

0,041 i 1

0 1 2 3 4 5 6 X
(@)

Fo(x)

1,0000

0,7667

0,8 -

0,6 —
0,4557

0,4

0,041 ‘
0,0041 | L Il | |

(»)

Fig. 5-2 Probabilité et répartition d’une loi binomiale pour n = 6 et p = 0,6

La moyenne et la variance de X ont pour expression :

ux = E[X]=np (5.96)
o3 = npg = np(l - p) (5.97)

La variable aléatoire X qui suit une loi binomiale est une variable discréte associée a la répétition d’une épreuve.
Supposons que 1’on fasse une épreuve au cours de laquelle on ne s’intéresse qu’a la réalisation de 1’événement
A. Si A se produit, on dit que I’épreuve est un succés; si A ne se produit pas (A s’est donc produit), I’épreuve
est un échec. Soit P(A) = p la probabilité pour que A se produise, ce qui implique que P(A) = ¢ =1 — p.
On répéte n fois 1’épreuve, avec les hypothéses suivantes :

1. P(A) conserve la méme valeur a chaque essai.

2. Les n essais sont indépendants.

Un élément de I’univers associé est constitué d’une séquence de n A et A. Un élément constitué de k A et
(n — k) A se voit attribuer une probabilité de valeur p¥¢"*. Si donc X est la variable représentant le nombre
de fois ol A se produit sur n essais, X prend des valeurs enticres k = 0, 1,..., n.

En théorie des télécommunications, la loi binomiale apparait lorsque 1’on s’intéresse au nombre d’erreurs
qui affectent un message de n bits (voir problemes 5-12 et 5.36).
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B. Loi de Poisson

On dit qu’une variable aléatoire suit une loi de Poisson de paramétre « si elle prend les valeurs 0, 1,..., n,. ..
avec une probabilité¢ P(X) telle que :

k

P(X:k):e-“%T k=01, .. (5.98)
La densité de probabilité de X a pour expression :
00 O{k
— p —_
fxx)y=e*y T =k (5.99)

La fonction de répartition correspondante a pour expression :

o k

Fx(x)=e™y

k=0

| R

ulx — k) (5.100)

bl

!

On remarquera que le tracé de ces deux fonctions s’apparente fortement a ceux que nous avons obtenus pour la
loi binomiale (figure 5-2).
LLa moyenne et la variance de X ont pour expression :

ux = EX]l=« (5.101)
a)% =« (5.102)

La loi de Poisson s’introduit naturellement dans certains problémes de comptage, par exemple le nombre
d’appels téléphoniques aboutissant & un central, pendant un laps de temps donné. En télécommunication
numérique, on retrouve la loi de Poisson lorsque 1’on transmet un grand volume de données avec un faible
taux d’erreur. La loi binomiale devient lourde & manipuler dans de tels cas. Si le taux d’erreur conserve une
valeur finie égale a &, on peut approcher une loi binomiale au moyen d’une loi de Poisson (voir problemes 5.13
et 5.14).

C. Loi gaussienne, dite loi normale

On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Gauss appelée aussi loi normale si sa densité de probabilité

a pour expression :
1

210

fr(x) = e~ QoD (5.103)

La fonction de répartition de X a pour expression :

1 ¥ 2
Fx(x) = \/’2;0 / e—(f—#)z/(Za )d&-
—~o0

1 /(.r—u)/f’
- A/ 27 —00

Cette intégrale ne peut étre calculée analytiquement, il faut en faire une évaluation numérique, au moyen de la
fonction Q(z), définie de la fagon suivante :

e ™12 dx (5.104)

0() = —= f e (5.105)

On peut donc €crire la relation (5./04) sous la forme :

Fx(x)=1- Q(x;”) (5.106)
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Cette fonction Q(z) est la fonction complémentaire de la fonction d’ erreur. Elle est tabulée en annexe C,
tableau C-1.

Fx(x)

Fig.5-3 Loi de Gauss (loi normale)

Les figures 5-3(a) et (b) représentent respectivement la densité de probabilité et la fonction de répartition
de X. La moyenne et la variance de X ont pour expression :

nx = E[X]=pn (5.107)
of = E[(X = 1)*] = o? (5.108)

On utilisera la notation N (i ; o) pour signifier que X suit une loi normale (gaussienne), de moyenne x
et de variance o2. Notons au passage que lorsque X = N(0: 1), ¢’est-a-dire lorsque X a une valeur moyenne
nulle et une variance unitaire, on dit que X est une variable aléatoire gaussienne normalisée.

La loi normale, ou loi de Gauss, joue un rdle fondamental dans I’étude des phénomeénes aléatoires que
I’on rencontre en physique ou dans la nature. La plupart des processus aléatoires naturels sont pratiquement
gaussiens. Cette loi doit surtout son importance au remarquable théoréme de la limite centrée qui établit que la
somme d’un grand nombre de variables al¢atoires, dans certaines conditions, suit une loi normale.
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Problémes résolus

PROBABILITES

5.1

5.2.

On observe la somme des chiffres obtenus en langant une paire de dés. Définissez I'univers associé a
cette expérience et, en supposant que les résultats obtenus sur un dé sont équiprobables, évaluer (a) la
probabilité d’obtenir une somme égale a 7, et (b) la probabilité pour que cette somme ait une valeur
supérieure a 10.

L’espace des événements élémentaires de ce tirage aléatoire comporte 36 éléments, comme le montre la figure
5-4. Soit A;; I’événement élémentaire correspondant au résultat i sur le premier dé et au résultat j sur le second.
On suppose que les dés ne sont pas pipés et que les valeurs affichées par chacun des dés sont équiprobables, soit
P(%;j) =1/36.

| 7
(5.6 (6.6)!

~
~

=16 >~(2.6)  (3,6)  (4,6)
\\ S~ ~o te—+— B

~ RS N 1
S L@ NG () (5.9 (65 !

~ Se—a

L (1,4) (2,3)‘\\(3,4\)\\(4,4) (5,4) (6,4

L) @23 GBI (6.3)
- 1.2 @2 (3.2 (4,\23\\(5,2)\\@,2)

~

Ay @) G G GD 6D
| 1 1 1 { l\
\

A

Fig. 5-4 Univers des lancers d’une paire de dés

(a) Soit A I’événement «la somme est égale 4 7». Comme les événements 2;; sont mutuellement exclusifs et
d’aprés la figure 5-4,on a:

P(A) = P(his UAras Ur3a UAgz Uisy Udep)
= P(his) + P(X25) + P(X34) + P(Aa3) + P(Xs2) + P(he1)
=6(1/36) = 1/6
(b) Soit B I’'événement «la somme est supérieure & 10». Si I’on observe la figure 5-4, on obtient :

P(B) = P(kse Uhes Urgs) = P(hse) + P(Aes) + P(Aes)
=3(1/36) = 1/12

En appliquant les propriétés axiomatiques des probabilités, (a) établir la relation (5.19), c’est-a-dire :
P(A) =1- P(A)
et (b) la relation (5.18), c’est-a-dire :
P(A) <1

(a) On peut écrire que :

S=AUA et ANA=0
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5.3.

54.

En appliquant les axiomes 1 et 3, il vient :

P(S)=1= P(A)+ P(A)
soit _
P(A) =1— P(A)
(b) D’aprés la relation (5.79), on peut écrire :
P(A)=1-P(A)

D’aprés ’axiome 1, P(A) > 0, d’oi I’on conclut que :

P(A) <1

Vérifier la relation (5.20) au moyen de I’axiomatique des probabilités, a savoir que :

P(@)=0
On sait que 'on a :
A=AUQ e ANG=0

Donc, d’aprés ’axiome 3 :
P(A) = P(AUQ) = P(A)+ P(D)

d’ou I’on conclut que :
P@)=0

Vérifier la relation (5.22), au moyen de I’axiomatique des probabilités, soit :

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

153

On décompose d’abord A U B, A et B comme unions d’événements exclusifs. En exploitant le diagramme de

Venn de la figure 5-5, on peut écrire :
AUB=(ANB)UMANBUMANB)
A=(ANB)U(ANB)
A=(ANB)U(ANB)

A ANB
/

1

\
ANB

Fig. 5.5
Puis, d’apres I’axiome 3 :
P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
P(B)=P(ANB)+ P(ANB)
D’apres les relations (5.710) et (5.111) :
P(ANB)=P(A)— P(ANB)
P(ANB)=P(B)— P(ANB)

(5.109)
(5.110)
G111
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En portant ces égalités dans la relation (5./09), on obtient :

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

5.5. Etablir le théoréeme de Bayes (5.24), c’est-a-dire :

P(A|B)P(B)

P(BJA) = PiA)

D’apres la définition de la probabilité conditionnelle (5.23) et tenant compte de la relation (5.8), nous avons :

P(ANB)
P(A|B) = ——— 5.1
(A|B) PB) (5.112)
P(BNA) P(ANB)
P(B|A) = = 113
(BlA) = — ) (5.113)
En rapprochant les relations (5./72) et (5./13), on obtient :
P(ANB)=P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (5.114)
D’ou I’on tire : P(AIBP(B
P(B|A) = (A|B)P(B)
P(A)
5.6.  Etablir la relation (5.30), ¢’est-a-dire :
N N
P(B)=) P(BNA) =Y P(BIA)P(A)
k=1 k=1
Du fait que BN § = B, et en invoquant la relation (5.29), on peut écrire :
B=BNS=BNAUAU---UAp)
=(BNADU(BNAHU---UBNAy) (5.115)
Les événements B N Ak, (k = 1.2,...,N) sont mutuellement exclusifs, comme le montre le diagramme de Venn

de fa figure 5-6. L’axiome 3 de la définition des probabilités ainsi que la relation (5.744) nous permettent d’écrire :

N N
P(B)=P(BNS) = }:P(B N Ag) = Z P(B|AY)P(Ap)
k=1 k=1
B B N A
\
s
A, As

i
4, \ Il ';? Ay

BN A, BN A, BN A,

Fig. 5-6
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5.7.  Considérons le circuit d’interrupteurs a, b et ¢ représenté par la figure 5-7. Soit respectivement A, B et
C les événements «a est fermé», «b est fermé» et «c est fermé». Chacun de ces interrupteurs a une
probabilité ¢ d’étre ouvert. En supposant que ces événements sont indépendants et que ¢ = 0,5, calculer
la probabilité pour que la continuité de ce circuit soit établie.

a

b

Fig. 5-7 Circuit d’interrupteurs
D’aprés la figure 5-7, il est évident que la continuité du circuit impose la fermeture simultanée de I’interrupteur
¢ et de I'un ou/et I’autre des interrupteurs a et b. Comme P(A) = P(B) = P(C) = p = 1 — ¢ = 0,5, on obtient,
en appliquant les relations (3.22) et (5.25) :
P (continuité) = P[(AUB)NC]
P(AUB)P(C)
[P(A) + P(B) — P(A)P(B)IP(C)

il

=(p+p- pz)p =Q2-p)p*=0,375

5.8.  Une liaison numérique (figure 5-8) fonctionne en binaire, transmettant des O et des 1. Le bruit de cette
liaison induit une confusion, ce qui conduit a interpréter un 1 comme un O et réciproquement. Soit
respectivement mg et m; les événements «transmission d’un 0» et «transmission d’un 1»; soit rq et
ry les événements «réception d’un O» et «réception d’un 1». En faisant I'hypothése P (mg) = 0.5,
P(rylmp) = p=0,1et P(rolm,) =¢q =0,2.

P(ryimg)

m
P(m(,)&\)(r“!ml)

P(ryimy)

ro

m, r

Pim,)) Prim,)
Fig. 5-8 Liaison binaire
(a) Evaluer P(rp) et P(ry).
()  Sil’onrecoitun 0, quelle est la probabilit€ d’émission d’un 0?
(¢)  Sil’onregoitun 1, quelle est la probabilité d’émission d’un 1?
(d) Calculer la probabilité d’erreur P,.
(e) Calculer la probabilité pour que le signal transmis soit correctement regu par le récepteur.

(a) D’aprés la figure 5-8, on peut écrire :

Pmy)y=1—P@my)=1-05=0,5
P(rolmo) =1—=P(rilmg)=1—-—p=1-0,1=0,9
P(rilm)=1—=P@rom)=1—-¢g=1-0,2=0,8
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En invoquant la relation (5.30), on obtient :

P(ro) = P(rolmg) P (mg) + P(rolm)P(m;) = 0,9(0,5) + 0,2(0,5) = 0,55
P(r1) = P(rilmgo)P(mo) + P(ri|m)P(m)) =0,1(0,5) + 0,8(0,5) = 0,45
En appliquant le théoréme de Bayes (5.24), on peut écrire :

P (molre) = P(mof))fri)r)olnlo) _ (0’(5))4(12’9) — 03818

De la méme fagon :
P(m)P(rilmy) _ (0.5)(0.8)

P(myjry) = o0 = 0.4

= 0,889

La probabilité d’erreur a pour expression :
P, = P(r||\mqo)P (mg) + P(rolm)P(my) = 0,1(0,5) + 0,2(0,5) = 0,15
La probabilité pour que le signal ait été correctement transmis et regu a pour expression :
P = P(rolnig) P (nig) + P(ri\m )P (m) = 0,9(0,5) + 0,8(0,5) = 0,85
On notera que la probabilité d’erreur P, a pour valeur :

Pezl_PL:I—O,SSZOJS

5.9. On observe six impulsions consécutives sur un canal de communication, chacune d’entre elles pouvant
étre positive, négative ou nulle. On suppose que les observations sont indépendantes. On note respec-
tivement x; = +1, x; = —1 et x; = 0 les événements «la éniéme impulsion est positive», «la énieme
impulsion est négative» et «la éniéme impulsion est nulle». On suppose que :

(a)
(®)

(a)

b

Pxi=+1)=p=04 Pxi=—-1)=¢qg=03 pouri=12,-.6

Quelle est la probabilité pour que toutes les impulsions soient positives?
Quelle est la probabilité pour que les trois premiéres impulsions soient positives, les deux suivantes
nulles et la derniére négative?

Comme il s’agit d’événements indépendants, la relation (5.27) nous permet d’écrire la probabilité pour que

toutes les impulsions soient positives sous la forme :

6
P[ﬂ(x,' =D]=Px;=+DP2=+D)Px3=+D)Pxs=+D)Pxs =+1DP(xe =+1)

i=1
= p® = (0,49° = 0,0041
En vertu des hypothéses faites, on peut écrire que :
Pxi=0)=1-p—-—¢q=03

La probabilité d’avoir trois impulsions positives, puis deux impulsions nulles, puis d’une impulsion négative
a pour valeur :

Plli=+DN=+D0@xm=+DNx=0Nxs=0)Nxe=—1)]
=Pxi=+DPy=+DPx3 =4+DPs =0)P(xs =0)P(xg = —1)

= p3(1 = p—¢)°q = (0,47(0,3)%(0,3) = 0,0017

5.10. Soit A et B deux événements définis sur un univers S. Montrer que si P(A) et P(B) sont non nulles, les
événements A et B ne peuvent étre a la fois mutuellement exclusifs et indépendants.
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Supposons que A et B soient mutuellement exclusifs et que P(A) # 0, P(B) # 0. On sait donc que
P(ANB)=P(@)=0et P(A)P(B) # 0, par conséquent :
P(ANB) # P(A)P(B)

Ce qui prouve que A et B ne sont pas indépendants.

5.11. Montrer que, si les événements A et B sont indépendants, alors

P(ANB) = P(A)P(B) (5.116)
D’apres le diagramme de Venn représenté sur la figure 5-1, ou en invoquant les relations (5.7), (5.3) et (3.11), il
vient :
A=(ANB)U(ANB)
et

(ANB)N(ANB)=0
En appliquant I’axiome 3, relation (5./7),on a :

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

Comme A et B sont indépendants et en tenant compte des relations (5.25) et (5.79), on obtient :
P(ANB)= P(A) — P(ANB)
= P(A) - P(A)P(B)

= P(A)[l — P(B)] = P(A)P(B)
VARIABLES ALEATOIRES, FONCTIONS DE REPARTITION ET DENSITES

5.12. Un générateur de signal délivre des bits O et I de fagon aléatoire, avec des probabilités respectives de 0,4
et 0,6.
(@)  Quelle est la probabilité pour que 1’on ait deux 1 et trois O dans une suite de 5 bits?
(b)  Quelle est la probabilité pour qu’au moins trois 1 apparaissent dans une suite de 5 bits?

(a) Soit X la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de 1 apparaissant dans une suite de 5 bits. Comme
un bit ne peut prendre que 'une des deux valeurs 1 ou O, comme la probabilité d’avoir un 1 est constante et
comme le nombre de bits de la suite a une valeur fixe égale a 5, on est en présence d’une loi binomiale (voir
définition 5.93), dont les paramétres sont n = 5 et k = 2. La probabilité d’avoir deux 1 et trois O dans une
suite de 5 bits a donc pour expression :

(" 2004y —
P(X=2)= 5 (0,6)°(0,4)" = 0,23
b La probabilité d’avoir au moins trois | dans une suite de 5 bits a pour expression :

PX23)=1-P(X <2

2
PX<2)=)_ (Z) 0.6)%(0,4°* = 0,317
k=0

Soit

P(X >3)=1-0317=0,683

5.13. Montrer que si la valeur de n est grande devant k£ (n 3> k) et la valeur de p est petite (p < 1), 1a loi
binomiale (définition 5.93) peut étre approchée par la loi de Poisson (définition 5.98) :

—np (np)]\

P(X =k~ e =2

(5.117)
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D’aprés la relation (5.93) :

oy (Y & Il—k_____i_!_ k_n—k
P(X—A)—(k)pq —k!(n_k)!Pq

nn—Dn~2)---(n—k+1) ,
— p

= A "k (5.118)

Lorsque n >> k et p <« 1, on peut écrire que :

nn—-1)---(n—k+1)=n Xnxn--xn=n*

q = l—p=~ e P qn—k ~ e«(n——k)p ~ e
En portant ces approximations dans la relation (5.778), il vient :
k
PO =k~ = D)
k!

5.14. Une liaison perturbée par un bruit présente une probabilité d’erreur par digit de 0,01.
(a)  Calculer la probabilité de recevoir plus d’un digit erroné sur 10.
(b)  Reprendre la question (a) en utilisant I’approximation de Poisson (relation 5.117).

(a) Soit X la variable de Ia loi binomiale représentant le nombre d’erreurs enregistrées sur dix digits recus. En

appliquant la relation (5.93), on obtient :

PX>D=1-PX=0—PX=1
=1— (?) (0,01)°(0,99)1° — ( 1]O> 0,01)!(0,99)°

= 0,0042
(b) En appliquant la relation (5.717) avec np, = 10(0,01) =0,1ona:

000D 0!

PX>D=xl-—e o1 ¥

= 0,0047

5.15. Trouver les valeurs des constantes a et b de fagon que
Fx(x) =[1 —ae™"lu(x)
soit une fonction de répartition valide, #(x) étant la fonction échelon unitaire.

Comme u(—o00) = 0, la propriété 1 de Fy (x), relation (5.32a), Fx(—o0) = 0, est satisfaite. La propriété 2
de Fx(x), relation (5.32b), Fx (0c0) = 1, est satisfaite pour & > 0. La propriété 3, 0 < Fx(x) < 1, impose que
0<a< .

La fonction Fy (x) est tracée sur la figure 5-9, pour des valeurs 0 < a < 1 et b > 0. Ce tracé montre que les
autres propriétés de Fx (x), relations (5.32¢) et (5.32f) sont aussi satisfaites.

Fy(x)

1 _______________________

0 X
Fig. 5-9
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5.16. La densité de probabilité d’une variable aléatoire X a pour expression :

a<x<b
autrement

e =

ou k est une constante.
(@)  Déterminer la valeur de k.
(b) Soita = —1etbh = 2. Evaluer P(|X| < ¢) pour ¢ = 1/2.

(@) D’aprés la propriété 1 de fx (x), relation (5.34a), k doit étre une constante positive. D’aprés la propriété 2
de fx (x), relation (5.34b) :

o0 b
] fx(x)dx=/ kdx =k(b—a) =1

d’ou l'ontire k = 1/(b — a). Ainsi :

1
b—a

a<x<b
fx(x) = (5.119)

0 autrement

Une variable aléatoire X présentant cette densité de probabilité est dite uniforme.
(b) Aveca = —letb=2,0na:

1
B —1<x<2
—13 A%
Sx(o) = { 0 autrement
Cette fonction de répartition est tracée sur la figure 5-10. D’aprés la relation (5.34d), on peut écrire :
1/2 1/2
PAXIS /) =P(-1/2<X < 1/2) = Sx(x)ydx :/ (1/3)dx = 1/3
-1/2 —-1/2

fx(x)

Fig. 5-10 Répartition uniforme

5.17. Ladensité de probabilité de X a pour expression :
fx(x) = ke ™ u(x)

ol a est une constante positive. Déterminer la valeur de la constante k et dessiner Sx (x).
Dapres la propriété 1 de fx (x), relation (5.34a), on doit assurer & > 0. D’aprés la propriété 2 de fy (x), relation
(5.34b) :

a

/ fx(x)dx:k/ e Mdx =—- =1
—00 0
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d’ou I’on déduit que k = a, ainsi :
fx(x) =ae ™ *u(x) a>0 (5.120)

fonction qui est représentée sur la figure 5-11.

Fx(x)

ae” %

0 X
Fig. 5-11 Loi de répartition exponentielle

Une variable aléatoire qui présente cette répartition est dite exponentielle de parameétre a.

5.18. Les objets manufacturés tombent tous en panne, un jour ou 'autre. Si le taux de panne est constant, la
durée de bon fonctionnement T, avant que n’arrive la panne, est une variable aléatoire de répartition
exponentielle. Supposons qu’un type particulier de mémoires pour ordinateur ait pour loi de répartition
du temps de bon fonctionnement en heures la fonction (5./20) ci-dessus.

(@)  Les mesures confirment une probabilité de bon fonctionnement sur une durée supérieure a 10000
heures de valeur e~! & 0,368. Calculer, dans ce cas, la valeur du paramétre a.
(b)  Avec lavaleur de a trouvée, évaluer la durée 1y de bon fonctionnement ayant une probabilité de

0,05.
(a) En tenant compte de la relation (5.34¢) et de la fonction (5./20), on voit que la loi de répartition de 7" a pour
expression :
I3
FT(I)=f fr@ydr =1~ e “Nu(r)
—00
Onadonc:

Il

P(T > 104 =1 - P(T <10%

L= Fr(10%) = 1 — (1 — e~¢00%) = g=a(10% _ =1

il

d’oi Pontirea = 1074,

b On veut avoir :
Fr(n) = P(T < 1) =0,05
soit
| — e=al0 — | — =071 _ 0.05
c’est-a-dire :

1070 = 0,05
d’ou 'on tire :
to=—10*In0,95 =513 h

5.19. La probabilité conjointe de X et ¥ a pour expression :

Fy (x,) = ke @y (x)u(y)
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5.20.

5.21.

ou a et b sont des constantes positives. Déterminer la valeur de k.

On détermine la valeur de k£ au moyen de la relation (5.47), ¢’est-a-dire :

o0 XD
l"xy(OO,OO)Z/ / SfxyE.m)d&dy

© poo
= kf / g~ (as+bm d& dn
0 0

o0 o k
:k/ e*“édsf e Pdn=— =1
0 0 ab

Un fabricant de composants électroniques a utilisé deux procédés différents, XX et YY pour réaliser
des mémoires d’ordinateurs. Soit X la variable aléatoire correspondant a la durée de vie du composant
suivant le premier procédé et Y la variable aléatoire relative au second procédé. On suppose que la densité
de probabilité conjointe de X et de Y a pour expression :

—(ax+by)

d’ou I’on obtient k = ab.

Sfxr(x,y) = abe ux)u(y) (5.121)
aveca = 107%etbh = 1,2(107%).

Déterminer la probabilité pour que la durée de vie des composants fabriqués suivant le procédé XX soit
supérieure a celle des composants fabriqués selon le procédé Y.

Larégion D pour laquelle x > y est ombrée sur le diagramme de la figure 5-12. La probabilité pour que la durée
de vie des composants de type XX soit supérieure a celle des composants de type YY a pour expression :

o X
P(x >y) :/ /fxy(x,y)dxdy :/ / abe™ T gy dx
D o Jo

[e.8] : X o0
/ ae” ¥ / be ™™ dydx :f ae”“ (1 — e Py dx
0 0 0

b 1,2(107%
a+b 1074+ 1,2(107%

= 0,545

Fig. 5-12

La probabilité conjointe de X et de ¥ a pour expression :

~(x14¥1)/2

fxy(x.y) =xye u(x)u(y)
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5.22.
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(a)  Evaluer les densités de probabilité marginales fx (x) et fy (y).
(b) X etY sont-ils indépendants?

(a) D’apres les relations (5.43a) et (5.43b), on a :
> = —(x24y?)/2
fx(x) = fxy(x,y)dy=/ xye ™ T u(x) dy
—00 0

o0
2 W2 2
=xe ¥ /zu(x)/ ye 2 dy = xe ¥ ?u(x)
0
Comme fxy(x,y) est symétrique en x et en y, on peut échanger ces variables, ce qui donne :

fr() = ye™ Pu(y)
(b) Comme fxy(x,y) = fx(x)fr(y), onen déduit que X et Y sont indépendants.

Les variables X et Y sont dites conjointement normales si leur probabilité conjointe a pour expression :

c —_— e
noxoy(l — p2)1/2 2(1 = p?)

2 2
X{(X—Mx> _2p(x—ﬂx><y_ﬂ)'>+(y_ﬂ)’>}}(5.122)
ox ox Oy Oy

(a)  Trouver la densité de probabilité marginale de X etde Y.
(b)  Montrer que X et Y sont indépendants lorsque p = 0.
(a) D’apres la relation (5.43a), la densité de probabilité marginale de X a pour expression :

_ 1 1
fxy(x,y) = 3 Xp

[e.@]
fx(X)=/ fxy (x,y)dy

en faisant apparaitre un carré parfait dans I’exponentielle de la relation (5.722), on obtient :

45

o0
1
2roy /_oo 2oy (1 — p)l/2

] y— Uy x—ux\]?
- - d
XeXp{ 2(1 _pz)[ oy p< ox )] y
!: 1<x—ux)2]
exp| —=
2 ox 00 1
B V2moyx /—oo 2oy (1 — p2)!/2

1 oy 2
X EXp == |y — fy = p— (X — pix) dy
205(1 — p?) ox

fx(x) =

En comparant I’intégrande avec la relation (5.703), on voit qu’il s’agit d’une densité de probabilité normale
dont la moyenne a pour expression :

ox
ny + p—(x — ux)
oy
et dont la variance a pour valeur :
2
oy (1= p?)
L’intégrale doit donc avoir 1 pour valeur, ce qui permet d’écrire :
1

V2 ox

fx(x) = exp[—(x — 1tx)?/20%] (5.123)
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De la méme fagon, la densité marginale de probabilité de ¥ a pour expression :
1
A/ 27[0)/

o
fry) = f fxy(e,y)dx = exp[—(y — uy)? /204

b) Lorsque p = 0, la relation (5./22) se réduit a

1 1 /x— 2 ) 2
fey(x,y) = s———exp | —= ) ¢ (I
2noxoy 2 ox oy

[\

= fx(x) fr(y)

Ce qui montre que X et Y sont indépendants.

FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

M1 e
o) e 5
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(5.124)

5.23. Soit une fonction linéaire ¥ = 2X + 3, X étant une variable aléatoire dont la loi de répartition est

uniforme sur I'intervalle [—1,2]. Evaluer fy (y) et tracer fy(x) et fy(y).

D’aprés la relation (5.779) du probléme 5.16,0on a :

]
3 -1 <x<2
" _ 3 ~ ~
fx) = ‘ 0 autrement
L’équation y = g(x) = 2x + 3 peut se résoudre en x, elle a une solution x; = (y — 3)/2, I'intervalle sur lequel

varie y est [1,7], et g'(x) = 2. Onsaitque 'ona —1 < x; < 2et, en invoquant la relation (5.33) :

1

l - ] < y < 7
) = — fx = 6 N -
Sr(») 5 fxta) { 0 autrement

La figure 5-13 représente les densités de probabilité fx (x) et fy ().

Fy@)
1
3
L | | L
-2 -1 0 1 2 3 X
£
[
| | 1 ' I 1 | 1 1 1
-2 -1 U 1 2 3 4 5 6

Fig. 5-13

5.24. SoitY =aX + b. Montrer que si X = N(u; 0?), alors ¥ = N(ap + b; a*o?).

La relation y = g(x) = ax + b présente une solution unique x| = (y — b)/a et g’(x) = a. L'intervalle de

variation de y est (—00,00), donc, en tenant compte de la relation (5.33) :

1 ) — b
frv) = —fx (y )
lal a

(5.125)
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5.25.
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Comme X = N(u; 02) et en invoquant la relation (5.703) :

) 1 1
Sx(x) = NS exp [—m(x - #)2} (5.126)

d’ou I’on déduit, au moyen de la relation (5.725) :

Fr(3) = o= ex _L(Y‘b_ )2
Yy *\/2-—71’—|a|(I p 202 a N-

(y ~ap — b)z] (5.127)

1 1
2mlalo pl: 2a%02

qui représente la densité de probabilité de N (ap + b; azoz). Sidonc X = N(u; 02), alors Y = N(ap + b: a202).

Soit Y = X?2. Evaluer et tracer fy(y) lorsque X = N(0; 1).

Siy < 0, I’équation y = x2n’a pas de solution réelle; d’ou fy (y) = 0.

Si y > 0, cette équation a deux solutions :

x1=.y xx=-y

D’autre part, y = g(x) = x2 d’ou g'(x) = 2x. En invoquant la relation (5.53) :

1
Sy = —= | fx(¥)+ [x(=/»)|u®y) (5.128)
5 [/x (V> V)]
En tenant compte de ce que X = N(0; 1), on obtient, en utilisant la relation (5.103) :
() = e (5.129)
x(x) = e 7 .
NGz
Comme fx (x) est une fonction paire, ce que montre la relation (5.7/28),on a :
frw= fo (ﬁ)u(y) = ;e_y/zu(v) (5.130)
dont la représentation graphique apparait sur la figure 5-14.
fr»
0,6
0,5 }
0,4
03
02
0,1 +
! L \ ] ] .
-2 -1 0 I 2 3 y
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5.26. Considérons la fonction diode ci-aprés :

y— X X0
10 X <0

Calculer fy(y) pour X = N(0; 1).

Tl est clair que fy (y) = Opour y < 0.Lorsque y > 0, y = g(x) = x a une solution unique x; = yet g’(x) = 1.
En utilisant la relation (5.53), il vient :

)= fx(y) et Fy(y)=Fx(y) y>0
La fonction Fy (y) est donc discontinue en y = 0, la discontinuité ayant pour valeur :
Fy(0%) — Fy(07) = Fx(0)

En conséquence :
Sr(y) = Fx(0)5(y) + fx(Mu(y) (5.13D)

Comme fx (x) est une fonction paire — relation (5./29) —on a:

0
1
Fx(0) =/ fx(x)dx = 3

Et la relation (5.7317) devient donc :

] -
fr) =280+ e () (5.132)

Var

5.27. SoitY =sin X, X étant une variable aléatoire uniformément répartie telle que :

1
— 0<x<?2
fxx) =127 e
0 autrement

Calculer fy(y), Fy(y) et tracer ces fonctions.

Si |y| > 1, I’équation y = sinx n’a aucune solution (figure 5-15), donc fy (y) = 0. Si |y| < 1, alors cette
€quation a deux solutions sur Iintervalle 0 < x < 27 (figure 5-15).

xp=arcsiny et x; =1 —x|

Comme
y'(x1) = cosx; = cos (arcsin y) = /1 — y2
¥ (x2) = cosxy = cos(m — x1) = —cosx; = —/1 — y2
I’on obtient, d’aprés la relation (5.53) :
1 1
Sfr(y) = + = Iyl <1 (5.133)
271/1 =32 2n/1=y2  n/1—)?
y =sinx
1 —
T N T___
| | y
0 1 |
Xy X, w 2w X
_] .

Fig. 5-15
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En intégrant cette densité — relation (5.34¢) — on obtient :

0 y<—1
1 arcsiny
Frn =1 -+ 22 ey o (5.134)
2 T
1 1<y

La figure 5-16 représente les tracés de ces fonctions.

Fy(y)

()

(a) (b)
Fig. 5-16

5.28. Le signal d’entrée fourni & une liaison numérique parasitée par un bruit est un nombre binaire aléatoire
X dont la loi de probabilité est P(X = 0) = P(X =1) = % Le signal de sortie Z de la liaison a pour
expression Z = X + Y ou Y est le bruit qui altére la qualité de la transmission. En supposant que X et
Y sont indépendants et que Y = N (0; 1), calculer la densité de probabilité de Z.

En invoquant les relations (5.30) et (5.37), on obtient :
Fz)=P(Z<)=PZ <X =0PX =0)+PZ<X=DPX =1
Comme

Z=X+Y
PZLAX =00=PX+Y <zl X =0)=P(Y <2)= Fy(2)

de la méme tagon :
PZLAX=D)=PX+Y <X =D)=PY¥ <z-1)=Fy(z-1)

En conséquence :
1 !
Fz(z) = =Fy(z =Fy(z—1
z() 3 Y()+2 y ( )

etcomme ¥ = N(0: 1),

3} — ! _,"2/2
fr(y)= \/EC
et
_dFz 1 o
fz(2) = P 2fY(<v)+ 2fY(<- )

1 1 2 1 -—1)?
2 eﬁ4m—1>/2} (5.135)

*5[75‘ Nerd
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5.29. Considérons la transformation :
Z=aX+bY W=cX-+dY (5.136)

Calculer la densité de probabilité conjointe fzw (z,w) en fonction de fxy (x,y).

Siad — bc # 0, alors le systéme
ax+by=z cx+dy=w
admet une solution unique :
x=az+pw y=yz+nw

ou les quantités r, f8, ¥, et n ont pour valeur :

d P -b —c a
0 = =
ad — be ad—be *

Si I’on se rappelle la relation (5.60), on a :

dz 0z
dx  dy a b
J = = —
x.y) dw  Jw ¢ dl ad = be
dx  dy
La relation (5.59) permet d’écrire :
1
fzw(z,w) = ———— fx y(@z + Bw,yz + nw) (5.137)
lad — bc|

5.30. Soit Z = X + Y. Calculer la densité de probabilité¢ de Z si X et Y sont des variables aléatoires
indépendantes.

Introduisons une variable aléatoire auxiliaire W =Y.
Le systéme z = x + y, w = y a une solution unique :

X=z—w y=w

Comme ‘ % %
[ dx  dy 11
,y) = = =1
Tay) }aw dw 10 1]
! ax  dy
La relation (5.59) devient (on obtient le méme résultat en faisanta = b = d = 1 et ¢ = O dans la relation 5.737)
fzw (zw) = fxy(z —w,w) (5.138)
D’ou I’on tire, en tenant compte de la relation (5.43a) :
oC o0
fz(2) =/ fzw (z,w) dw '—‘/ Sxy(z— w,w)dw (5.139)
—00 —00
Si X et Y sont indépendants, on a :
o
fz(2) = / fx (@ —w) fy(w)dw (5.140)
—00

qui n’est autre que la convolution des fonctions fy (x) et fy (y).

5.31. Supposons que X et Y soient deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi normale. Evaluer la
densité de probabilité de Z = X + Y.
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Les densités de probabilité de X et ¥ ont pour expression :

1
2

) = ——=e 2 fy(y) = e

D’aprés la relation (5./40), on peut écrire que :
o
fz(2) = f fx(@=w) fy (w)dw
—oC

/m U ewtz b w2
= 11 —c dw
—c0 W21 2

1 e 1, 5
= — exp | —=(z° —2zw 4+ 2w?) | dw
T J oo 2
o0 1 ,2 f z 2
expi—= [ =+ < 2w — —> dw
[l 4[5+

I 2y 1 [ 1(\/5 Z>2a’
= —¢ " T—= exp| —= w— — w
V21 V2 J o P 2 V2
Posons u = 2w — z/+/2, il vient :

126 L 7u T Rt S 5 4
7(2) = —=¢e —_— —e u
NoZ V2 Jooo V27
Comme I’intégrande n’est autre que la densité de probabilité de la loi normale N (0; 1), cette intégrale a pour valeur
1, et ’on obtient :

1 2 1 2 2
— A PR 5 4]
2 VTN NNl ( )

qui est la densité de probabilité de N (0; v/2).
Ainsi, Z est une variable aléatoire normale de moyenne nulle et de variance V2.

5.32. Considérons la transformation :
Y
R=vVX+Y2=r ©= arctani (5.142)

Calculer fre(r,0) en fonction de fxy (x,y).

On suppose que r > 0 et que 0 < # < 2. Dans cette hypothése, le systeme
102 442 = Y _
x*+ y*=r arctan= =90
x

x=rcosf y=rsinf

présente une solution unique :

puisque, d’apreés la relation (5.60),

dx Ox
- ar 36 cosf —rsinf
J y = = . =
oy dy 0dy sinf  rcos6
ar 30

La relation (5.59) donne :
fro(r.0) = rfxy(rcosf,rsing) (5.143)
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5.33. Une tension V a pour expression :

V(t) = X coswt + Y sinwt (5.144)

ou w est une pulsation constante, X et ¥ sont deux V.A. indépendantes telles que X =Y = N(0; 0'2).

(a) Montrer que I’on peut écrire V (¢) sous la forme :
V(t) = Rcos (wt — ®) (5.145)
(b)  Calculer les fonctions de densité de R et ©, puis montrer que R et ® sont des V.A. indépendantes.
(a) Développons ’expression de V (¢) :
V() = Xcoswt +Y sinwt
=vVX2+7Y2 (—X— cos wt + __r sinwt)
vVXx2+v? VX?+y?
= v X%+ Y2(cos © cos wr + sin O sin wr)
= Rcos(wt — ®)
ou .
R=vVXI+Y2 et O= arctan
(b) Comme X et Y sont indépendants et comme X =Y = N (0; 02), on peut écrire, d’apreés les relations (5.48)
et(5.7103):
1 2 2 1 2 /(242
fxy(x,y) = e X7 ™y /27D
o V2ro
— ! 2dyeed) (5.146)
2ro?
En utilisant le résultat du probléme 5.32 (relation 5.7/43), il vient :
JR.0,0) = rfxy(rcos8,rsinf)
= i) 5.147
2702’ ©-147)
En appliquant les relations (5.43a) et (5.43b),on a :
2r 21
RO =|  fro(r.0)do = Le*'z/mz)f df = o=’ 1@oh (5.148)
0 2no? 0 o2
© 1 b —r2/(202) 1
foB) = fr.o(r,0)dr = re dr = — (5.149)
0 ’ 2r0? Jo 27
et
Jro(r,0) = fr(r) fo(6) (5.150)
On en déduit que R et ® sont indépendants.
On notera que © est une variable dont la répartition est uniforme. R est parfois appelée variable aléatoire
de Rayleigh.
MOYENNES STATISTIQUES

5.34. La variable aléatoire X prend les valeurs O et 1 avec les probabilités respectives « et B =1—«. Calculer
la moyenne et la variance de X.

En invoquant les relations (5.62) et (5.66), on obtient :

px = E[X]=0() + 1(8) = B
E[X?] = 0%@) + 12(8) = B
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D’apres la relation (5.75),0ona:

0} = E[X* |- (EIX)? =8 - B> =B —B) =ap

5.35. SoitY =sin X, X étant une variable aléatoire uniformément répartie sur I’intervalle (0,27). Calculer la
moyenne et le moment d’ordre deux de X en appliquant (a) la relation (5.64) et (b) la relation (5.65).

(a) D’aprés la solution du probléme 5.27, on a:
—— i<l
frn=q7VI-y
0 Iyl > 1
En appliquant la relation (5.46), on obtient :
Py
ElY]=]| ————=dy=0
—1 /1 —~y?

parce que I’intégrande est une fonction impaire et :

1 2

y 1
E[Y3 = — dy=-
—1 /1 —y2 2
au moyen d’une table d’intégrales.
(b) Comme X est uniformément répartie sur I’intervalle (0,27), on a :
|
0<x <2

2

Sx(x) =

0 autrement

En invoquant la relation (5.65), on obtient :

1 27
E[Y]:E[sinX]:—/ sinxdx =0
2w 0
et

1 2r 1 2 1 ]
E[YZ]:E[sinZX]:——/ sinzxdx:—/ —(1 — cos2x)dx = =
2 Jo 2 Jo 2 2

5.36. Ontransmet sur une liaison affectée par un bruit des données binaires par paquets de 16 bits. La probabilité
d’erreur en réception d’un digit attribuable au bruit de la liaison est de 1% . On suppose que les erreurs
affectant les différents digits d’un bloc sont indépendantes.

(a)  Calculer la moyenne du nombre d’erreurs par bloc.
(b)  Calculer la variance du nombre d’erreurs par bloc.
(¢)  Quelle est la probabilité¢ pour que le nombre d’erreurs par bloc soit supérieur ou égal a 47

(a) Soit X la variable aléatoire représentative du nombre d’erreurs par bloc. Cette variable a donc une distribution
binomiale, de paramétres n = 16 et p = 0,01. D’aprés la relation (5.96), le nombre moyen d’erreurs par
bloc est :

E[X] = np = (16)(0,01) = 0,16
(b) D’aprés la relation (5.97)
o} =np(l — p) = (16)(0,01)(0,99) = 0,158

(¢) On peut écrire que :
PX24=1-PX<3)
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En appliquant la relation (5.95), on obtient :

3

P(X <3) = Z ( f) 0,01)%(0,99)1* = 0,986
k=0

D’ou I’on tire :
P(X >24)=1-0,98 =0,014

5.37. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson, selon la relation (5.98).

(@) Montrer que
o0
Y PX=k=1
k=0

(b) Démontrer les relations (5./01) et (5.102), ¢’est-a-dire :

ux =EX]=a et o} =«

(a) D’apres la relation (5.98), on peut écrire que :
k
o
N il
P(X=k)=e P
On adonc:
0 0 ok o
DPX =k = et =Ty = e = |
k=0 k=0 k! iz k!
b) En tenant compte de la relation (5.62), on obtient :
ux = E[X] = ZkP(X =k) =0+ Ze‘“
k=0 (k - D!
0 k—1 o m
=ae“'2—a—— =ae ¥ Y e =g
k—1)! m!
1 m=0

De la méme fagon :

k

=) ) o«
E[X(X_1)J:I§k(k—1)P(X=k)=0+0+;e TS
0 k-2 0
2 o _ ot__: 2 -0 ,a _
=a"e };__(k~2)! ;m a"e e o

or on sait que :
EIX?-X]1=E[X))— E[X] = E[X}] —a = &*

donc
E[X’ 1 =a?+«

Lutilisation de la relation (5.75) conduit a :

0f =E[X’ ] —(E[X])? =@ +a)—a? =a

5.38. Soit X = N(u; 02). Démontrer les relations (5.707) et (5.108), c’est-a-dire :
mx =EXl=p og=E[X-w?] =0’

En incorporant la relation (5.703)  la relation (5.67), on obtient :

! /w ~-u/20?) 4
xe X
V2o J-x

ux = E[X]=

171

(5.151)

(5.152)
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5.40.
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En faisant un changement de variable y = (x — u)/o, on obtient :

E[X] = 0y + we™ 2 dy

1 oo
A/ 2 /-—oo
o0

o /oo 224 o / > 1 2
= — ye u —c
v/ 27 —00 Y —00 \/27T y

La premiére intégrale est nulle puisque I’intégrande est une fonction impaire. La seconde intégrale a pour valeur 1
puisque I’intégrande est la densité de probabilité de N(0; 1). On obtient donc :

ux = E[X]=pn
D’apreés la propriété 2 de fx (x) (relation 5.34b), ona :
im0
/ e~ W) gy — o2 (5.133)
-0

En dérivant cette relation par rapport a o, il vient :

2

/°° I pmtemw120%) gy =
oo O°

Et en multipliant des deux c6tés par la quantité 02/\/27, on obtient :

1

V2ro

*© 2 —(x—u)? /02 2 2 2
f (x— )P TR gy = E[(X =)l =0} =0

—oC

Soit X = N(0; 0%). Montrer que :

0 n=2k+1

])(3)()((,1_1)0.11 n~_—2k (5154)

m, = E[X"] = [

1 2
X = N(©;0?) = fx(x) = —m=—e ¥/

V2o

Les moments d’ordre impair m2;+) de X sont nuls, parce que fx(—x) = fx(x). En dérivant I’identité qui suit k

fois par rapport a a lorsque n = 2k;
o 2 [m
[ e dx = [~ (5.155)
—oo o

Ooxzkefa"'zdx:1X3x~..x(2k—l) i
- ok Ty

on obtient :

enposant o = 1/(2c2), il vient :

Moy = E[XZk] _ __1_ /00 xzke_xz/(zgz)dx
V2no J-xo

=1x3x-x(2k— o

Démontrer la relation (5.70), a savoir :
E[X+Y]=E[X]+ E[Y]

Soit fxy (x,y) la fonction de densité conjointe de X et de Y. En invoquant la relation (5.68), il vient :

0 poo
EX+Y]= / / &+ y)fxy (xy)dxdy
—00 J—00

o0 o0 o0 oo
=/ / Xfxy(qu)dxdy%"/ f yfxy(x,yydxdy
—00 J—o00 —00 J—00
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En invoquant les relations (5.43a) et (5.61), il vient :

o] o0 o] o0
f f xfxy(x,y)dxdy = f x [/ Sxy (x,y) dy} dx
—00 J -0 —00 —00

oo

=/ xfx (x)dx = E[X]
—0o0
De la méme fagon, on a:

o0 [e.e] oo
/ / yixy (x,y)dxdy = f yfy(»)dy = E[Y]
—o0 J —00 —00

Ainsi ’on obtient :

E[X +Y]=E[X]+E[Y]

5.41. Soit deux variables aléatoires X et Y indépendantes, montrer que
E[XY]= E[X]E[Y] (5.156)
et

Efgi1(X)g:(Y)] = E[g1(X)]E[g2(Y)] (5.157)

Si X et Y sont indépendants, on peut écrire, en vertu des relations (5.48) et (5.68) :

0 poo
E[XY]= / f xyfx(x) fr(y)dxdy
—00 J—00

00 )
:/ xfx(x)dxf yfr(y)dy

= E[X)E[Y]

De la méme fagon :

[o 9} o0
Elg1(X)g2(Y)] = f / 81(x)g2(y) fx(x) fy () dxdy
-0 V=00

o0 o0
- f 1) fix (x) dx / 020 fr () dy
o —0O0

= E[g1(X)]E[g2(Y)]

5.42. Calculer la covariance de X et Y (a) lorsque X et Y sont indépendants et (b) lorsqu’existe entre X et Y
larelationY = aX + b.
(a) Si X et Y sont indépendants, on peut écrire, en vertu des relations (5.79) et (5.156) :

Cxy = E[XY] - EIX)E[Y]

= E[X]E[Y] - E[X]E[Y]=0 (5.158)

b) On peut écrire, dans ce cas, que :
E[XY]=E[X(aX +b)] = aE[X?]+ bE[X] = aE[X?] + bux
uy = EfY] = ElaX + bl =aEX]+b=auyx +b
d’ou I’on tire :
Cxy = E[XY] — E[X]E[Y]

aE[X*]+ bux — pux(apx + b)
= a(E[X?] - u%) = ao} (5.159)

Remarquons que le résultat obtenu en (a) montre que si X et ¥ sont indépendants, ils ne sont pas corrélés,
tandis que la réciproque n’est pas forcément vérifiée (voir probleme 5.44).
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5.43. Soit Z = aX +bY, oua et b sont des constantes quelconques. Montrer que, si X et Y sont indépendants,
ona:

o} =ad’oy + b’oy (5.160)
D’apres les relations (5.70) et (5.71), on peut écrire que :

pnz = E[Z)=E[aX +bY] =aE[X]+ bE[Y] =aux + buy
En invoquant la relation (5.74), il vient :

03 = E[2 - u2?*] = E|[@X +b¥) = anx +bur*}
= E{la(X = ) +b(Y = )P
= @B [(X = x| + 2abE [(X = wx) (¥ = )] + B°E [ - ur)?]

= a’o} +2abE [(X — ux)(Y — puy)] + b0y (5.161)

Comme X et Y sont indépendants, on a:

E[X —ux)¥Y —uy)] = E[X —ux]E[Y —py]=0
d’ou

o% = azof{ + bzof

5.44. Soit X et Y deux variables aléatoires dont la définition est la suivante :

X =cos® et Y =sin0®
ol © est une variable aléatoire uniformément répartie sur 'intervalle [0,27].
(a)  Montrer que X et Y ne sont pas corrélées.
(b))  Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.

(a) D’aprés la relation (5./79) : )
— 06 <2
fo®)=1%"
0 autrement
En invoquant les relations (5.67) et (5.65),ona:

o0 o0 ] 2

E[X]:/ xfx(x)dxzf (cosO)f(.)(G)dH:—f cos@df =0
00 -0 2 Jo

De la méme fagon,

1 2
E[Y]:—f sinfdf =0
2 0

L’on a aussi :
1 2
E[XY]:-—[ cos@sin6 dé
2T 0
1 2
= A sin20df =0 = E[X]E[Y]
En vertu de la relation (5.83), les variables X et Y sont donc décorrélées.
(b) Evaluons les espérances mathématiques de X2ety?:

N T 17 1
EfX“]= — 0d6 = — =(1 20)d8 = =
[X“] 2”/0 cos 271/0 2( + cos 26) 3

1 2 ) 1 2 1 1
E[Y2]=E/0 sin 0d9=§/ 5(1—c0529)d9=§
0

roe LT 1 [ 1
E[XY* = — cos“fsin“0df = — —(1 — cos40)db = -
2 Jo 8w Jo 2 8
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545.

5.46.

d’ou, en définitive :
1 1
E[X?r?) = e E[X*E[Y?]

Si X et Y étaient indépendants, on aurait, en vertu de la relation (5.157), E[X2Y?} = E{X2}E[Y?]; on en conclut
que X et Y ne sont pas indépendants.

Démontrer que, dans la relation (5.722) obtenue lors de la résolution du probléme 5.22, le paramétre p
est le coefficient de corrélation de X etde Y.

D’apres la définition (5.80) et la relation (5.78), le coefficient de corrélation de X et de Y a pour expression :

o o[(252) (52
L) (G mnas

1
2noxoy(l — p2)1/2

1 x—pux\? X—UX\ (Y Ky y=ur)?
Xexp{_z(l—pz)[< ox )ﬁzp( ox )< oy )+( o )“

En faisant deux changements de variable v = (x — ux)/ox et w = (y — uy)/oy, la relation (5.62) se transforme
en:

oulona:

Sxr(x,y) =

I 2 2,
”””/ f on(i - 2)‘/'2 p[—m(”“zp”w”)]d”dw

_/°° w /"O v _(v—pw)2 d sz/zd
= —oo_ﬂ/i; _w*_@(l—pz)’/zexp _2(l—p2) vie w

Le terme entre accolades s’identifie 4 la moyenne de V = N (pw: | — p?),etl’ona:
® w 2 bl 1 2
_ —w?/2 _ 2 —w?/2
OXY —/ (pw)e Y/ dw —p/ we——e dw
—00 2 -0 \/271'

Cette dernicre intégrale n’est autre que la variance de W = N (0: 1), elle a donc pour valeur 1 et I’on aboutit 4
PXY = p.

Si fx(x) = 0 pour x < O, montrer alors que, quel que soit @ > 0, (inégalité de Markov) :

P(X >a)< %’i (5.163)

ouuyx = E[X].
D’apres la relation (5.34d),
[o¢]
P(X 201):/ Sx (x) dx
o

Comme fx (x) = 0 pour x < 0,

o o0 oo
px = E[X] = f xfx(ndx > f () dx > a f Fr (o) dx
0 o o

rx

o0
/ fx(x)dx=P(X 2 a) <
o
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5.47. Montrer que, pour tout € > 0, on a (inégalité de Chebyschev) :

02
P(IX —uxl 2 € < €—§ (5.169)

ol ux = E[X]eto} estla variance de X.

D’apres la relation (5.34d), ona:

nx—€ 00

P(X ~ux|2¢) =/

-0

fx(x)dx +/

Hx+e

Jx(x)dx = / fx(x)dx

lx—px|ze

En invoquant la relation (5.74), il vient :

o
% =f (x —ux)? fx(x)dx > f (= ux)* fx(x)dx > € f fx(x)dx
x

fx—ux|ze [x—uxize

D’ot I’on déduit que :

of
fx(ydx < 5
€
fx—px|>e
Soit

2
Ox
P(|X—MX|>€)<€—2

5.48. Soit X et Y deux variables aléatoires dont les moments d’ordre deux ont une valeur finie (on dit qu’ils
sont bornés). Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

(EIXY)? < E[X?E[Y? (5.165)

Du fait que la moyenne quadratique d’une variable aléatoire ne peut pas étre négative, on peut, quel que soit «,
écrire que :

E[(X —a¥)’] 20
En développant cette inégalité, il vient :
E[X* - 2¢E[XY]+?E[Y}]1 2 0
En choisissant la valeur de « qui rende minimal le membre de gauche, a savoir :

_ E[XY)
T E[Y?Y)

On obtient I’inégalité :
(E[XY])?

E[X*) - Zr]

Soit
(EIXYD? < E[X2E[Y?)]

5.49. Démontrer la relation (5.8/7).
En appliquant I'inégalit¢ de Cauchy-Schwartz, relation (5./65), on obtient :
(ELX = w0 = i) < E [ = )| E[(r = un)?]

Ce qui s’écrit :

2 2 2
Cyy Soxoy
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D’ou I'on tire

C2
2 Xy
Pxy = — 5 S|
0405
Ce qui a pour conséquence :
loxy| <1

5.50. Soit X et Y deux V.A. de densité conjointe de probabilité fxy(x,y). On définit une espérance
mathématique conditionnelle dont la définition est la suivante :

E[Y|X =x] = E[Y|x] = / Yfrix (y1x) dy (5.166)
ou, d’aprés la relation (5.46) -
Jxy(x,y)
x) = ——— 5.167
Frix(ylx) 7000) ( )

Déterminer E[Y |x] pour les deux V.A de loi conjointement normale du probléme 5.22.

En tenant compte des relations (5.122) et (5.7123) dans la relation (5.767), moyennant quelques calculs auxiliaires :

Ao = e exp o [Y‘“M ("‘“X)T
X = o A= 2 Y 20 =) L or . P\ ox

1 ox 1 [ oy ( ) T
= —— |y —p—(x — - u
Vrway (=2 0 | T 20— o [T o T O T

qui n’est autre que la densité de probabilité de :

oy 2 2

Y=N [p—(x —ux)+py: opl—p )]

ox

On en conclut que :
ay
EfYix] = p;;(x — ux)+py (5.168)
Remarquons que, lorsque X et ¥ sont indépendants, p = Oet E[Y |x] = uy = E[Y].

5.51. Démontrer que :
E[E[Y |x]] = E[Y] (5.169)

En utilisant les relations (5./66) et (5.167), on obtient :

0

E[E[YIX]]=/ ETY |[x]fx(x)dx

=/ / Yirix(lx) fx(x)dxdy
—o00 J =00

L fxy (x,y)
—_— % d d
[oc [—ooy fX(x) fX(Y) Ty

oo oo
:/ yl:/ fXY(Xv)’)dx:ldy

=/ vy (y)dy = E[Y]
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5.52. Soit X = N(u;0?).
(@)  Trouver la fonction génératrice My (1) des moments de X.
(b) Calculer, en utilisant My (1), la moyenne et la variance de X.

(a) D’apres la définition (5.85) :

o0
Mx () = E[e*¥] = / A f () dx

—0o0

Z/“eu L ~-we?) gy (5.170)
-0 V2o

En opérant le changement de variable y = (x — u)/o, on obtient :

Sl 22 _i(oy+u)
Mx () = ——e Ve YT gy

—00 2

=M /Oc /-—l —e_yzﬂ'H"ydv
-0 2 .

2.2 * ] )
_ Jutilo /2/ e~k 2 4
—oco V21

Comme I’intégrande n’est autre que la densité de probabilité de N (Ao; 1), Iintégrale a pour valeur 1 et1'on
obtient : ) 5
My (L) = etntr7e’/2 (5.171)

®» En invoquant la relation (5.86), il vient :

= Lo

A=0
= (u +)\02)exu+xzn2/2 =u
A=0
E[X?] = _diexwxza?/z
dA A=0
2.2
_ [02 + (u+kaz)2] Hrutrlo /2‘;\-0 =02+u2

D’apreés la relation (5.75) :

2

0x=02+u2—uz=02

5.53. La fonction génératrice des moments de X et de Y a pour expression :
Mxy (hi,h0) = E[M 7] (5.172)

ol A, et A, sontdes variables réelles. Soit X etY des V.A. conjointement normales dont la densité conjointe
de probabilité est donnée par la relation (5./22) du probléme 5.22. Donner dans ce cas I’expression de
la fonction génératrice des moments de X etde Y.

D’aprés la relation (5.122) :

1

—Q(x.y)
2moxoy(I— p)172°

Sxy (x,y) =

ol Q(x,y) a pour expression :

_ 1 x—px ) x—ux\[(y—Huy A
Q(X’y)_2(1—02)|:( ox )—2,0( ox )( oy )+< oy ):|
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Développons I’expression de My (A1,A2) :

Myxy (M,h) = E[eM X TR

! % hix4agy -0y
= PrXTI2y = Q&Y gy g
2roxoy (1= pD)1/2 /_oc/m ‘ r

! P ey
= sV dxd
2noxoy (1 — p2)/2 f_oof_oo Y

- 2 _ _ _ 2
E(riy) = hyx +dgy — — > (x “X) —2p (x “X)<Y #Y)+(y uy)
2(l—p) ox ox oy oy

En effectuant le changement de variable t = (x — ux)/ox ets = (y — uy)/oy,ona:

(t2 —2pts + 52)

§(x,y) = n(t,s) = hi(oxt + ux)+ ra(oys + py) — 2(1 l 02)

1 1
= A + A +kot—~t2+X0s————s— 1H?
X 20y 1oxt =3 20y 2(1—,02)( pr)

d’ou
1 o0 o0 ()‘ )
M AMA) = ——mm ———— e dr ds
k) = o f_m/_w

Mux+r [es}
- u Aoxt—12)2
2 (1 — p?) _

et ) 1
Ayoys _ _ 2
X {f—we epr: ————2(1_p2)(s pt) st}dt

Considérons alors 1’expression qui suit :

! * A20ys 1 2
mﬁme e [“2(1 e N ] ds (5.173)

En comparant la quantité (5./70) avec la relation (5.173), on s’apergoit que cette derniére est la fonction génératrice
des moments de la loi normale N (pr: 1 — p?) ot I'on a remplacé A par Apoy. En invoquant la relation (5.171), la
quantité (5.773) devient :

1
exp [kzoypt + 5)»%0,3(1 — pz)]
D’ou I’on tire :

1 1 o0 250,
Mxy (A1,32) = ex [Mux +hauy + zrdol(l —p%]——f eroxi=i A0y Pt gy
X P 742% o oo

On aura remarqué que

1 O Aoy i—12 240y pt ] ® Aox+A 122
—_— e X 20y PY gy — e 1o0x+ 2(Yyp)le t</ dt
v 2 J-oo i 2 —00
est la fonction génératrice des moments de la loi normale N (0; 1) ou A est remplacé par Ajox + A0y p (relation
5.170). Donc
N N 2 1
MOXITRoY P12 4t = exp [E(MGX + XzOYﬁ)ZJ

1 o0
—_— e
V2n ./;oo
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5.54.

5.55.

PROBABILITES ET VARIABLES AL'EATOIRES [CHAP. S

Il s’ensuit que :

1 |
Myxy (A1,A2) = exp l:)wlux +dopy + Ekgaf(l - phH+ E(MUX + kzdyp)z]

1
= exp [}\”,Lx + Auy + 5()»%0')2( 42X p0ox0y 0+ k%o‘)‘,‘z):] 5.174)

Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires conjointement normales de moyenne nulle, ona:

E[X?Y?] = E[XHE[Y ]+ 2(E[XY])? (5.17%)

D’aprés la relation (5./72), la fonction génératrice des moments de X et de ¥ a pour expression :
Mxy (hi.hy) = E[eM Y27

en développant I’exponentielle et en utilisant la linéarité de 1’opérateur E, on obtient :

o n n ) .
Myy(ida) =3 — 3" (k) E[X*yn=Fpkank (5.176)
n=0""" 0

Le coefficient de A%)\%, dans la relation (5./76) a pour valeur :

14 292, _ 1000
Y <2)E[X Y= 4E[X Y <} (5.177)

En faisant ux = puy = 0 dans la relation (5.174), on voit que la fonction génératrice des moments conjoints de X
et de Y a pour expression :

1
Mxy (A, A7) = exp {5@%03{ +2h1h0ox0y 0 + k%a%)]

1.2 2 22
= exp [E(Alax + 201ACxy +A‘2'0y)] 5.178)

ol Cxy = oxoyp = E[{XY]estlacovariance de X et Y.
Posons m = %(A%a}( + 20 0Cxy + A%a%), on sait que :
[e9]}

1 1 1
e’":g " =1t m4 —mP I
Z !m +2 +6m +

Les facteurs A%A% de la relation (5.778) n’apparaissent que dans le terme

1 1
Sm? = 2030F + 2hiraCxy +330P)?

et le coefficient de A%A% dans la relation (5.7/78) a pour valeur :
1 1 1
g Qox07 +4C%y) = Jokof + 5Chy (5.179)
En identifiant les relations (5.177) et (5.179), il vient :
1

lv2p2y 1 2 2 2
ZE[X Y ]220X0Y+2CXY

soit

EIX*Y?) =00} +2C%, = E[XHNE[Y?] + 2E[XY])?

En utilisant la méthode de 1’équation caractéristique, démontrer la relation (5./40) du probléme 5.30.
Soit Z =X +7Y,ou X etY sontdes V.A. indépendantes. Posons :

dx(w) = E[e/X] @y(w) = E[¢/*"]
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5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

Oz(w) = E[eij] — Elejw(X-H’)]
= E[e/*¥]E[¢/*"] = Ox () Py (@) (5.180)

En appliquant le théoréme de convolution, relation (/.53), on obtient :
f22) = F[®z(@)] = F~' [@x (0)Dy ()]

o0
= fx(x)* fy(y) = / Sx ) fy(z—x)dx

Comme la convolution est une opération commutative, on peut aussi écrire :
o«
Jz(@) = fr) * fx(x) = ] S fxz—y)dy
-0

relation identique a la relation (5.7/40) obtenue au probléme 5.30.

Problémes supplémentaires

Montrer que si deux événements A et B sont indépendants, alors :
P(ANB)y = P(A)P(B)
Indication : Utiliser la relation (5.116) et I’identité suivante :

A=((ANBUANB)

Un ordinateur tombe en panne dés que 2 composants A et B présentent simultanément une défaillance. La probabilité
de défaillance du composant A est de 1%, tandis que celle du composant B est de 0,5%. Si le composant A est
défaillant, la probabilité pour que B le devienne est multipliée par 3.

(a) Calculer la probabilité de panne de 1’ordinateur.
b) Evaluer la probabilité pour que A présente une défaillance  la suite d’une défailiance de B.

Réponses : (a) 0,00015, (b) 0,03

Une transmission PCM binaire n’achemine que des digits +1 et —1 équiprobables. La liaison étant affectée par un
bruit, le récepteur commet des erreurs d’identification a I’arrivée. D’autre part, 1’atténuation sur la ligne entraine un
manque de niveau du signal sur le récepteur qui n’est pas toujours capable d’identifier le digit requ. Ce récepteur
affiche donc trois valeurs : +1, et — 1, en cas de réception correcte, et O lorsqu’il y a eu perte de signal. En supposant que

PY=—-11X=+4+1)=0,1,P¥Y =+1|X=—-1)=02,et P(Y =0/ X =+1)=P¥ =0|X = —1) = 0,05,
(a) évaluer la probabilité P(Y = +1), P(Y = —1)et P(Y =0),
(b) évaluer les probabilités P(X = +1|Y = +D et P(X = —1Y = —1).

Réponses (a)P(Y = +1) =0,525, P(Y = ~1) =0,425, P(Y =0) = 0,05

(b) P(X =+1|Y = +1) = 0,81, P(X = —1|Y = —1) = 0,88

On s’intéresse au transfert de 10000 digits sur une liaison affectée par le bruit. La probabilité d’erreur par digit est
p =5 x 1073, Quelle est la probabilité pour qu’il n’y ait pas plus de deux digits erronés?

Réponse : 0,9856
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5.60.

5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

PROBABILITES ET VARIABLES AL’EATOIRES [CHAP. 5

Démontrer que la relation (5.703) définit effectivement une densité de probabilité; montrer en particulier que :
o0
/ fx(x)dx =1
—0Q
Indication : Faire un changement de variable y = (x — u)/o et montrer que :
o0
2
I = f e /2 dy = \/2_71_
—00

ce qui peut étre prouvé en évaluant / 2 en coordonnées polaires.

Une résistance produit une tension de bruit V,,(r). A I'instant 71, la tension de bruit X = V,(f)) est une variable
gaussienne dont la densité de probabilité a pour expression :

1 2 2
fr) = —m=—e 07
V2no

Calculer la probabilité pour que |X| > ko pourk =1,2,3.
Réponse : P(|X| > o) =0,3173, P(|X| > 20) = 0,0455, P({X| > 30) = 0,0027

Considérons la transformation ¥ = 1/X.

(a) Calculer fy (y) en fonction de fy (x).
a/m

a?+x2’

b En supposant que fx (x) = caleuler fy (y).

1 i

Réponse : (a) fr (y) = — fx (—)
y y
/()

By fr(y) = Talty?

Leés variables X et Y sont appelées variables aléatoires de Cauchy.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que :
fx@) =ae™ux)  fr(y) =pe P u®y)
Calculer la fonction de densité de Z = X +7Y.

Réponse :

af
fz(2) = p—a

a’ze™u(z) B=u«a

(e —e Py B#a

Soit X une variable aléatoire uniformément répartie sur I'intervalle [a,b]. Calculer sa moyenne et sa variance.
(b —a)*
12

b+a
2

Réponse : pux = ,a)% =

Etant donné une variable aléatoire X de moyenne py et de variance 0)2(, trouver une transformation linéaire
Y =aX +btelle que uy =Oeto} = 1.

1 X
Réponse: a = —,b = _EX
ox ox
On définit les variables aléatoires Z et W, fonctions des variables aléatoires X et ¥ au moyen des relations
Z=X+aY W=X-aY
ol a est un nombre réel. Déterminer a de fégon que Z et W soient orthogonales.

|E[X?]

Répanse: a = \/ E0rE)
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5.67.

5.68.

5.69.

5.70.

5.71.

5.72.

5.73.

(a) Trouver la fonction génératrice des moments d’une V.A. X uniformément répartie sur I’intervalle [a,b].
() En déduire les expressions de E[X], E[X?] et E[X7].

b _ pha

Réponse : (a) m

i
BEX] = >(b+a), E[XY = %(bz +ab+dd), E[X’] = 3—‘(1)3 +b%a +ba® +a’)

Soit @y (w) la fonction caractéristique de X et Y la variable aléatoire telle que Y = aX + b. Trouver la fonction
caractéristique de Y en fonction de ®x (w).

Réponse : ®y (w) = /P Dy (aw)

Soit une variable normale X = N (u: ¢2). Trouver la fonction caractéristique de X.

Réponse : Px(w) = pino—aw?/2

Montrer que, si les V.A. X et Y sont indépendantes, on a la relation :

Dxy (wr,02) = Px (0)) Py (w2)

Indication : Appliquer les relations (5.48) et (5.88).

Soit X;, i = 1,2,...,n, unensemble de n variables aléatoires normales indépendantes de moyenne y; et de variance
2
o“. Posons

n
Y= " Xi=Xi+Xa+ -+ Xy
i=1

Montrer que Y est une variable aléatoire normale dont la moyenne et la variance ont pour expression :

n
//-Y=Zﬂi a;:iaiz

i=1 i=1

Indication : Trouver la fonction caractéristique de Y et utiliser les résultats du probléme 5.69.

Montrer que le moment d’ordre n de X peut étre obtenu a partir de la fonction caractéristique ¢x (w) au moyen de
la formule suivante :
_ad"Px(w)

EIX") = j"—=

w=0
Indication : Dériver n fois les deux membres de la relation (5.85) et montrer que 1’on a la relation :

n

dw”

E[eij] :an[Xneij]

Soit X et X, deux variables indépendantes normales de moyennes | et i, de variances 012 et 022.

(a)En utilisant la méthode de la fonction caractéristique, calculer la densité de probabilité de Z = a) X | + a2 X>.
(b)En utilisant la fonction caractéristique de X = N (0; ¢'2), trouver E[X*].

Réponse :

1 1
a) fz(z) = N exp [—?(Z - #2)2] avec uz =ajpu) +axuz et (7% = a|20'|2 +a%f722
z

() E[X* =30%



Chapitre 6

Signaux aléatoires et bruit

6.1 INTRODUCTION

On propose dans ce chapitre des modéles statistiques descriptifs des signaux aléatoires et du bruit qui
affectent les télécommunications. On ne peut en effet décrire les signaux aléatoires ou les bruits au moyen de
fonctions certaines. Il est nécessaire d’observer pendant un certain temps un signal aléatoire ou un bruit pour en
extraire certains paramétres permettant de le caractériser de fagon statistique ou probabiliste. Cette modélisation,
reposant sur 1’utilisation d’un ensemble de fonctions particulieres qui dépendent du temps, définit ce que I’on
appelle un processus aléatoire, ou stochastique.

6.2 DEFINITION DES PROCESSUS STOCHASTIQUES

Considérons une expérience aléatoire dont les résultats A appartiennent a un espace d’événement S. Si ’on
associe a chaque résultat A € S une fonction du temps a valeur réelle X (¢,1), on définit un processus aléatoire
ou stochastique. Le processus aléatoire X (t,1) est donc une fonction de deux parametres, le temps ¢ et le résultat
A. A un résultat donné A;, on associe une fonction unique X (t,A;) = x;(r), dite fonction temporelle élémentaire.
I’ensemble de toutes ces fonctions constitue une famille. A un instant donné ¢;, X(¢;,A) = X; devient une
variable aléatoire , et si I’on fixe 1 (= t;) ainsi que A(= A;), X (¢;,A;) = x;(¢;) est une valeur numérique.

C’est la raison pour laquelle on définit parfois un processus aléatoire comme une famille de variables
aléatoires indexées par le paramétre ¢+ € T, ot T est appelé ensemble d’indexage.

La figure 6-1 illustre I’espace des événements de 1’expérience considérée, les résultats de cette expérience,
les fonctions élémentaires associées et les variables aléatoires obtenues lors de la mesure des deux parametres
d’une fonction temporelle élémentaire.

Dans la suite, nous utiliserons la notation X (t) pour représenter X (f,1).

Univers d’¢événements

x (0 x1(12)
/N " /T\ Va
T T
/ \:}/ n \~S
xi(r)

x(1)

-~

xn(’l)

X (1)
Résultat \ m [!2 m Ve
t
RV Ay

X] XZ
Fig. 6-1 Processus stochastique (ou aléatoire)
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6.3 STATISTIQUE DES PROCESSUS ALEATOIRES
A. Définitions

Considérons un processus stochastique X (r). Si ’on fixe I'instant ¢, X () = X est une variable aléatoire
dont la fonction de répartition Fx(x; ¢;) a pour définition :

fxGs ) = P{X(n) < xi) (6.1)

ou x| est un nombre réel quelconque.
Fyx(xy; 1)) est appelée distribution d’ ordre un de X (t). La densité d’ordre un correspondante a pour

expression :
0Fx(x1; 1)
fx(xpn) = ——m— 6.2)
8x1
De méme, sil’on fixe t) et 1, X (1;) = X, et X (#,) = X, deviennent deux variables aléatoires. Leur distribution

conjointe est appelée distribution du deuxiéme ordre, elle a pour expression :
Fx(x1,x2; t1,1) = P{X(1)) < x1,X(12) < x2} (6.3)

ol x; et x, sont deux réels quelconques.
La densité d’ordre deux correspondante a pour définition :

82Fx (x1,x2; 11,1)

fx(xi, x5 t,0) = (6.4)

BX18X2
De fagon identique, pour n variables aléatoires X (#;) = X; (i = 1,...,n), on définit une distribution d’ordre n :
Fx(xp,oo o Xn t,. o ty) = P{X(t) < xp,....X(ty) < xp} 6.5)

La densité correspondante d’ordre n a pour expression :

3"Fx(x1,...,xn;tl,...,tn)

Sxxi, o xn ) = (6.6)

0xy...0x,

B. Fonctions statistiques remarquables

Les processus stochastiques peuvent étre caractérisés, comme les variables aléatoires, au moyen de fonctions
particuliéres.
La moyenne de X (t) a pour définition :

oo

px () = EIX ()] = f xfx(x; 1) dx 67)

—00
ou X () est considérée comme une variable aléatoire lorsque la valeur de ¢ est fixée.
L’autocorrélation de X (t) a pour expression :

Ryx(t1,1) = E[X(1)X ()]
[e.¢] [e.¢]
= [ / xyx2 fx (x1,%2; ty,0) dxy dx, 6.8
—00 ¥ —00
L’autocovariance de X (t) a pour définition :
Cxx(t1,) = E{[X (1)) — ux DI[X (82) — mx ()]}

= Rxx(t;,t2) — x(t)ux () (6.9)

Le moment conjoint ou composé d’ordre n de X (t) a pour expression :

E[X(tl)‘..X(t,,)]=f / X X fx (X, o Xns tye s ty)dxy L Ldxy, (6.10)
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C. Stationnarité
1. Stationnarité au sens strict

Un processus aléatoire X (t) est dit stationnaire au sens strict (SSS) si ses propriétés statistiques sont
invariantes lorsqu’on change I’origine des temps. En d’autres termes, le processus X (t) est stationnaire au sens
strict (SSS) si :

fx@en,ooxntotn) = fx (X, X 04ty + €) 6.11)
quel que soit c.

D’aprés la relation (6.11), il s’ensuit que fx(xi; 1)) = fx(xi; i + ¢) pour toute valeur de ¢. La densité de
premier ordre d’un processus stationnaire X (t) est donc indépendante de ¢ :

fx(; ) = fx(xp) (6.12)

De fagon identique, fx (x),x2; t),t2) = fx(xi.,x2; 11 + ¢,z + ¢) pour toute valeur de c. En faisant ¢ = —1y, il
vient :

fx (x5 t,0) = fx(xn,xos o — 1) (6.13)

ce qui montre que si X (1) est SSS, la densité conjointe des variables aléatoires X (1) et X (f 4 1) est indépendante
de ¢t et ne dépend que de la variable temporelle 7 (écart de temps).

2. Stationnarité au sens large

Un processus aléatoire X () est dit stationnaire au sens large (SSL) si sa moyenne conserve une valeur
constante :

E[X(D)] = ux (6.14)
tandis que son autocorrélation ne dépend que de 7 :
E[X()X(t 4+ 7)] = Rxx(7) (6.15)

Les relations (6.9) et (6.15) impliquent que la fonction d’autocovariance d’un processus SSL, elle aussi, ne
dépende que de 1’écart de temps 7.

Cxx (1) = Rxx (1) — ux (6.16)
En faisant 7 = 0 dans la relation (6.15), on obtient :
E[X*(t)] = Rxx(0) 6.17)

On en déduit que la puissance moyenne d’un processus SSL est indépendante de ¢ et a pour valeur Ryx (0).
On notera qu’un processus SSS est d’office SSL, mais que la réciproque n’est pas vraie.
Deux processus stochastiques X (¢) et Y (¢) sont dits conjointement stationnaires au sens large si chacun
d’eux est SSL et si leur intercorrélation ne dépend que de la variable 7 :

Ryy(t,t + 1) = E[X()Y (1 + 7)] = Rxy (1) (6.18)

D’aprés la relation (6.18), il s’ensuit que I’inter-covariance de X (¢) et Y (¢) conjointement SSL ne dépend aussi

que de la variable 7.
Cxy(7) = Rxx (1) — uxpy (6.19)

D. Moyennes temporelles et ergodicité

La moyenne temporelle d’une fonction élémentaire x(t) d’un processus aléatoire X (t) a pour définition :
o T
X ={x(t)) = lim = x() dt (6.20)
T—-00 T _7/2
ot les symboles X et (x(t)) signifient respectivement moyenne temporelle de x et de x(t).
De fagon identique, la moyenne temporelle de I’autocorrélation de la fonction élémentaire x(t) a pour
définition :
— 172
Rxx(t) = (x()x(t + 1)) = lim ——/ x(OHx(t +1)dt 6.21)
Tooo T -T2
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Remarquons que X et Rxx (7) sont des variables aléatoires; leurs valeurs dépendent de la fonction élémentaire
de X (¢) qui est utilisée pour leur évaluation.
Si X () est stationnaire, en prenant I’espérance mathématique des deux membres des relations (6.20) et

(6.21), on obtient :
T/2

E[x] = lim -]— E{x()]dt = pnyx (6.22)
T—-co T -T/2

ce qui montre que I’espérance mathématique de la moyenne temporelle est égale a la moyenne d’ensemble du

processus et que :
7/2

lim ~ E[x()x(t + 1)) dt = Rxx(1) (6.23)

E[EXX(‘[)] = Tooo T ~T/2

ce qui montre que 1'espérance mathématique de la moyenne temporelle de I’autocorrélation est égale a
’autocorrélation d’ensemble du processus.

Un processus aléatoire X (¢) est dit ergodique si les moyennes temporelles ont méme valeur, pour toutes les
fonctions temporelles élémentaires que les moyennes d’ensemble. On obtient donc tous les caractéres statistiques
d’un processus ergodique en observant une seule des fonctions élémentaires x (1) = X (¢,1) (A fixé) du processus.

Un processus stationnaire X (¢) est dit & moyenne ergodique si :

X =(x(n) = E[X(®)] = px (6.24)
De fagon similaire, un processus stationnaire X (t) est dit @ autocorrélation ergodique si
Rxx (1) = (x()x(t + 7)) = E[X()X (1 + 1)] = Rxx (1) (6.25)

1 est trés difficile de vérifier Vergodicité d’un processus aléatoire. On fait une hypothése raisonnable,
dans le domaine des télécommunications, en supposant que la plupart des signaux de caractére aléatoire ont
une moyenne et une autocorrélation ergodiques . Les grandeurs fondamentales qu’utilise I’ingénieur, valeurs
continues, valeur efficace (rms =root mean square en anglais) et puissance moyenne s’expriment au moyen des
moments d’un processus stochastique ergodique. On peut en lire la liste ci-apres :

1. X = (x(2)) est la composante continue du signal x(t).

2. [¥]? = (x(t))? constitue la puissance de sa composante continue.

3. Rxx (0) = (x2(1)) constitue la puissance moyenne totale du signal x ().

4. 3§( = (x2(r)) — (x(t))? constitue la puissance moyenne de sa composante alternative.
5

T x est égal a la valeur efficace du signal x(¢) (on dit aussi valeur rms).

6.4 CORRELATION ET DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE
Nous supposerons dans ce qui suit que tous les processus stochastiques sont stationnaires au sens large.

A. Autocorrélation Ryy(7)

L’autocorrélation de X (1) a pour valeur, d’aprés la définition (6.15),

Rxx(t) = E[X(1)X (1 + 1)]
Propriétés de Ryx (1) :
1. Rxx(—7) = Rxx(7) (6.26)
2. [Rxx ()| < Rxx(0) (6.27)
3. Rxx(0) = E[X*(1)] 6.28)
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B. Intercorrélation Ryy(7)

L’intercorrélation de X (¢) et de Y (¢) a pour expression, d’aprés la relation (6./8) :

Rxy(t) = E[X(O)Y (¢t + 1)]

Propriétés de Rxy (1) :

1. Ryy(—1) = Ryx(7)
2. [Rxy (1) < v/Rxx(0O)Ryy(0)
1
3. [Rxy (T)] < E[Rxx(o) + Ryy(0)]

C. Autocovariance Cyy(7) :
L’ autocovariance de X (¢) a pour définition, selon la relation (6.9) :
Cxx (1) = E[{X(1) = EIX(OIHX (t + 1) — E[X (1 + D)]}]

= Rxx (1) — 1%

D. Intercovariance Cxy(7)
L’intercovariance de X (¢) et Y (¢) a pour expression :
Cxy (1) = E[{X(1) = EIX()IHY (t + 7) — E[Y (1 + D]}]
= Ryy(7) — uxpy
Deux processus stochastiques X (¢) et ¥ (¢) sont dits mutuellement orthogonaux si :
Rxy(r) =0

I1s sont dits non corrélés lorsque :
Cxy(t)=0

E. Densité spectrale de puissance

[{CHAP. 6

(6.29)
(6.30)

6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

Soit Ryx () la fonction d’autocorrélation de X (t). On appelle densité spectrale de puissance (ou spectre
de puissance) de X (t) la transformée de Fourier (voir paragrahe 1.6) de la fonction d’autocorrélation de X (¢),

Rxx (1), c’est-a-dire :
o0
Sxx(w)=/ Rxx(v)e™/*dt

o0
D’oti I’on déduit que :
| ;
Ryx(t) = —‘/ Sxx(w)e’*" dw
27 J_ o

Les relations (6.36) et (6.37) sont connues sous le nom de formules de Wiener-Khinchin.

Propriétés de Sxyx(w) :
1. Sxx (w) estréelle et Syx(w) = 0

2. Sxx(—w) = Sxx(w)

1 oo
3. 2—71—/ Sxx(w)dw = Ryx(0) = E[X*(1)]

(6.36)

(6.37)

(6.38)
(6.39)

(6.40)
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F. Densité spectrale croisée

La densité spectrale croisée (encore appelée interspectre de puissance) Sxy (w) ou Syx(w) de X (t) et Y (¢)
a pour définition :

[e.¢]
Sxy () = f Rxy(v)e " dt (6.41)
—o0
aussi bien que :
0 .
Syx(w) = f Ryx(r)e /" dt (6.42)
—0o0
L’intercorrélation et la densité spectrale croisée forment une paire de transformées de Fourier. On a donc :
1 [*® ‘
Rxy(t) = _f Sxy (@)e’*" dw (6.43)
2n J_ o
1 ® .
Ryx(7) = = / Syx (w)e’*" dw (6.44)
27 J_ oo

En tenant compte de la relation (6.29), on obtient :
Rxy(t) = Ryx(—71)
Ce qui donne, porté dans les relations (6.41) et (6.42) :

Sxy(w) = Syx(—w) = Sy (w) (6.45)

6.5 PROCESSUS ALEATOIRE ET SYSTEME LINEAIRE
A. Réponse du systéme

On a vu qu’un systéme linéaire indépendant du temps (SLIT) se définit au moyen de la relation (paragraphe
1.7
Y(t) = L[X )] (6.46)

ou Y () est le signal de sortie du SLIT, représenté par un opérateur linéaire L, alimenté par un signal d’entrée
aléatoire X (t).
Soit A(t) la réponse impulsionnelle d’un SLIT (figure 6-2); d’apres la relation (/.80) du paragraphe 1.8, on

o0

YO =h(t)*xX(@) = / ha)X(t —a)da (6.47)

—00

8t h(r)

e SLIT e ot

X Y ()

Fig.6-2 SLIT

B. Moyenne et autocorrélation du signal de sortie

wy () =E[Y(t)]=E [/ h(o)X (t — ) da:‘

= /Oo (@) E[X (r — )] da

o0

= f h(a)pux (t — ) do = h(1) * px (1) (6.48)

oo

ou le symbole * indique une convolution.
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Ryy (t1,2) = E[Y (1))Y(12)]

=F [/ f h(@)X(t, —a)h(B)X(t; — B) da dﬂ]
- / / M@h(B)EIX (1 — @)X (12 — B)] dex dB

=/ / h(@)h(B)Rxx(ty — a,t — B) da dB (6.49)

Si le signal d’entrée X (f) est stationnaire au sens large (SSL), on obtient, en invoquant la relation (6.48) :

E[Y(®)]= /

—00

o0

h(@)ux de = jix f h(@) da = pxH(O) (6.50)

ou H (0) est la réponse en fréquence du systéme linéaire pour w = 0. La moyenne du signal de sortie a donc
une valeur constante.
L’ autocorrélation du signal de sortie, qui s’exprime suivant la relation (6.49), devient donc :

Ryy(t1,n) = / / h(@)h(B)Rxx(t —t) + o — B)da dB (6.51)

ce qui montre que Ryy (#1,5) est une fonction de la différence temporelle T = #; — 1;, ce qui donne :

Ryy(t) = / / h(@)h(B)Rxx(t + o — B)dadp 6.52)

On en conclut donc que si le signal d’entrée X () est stationnaire au sens large (SSL) le signal de sortie Y (t)
I’est aussi.

C. Densité spectrale de puissance du signal de sortie

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation (6.52), on obtient la densité spectrale
de puissance du signal de sortie :

w .
Syy(w)=/ Ryy(r)e™/“"dx

—00

- foo /w /w h(@)h(B)Rxx (T +a — B)e™7" dt da dB

= |H (w)|*Sxx (w) (6.53)

On obtient ici un résultat important : la densité spectrale de puissance du signal de sortie est égale a la densité
spectrale de puissance du signal d’entrée multipliée par le carré du module de la réponse en fréquence du systéme
(relation /.101).

Lorsqu’on désire connaitre la fonction d’autocorrélation Ryy(z) du signal de sortie, il est plus facile
d’évaluer sa densité spectrale de puissance Syy (w) et d’en prendre la transformée de Fourier inverse (probléme
6.21), c’est-a-dire :

1 * ;
Ryy(‘[) = Z‘/‘ Syy(w)e’m dw

1 [ ‘
=5 f |H (w)]*Sxx (w)e’*T dw (6.54)
—00

En invoquant la relation (6.17), on obtient ’expression de la puissance moyenne du signal de sortie Y (1) :

1 o0
E[Y*(0] = Ryy (0) = 5~ f |H (@) Sxx (@) dw (6.55)
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6.6 PROCESSUS STOCHASTIQUES REMARQUABLES

Dans ce qui suit, nous allons étudier un certain nombre de processus stochastiques que 1’on rencontre
couramment dans le domaine des télécommunications.

A. Processus aléatoire gaussien

Considérons un processus aléatoire X () et définissons n variables aléatoires X (r,), X (t3),...,X(t,)
correspondant & n instants de mesure fy,. .. ,¢,. On forme un vecteur aléatoire X (matrice n x 1), qui a pour
définition :

X (1)
X(12)
= . (6.56)
X (1n)
Soit aussi x un vecteur a n dimensions (matrice n x 1), ayant pour définition :
X1
X2
Xx=1 . 6.57)
Xn
Ce qui permet de noter {X < x} I’événement {X (t;) < xy,...,X (#,) < Xxn}. X (¢) est, par définition, un processus
gaussien (ou normal) si X présente une densité multivariable conjointement gaussienne pour tout ensemble fini
de valeurs {1;} et pour tout n.
La densité multivariable d’un processus gaussien a pour expression :

1
fx) = —5x - w’ C M (x — u)] 658

1
—_—————eX
)72 detCl 2P [
ol T désigne 1’opération de transposition matricielle, p est le vecteur moyenne, C est la matrice de covariance,
d’expression :

T8 E[X ()]
u, E[X(t)]
u=EX]= = . 6.59)
u, E[X (15)]
Ch -+ Cy,
col (6.60)
Cnl ot Cnn
ou
Cij = Cxx(ti.t;)) = Rxx(t;,1)) — pild; 6.61)

expression qui représente la covariance de X (4;) et X (¢;), tandis que det C est le déterminant de 1a matrice C.
Les propriétés les plus importantes d’un processus gaussien sont énumérées ci-apres :

1. Un processus gaussien est entiérement défini par ’ensemble de ses moyennes :
ui=E[X(1)] i=1,...,n
et de ses fonctions d’autocorrélation :
Rxx(ti,t)) = E[X()X ()l i,j=1,....n
2. Si I’ensemble des variables aléatoires X (#;), i = 1,...,n ne présentent aucune corrélation, c’est-a-dire si :
Cij=0 i#]j

alors les X (¢;) sont indépendants.
3. Si un processus gaussien X (¢) est stationnaire au sens large, alors il ’est au sens strict.
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4. Sil’on applique un processus gaussien a ’entrée d’un systéme linéaire, le processus aléatoire en sortie est
lui aussi gaussien.

B. Bruit blanc

On dit qu’un processus aléatoire est un bruit blanc lorsque sa densité spectrale de puissance est constante
— figure 3-3(a) :
7
Sxx(w) = = (6.62)

2
En prenant la transformée de Fourier inverse de cette relation, on obtient :
n
Ryx(7) = 55(1) (6.63)

ce qu’illustre Ia figure 6-3(b). On suppose implicitement que la valeur moyenne d’un bruit blanc est nulle.

Syx(w)
Ryx(7)

K
2

35(7)

0 w 0 T
(a) (h)
Fig. 6-3 Bruit blanc

C. Bruit blanc a bande limitée

Un processus aléatoire est dit bruit blanc a bande limitée s’il satisfait a la condition :

% lw| < wp
Sxx(w) = (6.64)
0 |ol>wp
d’ou I’on déduit que :
wp ) .
Ryx(0) = — | Teiot goy = N0BSNWBT (6.65)
27 2 27 wgT

—wp
La figure 6-4 représente la densité spectrale de puissance et la fonction d’autocorrélation d’un bruit blanc a
bande limitée.

Syx(w) Ryx(m)

Nwg

n 27
2

(a) (b)

Fig. 6-4 Bruit blanc a bande limitée
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Notons au passage que les termes blanc ou blanc a bande limitée renvoient a I’allure spectrale du processus
X (1) et n’impliquent aucunement que la distribution associée a X (t) soit gaussienne.

D. Processus aléatoire a bande étroite

Supposons que X (¢) soit un processus SSL de moyenne a valeur nulle et de densité spectrale de puissance
Sx x (w) non nulle dans une bande de largeur 2W dont la valeur est faible par rapport a la fréquence centrale
w, de cette bande, comme le représente la figure 6-5. On dit, dans ces conditions, que X (¢) est un processus a
bande étroite. '

Sxx(w)
A /J\
I OP 0 @, w
— -
2W 2W

Fig. 6-5 Processus aléatoire a bande limitée

En télécommunication, on obtient un processus aléatoire (ou un bruit) a bande étroite par filtrage linéaire.
Lorsqu’on observe une des fonctions temporelles élémentaires du processus, par exemple au moyen d’un
oscilloscope, la forme du signal ressemble 4 une sinusoide d’amplitude et de phase aléatoires. On peut ainsi
représenter un processus aléatoire a bande étroite de la fagon suivante :

X (1) = V(t) cos [wpt + ¢ (1)) (6.66)

ol V(1) et ¢ (1) sont des processus aléatoires appelés enveloppe et phase du signal aléatoire.
La relation (6.66) peut ainsi s’écrire :

X(t)=V(#)cosg(t)coswpt — V(¢) sing(Hwpyt

= X (t)coswyt — X, (1) sinwpt (6.67)
ol
X (1) =V(t)cos¢p(t) (composante en phase) (6.68a)
X,(t) = V(t)sin¢(r) (composante en quadrature) (6.68b)
V() = X2+ X2(1) (6.69a)
X (1)

(6.69b)

¢ (t) = arctan X.(0)

La relation (6.67) définit la décomposition cartésienne de X (t). Pour une fonction X () donnée, on obtient
ses composantes en phase et en quadrature de phase au moyen du dispositif représenté sur la figure 6-6.
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Filtre X1
passc-bas
X
—_— 2cos wpt

Filtre

= X.(1)
passc-bas

—2sinw,t
Fig. 6-6
Propriétés de X (t) et de X, (t) :

1. X.(t) et X;(t) ont méme densité spectrale de puissance, liée a celle de X (¢) par la relation :

Sxx{w—wp) + Sxx(w+w,) o<W
Sx (@) = Sx, (@) = (6.70)
0 autrement

2. X.(t) et X;(r) ont méme moyenne et méme écart-type que X (¢) :

Mx. =px, =px =0 6.71)
of =0y =03 (6.72)

3. X (1) et X,(2) sont décorrélées :
E[X()X;()]=0 (6.73)

4. Si X (¢) est un processus gaussien, X (z) et X;(t) sont des processus gaussiens.

Si X (1) est gaussien, pour une valeur quelconque de ¢ fixée, V (¢) est une variable aléatoire a distribution
de Rayleigh tandis que ¢ (f) est une variable aléatoire uniformément répartie sur I’intervalle [0,27]
(voir probléme 5.33).

g

Problémes résolus

PROCESSUS ALEATOIRES ET FONCTIONS ASSOCIEES
6.1. Considérons un processus aléatoire X (#) défini comme suit :
X (t) = Acos(wr + ®) (6.74)

ol A et w sont des constantes et © est une V.A. uniformément répartie sur [—x,7]. Montrer que X (r)
est stationnaire au sens large (SSL).

D’aprés la relation (5.719) du probléme 5.16,ona:
— —m<<ésTw

Jo(6) =

0 autrement
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6.2,

6.3.

and

La valeur moyenne du processus a pour expression :

o0
ux () = ElX()]= / A cos (wf +0) fo(0) do

-0
A b4
= — cos (wt +6)d6 =0 (6.75)
2 Jn
Rxx(t,t+1)=E[X)X(¢ +71)]
AZ T
= —/ cos (wt + 0)cos[w(t + 1) +60)db
2 oy
A? [T
= —/ —[coswt + cos Quwt + 260 + wt)]do
2 J_5 2
A2
= > coswT (6.76)

La moyenne de X (7) est constante et sa fonction d’autocorrélation ne dépend que de la différence temporelle 7, on
en déduit donc que X (¢) est SSL.

Notons que la fonction Rxx (1) est périodique, de période Tp = 2m/w. Un processus aléatoire SSL est dit
périodique si sa fonction d’autocorrélation est périodique.

Soit un processus aléatoire défini par :
X(t) = Acos(wt + 6) (6.77)

ou w et § sont des constantes et A est une variable aléatoire. Dire si X (¢) est stationnaire au sens large.

ux(t) = E[X ()] = E[Acos (wt + 6)]
= cos (wt + 8)E[A] 6.78)

ce qui prouve que la moyenne de X (¢) n’a pas une valeur constante, 8 moins que E[A] = 0.

Rxyx(,t+1t)=E[X@®)X( + 1))
= E[A2 cos (wt + 8) cos [w(t + ) + 9]]

1
= E[coswr + cos Qut + 20 + wt)]E[A?] 6.79)

On voit que I’autocorrélation de X (t) n’est pas uniquement fonction de la différence temporelle t, ce qui implique
la non-stationnarité au sens large du processus X ().

On considére le processus aléatoire Y (¢) défini par :

t
Y(t)=/ X(t)drt (6.80)
0

ou X () a pour expression :
X (1) = Acoswt 6.81)

la valeur de w étant constante, et A vérifiant une loi normale N[0; o'2].
(@) Déterminer la densité de probabilité de Y (¢) a I’instant = #;.
(b) Y (2) est-elle stationnaire au sens large?

% sin wt,
(@) Y () =/ Acoswtdt = —ﬂA
0

(6.82)

w
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D’aprés le résultat obtenu lors du probléme 5.24, on voit que Y (#;) est une variable aléatoire gaussienne
dont I’espérance a pour expression :

ElY (1)) = -k

-~ E[A]=0 (6.83)

et la variance a pour expression :

. 2
Sin wiy
of =var[Y ()] = ( > o? (6.84)
D’aprés la relation (5.703), la densité de probabilité de Y (#;) a donc pour expression :
-y2/ Qo)
fr(y) = 14 Y (6.85)

W 2moy

b) D’apreés les relations (6.83) et (6.84), la moyenne et la variance de Y (1) dépendent du temps #(fx), donc Y ()
n’est pas stationnaire au sens large.

On considére le processus aléatoire X (1) ayant pour définition :

X(t) = Acoswt + Bsinwt (6.86)
ol A et B sont des V.A. tandis que w est une constante.
(a)  Montrer que la condition suivante :

E[A] = E[B]=0 (6.87)
est nécessaire pour que X (¢) soit stationnaire.
(b)  Montrer que X (¢) est SSL si et seulement si les variables aléatoires A et B sont non corrélées et
ont méme variance, ¢’est-a-dire :

E[AB] =0 (6.88)
et
E[A*l = E[B}]=0¢" (6.89)

(a) Lamoyenne pux () = E[X(t)] = E[A] coswt + E[B] sinwt doit étre indépendante de ¢ pour que X () soit
stationnaire.
Cela n’est possible que si ux (1) = 0, c’est-a-dire :

E[A]1=E[B]=0
b) Si X (r) est SSL, on a, d’apres la relation (6.17) :
E[X%(0)] = E [XZ (%)] = Rxx(0) = 03
mais d’autre part :
b4
X0 =A et X(£)=B
On en déduit :
E[A2)=E[BY =0} =0"
En utilisant les résultats qui préceédent, on obtient :
Rxx(t,t+1)=E[XOX({ +1)]
= E[(A coswt + Bsinwt)[Acosw(t + 1) + Bsinw(t + r)]]
= o2 coswt + E[AB]sinQwt + wt) (6.90)

qui ne peut étre fonction uniquement de 7 que si E{AB] = 0.
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Si maintenant E[AB] = O et E[A%] = E[B?] = 02, d’aprés le résultat obtenu en (a) et la relation (6.90),
ona:

ux(@) =0
Rxx(t,t+1)=0

d’ou I’on conclut que X (¢) est stationnaire au sens large (SSL).

Zcoswt = Rxx (1)

6.5.  Un processus aléatoire X (r) est dit a covariance stationnaire si sa fonction de covariance ne dépend que
de I’écart de temps t = t, — ¢, soit :

Cxx(f,l+f)=Cxx(T) (69])
Soit alors X (1) tel que :
X(t)=(A+ 1)cost + Bsint

ou A et B sont des variables aléatoires indépendantes pour lesquelles on a :
E[A]=E[B]=0 et E[A’]=E[BY] =1
Montrer que X (¢) n’est pas SSL, mais a covariance stationnaire.
On peut écrire que :
ux()=E[X ()] = E[(A+ 1)cost + Bsint)]
= E[[(A + 1)cost; + Bsinn][(A + 1)cost, + B sintz]]

= E[(A + 1)2] costjcosty + E[Bz] sin ¢y sinty

+ E[(A + I)B](costl sinty + sint; cos )
Or il se trouve que :
E[(A + 1)2] — E[A® +2A + 1] = E[A®] + 2E[A] + 1 =2
E[(A+ DB)= E[AB] + E[B] = E[A]E[B)+ E[B] =0
E[B%1=1
En portant ces valeurs dans I’expression de Rx x (#1,t2), on obtient :
Rxx(ty,tz) = 2costycosty + sint; sinty
= cos(t) — t|) + costycosty
D’aprés la relation (6.9), on a :
Cxx(ti,02) = Rxx(t1,12) — ux(n)ux(t2)
= cos (t — t}) + COStj COSty — COSt| COSty
= cos(tp —t})

D’ou I’on déduit que X (¢) est & covariance stationnaire.

6.6. Montrer que le processus X (t) défini par la relation (6.74) du probléme 6.1 est 4 moyenne et a
autocorrélation ergodiques.

D’apres la relation (6.20), on a

1 (772
x={x() = lim — Acos (wt + 0) dt
T—ooo T -T2
A rTo/2
= — Acos(wt +0)dt =0 6.92)
To J_152

od To = 27/ w.
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D’aprés la relation (6.2/),ona:

Rxx (1) = (x(Nx(r + 1))

1 T/2
= lim = / A% cos (wr + B)cos [w(t + ) + 0]dt
T>ooT J_

T/2
A2 rTo/2
= — —[coswt + cos 2wt + 260 + wT)]dt
To J_1y2 2
A2
= — COSWT
2

On a, en définitive :

ux () = E[X()] = (x()) =X
Rxx (1) = EIX(WX(t + D] = (XX + 1)) = Rxx(7)

D’aprés les définitions (6.24) et (6.25), on conclut que X (#) est 3 moyenne et & autocorrélation ergodiques.

CORRELATION ET SPECTRE DE PUISSANCE

6.7. Montrer que, si X () est SSL, on a la relation :
E[[X(t + 1) = X(D] = 2[Rxx (0) — Rxx (7]
oll Rxx () est la fonction d’autocorrélation de X (¢).
En appliquant la propriété de linéarité de 1’opérateur E (espérance mathématique), il vient :
E[[X(t +7)— X(t)]z] =E[X*t+1) = 2X( + )X (1) + X2(1))

= E[X2(t + )] = 2E[X (¢t + DX (O] + E[X*(1)]
= Rxx(0) — 2Rxx(7) + Rxx (0)
=2[Rxx(0) — Rxx(1)]

6.8.  Soit X (¢) un processus stochastique. Démontrer les relations (6.26) et (6.27), a savoir :
(a) Rxx(—7) = Rxx(7)
(b) [Rxx (1) < Rxx(0)

(a) D’aprés la relation (6.15),0on a:
Rxx(r) = E[X(DH)X(t + 1))
enposant? +t =1, il vient :
Rxx(t) = E[X("' — )X ()]
=E[X@)X (@ — 1)) = Rxx(-71)

(b) On peut écrire que :

E[[X(z) EX(+ r)]z] >0

soit E[Xz(t):l:ZX(t)X(t+r)+X2(1+r)] >0
ou encore E[x%)] +2E [X(t)X(t + r)] + E[Xz(t + r)] >0
soit 2Rxx(0) £ 2Rxx (r) > 0

d’on Rxx(0) =2|Rxx ()|

[CHAP. 6

(6.93)

(6.94)
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6.9.

6.10.

Montrer que le spectre de puissance d’un processus aléatoire X (¢) a valeurs réelles est réel et vérifie la
relation (6.39), a savoir :
' Sxx(—w) = Sxx(w)

D’aprés la relation (6.36) et en développant I’exponentielle, il vient :

oo .
Sxx(w)=/ Rxx(r)e” /T dt

—00

o0
:/ Rxx(r)(coswt — jsinwr)dt

—00
o0 o0
:/ Rxx(t)coswrdt — j/ Rxx(t)sinwrtdr (6.95)
—0 —00
Comme Rx x (—71) = Rxx(7) (relation 6.26), le terme imaginaire de la relation (6.95) disparait et il reste :
o0
Sxx(w):/ Rxx(t)coswrdTt (6.96)
—00

ce qui indique que Sxx (w) est 4 valeurs réelles.
Comme de plus la fonction cosinus est paire, ¢’est-a-dire que cos (—wt) = cos (w7), il s’ensuit que :
Sxx(—w) = Sxx (w)

ce qui démontre que le spectre de puissance de X (7) est une fonction paire de la fréquence.

On définit une certaine classe de signaux Y () au moyen de la relation :
Y(t) = AX(t)cos (wpt + ®) (6.97)

ou X (¢) est un signal aléatoire modulant une porteuse sinusoidale A cos (wpt + ). Le signal modulant
X () est un processus aléatoire stationnaire a valeur moyenne nulle, de fonction de corrélation Ryx (7)
et de spectre de puissance Sxx(w). L’amplitude de la porteuse A ainsi que sa pulsation w, sont des
constantes, tandis que la phase © est uniformément répartie sur I’intervalle [0,27]. En supposant que
X (1) et © sont indépendants, calculer la valeur moyenne, la fonction d’autocorrélation et le spectre de
puissance de Y (¢). '

Calculons la moyenne :
uy (t) = E[Y (1)] = E[AX (1) cos (wpt + ©)]
= AE[X(D]E[cos (wpt + )] =0
puisque X (7) et ® sont indépendants et puisque E[X ()] = 0.
Calculons 1a fonction d’autocorrélation :
Ryy(t,t+ 1) = E[Y)Y( + 1)]
= E[AZX (DX (1 + 1) cos (@pt + ©) (cos[wp (1 + 1) + o]

A2
= TE[X(I)X(I + 1)}E[coswpT + cos2wpt + wpT +20))]

2

A
= —Z—RXX(r)cos wpt = Ryy (1) (6.98)

Comme la moyenne de Y (¢) est constante et comme sa fonction d’autocorrélation ne dépend que de 1’écart de
temps 7, ¥ (¢) est stationnaire au sens large (SSL). Ainsi :
Calculons donc le spectre de puissance :

AZ
Syy(w) = F[Ryy(1)] = Tf[Rxx(t)Coswpf]

D’aprés les relations (6.36) et (/.42) :

FIRxx(1)] = Sxx ()
Feoswpt) = 8(w — wp) + 78w + wp)
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En appliquant le théoréme de la convolution (7.54) et la relation (/.52), il vient :

2
Syy (w) = Z;SXX(U)) * [18(w — wp) + Té(w + wp)]

A2
= —4—[SXX (@ — wp) + Sxx (@ + wp)] (6.99)

On considére un processus aléatoire X (¢) qui prend les valeurs &= A avec la méme probabilité. La figure
6-7 représente une fonction élémentaire typique du processus X (¢). On appelle « le nombre moyen de
commutations (passages a zéro) par unité de temps. La probabilité d’avoir £ commutations au cours de
la durée 7 suit une loi de Poisson (relation 5.98) :

o (@D
P(Z=k)=e ‘”—k—,) (6.100)
ot Z est la variable aléatoire qui représente le nombre de commutations. Le processus X (¢) est connu
sous le nom de signal des télégraphistes. Calculer la fonction d’autocorrélation et le spectre de puissance
de X (1).

x(1)

L1 L T_Au—-l

Fig. 6-7 Signal des télégraphistes
Soit 7 un intervalle de temps quelconque, on peut écrire que :
Rxx(tt+1)=E[X®)X (1 +1)]
= AZP[X (1) et X ( + T) ont méme signe]
= +(—A2)P[X(t) et X (+ + t) sont de signe différent}
= A2P(Z pair dans (1,t + 7)] — A?P[Z impair dans (1,1 + 1)]

— AZ Z e T (a.[)k — A2 Z Pl (ar)k

k pair k! k impair k!
0 k
_ p2,—ar (ar) _ 1)k
=A%y ~ D
k=0
0 k
SR ( :’f) = AZe™TTOT = AZeT (6.101)
k=0 )

ce qui montre que I’autocorrélation ne dépend que de 1’écart temporel 7. D’aprés la relation (6.26), 1a solution
compléte, englobant les valeurs de T négatives, a pour expression :

Ryx(r) = AZe 20Tl (6.102)

dont la figure 6-8(a) représente le tracé.
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En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation (6.702), on voit que le spectre de puissance
de X () a pour expression (relation /.46) :

Sxx(w) = A® o (6.103)
XX = 103
dont la figure 6-8(b) représente le tracé.
Rxx (1) Sxx(w)
A? A?
o
Azc—zam
0 T 0 @
(a) b)
Fig. 6-8

6.12. On considére un processus aléatoire binaire X () consistant en une suite de bits O et 1. La figure 6-9
représente une fonction type du processus X (¢). On suppose par ailleurs que :

I. Les bits 1 et O sont respectivement représentés par des impulsions d’amplitude +A et —A, de
durée Tp,.

2. Lesbits Oet 1 sontéquiprobables et leurs apparitions, d’un intervalle a un autre, sont indépendantes.

3. La séquence d’impulsions n’est pas synchronisée, ce qui a pour conséquence que I’instant ¢,

d’apparition de la premiére impulsion postérieure a t = 0 peut prendre toute valeur entre O et 7},.
Autrement dit, #, est une valeur de la variable aléatoire T, uniformément répartie sur I’intervalle

[0,73].
x(H
A b _—
- T, —
T
t
o | - T, —— T,
!
—-A
Fig. 6-9 Signal binaire aléatoire
Calculer la fonction d’autocorrélation de X ().
Ce processus binaire aléatoire a pour représentation :
oC
X(0)y= )y Aplt—kTp—T) (6.104)

k=—-00
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ol {Ax} est une suite de variables aléatoires indépendantes avec P{Ay = A] = P[A; = —A] = % et p(t) est
I’impulsion d’amplitude unité et de durée Ty, tandis que T, est une V.A. uniformément distribuée sur [0, T}, ].

1 1
ux () = E[X ()] = E[A] = EA + 5(—14) =0 (6.105)

Soit alors 1 > t1. Lorsque 1, — t; > Tp, } et 1 tombent dans des intervalles différents, comme le montre la figure
6-10(a); les V.A. X (1)) et X (1) sont donc indépendantes et I’on a :

Rxx(t1,12) = E[X ()X (12)] = E[X (t11)]E[X (12)] = 0 (6.106)
x(1)
le— T, —
1 | 1 —
0 i1 I T 153 t
(@)
x(t)
t T
1 | 1
0 1y 193 Ty t
| |
| |
I |
| !
I |
| |
) : :
| t
I I
x(1) ! !
| 1
I |
———— I |
! !
: : e 7:‘) I
| | 1 -
Y 15 7, !
(©)
Fig. 6-10

Lorsque t; —t] < Tp, suivant la valeurde T,, 1} et peuvent ne pas appartenir au méme intervalle, comme I’illustrent
la figure 6-10 (b) et (c); si donc I’on appelle B I’événement aléatoire «¢, et r sont dans deux intervalles consécutifs»,
on peut écrire que :

Rxx(t1,t) = E[X(#1)X (2)|B]P(B) + E[X(1)X (12)|B]1P(B)
Or

E[X(1)X (12)|B] = E[X (1)]E[X ()] = O
E[X(1)X ()[B] = A’
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Comme P(B) conserve la méme valeur lorsque #; et £, tombent dans un intervalle quelconque de durée Ty, il suffit
de prendre en considération le cas 0 < ¢ < Tp, comme le montre la figure 6-10(b).

PB)=Pty <T, <)

n | -1
= S (tg) dt :/ —dt, =
-[, ’ 1 T; ! Ty

La relation (5.79) permet d’écrire que :

— 1) — 1
PB)=1-PB)=1-
Ty
d’ou
. 2 n—n
Rxx(t,r2) = A (l - —Tb—> = Rxx(1) (6.107)
oNT=1—1.
Comme Ryx(—t) = Rxx (1), on en conclut que :
A2<1 — ﬂ) IT| < Tp
Rxx(r) = Ty (6.108)
0 IT] > Tp

dont la figure 6-11(a) représente le tracé.

Draprés les relations (6.705) et (6.108), on voit que X (¢) est SSL. Donc, en invoquant la relation (6.36), le spectre
de puissance de X (¢) a pour expression (voir probléme 1.55)

(6.109)

sin(wTh/2) ]2
wTy/2

Sxx (@) = A’T) [
dont la figure 6-11(b) montre la forme.

Ryx(1)

(a)

Fig. 6-11

6.13. Soient X (r) et Y (1) deux processus aléatoires stationnaires au sens large. Démontrer les relations (6.29)
et (6.30), c’est-a-dire :
(@  Rxy(=7) = Ryx(7)
(®)  IRxy(r)| < VRxx(0)Ryy(0)
(a) D’apres la relation (6./8),ona:
Rxy (=) = E[X()Y (1 — 7)]

En faisant  — T = ¢/, on obtient :

Rxy(=1) = EIX(' + )Y ()] = E[Y ()X (' + ©)] = Ryx (7)
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D’apres ’inégalité de Cauchy-Schwarz, relation (5.165), probléme 5.48, on peut écrire :
E[XOY G+ D) < EIXOIEY (1 + 1))

ce qui se traduit par:
Rxy (0)]* < Rxx (0)Ryy (0)

[Rxy (1)} < vV Rxx(0)Ryy (0)

d’ol

[CHAP. 6

6.14. Soit X (1) et Y (¢) deux processus aléatoires SSL de moyenne nulle. On considére un nouveau processus
défini par:

(a)

(b)
()

(@)

(b)

(o)

ZH)y=X1)+Y@)

(6.110)

Calculer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance de Z(t) en supposant

que X (¢) et Y (¢) sont conjointement SSL.
Reprendre le calcul dans le cas o X (1) et Y (¢) sont des processus orthogonaux.

Montrer que, si X (7) et Y (¢) sont orthogonaux, la valeur quadratique moyenne de Z(r) est égale

a la somme des valeurs quadratiques de X (¢) etde Y (¢).
La fonction d’autocorrélation de Z(t) a pour expression :
Rzz(n,n) = E[Z(1)Z(1)]
= E[(X () + Y )X (1) + Y ()]
= E[X(1)X (1)} + E[X ()Y (12)]
+ E[Y ()X ()] + ETY (11)Y (12)]

= Rxx(11,12) + Rxy(n.12) + Ryx{(t,12) + Ryy (t1,12)

Si X (1) et Y (¢) sont conjointement SSL, on a la relation :
Rzz(1) = Rxx(t) + Rxy(t) + Ryx(z) + Ryy (1)

our =1t —1t.

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation (6.772), il vient :

Szz(w) = Sxx(w) + Sxy () + Syx () + Syy (w)
Si X (¢) et Y (r) sont orthogonaux et si I’on en croit la relation (6.34) :
Rxy(t) = Ryx(x) =0
Les relations (6.712) et (6.113) deviennent donc :

Rzz(t) = Rxx(t) + Ryy (1)
Szz(w) = Sxx(w) + Syy(w)

Les relations (6./14) et (6.17) nous autorisent a écrire :
Rzz(0) = Rxx(0) + Ryy (0)

soit
E[Zz(t)] = E[Xz(t)] + E[Yz(t)]

6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)
(6.115)

(6.116)

ce qui montre que le carré moyen de Z(t) est égal 4 la somme des carrés moyens de X (7) et Y (1).

6.15. Deux processus aléatoires X (r) et Y (f) ont pour expressions :

X (t) = Acos (wt + ®)
Y(t) = Asin(wt + ©)

(6.117a)
(6.117b)
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ou A et w sont des constantes, tandis que © est une variable uniformément répartie sur I’intervalle [0, 2 ].
Calculer I'intercorrélation de X (¢) et Y (¢), puis démontrer la relation (6.29).

La relation (6.18) nous donne I’expression de I’intercorrélation de X (1) et Y (¢) :

Rxy(t,t+1)=E[X@®)Y(t + 1)]

= E[Azcos (@t + O sinfw(r + 1) + (—)]]
2

A
= 7E[sin Qwt + wt + 26) — sin (—a)r)jl
2
=5 sin wt = Ryy (1) (6.118a)

De méme :

Ryx(t,t+1)=E[Y()X(t + 1)]

= E[A2 sin(ef + ©) cosfw(f + 1) + (-)]]

A2
= 7E(sin(za)z ot +20) + sin(—wr)]

A2
=-75 sinwt = Ryx (1) (6.118b)
Les relations (6.1]8a) et (6.118b) nous donnent :

A? A?
Rxy(—-1) = > sinw(—1) = 5 sinwt = Ry x (1)

ce qui démontre la relation (6.29).

6.16. Soit X () et Y (¢) deux processus aléatoires définis de la fagon suivante :

X (1) = Acoswt + B sinwt (6.119a)
Y(t) = Bcoswt — Asinwt (6.119b)

ol w est une constante, tandis que A et B sont 2 V.A. de moyenne nulle et de variance 2. Calculer
I’intercorrélation de X (1) et Y (1).

L’intercorrélation de X (¢) et Y (1) a pour expression :

Rxy(n.n) = E[X(1)Y (1]
= E[(Acoswt; + Bsinwt)(Bcoswty — Asinwty))
= E[AB](coswt) coswry — sinwty sin wt)
— E[A%] cos wty sinwny + E[B*]sinwt; coswh

Comme, d’autre part :
E[AB) = E[A]E[B] =0 E[A%*]=E[B’] =02

il vient :
Ryy(t1,12) = oz(sin Wt COswty — COS wty Sinwty)
=g? sinw(ty — n)
Soit
Ryy (1) = —o?sinwt (6.120)

out =ty —1.
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TRAITEMENT DES PROCESSUS ALEATOIRES PAR DES SYSTEMES LINEAIRES

6.17. Un processus aléatoire SSL X (7) est traité par un systeme linéaire indépendant du temps (SLIT) dont la
réponse impulsionnelle a pour expression : 4(t) = 3¢~ u(r). Calculer la valeur moyenne du signal Y (1)
délivré par le systéme lorsque E{X ()] = 2.

Si I’on en croit la relation (/.45), la réponse en fréquence du SLIT a pour expression :

Hw) =Flht)] =3

Jo+12

En appliquant la relation (6.50), la valeur moyenne de Y (¢) a pour expression :

3
Uy =E[Y))=uxHO) =2 (5) -3

6.18. Soit Y (¢) le processus délivré par un SLIT de réponse temporelle A (t), lorsqu’ on applique sur son entrée
un signal X (¢). Montrer que :

@ Ryy(tnnts) = [ h(B)Rxx (11,2 — B) dB 6.121)
b) Ryy(tl,tz)=/ h(a)Rxy (t) — a,tp) da (6.122)

(a) En invoquant la relation (6.47), on a:
Rxy(t1,12) = E[X (1Y ()]

=E |:X(t1)/ h(BYX (12 — ﬁ)dﬂ]

o0
= / h(B)E[X(11)X (12 — B)1dB

—00

=f h(B)Rxx(t),1a — B)dB
-0
(b) On a de méme :

Ryy(t,n) = E[Y (1))Y (12)]

[e e}
=E {f h{a)X (f ——oz)a’aY(tz)]

—0o0

= / h(@)E[X (1 —a)Y (12)]da

—o0
00
2/ h(a)Rxy(t) — a,1p) da

~00

6.19. Soit X () un processus SSL apptiqué a 'entrée d’un SLIT dont la réponse impulsionnelle est A(t) et soit
Y (¢) le processus délivré par la sortie de ce systeme. Montrer que :

(@) Rxy(t) = h(z) * Rxx(T) (6.123)
(b) Ryy(t) = h(—71) * Rxy (7) (6.124)
(9] Sxy (w) = H(w)Sxx(w) (6.125)
(d Syy(w) = H*(w)Sxy (w) (6.126)

ou * indique la convolution et H*(w) indique la conjugaison de H (w).
(a) Si X (¢) est SSL, la relation (6.721) du probléme 6.18 devient :

o
Rxy(t1,n) = f h(B)Rxx(t2 —t) — B)dB (6.127)
o0
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Ce qui montre que Ryy(1,12) n’est fonction que de I’écart de temps 7 = r, — 1,. La relation (6.127) nous
donne :
o0
Rev(@ = [ 1) Rex(c = 18 = ho) + Rxx (o)
—00
(b) De méme, si X () est SSL, la relation (6.122) devient 2 son tour :

o0

Ryy(t1,1) = / h(@)Rxy(t2 —  + o) da
o0

soit
Ryy(z) =/ h(a)Rxy(t + a) da = h(—1) * Rxy(z)

—00
{©) En prenant Ia transformée de Fourier des deux membres de la relation (6.123) et en invoquant les relations
(6.41) et (1.53), on obtient :
Sxy(w) = H(w)Sxx (w)

(d) De méme, en prenant la transformée de Fourier des deux membres de Ia relation (6.124) et en tenant compte
des relations (6.36), (1.53) et (1.33), il vient :

Syy(w) = H* (@) Sxy (w)
Notons qu’en combinant les relations (6.125) et (6.126), on obtient aussi la relation (6.53), ¢’ est-a-dire :

Syy (@) = H*(@)H(w)Sxx (@) = |H(@)|*Sxx (@)

6.20. Soit X (¢) et Y (¢) les processus SSL d’entrée et de sortie d’un filtre déphaseur en quadrature (le déphaseur

6.21.

—m /2 du probléme 1.47). Montrer que I’on a les relations :

(@ Rxx(7) = Ryy(7) (6.128)

®) N Rxy (1) = Rxx(7) (6.129)
out Ryx(t) est la transformée de Hilbert de Ryx (7).

(a) La transformée de Hilbert a été définie lors du probleme 1.47 comme le signal de sortie d’un filtre déphaseur
—m/2 dont la réponse impulsionnelle a pour expression :

1
h(t) = —  H(w) = —jsgn(w)
e

Comme |H (w)|> = 1, on conclut que si X (¢) est un processus SSL, alors Y(it) = )?(t) ¢t ’on peut écrire,
d’aprés la relation (6.53) :
Syy (@) = |H(@)]*Sxx (@) = Sxx ()

d’ou ’on déduit que :
Ryy(t) = F ' [Syy (@) = F~ ' [Sxx ()] = Rxx(t)

b) En invoquant les relations (6.723) et (1.139), probleme 1.47,0n a :

1 —~
Rxy(r) = h(r) * Rxx (1) = e Rxx(t) = Rxx(1)

On applique un processus X (r) a I’entrée d’un SLIT. La fonction d’autocorrélation du processus a pour

expression :
Ryx(t) = Ae™l"!

ol A et a sont deux constantes réelles positives.
Le SLIT a pour réponse impulsionnelle :

h(t) = e P u(t)

ol b est une constante réelle positive. Calculer la fonction d’autocorrélation du processus de sortie ¥ (¢).
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En invoquant la relation (1.45), on voit que la réponse en fréquence H (w) du SLIT a pour expression :

H(w) = Flh()] =

Jwo+b
On en déduit :
2 _
H@F =~
En tenant compte de la relation (7.46), on voit que la densité spectrale de puissance de X (t) a pour expression :
2a

Sxx(w) = F{Rxx(1)] = Am

En tenant compte de la relation (6.53), 1a densité spectrale de puissance de Y (1) a pour expression :

Syy (@) = |H()*Sxx (@)

_ 1 2aA )
T \w?+ b2 ) \w?+a?

_ aA ( 2b A ( 2a
T (@ - b \w? + b2 a? — b2 \w? +a?

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation précédente et en tenant compte de la relation
(1.46), on obtient :

ar b A

oA e
(a? - bH)b a? —b?

Ryy (1) =

Démontrer la relation (6.38), 4 savoir que le spectre de puissance de tout processus SSL X (¢) est & valeurs
réelles et que :
Sxx(w) 20

pour toute valeur de w.

Le fait que le spectre de puissance de X (1) soit a valeurs réelles a été démontré lors du probléme 6.9. Considérons
un filtre passe-bande idéal dont la réponse en fréquence est représentée sur la figure 6-12 et a pour expression :

1 < <
Hw) = { wy € |w| < o
0 autrement
H(w)
1
—w; W 0 w; w, w
Fig. 6-12

Si I’on applique un processus aléatoire X (1) a Ientrée de ce filtre, il délivre en sortie un signal Y (1) dont le spectre
de puissance a pour expression :

Sxx(w) w < ol < w2

0 autrement

Syy(w) = {

Ainsi, d’aprés la relation (6.55), on a:

E[Yz(t)] = —1;/ Syy(a))dw:Z(-an)/ ZSxx(a))da)ZO (6.130)

2 -0 W]
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6.23.

6.24.

Ce qui montre que ’aire sous la courbe de Sxx (w) ne prend jamais de valeur négative. Cela n’est possible que si
Sx x (w) = 0 quelle que soit la valeur de w.

On considére un processus aléatoire SSL. X (¢) ayant Rx x (7) pour fonction d’autocorrélation et Sy x (w)
pour spectre de puissance. Posons X'(f) = d X (t)/dt. Montrer que :

(@) Ryx(7) = di;’;—(’—) 6.131)
2

®) R (1) = = 20 (6.132)

() Syrx (@) = @* Sy x (w) (6.133)

(Préliminaire) : considérons un différentiateur, c’est-a-dire un circuit dont le signal de sortie est égal a la dérivée
du signal d’entrée (figure 6-13).

> Jjw —

X L 1 y=X®
Fig. 6-13 Différentiateur

La réponse en fréquence d’un tel circuit a pour expression H (w) = jow.

(a) D’apres la relation (6.125) :
Sxx (@) = H(@)Sxx () = joSxx (@)

En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres de cette relation, on obtient :

dRxx (1)

Rxx/ (1) = e

(b) D’aprés la relation (6.126) :

Sxix1(w) = H* (@) Sxx (@) = — joSxx(w)

En prenant & nouveau la transformée inverse des deux membres de la relation précédente tout en utilisant le
résultat obtenu en (a), on obtient :

dRyxx (1) d*Rxx(v)
Rox @ == ="—in

(¢) D’aprés la relation (6.53), on peut écrire :

Sxx (@) = [H(@)*Sxx (@) = | jol*Syx (@) = 0’ Sx x (@)

On suppose que 1’on fournit au différentiateur de la figure 6-13 le signal aléatoire a moyenne nulle des
télégraphistes que nous avons rencontré lors du probléme 6.11.

(a)  Calculer et tracer le spectre de puissance du signal de sortie du différentiateur.
(b)  Déterminer la valeur moyenne quadratique de ce signal.

(a) D’apreés la relation (6./03) du probleme 6.11, on sait que :

s —A
xx (@) w? + 2a)?

La fonction de transfert du différentiateur, H (w), est égale a jw et ’on a, d’aprés la relation (6.53) :

4o w?

, _ 2 _ a2
Syy(w) = |H(w)|"Sxx(w) = A 1)

(6.134)

dont la figure 6-14 représente le tracé.
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Fig. 6-14
b) D’apreés la relation (6.55), ou la figure 6-14,0n a:

1 o0
E[Yz(t)]z 5;/ Syy (@) do = 00

—00

[CHAP. 6

6.25. On suppose que 1’on applique le signal des télégraphistes du probléme 6.11 a I’entrée d’un filtre passe-
bande idéal de gain unité et de bande étroite (Wp = 27 B)(K w,) de fréquence centrale w, = 2a.

Calculer la composante continue et la puissance moyenne du signal de sortie.

En invoquant les relations (6.35) et (6.103), puis en observant la figure 6-8(b), on obtient le spectre de puissance

demandé, qui a pour expression :
Syy (@) = |H(@)*Sxx (@)

dont la figure 6-15 représente le tracé. Comme H (0) = 0, on en déduit, d’aprés la relation (6.50), que :

uy = HOux =0

La composante continue du signal est donc nulle.

Syy(w)
A Sxx(w)
7z ~
,’,/, \\\ ~
—"‘m/’ - ) e
—wp 0 w,
e e
Wa Wg
Fig. 6-15
D’aprés la relation (6./03) du probléme 6.11 :
4o A?

_q_ G A
SxxFep) = A S S T o0~ 2a

Du fait que W), < wp, 2
A w

w Tl

Syy(w) = § “*
0 autrement

La puissance moyenne a pour expression :

2 1 [
E[Y (’)]25}_[ Syy (@) dw

-0

2na

1
~ —Q2W —
271( B)<2a

A2> AWy  A’B

(6.135)
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6.26. On applique a I'entrée du filtre que représente la figure 6-16 un processus SSL de spectre de puissance
Sy x (w). Calculer le spectre de puissance du processus en sortie du filtre considéré.

X +® Y (1)
L RC(ZHT
T
Fig. 6-16
D’aprés la figure 6-16, le processus de sortie a pour expression :
Yo =X -X@e-T) (6.136)

D’aprés la relation (/.77), la réponse impulsionnelle du filtre a pour expression :
h(t)y =8@)—8(t—T)
et suivant les relations (/.38) et (/1.39), la réponse en fréquence du filtre est :
H(w) =1 — ¢ JioT
En invoquant la relation (6.53), le spectre de puissance a pour expression :
Sry (@) = |H@)PSxx @) = 11 — e T’ Syx ()
= [(1 — coswT)? + sin? wr} Sxx (@)

=2(1 — coswT)Sxx (@) \ (6.137)

6.27. On applique un processus aléatoire X (f) a un SLIT dont la réponse impulsionnelle est 4, (¢) et un
processus aléatoire Y (¢) a un autre SLIT de réponse impulsionnelle A, (r). On suppose que X (1) et Y (1)
sont conjointement SSL. Soit V (¢) et Z(¢) les processus aléatoires obtenus en sortie des deux systémes
(figure 6-17). Calculer I’intercorrélation et la densité interspectrale de puissance de V() et Z(r) en
fonction de ’intercorrélation et de la densité interspectrale de X (t) et Y ().

En appliquant la relation (6.47), on obtient :
Ryz(t,12) = E[V(11)Z(12)]

=E l:f X1 — a)h|(ol)dot/ Y — ﬂ)hz(ﬂ)dﬁ]

—00 —00
0o poo
=/ / hi(@)h2(BYE[X (1) — )Y (12 — B)ldadB

- / f h1@h2(B)Rxy (11 — 12 — ) do dB
-0 v —0C

=/ f hi(@)hy(B)Rxy (12 — 1ty + & — f)da df (6.138)
=00 J =00

puisque X (1) et Y (¢) sont conjointement SSL.

—————7 hy (1) F——
X "

L— 1 VW

— ) [

Y1) z({)
Fig. 6-17
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La relation (6.138) indique que Ry z(f),12) ne dépend que de I’écart de temps t = 1o — ty, on a donc :
ox o0
Ry2(0) = / / B (@ha(BYRxy (¢ +a — B) dacdp 6.139)
—00 J—00

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de la relation (6./39), il vient :

w "
sz(w)=/ Ryz(r)e /®T dr

—00
®© poo  poo X
= / / / hi(@h2(B)Rxy (T +a — B)e /T da dB dt
—00 J—o0 J—00
Posons 7 +a — B =A,soitt = A —a + B. 1l vient :

o oC [o.9] .
Syz(w) = f f / hy(@)h2(B)Rxy (e 102 +B) 4o df d
—00 ¢ —00 J —00

=f hy(e)el ™™ da/ hy(B)e /P dﬂ/ Ryxy (Ve /% da

—0
= H\(—~w)H(w)Sxy (w)
= H{ (w)H2(w)Sxy (@) (6.140)

ol Hy(w) et Hy(w) sont les réponses en fréquence des systémes représentés sur la figure 6-17.

PROCESSUS ALEATOIRES REMARQUABLES

6.28. Montrer que si un processus gaussien est SSL, il est alors SSS.
Si le processus gaussien X (1) est SSL, il satisfait la condition suivante :
wui = E[X ()] = (u = constante) quel que soit t;

et

Rxx (ti,1)) = Rxx(tj — ;)
Par conséquent, dans I’expression de la densité de probabilité conjointe, relations (6.58), (6.59), (6.60) et (6.61), on
a:

My =p2=-=pp=pu— E[X#)] = E[X U+ )]
Cij = Cxx(t.t)) = Rxx (ti,t;) — (i
= Rxx(tj — 1) ~ u? = Cxx(i + e, +¢)

quel que soit c. Il s’ensuit que :
XX = Xj+0 )

quel que soit c. On en conclut que X () est SSS suivant la relation (6.11).

6.29. Soit X un vecteur aléatoire gaussien a n composantes indépendantes, selon la relation (6.56). Montrer
que la fonction de densité conjointe multivariable a pour expression :

1 s (xi— i\
A = —————exp [—§Z<x Ui“)] (6.141)
(272')"/2 I—[gi i=1
i=1

ob p; = E[X;] etof = var(X;).
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6.30.

La fonction de densité multivariable gaussienne nous est donnée par la relation (6.58). Comme les X; = X (1;) sont
indépendants,on a:

o? =

Cii = i :
ij 0 Q] (6.142)
Ainsi, d’aprés la relation (6.60), la matrice de covariance C a pour expression :
o} 0 - 0
0 Z ... 0
C= "z (6.143)
0 0 o}
Et par conséquent,
n
ldetC|'? = 010 -0, = [ [ o (6.144)
i=1
ainsi que
1
— 0 0
of
1
—1 0 = - 0
c = o3 (6.145)
0 0 1
o7
On peut donc écrire :
n Xi — W 2
x-w'clax—w =) (——~) (6.146)
i

i=1

En portant les relations (6.7/44) et (6./46) dans la relation (6.58), on obtient la relation demandée (6.141).

Soit X; = X (1)) et X2 = X (12) deux variables aléatoires conjointement gaussiennes, de moyenne nulle
et de variance 2. Montrer que leur densité conjointe a pour expression :

1 1 x2 = 2pxix2 + x2
Sxx(Xy,x2) = ﬁexp [—— l 2 2} (6.147)
—p

no? 2 oM(1-pH

ol p est le coefficient de corrélation de X et X,, défini par p = C|,/0?, [(relation 5.80)].

En tenant compte de ce que Cj| = Cp =02 et Cjp = Ca) = po? dans la relation (6.60), on obtient :
C= o? P<72 — o2 1 p
p02 o? o 1
[detC|'/? = 02,/(1 — p2)

C—l: 1 1 —p
o(l—p?)|[-p |1
Comme gt =0,x —pu=x,etl’ona:
_ 1 1 —pl[=x
T -1 1
xC'xX=—5———
TTEr L [xz}
_ 2 _ 2
= ————-—-02(1 — p2)(xl 2px1Xx2 + x3)

En portant ces résultats dans la relation (6.58), on obtient la relation demandée (6.747).
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6.31.

6.32.
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Notons que la relation (6.147) peut étre obtenue a partir de la relation (5./22) du probléme 5.22 en faisant
X=X,Y=Xo,ux =y =0etoy =0y =o0.

La relation entre I’entrée et la sortie d’une diode a pour expression :
Y1) = X*(t) (6.148)

On applique a I’entrée de la diode un signal X (¢), processus aléatoire gaussien stationnaire de moyenne
nulle, dont la fonction d’autocorrélation a pour expression :

~alt|

Rxx(t) =e >0

Calculer la valeur moyenne puy (1) du signal de sortie de la diode, sa fonction d’autocorrélation Ryy (1)
ainsi que sa densité spectrale de puissance Syy ().

ur () = EY (0] = EIX*(0)] = Rxx ) (6.149)
Ryy(t1.12) = E[Y )Y (1)) = E[X2 (1) X* (1]

Comme X (1) et X () sont des processus conjointement gaussiens a moyenne nulle, on en déduit, d’aprés larelation
(5.175) du probléme 5.54 :

E[Xz(tl)Xz(tz)] = E[Xz(tl)]E[Xz(tz)] + 2{E[x (zl)X(zz)]}2 (6.150)
D’autre part, comme X (f) est stationnaire, on a :
E[x2a] = E[x2@)] = Rex 0
ainsi que
E[X()X ()] = Rxx(t2 = 11) = Rxx (D)

Ce qui nous donne :
Ryy(t1,12) = Ryy (t) = [Rxx (01> + 2[Rxx ()] (6.151)

et en faisant appel aux relations (/.40) et (1.54), nous obtenons :

1
Syy (@) = F[Ryy ()] = 2n[Rxx (0)]*8(w) + ;Sxx(w) * Sy x (@) (6.152)
en tenant compte de I’expression de la fonction d’autocorrélation proposée, on obtient :
uy (@)= Rxx(0) =1

et
Ryy(z) = | + 22017l

En appliquant les relations (/.40) et (1.46), on obtient I’expression de la densité spectrale de puissance :

Ba
Syy (@) = F[Ryy ()] = 2n8(w) + m

On applique un signal ayant les caractéristiques d’un bruit blanc a I’entrée du filtre RC représenté sur la
figure 6-18.

R

" T

X()

@]
1B
T
~
~
(™
~

Fig. 6-18. Filtre RC
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Calculer le spectre de puissance du signal de sortie Y ()
Déterminer la fonction d’autocorrélation et la valeur quadratique moyenne du processus Y ().

D’apres le probléme 1.46, la réponse en fréquence du filtre RC a pour expression :
Hw) = ————
1+ jwRC

En tenant compte des relations (6.62) et (6.53), on a :

Sxx(w) =

[\

1

2 —
(@) Sxx () = TT@RC):

Y

Syy(w) = | g (6.153)

La relation (6.153) peut étre écrite comme suit :

n 1 2[/(RC))
22RC o? + [1/(RO)]2

Syy (w) =
On identifie 1a une paire de transformée de Fourier [relation (/.46)], d’ot I’on déduit que :

n o _
Ryy(r) = 5 o—e e/ (RC)I (6.154)

d’()u\ I’on déduit .
E|Y“(@ =R Y 0) = — (;J S

6.33. Le signal d’entrée d’un filtre passe-bande idéal, dont les caractéristiques sont représentées sur la figure
6-19, est un bruit blanc. Calculer la puissance totale du bruit en sortie du filtre.

H(w)
Wlf W[;
— 1
| |
—w, 0 w, [3)
Fig. 6-19
7
S = =
xx (@) >

Syy (@) = |H (@) Sxx (@) = gm(wnz

La puissance totale du bruit de sortie du filtre a pour expression :

Eyz(f)]—l/ws vdw = 2 [* H@)2d
[ =5, | S w—zﬂzfvcol (@) do
_nl _
= 2-QWa) =B (6.156)

ou B = Wg/(2m) en hertz.
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6.34. La bande de bruit équivalente d’un systeme est définie par la relation suivante :

1 [o ]
— | 1H)dw
. 2 0

“ |H ()2

max

Hz (6.157)

ot H(w)|%,, = max |H(w)|*.

(a)  Déterminer la bande de bruit équivalente du filtre passe-bande idéal que représente la figure 6-19.

(b)  Déterminer la bande équivalente du filtre passe-bas de la figure 6-18 et comparer le résultat obtenu
avec la bande passante a 3 dB évaluée dans le probleme 1.49.

(a) Dans le cas du filtre passe-bande idéal de la figure 6-19, on a |H(w)* = 1, d’ot 'on déduit que :

1 (> 2 Wg
Beq = — |[H(w)|"dw=—— =B Hz (6.158)
27 Jo 2w
(b) En ce qui concerne le filtre de la figure 6-18, nous avons :
1
Ho)f = ————
|H(w)| T (WRC)2

et
max |H (w)[* = [H(0)|* = 1

On en déduit que :

B_I/O" dw _Il/‘x’ dw
7o Jo 14+ (@RC? ™ 272 J_ o 1 + (WRC)?
|
=—— Hz (6.159)
4RC
D’apres le probleme 1.49, la bande passante a 3 dB d’un filtre RC passe-bas a pour expression :

1 1
B = —W =
3dB o 3dB 27 RC

donc -
Beq = EBMB ~ 1,57B34B

6.35. Un bruit blanc & bande étroite X (¢) présente le spectre de puissance qu’illustre la figure 6-20(a). Donner
la décomposition cartésienne de X (¢) en ses deux composantes X (¢) et X, (). Calculer les spectres de
puissance de ces deux composantes et démontrer que :

E[X2()] = E[X2®)] = E[X*(1)] (6.160)

D’apres la relation (6.67), on a :
X (1) = Xc(r) coswpt — X (1) sinwpt
D’apres la relation (6.70) et la figure 6-20(a), ona:
n |ol < W (=2nB)
Sx.x.(w) = Sx,x, (w) =
0 autrement
La figure 6-20(b) représente ce spectre de puissance. D’apres la figure 6-20(a), on peut écrire :

2 1 o
E[X (z)} =§;/ Sxx (@) dw
-0
wp+W n

1
do=—n2W =2nB
wp—W 2 2

1,
_27r()




CHAP.6) SIGNAUX ALEATOIRES ET BRUIT 217

Sxx(w)
2w W |
— —
- % |
1 | |
—w, 0 wp @ ‘

(a)

Sx x. (@) = Sx . x, (@)

- 0 w ®
)
Fig. 6-20

D’aprés la figure 6-20(b), il apparait que :

E[x20] = E[x20] = @ /OW ndo = >-nQW) =28

d’ou pour conclure :

E[Xf.(z)] = E[XZ(:)] = E[Xf(z)] = 2—17;17(2W) — 2B 6.161)

Problémes supplémentaires

6.36. On considére un processus aléatoire d’expression :
X () = cos 2

ou 2 est une variable uniformément répartie sur 1’intervalle [0,wp]. Déterminer si X (¢) est stationnaire.
Réponse : Non stationnaire.

Indication : Examiner des fonctions élémentaires de X (r) a différentes fréquences, par exemple Q = /2,7 et 27.

6.37. On considere le processus aléatoire X (f) ayant pour-définition :
X (t) = Acoswt

ol w est constant et A est une variable aléatoire uniformément répartie sur I’intervalle [0, 1]. Calculer la fonction
d’autocorrélation et d’autocovariance de X (¢).

Réponses : Rxx (1) = ycosticosty  Cxx(t) = 75 costj cost,
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6.38.

6.39

6.40.

6.41.

6.42.
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Soit X (1) un processus aléatoire SSL dont la fonction d’autocorrélation a pour expression :
Rxx (1) = Ae™I"!

Calculer le moment d’ordre 2 de la variable aléatoire Y = X (5) — X (2).

Réponse : 2A(1 — e™3%),

Soit X (1) un processus aléatoire SSL dont la fonction d’autocorrélation est Rx x (t). On forme une variable aléatoire

par intégration de X (1) :
T

Y X(1)dt

Calculer la valeur moyenne et la variance de Y,

Réponse :

1 T
1y =0; UYZ:T/O Rxx(r)(l-—ﬁ-)dr

La figure 6-21 représente une fonction élémentaire d’un processus du type «signal des télégraphistes». Un tel signal
ne prend que deux valeurs équiprobables, A et 0. Le nombre de basculements par unité de temps suit une loi de
Poisson de paramétre «.

X(1)
A
0 t
Fig. 6-21
(a) Calculer I’autocorrélation et le spectre de puissance de X (7).
(h) Calculer la valeur quadratique moyenne (rms) de X (z).
Réponse :
2 2

(@ Rxx(t) = G (1 + 72T Sxx() = Srd@) + A oy
(b) Xms = A/2

On suppose que X (¢) est un processus gaussien, dont la valeur moyenne et la fonction d’autocorrélation ont
respectivement pour expression :
ux =2  Rxx(r) =5¢702"

Quelle est la probabilité pour que X (4) < 17?
Réponse . 0,159

Le signal de sortie d’un filtre a pour expression :

Y)=X¢+T)—-X@¢—-T)

ol X (1) est un processus SSL de spectre de puissance Sx x (w), T étant une constante. Donner I’expression du spectre
de puissance de Y (7).

Réponse: Syy(w) = 4sin? wT Sxx (w)
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6.43.

6.44.

Soit }?(t) la transformée de Hilbert d’un processus X (¢) stationnaire au sens large (SSL). Montrer que I’on a :

Ry5(0) = E[X (r))?(r)] =0
Indication : Faire appel 4 la relation (b) du probléme 6.20 ainsi qu’a la définition (/.7/39) du probléme 1.47.

Lorsqu’une résistance métallique R se trouve a la température T, il apparait 4 ses bornes, en circuit ouvert, une
tension de bruit V (1). Cette tension est appelée bruit thermique. Son spectre de puissance Sy y (w) est pratiquement
constant pour f < 10'2 Hz (1 térahertz = 1 000 gigahertz = 1 million de mégahertz). Il a pour valeur :

Svv (w) = 2kTR

oul’ona:
k = constante de Boltzmann = 1,37.1072% joule par degré Kelvin (J/K);
T = température absolue en degrés Kelvin (K);
R = résistance en Ohms (£2).
Calculer Ia tension de bruit quadratique (valeur rms) aux bornes du circuit RC que représente la figure 6-22 dans le

cas ol R = 1 kilohm (k2), C = 1 microfarad (1F) et la température 7 = 27° C. On rappelle que la température
Kelvin est égale a la température Celsius augmentée de 273.

— 9]
I Résistance purc
R
R § c

V() = C = V()
Syv (w) l
L a _3

Fig. 6-22

Réponse: Vg =,/ — = 0,2uV
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Chapitre 7

Performance d’une liaison en présence de bruit

7.1 INTRODUCTION

La présence de bruit sur un canal de transmission dégrade les performances des systémes de communication
analogiques ou numériques. On mesure la nuisance du bruit qui affecte le canal en évaluant le rapport signal
sur bruit de la transmission ou la probabilité d’erreur du signal regu. Le rapport signal sur bruit est utilisé
dans le domaine des communications analogiques tandis que la probabilité d’erreur a cours dans celui des
communications numériques.

Dans les paragraphes qui vont suivre, nous ne nous intéresserons qu’au bruit additif qui accompagne le
signal a I’entrée du récepteur.

7.2 BRUIT ADDITIF ET RAPPORT SIGNAL SUR BRUIT

La figure 7-1 représente le schéma d’une liaison typique en télécommunication. On suppose que I’entrée
de I’émetteur est modulée par un processus aléatoire X (), que le canal n’introduit pas d’autre distorsion que
I’addition d’un bruit aléatoire et que le récepteur est linéaire. Le récepteur est donc alimenté par un signal auquel
est mélangé un bruit. On note S, la puissance du signal et N, la puissance de bruit (noise en anglais) a ’entrée
du récepteur, pour éviter un probléme de notation commune avec la bande passante B du récepteur (pulsation
en radians par seconde). Puisque le récepteur est linéaire, son signal de sortie a pour expression :

Yi(1) = Xs(1) + ns(2) (7.1

ou X,(t) et ny(t) représentent respectivement le signal et le bruit en sortie du récepteur.

Bruit dc transmission

n(r)

X Y1) Y (1)
—  Emission Canal = Réception  —
\yjs’} N,

Fig.7-1 Schéma d’un canal de communication

On fait deux hypothéses complémentaires relatives au bruit additif :
1. Le bruit est gaussien, a valeur moyenne nulle, de densité spectrale S,,(w) = n/2.
2. Le bruit n’est pas corrélé avec le processus X (f).
En tenant compte de ces hypothéses, on peut écrire que :

E[Y (0] = E[XO] + E[n} ()] = S, + N, (7.2)

ou s, = E[Xf(t)] et Ny = E[nf(y)] sont respectivement la valeur moyenne du signal et la puissance de bruit
en sortie du récepteur. On définit un rapport signal sur bruit en sortie du récepteur comme suit :

("S") - - (7.3)
NJ, N, E[n©)] '

La qualité d’une liaison analogique se mesure au moyen de la valeur de ce rapport. On notera que ce rapport
n’a de sens que si la relation (7.7) est satisfaite.
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7.3 BRUIT SUR LES LIAISONS EN BANDE DE BASE

Une liaison en bande de base achemine directement le signal utile sans modulation d’une porteuse. Les
performances de ce type simple de liaison servent de référence pour I’étude des performances des systémes
plus complexes. La figure 7-2 représente une liaison en bande de base. Le récepteur est un filtre passe-bas qui
assure le transit du message en réduisant & son minimum le bruit qui I’accompagne. Ce filtre doit, évidemment,
rejeter les composantes de fréquence qui se trouvent hors du domaine spectral du signal utile. On suppose que
le filtre est idéal et qu’il présente une largeur de bande (en radians par seconde) W = 27 B, ou B est la bande
de fréquence utile, en Hertz.

Bruit dc transmission

X () Ye() Yo()
| PB Canal )3 PB R
s, w. 5. N,

Fig. 7-2 Liaison en bande de base

On suppose que le signal utile X () est un processus aléatoire ergodique a valeur moyenne nulle, de largeur
de bande limitée 3 W et de densité spectrale de puissance Syx(w). On suppose qu’aucune distorsion n’est
introduite par le canal de transmission dans la bande utile, ce qui permet d’écrire :

X, =X(t—1) 7.4
ou #, est le temps de retard introduit par la transmission. La puissance moyenne S, du signal de sortie a pour
expression :

S, = E[X]()] = E[X*¢ — 1,)]

1 w
= ——f Sxx(a)) dw = Sx = Se (7.5)
2 —w

ol Sy est la puissance moyenne du signal et S, la puissance du signal a ’entrée du récepteur. La puissance
moyenne de bruit a pour expression :

. _L/W
N_\. = E[ni\.(t)] = o W Snn(a)) dw

Dans le cas d’un bruit additif, Sy n (w) = n/2 et dans ce cas :
N~1/W"d—W—B (7.6)
T R D S '

Sil’on fait I’hypothése que le bruit est blanc, le calcul se simplifie et donne un résultat classique : le rapport
signal sur bruit en sortie du récepteur a pour expression :

<£) - i - & (7.7)

N N nB
Se
Posons — =y 7.8)
nB
1 S = (7.9)
alors N, =Y :

Le paramétre y est directement proportionnel a S,. On peut ainsi comparer les rapports signal sur bruit en sortie
de divers systémes aussi bien a puissance donnée S, de leur signal d’entrée qu’a valeur y donnée de leur rapport
signal sur bruit d’entrée.
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7.4 BRUIT EN MODULATION D’AMPLITUDE

La figure 7-3 schématise une liaison par voie hertzienne. La partie amont du récepteur (étages HF/FI) est
symbolisée par un filtre passe-bande idéal de largeur de bande 2W centrée autour de la fréquence porteuse
wp. Cet élément, parfois appelé filtre de prédétection, a pour effet de réduire le niveau de bruit «hors bande»
susceptible d’atteindre le détecteur. Le signal d’entrée du détecteur a donc pour expression :

Ye(t) = Xp(1) + n.(1) (7.10)

Bruit dc transmission
e hinieiaieieinib i 1
I e e —

n(t) | r 7
|
I

| |
| |
X (1) — X0 | Yelt)! | o
- Emission Canal % B > Déteeteur PR H—t+—
(modulatcur) |
l
|

Démodulateur

|

Fig. 7-3 Transmission hertzienne
oll n,(t) est un bruit a bande étroite qui a pour expression [décomposition cartésienne, suivant la relation (6.67)] :
ne(t) = n.(t) coswyt — ny(t) sinwpt .10
Si la densité spectrale de bruit de n(t) a pour valeur 1/2, il vient (probléme 6.35) :
E[nl()] = E[n}(1)] = E[n}()] = 2nB (7.12)
A. Détection synchrone
1. Modulation BLD
Dans un systéme a bande latérale double, le signal transmis a pour expression'
Xp(t) = ApX (1) cos wpt (7.13)
La figure 7-4 représente le démodulateur du systeme BLD. Le signal d’entrée du récepteur a pour expression :
Y (t) = A, X(t) cos wpt + n.(F)

=[ApX (1) + n.(t)]coswpt — ng(t) sinwpt (7.14)
2cos wpt
s e A
| 1
I i
X, (1) + n(r) Ye(r) | ! Yo ()
BPF T @‘ﬁ rB [
Sey Ne : Sy, Ny
1
! Démodulatcur !
I e |
Fig. 7-4 Modulation BLD
En multipliant Y, (¢) par 2 cos w,t et en filtrant le signal obtenu, on obtient :
Yo(t) = ApX () + n.(t) = X (1) + ny(1) (7.15)

X)) =A,X(t) et n,(t)=ny@)

1. On aurait besoin d’une phase aléatoire dans I’argument de la porteuse afin de rendre Xp(t) stationnaire (voir probléme 6.10). Cette
phase aléatoire — indépendante de X (t) — n’affecte aucunement le raisonnement, c’est pourquoi on ne la fait pas apparaitre dans le calcul.
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On voit que le bruit affecte le signal de sortie de fagon additive et que la composante en quadrature n,(t) a
¢ét¢ ¢liminée par le démodulateur.

On a donc :

S, = E[X2(1)] = E[A}X*()] = ALE[X*(1)] = A} Sx (7.16a)
N, = E[n}()] = E[n}(] = E[n}(t)] = 2nB (7.16b)

Et le rapport signal sur bruit a donc pour expression :
) U5 _ A5 (7.17
N), N, 2B A7)

La puissance S, du signal d’entrée a pour expression :

1

Se=E[X2(0] = EA[%SX (7.18)

En tenant compte des relations (7.17) et (7.8), on obtient :
S) o2 (7.19)
N/, " nB 4 '

Ce qui montre que la modulation BLD présente les mémes performances qu’une liaison en bande de base, en
ce qui concerne le bruit.
Le rapport signal sur bruit & ’entrée du détecteur a pour expression :

Sy _ S _ S 7.20
(N ., N. 2B (7.20)
. (S/N)

G == 2 (7.21)

Le rapport ay est le gain de détection, appelé aussi facteur de mérite de la démodulation.
2. Modulation BLU

Le méme calcul, effectué dans le cas d’un systeme BLU, conduit a la méme performance en bruit que pour
une liaison en bande de base ou en BLD (probléme 7.4).

3. Modulation AM

Les liaisons faisant appel a la modulation d’amplitude ordinaire peuvent utiliser aussi bien des détecteurs
synchrones que des détecteurs d’enveloppe. Un signal modulé en amplitude a pour expression :

X,(t) = Ap[1 + pnX (1)) cos wpyt (7.22)
on u est I’index de modulation du signal AM. On a d’autre part les relations :
p<l et [X( <1

Si le détecteur synchrone est associé a un suppresseur de composante continue idéal, le signal de sortie Y (t)
du récepteur a pour expression (figure 7-4) :

Yi(t) = AppnX (1) + nc(t) = Xs(1) + ns (1) (7.23)

oilona:
X, (1) = Ap/'LX(I) et ny(t) = n.(t)

(S> e (7.24)
s N 2nB ’

Soit en définitive :
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La puissance d’entrée S, du signal a pour expression :
1
S, = 5E[Aﬁ[l + nX (0))]

comme la valeur moyenne de X (¢), par hypothése, est nulle,

1
Se = 5 ARl + 1 Sx] (7.25)
ce qui entraine
2 2/'L25X
Sy = A2uPSy = ——>—5,
pHOX 1+M25x
ainsi que
S S, s S s
Sl R ot S O Y 5 S (7.26)
NJ), Ny 14u*Sx \nB 1+ u?Sx
comme u?Sy < l,ona:
S) <Y (7.27)
N), 2 ‘

ce qui indique que le rapport signal sur bruit en AM est dans le meilleur des cas a 3 dB au-dessous de ce qu’on
peut attendre d’une liaison BLD ou BLU.

B. Détection d’enveloppe et effet de seuil

On démodule habituellement un signal modulé en amplitude au moyen d’une détection d’enveloppe. Le
signal d’entrée du détecteur (figure 7-3) a pour expression :
Yo (1) = Xp(t) + n(1)
= {A,[1 + puX ()] + n.(r)}coswpt — ny(t) sinwpt (7.28)

On peut analyser ’effet induit par le bruit sur le signal au moyen d’un diagramme vectoriel, en représentant
le signal sous forme exponentielle :

Y.(t) =Re [Y (1)e/*'] (7.29)
ol
Y (1) = Apll + uX ()] + nc(t) + jng(1) (7.30)
La figure 7-5 représente le diagramme vectoriel qui montre que Y, (f) a pour expression :
Y .(t) = V(t)cosw,(t) + ()] (7.31)
ImY
Y
(1) ©
/‘ o
T ~ Re Y
N - NS
Apll + X ()] ne(t)

Fig. 7-5 Diagramme vectoriel en AM pour (S/N), > |
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ou le module, V (), a pour expression :

V() = (A1 + X O + ne (0P + n2(0) (7.32a)

ny (1)
®(t) = arctan AT+ X O]+ 1) (7.32b)

1. Fort rapport S/N (signal dominant)
Lorsque (S/N), > 1, Ap[t + uX ()] > n.(t), donc Ap[1 + uX ()] > n.(t) et ny(t) la presque totalité
du temps. Dans ces conditions, I’enveloppe du signal a pour approximation :
V()= Ap[l + uX@®)]+n (1) (7.33)
Un détecteur d’enveloppe idéal reproduit I’enveloppe du signal débarrassé de sa composante continue, soit :

Yo(t) = AppuX (1) 4 nc(1) (7.34)

résultat identique a celui du détecteur synchrone (relation 7.23). Le rapport signal sur bruit en sortie a la méme
expression que celle de la relation (7.26), a savoir :

S 1*Sx
—) = 7.35
<N >S 1+ u2Sx 4 (7.5)
Par conséquent, les performances d’une transmission AM, lorsque (S/N), >> 1, sont identiques a celles d’un
détecteur synchrone.
2. Faible rapport SIN (bruit dominant)

Lorsque (S/N). < 1, I’enveloppe résultante du signal additionné de bruit est essentiellement conditionnée
par le bruit (figure 7-6). Une bonne approximation de cette enveloppe a pour expression :

V(1) = V(1) + Apll + X (1)) cos ¢n (1) (7.36)

ou V, (1) et ®,(t) sont ’enveloppe et la phase du bruit n,.(t). La relation (7.36) montre que le signal de sortie
ne contient pas de terme proportionnel 4 X (1) et que Ie bruit est «multiplicatif». Le signal est multiplié par le
bruit par un facteur cos ¢,(t) qui est aléatoire.

ImY Apll 4+ X ()] cos g,
\ ¢al)
/
\\\
|
:
I
S | Apll + X (0)]
&
n (1) !
S
|
|
(0 !
1 1 ReY
b D —

Fig. 7-6 Diagramme vectoriel en AM pour (§/N), < |
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Le signal utile X (¢) est fortement altéré et 1’on perd I’information que contient ce signal. On aura compris qu’il
est inutile, dans ce cas, de parler de rapport signal sur bruit.

La perte ou I’altération du signal utile aux faibles valeurs du rapport signal sur bruit de prédétection est
appelé effet de seuil. Cela vient du fait qu’il existe une valeur limite de (S/N), au-dessus de laquelle cet effet
peut étre négligé et au-dessous de laquelle les performances se détériorent rapidement. Cette valeur se situe un
peu en dessous de 10 dB (voir probléme 7.6).

7.5 BRUIT EN MODULATION D’ARGUMENT

Suivant la représentation de la figure 7-3, un signal 2 modulation d’argument X ,(¢) a pour expression :

Xp(t) = Apcos [wpt + ¢(1)] (7.37)
ou:
ko X (1) en mode PM
o(t) = t (7.38)
kf/ X(t)dt enmode FM

La figure 7-7 représente un démodulateur d’argument. Le filtre de prédétection présente une bande passante de
valeur 2(D + 1) ol D est le taux d’excursion et B la largeur de bande du signal modulant, selon la relation
(3.27). Le signal a I’entrée du détecteur a pour expression :

Ye(t) = Xp(t) + ne(t)

= Ap cos [wpt + ()] + n.(1) (7.39)
Xp(1) + n(r) Y.(1) Yo(0)
‘—*[ B ’—*>| Limitcur }‘—>l Discriminatcur E ! PB }
Ses Ne Sy, Ny
Fig.7-7 Démodulateur d’argument
L’amplitude de la porteuse reste constante, donc :
1
Se=E[X:10)] = EAf, (7.40a)
ainsi que
N, =nBr (7.40b)
Il en découle que :
a A’% 741
ﬁ e - 27’]BT ( ‘ )

expression qui ne dépend pas de X (¢).
Le rapport (S/N),. de la relation (7.41) est souvent appelé le rapport porteuse sur bruit.
Comme n,(t) est a bande étroite, on peut I’exprimer sous la forme suivante :

ne(t) = vy(t) cos [wpt + ¢n(1)] (7.42)

ol v,(¢) suit une distribution de Rayleigh et ¢, (¢) est uniformément répartie sur I’intervalle (0,2m) (probléme
5.33). Il s’ensuit que Y, () peut s’écrire :

Y, (t) = V(1) cos[wpt + 6(1)] (7.43)
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expression dans laquelle, d’une part :

V() = {[Ap cos & + va(1) cos ¢, (NI + [Ap sin g + v, (1) sin g, (]2} /2

et d’autre part :
A, sing + vy (1) sing, (1)

Apcos @ + v,(t) cos ¢, (1)

6(t) = arctan

227

Le limiteur a pour but de supprimer toute variation d’amplitude de V (). C’est ainsi qu’en modulation
d’argument, les évaluations de rapports signal sur bruit ne portent que sur 6 (¢). L’expression de 6(t) estcomplexe,
elle peut étre analysée moyennant quelques simplifications. On suppose que 1’on utilise un détecteur idéal, dont

le signal de sortie a pour expression :

6(t) en mode PM
no= g—%tz en mode FM
A. Signal dominant
On établit un diagramme vectoriel (figure 7-8) a partir de I’expression :
Y.(t) = Re[Y (t)e/*"]

oul’ona: '
Y (1) = Apel®® + v, (1)l

avec v,(r) < A, de fagon quasi-permanente. La longueur L de 'arc AB (figure 7-8) a pour valeur :

L=Y([O0F) — )]

ImY

Y ()
v, (1)

()

(1)
» RcY

Fig. 7-8 Diagramme vectoriel en modulation d’argument
on peut donc écrire que :
Y(t) x Ap + va(t) cos [@n(t) — (D] = Ap
L = v,(1) sin[¢n(t) — ¢ (1)]
D’apres la relation (7.47), on obtient :

v (1)

p

o) = ¢(1) + sin [@n () — ¢ (1))

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)
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Pour évaluer un rapport S/N en sortie du démodulateur, on remplace ¢, (1) — @ (1) par ¢,(1), ce qui n’affecte
pas les calculs?, et1’on obtient :

vp(t) .
O() = ¢(1) + sin @, (¢)
Ap
ny (1)
=¢(t)+ (7.49)
Ap
Selon les relations (7.44) et (7.38), le signal en sortie du détecteur a pour expression :
NG
Vo) = 60 = kX0 + = en mode PM (7.50)
P
de(t (t
vty =29 _pxoy+ B0 enmode M (7.51)
dt Ap
B. S/N en sortie d’une démodulation PM
Selon la relation (7.50),0on a:
S, = E[R2X*(1)] = K E[X*(1)] = k;, Sx (7.52)
1 1 1
N,=E [ﬁnfo)} = El(0] = -5 (2nB) (7.53)
P p p
En conséquence :
AW 7.54
(7V_>\~ ~ B 759
En invoquant les relations (7.8) et (7.40a), il vient :
S _ 4 7.55
V=B T mB 7%
Et la relation (7.54) peut étre écrite :
S
—) =S 7.56
(N )x XY (7.56)
C. S/N en sortie d’une démodulation FM
D’apres larelation (7.51),0ona:
S, = E[}X*(0] = kKFEIX* ()] = k7 Sx (7.57)
1 1 ,
Ny=E [@m;(mz] = ;gE[[n,ymF] (7.58)

En invoquant la relation (6./33) du probléme 6.23, la densité spectrale de puissance de n(r) a pour expression :

w?n pour |w| < W(= 27 B)

Suim, (@) = @ Sy, (@) = { 0 autrement (7.59)

2. Cela est légitime du fait qu’au sens des moyennes d’ensemble, ¢n — ¢ ne différe de ¢, que par un décalage de valeur moyenne.
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On en déduit que :

Lo, 29 WA
- do = = — — 7.60
T LT T3 (7.60)

c’est-a-dire :

3A2(2m)k2S
(S) = A COK 7.61)

N W3

Si I’on tient compte de la relation (7.55), la relation (7.61) devient :

S k2S A? K2S
(ﬁ).zg’(;v;)(zn_;)zg'(;vf y (7.62)

=k [|X (1)| < 1], larelation (7.62) se simplifie :

N Aw\? 9
— ] =3{— ) Sxy =3D"S 7.
(5) =3(82) s =075 e

Comme Aw = |k X (1)]

max

ou D est le taux d’excursion, défini par la relation (3.26).

La relation (7.60) montre qu'en FM le niveau de bruit en sortic du démodulateur est inversement
proportionnel a la puissance moyenne de la porteuse Af} /2. L’augmentation de puissance de la porteuse entraine
un masquage du bruit.

D. Effet de seuil en modulation d’argument

Lorsque A2 <« E[n(1)], le diagramme vectoriel montre la prépondérance du terme v, ()e/®)_ Dans ce
cas, la phase du signal a I’entrée du détecteur a pour expression :

A
(1) ~ on(1) + — (';) sin[@ (1) — ¢ (1)) (7.64)

Le bruitest prédominant et le signal utile est altéré au-dela de toute possibilité de restitution — un effet semblable
a celui que I’on observe en AM avec une détection d’enveloppe. La figure 7-9 illustre cet effet de seuil.

o 4T T 5 YO
- /
/—-—/'-’[‘-Z\,)/ va (1) !/ NG AN
~_7 \ /
A,, \\ AI’ //
A T T N -
Licu de Y (1) T \
Licude Y (1)
AL E[n2(n)] AL & E[n(1)]

(@) )

Fig. 7-9 Effet de seuil en mode FM
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Si Af, > E[n?(1)], on peut raisonnablement conjecturer que v,(r) < A, en quasi-permanence, et que
I’extrémité du vecteur résultant ¥ (¢) effectue un parcours aléatoire autour de I’extrémité du vecteur porteuse,
comme I’illustre la figure 7-9(a). La variation de phase demeure donc anodine. Si le bruit devient prépondérant,
la variation de phase est telle que ’extrémité du vecteur Y (¢t) peut s’éloigner de celle du vecteur porteuse au
point de faire un tour complet autour de I’origine [(figure 7-9(b)], ce qui induit un saut de phase de 27 [(figure
7-10(a)). La sortie du discriminateur de fréquence délivrera une impulsion lors de chaque saut de phase, comme
I’illustre la figure 7-10(b).

0(1)

7.6 DETECTION D’UN SIGNAL BINAIRE ET TEST D’HYPOTHESE

Nous allons étudier les performances des syst¢tmes de communication numériques en présence de bruit
additif par le biais de la probabilité d’erreur en détection de ces systemes. On supposera que 1’on a un canal sans
distorsion et sans diaphonie. Le bruit est supposé gaussien, a valeur moyenne nulle et indépendant du signal.

La figure 7-11 représente le principe de fonctionnement d’un récepteur binaire. Le signal s, (¢) recu pendant
une période d’échantillonnage a pour expression s; (), ’indice i ne prenant que les valeurs 1 et 2 :

si(t) 0<t<T bitl
5i(t) = (7.65)
$2(0) 0<tr<T bit0
Le signal regu par le récepteur a pour expression :

r(t)=si®)+n@) i=12 0<r<T (7.66)

ol n(t) est un bruit blanc gaussien additif 8 moyenne nulle.
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La détection s’effectue en deux phases. La premicre consiste a transformer le signal regu r (¢) en une valeur
z(T). Cette opération peut s’effectuer au moyen d’un filtre linéaire suivi d’un échantillonneur, ce qui correspond

ala section 1 du schéma 7-11. Le signal de sortie produit, échantillonné a t+ = T, a pour expression :

«UT) =ai(T)+n(T) i=12 (7.67a)

Echantillonat =T

! :
' I
! Filue I

@ } linéairc O*‘\ :
5o (1) \-/r(r) ! h() z(t) «(T)
: i

| |

| I

Comparatcur

A seuil >
asew Décision
Récepteur Scction 1 Scction 2
b e e e — U J
Fig. 7-11 Détection d’un signal numérique
ot a;(T) est la composante signal de z(T') et n,(T") en est la composante bruit.
On écrit souvent la relation (7.67a) sous la forme suivante :
z=ai+n;, 1=172 (7.67b)

Notons que la composante bruit n, est une variable aléatoire gaussienne a valeur moyenne nulle, ce qui entraine
que z est une variable gaussienne de valeur moyenne a; ou a, selon que s;(t) ou s3(f) a été€ envoyé par le
transmetteur. L’échantillon z est parfois appelé valeur test.

La deuxiéme phase de la détection consiste a comparer, dans la section 2 de la figure 7-11, la valeur test z
a une valeur donnée A, au moyen d’un comparateur a seuil. La détection consiste a décider si :

2 A (7.68)

ou H| et H; sont deux hypothéses mutuellement exclusives. Le choix de H, revient a décider qu’un signal s, (¢)
a été transmis, tandis que le choix de H; revient a décider que c’est le signal 5;() qui a ét€ transmis. La relation
(7.68) indique que I’hypothése H, correspond & z > A, tandis que H; corresponda z < A.Dansle casot z = A,
la décision peut étre arbitraire.

7.7 PROBABILITE D’ERREUR ET MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

A. Probabilité d’erreur

Les erreurs de détection sur un signal numérique peuvent se produire de deux fagons : lorsque le signal
5)(¢) a été transmis alors que 1’on a validé H, et lorsque le signal s,(¢) a été transmis alors que I’on a validé H,.
La probabilité d’une erreur de détection a donc pour expression :

P. = P(Hyls1)P(sy) + P(H\|s2) P(s2) (7.69)
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ou P(s)), resp. P(s;) est la probabilité a priori que s, (1), resp. s2(¢) ait €té transmis.
Lorsque les digits 1 et O sont équiprobables, ¢’est-a-dire lorsque P(s;) = P(s2) = 1/2,0na:

P, = 3[P(Hals1) + P(H|5)] (7.70)

B. Critére de détection du maximum de vraisemblance

Un critére de choix du seuil A de la relation (7.68) consiste & minimiser la probabilité d’erreur qu’exprime
la relation (7.69). Pour calculer cette valeur optimale de A, on commence par faire un test sur le rapport de
vraisemblance qui a pour expression :

_ fals) 2 Pisy)

A(2) =
© Fzls2) |, P(sp)

.70

ou f(z|s;) est une fonction de densité de probabilité conditionnelle connue sous le nom de vraisemblance de s;.
Le rapport A(z) est appelé rapport de vraisemblance. La relation (7.71) indique que I’on doit choisir I’hypothése
H, si le rapport de vraisemblance A(z) présente une valeur supérieure au rapport des probabilités a priori. Si
P(s)) = P(s,), larelation (7.7/) se réduita :

f(zls)) H
Ag)=—— 21 7.72
@ f(zls2) ﬁz 772
soit encore :
H)
f@lst) 2 f(zls2) (7.72b)
Hy

Si P(s)) = P(s,) etsiles vraisemblances f(z|s;) (i = 1,2) sont symétriques, larelation (7.7/) donne un critere
(probléme 7.18) :

H,
2 Ao (7.73)
H,
avee a) +
a
ro= 22 (7.74)

2

On peut montrer que le seuil proposé par la relation (7.74) est le seuil optimal qui minimise la probabilité
d’erreur (probléme 7-19). Le critére de la relation (7.73) est connu sous le nom de critere d’ erreur minimum. Un
détecteur qui minimise la probabilité d’erreur (dans le cas ou les classes de signaux sont équivraisemblables)
est appelé détecteur @ maximum de vraisemblance.

C. Probabilité d’erreur en bruit gaussien

La fonction de densité de probabilité du bruit aléatoire gaussien n, dans la relation (7.67b) — relation
(5.103) — a pour expresssion :

fu (&) = e /) (7.75)

21 oy,
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ol o,i est la variance du bruit. Il résulte des relations (7.67b) et (7.75) que :

l I a,
Jlalsp) = eI (7.76a)
ny
I
f(zls2) = N e~ (Ea)/20,0) (7.76b)
ny
fonctions représentées sur la figure 7-12.
f(z1s5) flzls))

z(T)
as Ay a,

Fig. 7-12 Fonction de densité de probabilité conditionnelle

On a donc:
Ao
P(Hyls)) = / flzls)dz (7.774)
oo
P(H\l|sy) = fzlsy)dz (7.77b)
)-()
En raison de la symétrie de f(z]s;), la relation (7.70) se réduit a :
P, = P(Hj|s;) = P(H,|s2) (7.78)

La probabilité d’erreur P, est donc égale a I’aire sous la courbe du cbté «erreur» de I’une ou 'autre des deux
fonctions de vraisemblance f(z|s;) ou f(z]s2) :

o0
P, = fzls2)dz (7.79)
Ao
ol Ay = (a; + a)/2 est le seuil optimal — relation (7.74). En invoquant la relation (7.76b), on obtient :
o0
1 210902
P, = e (@) /Qoy) dz
¢ ro V2O,
Posons y = (z — a;)/0,,. Ona donc 0, dy = dz et la relation précédente devient :
= o 272 a, —a
P, = e dy=Q (7.80)
(ah —a2)/20,,) N 27T 20,

ou I’on a reconnu dans Q(-) la fonction complémentaire de la fonction d’erreur, la fonction Q définie par la
relation (5.7/05), dont les valeurs sont tabulées en Annexe C.

7.8 DETECTION OPTIMALE

Nous allons voir dans ce qui suit comment optimiser le filtre linéaire du récepteur (section 1) illustré par la
figure 7-11 par minimisation de la probabilité d’erreur P,.

A. Filtre adapté

On appelle filtre adapté un filtre linéaire capable d’assurer le rapport signal sur bruit optimal pour un signal
donné. Soit un signal prédéterminé s(¢) auquel s’ajoute un bruit n(¢) blanc gaussien, I’ensemble constituant le
signal d’entrée d’un filtre linéaire indépendant du temps.
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Ce filtre est suivi d’un échantillonneur, comme le montre la figure 7-11. Soit a(t) le signal de sortie du filtre.
D’aprés la relation (7.67a), nous avons a I'instant t = T :

S\ _ 4 aD)
<ﬁ) T ERXD)] o} (7.81)

On désire pour ce filtre une fonction de transfert H, () qui maximise le rapport signal sur bruit de la relation
(7.81). On montre que (probléme 7.23) :

S 21 & 2E
(-—) < -z IS(@)*do = — (7.82)
N), n27 /) n

ot S(w) = FIs(1)), /2 est la puissance spectrale du bruit d’entrée n(r) et E est I'énergie du signal d’entrée
s(1). On aura noté que le terme de droite de cette inégalité ne dépend pas de H (w) mais seulement de I'énergie
du signal et de la densité spectrale du bruit. Ainsi:

S _2E 7 83
N Smax - n ( ‘ )

La relation (7.82) n’est une égalité que lorsque la réponse en fréquence H,(w) est utilisée (probléme 7.23) de
facon que : .

H(w) = H,(0) = $*(w)e T (7.84)
ol I’astérisque * indique la conjugaison complexe.
La réponse temporelle k() du filtre optimal — voir relations (/.30) et (1.33) — a donc pour expression :
sS(T—1t) 0<t<T

0 autrement (7.85)

h(t) = F~'[H(w)] ={

Les relations (7.85) et la figure 7-13 illustrent bien la propriété de base du filtre adapté : sa réponse temporelle
est une version retardée de I’image en miroir du signal auquel on veut I’adapter.

s(0) ‘ s(—1) h(t)y =s(T —t)

N

3 7 { - T 0 t 0 T !

Fig. 7-13  Caractéristiques d’un filtre adapté

B. Corrélateur

La sortie z(1) d’un filtre causal — relation (/.82) — a pour expression :

w0 =rehi = [ r@ht - oar (7.86)
En portant P'expression de h(t) de la relation (7.85) dans la relation (7.86), il vient :
() = [Olr(r)s[T —(t —1)]dt (7.87)
Lorsquer =T,ona:
«T) = fot r(t)s(r)dr (7.88)

opération connue comme étant la corrélation des signaux r(r) et s(t).

Comme le signal de sortie du filtre adapté et celui du corrélateur sont identiques lors de I’instant
d’échantillonnage ¢ = T, on peut utiliser de fagon interchangeable le corrélateur et le filtre adapté qu’illustre la
figure 7-14.
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r(ty = «(T)
e h(1) =5(T —1) }~«v~)>

(a) Filtre adapté

1

|

i

:

{

r() T : «T)
[
0 |
i

1
1
i
|
| [
|
|
!
|

(b) corrélateur

Fig. 7-14  Equivalence entre filtre adapté et corrélateur

C. Détection optimale

Pour minimiser P, — relation (7.80) — il nous faut déterminer le filtre linéaire qui maximise le terme
(@) — a3)/(20,,) ou, ce qui revient au méme, qui maximise le terme :

(a) — ap)?

—— (7.89)

Gn.\

oll a| — a; est la différence entre composantes du signal 4 la sortie du filtre 4 I’instant t = T, le terme (a; —ay)?

est donc la puissance instantanée du signal différentiel tandis que a,,z‘ est la puissance moyenne du bruit en sortie
du filtre.

Considérons un filtre adapté au signal différentiel s, (¢t) — 5,(7). D’apres les relations (7.81) et (7.83),0ona:

N -a)? E 2E,
S Swza) | B 25 (7.90)
N/, oy n/2  n
ou n/2 est la densité spectrale de bruit et £, I’énergie du signal différentiel a ’entrée du filtre, 4 savoir :
T
Ey =f [s1(r) — s2()) dt (7.91)
0

En invoquant alors les relations (7.80) et (7.90), on obtient
- E
Po=o(L2) =0 ¢ (7.92)
20y, 2n

7.9 PROBABILITE D’ERREUR DES SYSTEMES DE TRANSMISSION BINAIRES

En utilisant la relation (7.92), on peut comparer les probabilités d’erreur de divers systémes de transmission.

A. Transmission en bande de base unipolaire

si)=A4 0<t<T
si(t) = (7.93)
$2(0=0 01T
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La probabilité d’erreur a pour expression :

AT E
0 = | = Q( J) (7.94)
n

ol E, = A?T/2 est I’énergie moyenne par digit du signal regu.

B. Transmission en bande de base bipolaire

T

T (7.95)
La probabilité d’erreur a pour expression :

2A°T [2E,
0 =0 ( = ) (7.96)
n n

ou Ej, = A?T est I’énergiec moyenne par digit du signal regu.

C. Modulation d’une porteuse par tout ou rien

s1(t) = Acoswpt 0<t<T

5i(t) = {sz(t) Z o 0creT (7.97)

ot T vaut un nombre entier de fois 1/f,. La probabilité d’erreur a pour expression :

2
0 L4T - Q( /_E_b> (7.98)
: :

ou E;, = A?T/4 est I’énergie moyenne par digit du signal recu.

D. Modulation PSK d’une porteuse

51 (t) = Acoswpt 0<r«T
s;(1) = {sz(t) = Acos (wpt + 1) (7.99)
= —Acoswpt 0T

ol T vaut un nombre entier de fois 1/f,. La probabilité d’erreur a pour expression :

2
Q AT =Q< g—E—") (7.100)
1 V »

ol E, = A2T/2 est I’énergie moyenne par digit du signal recu.

E. Modulation FSK d’une porteuse

si(t) = Acoswit 0<t<T
silt) = { (7.101)

sp(t) = Acoswyt 0<t<T
Si I’on suppose que ;T > 1 et w7 > 1 et (w; — w2)T > 1, la probabilité d’erreur P, a pour expression

(probléme 7.33) :
| AT ( |E, >
0 —|=0\./— (7.102)
2n n

oll E, = A?T /2 est I’énergie moyenne par digit du signal regu.
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Problémes résolus

BRUIT EN BANDE DE BASE

7.1.

7.2.

On considére une liaison analogique en bande de base avec un bruit blanc additif. Le canal de transmission
est supposé sans distorsion; la densité spectrale du bruit blanc n/2 a pour valeur 107 watts par hertz
(W/Hz). Le signal a transmettre est un signal BF de 4 kHz de largeur de bande. Du c6té du récepteur, on
utilise un filtre passe-bas RC dont la bande passante 4 3 dB est de 8 kHz pour limiter le bruit en sortie
du récepteur. Calculer la puissance de bruit en sortie de cette liaison.

D’aprés le probléme 1.49, la réponse en fréquence H (w) d’un filtre passe-bas RC de bande passante 4 3 dB

égale a 8 kHz a pour expression :
1

M) = T alan

0l wo = 2 (8 000). En invoquant les relations (6.40) et (6.53), on peut évaluer la puissance de bruit en sortie Ny :
2 I [ 2
Ny = Elny(nN] = — ~IH ()| dw
271 J oo 2

1 foo 1 d
— ——dw
21 Jooo | + (w/wp)?

1
nwo = Z2(1()‘9)(:).n>(8)(103)w =252uW

= DD

On considére une transmission analogique en bande de base avec bruit blanc additif de densité spectrale
de puissance 1/2 sur un canal affecté de distorsion, selon la fonction de transfert :

1
1+ jo/W

La distorsion est corrigée par un filtre du récepteur (égaliseur) dont la fonction de transfert a pour
expression :

H,(w) =

1

Hey(w) = [ H—p(w) O< ol €W
0

autrement

Calculer I'expression du rapport signal sur bruit en sortie.
L 2 2
Sy = —/ {He ()] |Heg (@)1°Sx x (w) dw
21 J s

'
= —f Sxx(w)dw = Sx
2 —W

Ny = [ D @R d
§ = — - w w
YT )2
L () o= oz () = o
= — —_ w=——1 - = -
2 Jo W 27 \3 3"
d’ou I’on Conélut :
S) oS X 3% 7.103)
NX_NX_;,]B_MB (7.10-
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BRUIT EN MODULATION D’AMPLITUDE

7.3.

7.4.

Un signal BLD avec bruit blanc additif est démodulé au moyen d’un détecteur synchrone (figure 7-7)
avec une erreur de phase ¢. On suppose que le signal délivré par I'oscillateur local a pour expression
2cos (wpt + @), montrer que

S 2
(.ﬁ)‘ — ycos’ (7.104)

ol y est défini par la relation (7.8).
D’apreés la relation (7.14),
Ye(t) =[ApX (1) + ne(r)]coswpt — ny(t) sinwpt
En multipliant Y, (¢) par 2 cos (wpt + ¢) et en traitant le produit dans un filtre passe-bas, on obtient :
Y1) = ApX (1) cosd + ne(t) cos ¢ + ny(1) sing
= Xy(1) + ns (1)
oulona:
Xs(t) = ApX(t)cosg
ne(t) = nc(t) cos + ny(t) sing
Ainsi Sy s'exprime de la fagon suivante :
Sy = E[X2())] = A% cos29E{X2(1)] = A} (cos*)Sx
Ny s’exprime comme suit :
Ny = E[nX(t)] = E[n}(t) cos>¢ + n’ (1) sin® ¢ + n()ns (1) sin 2¢)
= E[n2(1)]cos 2¢ + E[n2(1)]sin? ¢
= E[n2(1)](cos ¢ + sin® ¢) = E[n(1)] = 2nB

puisque Efn (t)ns(t)] = 0, d’aprés la relation (6.73).
On obtient ainsi, d’apres les relations (7.17), (7.18) et (7.19) :

(_S_> = A?’SX cossz = %A%’SX cosij = ycos2¢>
N/, 2nB nB
ol y a pour valeur (relation 7.8) :
_ lA%’,Sx S
T T

Montrer que les performances d’un démodulateur BLU utilisant une détection synchrone sont équiva-
lentes 4 celles d’un démodulateur BLD ou d’une liaison en bande de base.

Un signal BLU a pour expression (relation 2.11) :

Xp(1) = Ap[X (1) cos wpt + X (1) sinwp] (7.105)
od X (1) est la transformée de Hilbert de X (¢). On remarquera que la relation (7.105) représente la bande inférieure
du signal BLU. La bande passante minimale du filtre de prédétection, dans ce cas, a pour valeur W.

En se reportant 4 la figure 7-4, le signal a I’entrée du récepteur a pour expression :
Ye(r) = Xp(1) + ne(1)
= [ApX (1) + ne(D] cos wpt + [ApX (1) — ng(D)] sinwpt (7.106)
Une détection synchrone élimine les composantes du signal et du bruit en quadrature par rapport 4 la porteuse, ce
qui donne :

Yo(t) = ApX (1) + nc(t) = Xs5(t) + ns (1) (7.107)

oul'ona:
X)) = ApX (1) et ng(t) = n(1)
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7.5.

La puissance du signal en sortie a pour expression :
Sy = E[X; (D] = AL E[X?(1)) = A2Sx

La figure 7-15 représente la densité spectrale de puissance de n.(¢) dans le cas d’une modulation BLI (bande latérale
inférieure).

Sn(nr (w)
% N
—w, —wp, +W 0 w,—W w, (0]
(a)
Snen (@)
T,
i
2
-W 0 w w
)
Fig. 7-15

La puissance de bruit en sortie a pour valeur :
nWw
Ny = E[n}()] = —— =B
2r
et le rapport signal sur bruit en sortie a pour expression :
S\ _ ApSx
- =— 7.108
(N )s nB ( )
La puissance du signal en entrée a pour valeur :

Se = E[X}(1)] = A2 {%E[Xz(rn + %E[J?z(m}

2 2 __ 42
= ALE[X2(1)) = A2Sx

comme, en vertu des résultats obtenus lors du probléme et d’aprés la relation (6./28) du probléme 6.20, on peut
écrire que : R Py
EIXMXN]=0 et E[X*()] = E[X*(1)]

on en déduit :
S Se

(ﬁ)s = 5= (7.109)

ce qui nous montre qu’en ce qui concerne le bruit, la modulation BLU avec détection synchrone présente les mémes
performances qu’une transmission en bande de base ou de type BLD.

Montrer qu’en modulation d’amplitude sinusoidale, le rapport signal sur bruit en sortie du détecteur

d’enveloppe a pour expression :
R 7.110)
N), T2+ 4

ou u est I’index de modulation AM.

En modulation sinusoidale, on a :
X (1) = coswpyt
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et donc :
Sv = EX’0) = 3
D’aprés la relation (7.35), on déduit que :
s 12 Sx 12 (3) p?
<_>s TTEesT T +u2(%)y T2+

N
Notons qu’avec une modulation a 100% (u = 1),0ona:

i —l 7111
N) =3 (7.111)

La valeur de seuil d’un détecteur d’enveloppe en AM est généralement définie comme valeur du rapport
signal sur bruit (S/N), pour laquelle V, <« A, avec une probabilit¢ de 0,99, ou A et V, sont les
amplitudes respectives de la porteuse et du bruit. Montrer que si u = 1 et Sy = E[X?(t)] = 1, alors la
condition P(V, < Ap) = 0,99 impose que :

S
<_) =4In10=9,2% 10 (7.112)
N 4

5V

D’aprés la relation (6.69a) et la relation (5.748) du probleme 5.33, la densité de probabilité de V, a pour
expression :

v 20N

fv, (vn) = N"—e’”n/(m") pour v, > 0 (7.113)

€
oulona:
e = Elng(n] = 2nB
ainsi que
o0
P(Vy 2 Ap) :/ fV,,(Un)dUn
Ap
— /OC Un /N gy = foo e di = o~ AB/@Ne)

ap Ne A3 /N

D’autre part :

P(Vy < Ap) =099 — P(Vo > Ap) = 0,01
d’ou il s’ensuit que :
2 /09N 2
eiAp/(z‘Nf) = e_A[)/(4nB) = 0,01 (7]]4)

D’aprés la relation (7.25), en faisant u = 1 et Sy = 1, il vient:
I g

ainsi que :
2

S\ S A
NJ, N. 2B

La relation (7.114) peut donc étre écrite sous la forme :
e~ /DS/Ne — 001

d’ot I’on déduit la valeur du rapport signal a bruit au seuil, en entrée :

S 1
— =2In— =4In10=9,2=10(10dB 15
<N> n oo = 4In (10 dB) (7.115)

On considére un systéme a modulation d’amplitude avec un bruit thermique additif de densité spectrale
de puissance 7/2 = 1072 W/Hz. On suppose que le signal modulant présente une largeur de bande
de 4 kHz et que sa loi de répartition d’amplitude a la forme que représente la figure 7-16. Le signal est
démodulé au moyen d’un détecteur d’enveloppe suivi d’un filtre approprié. On suppose que = 1.
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7.8.

Fx(x)

—~1 0 1 X

Fig. 7-16
(@) Quelle est la valeur minimale de la porteuse A, assurant un rapport (S/N), > 40dB.
(b)  Calculer la valeur de seuil de A,,.

(a) On peut écrire :
Xp(t) = Apll + X ()] cos wpt

SX:E[XZ(I)]:/ xzfx(x)a’x:2/ xz(—x+1)a'x:%

!
—00 0

D’aprés la relation (7.26) (1 = 1),on a:
1
S Sx z 1
(N) TR vk T
5 + Sx I+ 2 7
Il s’ensuit que :
y 2 7(10%
D’aprés les relations (7.8) et (7.25) :
A0+ 4
L g > 7(10%

4(10=12)(4)(10%)

d’ou I'on tire que :
Ap 231107V = 31mv

La valeur minimale requise pour A, est donc de 31 mV.
(b) D’apres la relation (7./715),0ona:
N
() =10
N/,

S
¥ lau seuil = ¥ih = 2 (ﬁ) =20 (7.116)
e

s

Par conséquent :

D’aprés le (a) ci-dessus, on doit avoir :
2 |
A(1+ %) _
4(10-12)(4)(10%)
Ce qui induit que :
Ap=0,52(10"%) V=052mVv

valeur de seuil de I’amplitude A, de la porteuse.

Evaluer la bande passante By et la puissance de signal Sy requises pour la transmission d’un signal BF
de largeur de bande 10 kHz en mode BLD, BLU et AM avec un rapport signal sur bruit de 40 dB, en
supposant que le canal de transmission introduit une perte en ligne de 40 dB et qu’il présente un bruit
blanc gaussien de densité spectrale /2 = 10~° W/Hz. On supposera aussi que 1%Sy = 0,5 en AM.
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SiI’on se souvient des développements du chapitre 2, on peut facilement répondre en ce qui concerne les bandes

passantes :
20 kHz en BLD et en AM

Br =
10 kHz en BLU

D’aprés les relations (7.19) et (7.109), on sait évaluer les puissances nécessaires en mode BLD et BLU :

on a, en effet, d’une part :
S S
(—) = —< = 10* (= 40dB)
N/, nB

et d’autre part ;
S, = nB0% = 2(107%)(10%)(10%) = 0,2W

Puisque la perte introduite par le canal est de 40 dB, la puissance nécessaire, en mode BLD ou BLU, a pour valeur :
St = 0,2(10% = 2000W = 2kW
Dans le cas du mode AM avec détecteur d’enveloppe, en invoquant la relation (7.26) et en tenant compte de ce que
u?Sxy =0,5:
(%),730s)
N/, 3\nB
On constate que la puissance nécessaire St est trois fois celle que demande le mode BLD ou BLU, c’est-a-dire :

Sr = 6kW

On considére un démodulateur AM (figure 7-17) utilisant un détecteur quadratique (probléme 2.7). On
suppose ’existence d’un bruit blanc gaussien additif de densité spectrale 17/2. Calculer le rapport signal
sur bruit en sortie du détecteur.

n(t)

Xp([) B Yl’([) Détecteur Z(’) Y\ (t)
S., N, | quadratique - S, N,

Fig. 7-17 Détecteur quadratique

Le signal incident a pour expression :
Xp(t) = Ap[l + uX (1) cos wpt
Le signal & I’entrée du détecteur a pour expression :
Ye(t) = Xp(t) + ne(n)
Le signal en sortie du détecteur a pour expression :

Z(r)=YXn
A2
= 7”(1 +2uX (1) + w2 X2 (D)1 + cos2wpt) + n2(1) + 2Apne()[1 + 1 X (1)1 cos wpt

Comme on impose que [uX (t)| < 1 pour ne pas introduire de distorsion en démodulation quadratique (probléeme
2.7), on peut écrire une approximation de Z(t) sous la forme suivante :

A2
Z@) ~ -2_P[1 +2uX (D](1 + cos2wpt) + n2(1) + 2Apn, (1) cos wpt (7.117)
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Apres filtrage passe-bas et élimination de la composante continue, le signal de sortie Y;(1) du récepteur a pour
expression :
Yi(t) = Xs(1) +ns (1)

ou
Xs(t) = AZuX (1)

et ou ng(7) est le résultat du filtrage de nﬁ(r) + 2Apn. (1) cos wpt et de la suppression de la composante continue.
On peut donc écrire que :
S, = EIX()] = Apu’ EIX* (D)) = Aju®Sx (7.118)

D’autre part, d’aprés la relation (6.725) du probléme 6.31, ona:

S,2,2 (@) = 27 E[n} ()1 (@) + nls,,p,,e (@) * Snyn, (@) (7.119)

etd’apres la relation (6.99) du probléme 6.10, on sait que la densité spectrale de 2A ,n,(t) cos wpt, que nous noterons
Snep(@) a pour expression :

Snep (@) = AL[Spon, (@ = 0p) + Spon, (@ + wp)] (7.120)

La figure 7-18 représente ces deux densités spectrales. Le filtre qui suit la détection élimine la composante continue
(le premier terme du membre de droite de la relation 7.719) et ne transmet que les composantes specirales qui se
trouvent dans la bande —W,+W (W = 27 B). D’aprés la figure 7-18, la puissance de bruit en sortie du détecteur a
pour expression :

Ns = Eln}(0] = 3" B> + 242nB (7.121)

Sien, (@)

o 2W |-
{ A N I
—w, 0 wp w
(a)
Sp202(@)

—2w,, -2 0 2w 2w, w
)
Snep (w)
2 ——
A,,’I L f
‘ 7 A |
1 N N— {
—2w,, -W 0 W (=21B) 2wy @
()

Fig. 7-18
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On en déduit que le rapport signal sur bruit en sortie du détecteur a pour valeur :

SY S A 7.122
N/, Ny 3n72B% + 24218 (7.122)

BRUIT ET MODULATION D’ARGUMENT

7.10.

7.11.

7.12.

On considére une émission FM dont les caractéristiques sont les suivantes : excursion Af = 75 kHz et
B = 15 kHz. En supposant que Sy = %, calculer le rapport signal sur bruit en sortie de démodulation et
calculer le gain de performance, en dB, par rapport a une liaison en bande de base.

En portant les valeurs données dans la relation (7.63), on obtient :

s) _3 75(10%) 2(1 g
(ﬁ LT\ TS0 E)y_ Y

Puisque 101log 37,5 = 15,7 dB, on en déduit que le rapport (S/N), est supéricur de 16 dB a celui d’une liaison en
bande de base.

Montrer que le rapport signal sur bruit d’un démodulateur FM, pour un signal modulant sinusoidal, a
pour expression :

N
ou B est I'index de modulation de la transmission.

S 3,
(—) =>p (7.123)

Le signal modulant, sinusoidal, a pour expression :
X () = coswmt

d’ou I’on déduit que :
Selon la relation (7.62), nous avons :
2 2
S ks Sx 3 /Aw 3
(%) :3(LW7))':§(W) r =3
s

Aw
Aw = lkfX(t)lmax = kf et W =§

puisque

11 est important de remarquer que 1’index de modulation est fixé a partir de la bande passante W du filtre passe-bas
qui suit la détection et ne dépend pas de la fréquence wp du signal modulant. La bande W étant définie, la fréquence
du signal modulant sinusoidal peut se trouver n’importe ot dans I’intervalle O, W, le rapport signal sur bruit en sortie
conservant sa valeur.

Montrer que 1a FM en bande étroite (NBFM) ne présente aucun avantage par rapport au mode AM en ce
qui concerne le rapport signal sur bruit en sortie de détection.

Dans le cas d’une modulation AM avec détection d’enveloppe, en supposant que 1’on module la porteuse a
100%, le rapport signal  bruit en sortie de détection a pour expression (probléme 7.5, relation 7.7/17) :

S\ 1
N) =37

Dans le cas du mode FM, pour une modulation sinusoidale, la valeur du rapport signal sur bruit en sortie a pour
expression (probléme 7.11, relation 7.123) :
S 3,
(7). 37

On voit donc que la FM apporte une amélioration du rapport signal sur bruit par rapport au mode AM lorsque :

3 1
5;32> 3 v B > 0,47
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7.13.

Dans le paragraphe 3.7, nous avons dit qu’une modulation FM a bande étroite se caractérise par une valeur 8 < 0,2.
On conclut donc que ce mode ne présente pas d’avantage en S/B sur le mode AM.

Remarquons que les considérations précédentes, relativement au bruit, conduisent & définir plutét la valeur
B = 0,5 comme la frontieére entre FM normale et NBFM.

On transmet un signal BF X (¢) sur un canal de radiodiffusion affecté d’un bruit blanc gaussien additif. On
exige un rapport signal sur bruit en réception supérieur a 40 dB. Les caractéristiques du signal modulant
et du canal sont les suivantes :

E[X(N1=0 X <1 Sx=EX*]=3 B=I15kHz

Densité spectrale de puissance du bruit blanc : n/2 = 107'2 W/Hz

Perte de puissance du canal = 50 dB
Calculer la largeur de bande B7 et la puissance St avec laquelle il faut émettre dans les cas de modulation
suivants :

(@) Mode BLD.
(h)  Mode AM avec i = 100% et détection d’enveloppe.
(c) Mode PM avec k, = 3.
(d) Mode FM, index de modulation D = 5.
(a) En mode BLLD, ona:
Br =2B =30kHz
D’aprés les relations (7.8) et (7./9) ona:
S Se Se

— = = —=——— 4:
(N)S =Y =08 T 200-0as a0 2 0 0B

soit
Se > 3(107) W
d’ou
St = S$,(10%) > 3000 W = 3 kW
b) En AM, avec u = 1 et une détection d’enveloppe, on a :

Br =2B =30kHz

s>_1
N), =37
St =2 9kW

(c) En mode PM, avec ky = 3, on a, d’apres les relations (3.27) et (3.25)
Bt +2(ky + 1)B = 120 kHz

D’aprés la relation (7.35),ona:

d’ol I’on conclut que :

D’aprés la relation (7.56), on a :
— ) =k:Sxy = =210
<N> oSxy = )(2)2<10~1°><15><1o3>

2
S > §<10‘2> w

soit

d’ou
St = S.(10°) > 667 W
(d) En mode FM avec D = S, d’aprés la relation (3.27),0on a:
Br =2(D + 1)B = 180 kHz

D’aprés la relation (7.63), on sait que :

S 5 2 1 Se 4
2) = -3 il IO
(N),Y 3DSxy =36 )(2) 200-10)(15)(10% = ©
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soit
S, > 2 (107 w
725

d’ou I’on déduit :
Sr = S,(10°) > 80 W

Les résultats du probléme 7.6 montrent que la valeur de seuil en mode AM est équivalente 3 un rapport
signal sur bruit en entrée (S/N), = 10. On supposera qu’il en est de méme en mode FM.

(a)  Calculer le rapport signal sur bruit au seuil en mode FM, dans le cas d’une modulation sinusoidale.
(b)  Trouver ’index de modulation 8 qui assure un rapport (S/N), = 30 dB au seuil.

S k2Sy A2
(.- (%)(

Pour une modulation sinusoidale, on sait que :

(@) D’apres la relation (7.62), ona :

1 Aw
Sy == Aw=ky = —
x=q fosk b=

On peut donc écrire la relation (7.724) comme suit :

S\ _ 3. (44
(7), =2 (ﬁ"

En invoquant la relation (7.41), il vient :

(%).-#(F) ).

D’aprés la formule de Carson (3.25), on sait que :

Br =2(B+1)B

A S
(ﬁ)x =3p%(B + 1)(ﬁ)e (7.125)

S
En faisant (ﬁ) = 10, on voit que le rapport signal sur bruit au seuil a pour valeur :
[4

On obtient donc :

<%) =3082(8 + 1) (7.126)

b) On a la relation :

(%) =3082(B+ 1) = 10° (= 30dB)

En résolvant, on obtient § = 2,92.

On utilise en radiodiffusion FM commerciale un filtrage de préaccentuation | désaccentuation pour
améliorer le rapport signal sur bruit en sortie. La méthode consiste & renforcer a I'émission les fréquences
les plus hautes du signal BF avant que le bruit ne s’ introduise dans le canal et 1’on effectue en réception une
atténuation compensatrice pour rétablir I’équilibre spectral du signal originel. La figure 7-19 représente
les filtres de pré-accentuation (PA) et de désaccentuation (DA) utilisés. La valeur standard de la constante
de temps de ces filtres est R;C = 75us, avec la condition R,C > R|C.
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R 20 }OS {Hp A (w)]
[ Su— a
H
C
Ry
o 0 | !
W) (] log w

(a) Préaccentuation

20 ]Og |11[),\(w)l
R] [0}
o W o 0p— |
log w
- C
O O

(b) Désaccentuation

Fig. 7-19

Calculer le facteur de gain en bruit, défini par :
r=
N;

ou N, est le bruit de sortie sans systéme de préaccentuation / désaccentuation et N/ est le bruit de sortie
lorsque ce systeme est installé.

La réponse en fréquence (fonction de transfert) du filtre de préaccentuation a pour expression :

14
Hpa(w) = K —227L
| + jor
ou
R> RIR,C
K=——— 11=RIC 1np=——"—7=RC
Ry + Ry R+ R
Pour w < wy, ot wy = 1/12, Hp 4 (w) a pour approximation :
. . w
HPA(a))zK(l+jwr|):K<l+j—-) (7.127)
[]]
oulona: | | |
=— et = = =2,1(10") Hz = 2,1 kH
“r=1 h=5 27(75)(10-6) (10°) Hz g

La réponse en fréquence du filtre de désaccentuation a pour expression :

1 1
1+ jor, 1+ j(w/w))

Hpa(w) = (7.128)

On remarquera que
Hpa(w)Hpa(w) ~ K pourw < an

Ce qui est la condition & remplir pour éviter la distorsion.
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Lorsque le systéme est utilisé, le bruit en sortie Ny e st modifi€ [relation (7.60)] :
1 W

1
N = —— wn|H d
TRy nHpa(w)|dw

n /W w2
= —— ——dw
A%?T o 1+ (a)/a)l)2

nw; (W w
= ——— | — —arctan —
A]%rr wy W]

Sans filtre de désaccentuation, le bruit en sortie a pour expression :

W3
Ns = 3nA2
»7
Ainsi : X
Ny 1 W/wp)’
_N L (W/w1) (7.129)
N, 3 W/w —arctan(W/w)
Si fi =2,1kHzet B = 15 kHz, alors W/w; = B/fi = 7,14 et apour valeur:
= 1 (7'14)3 = 21,25 (= 13,27 dB) 7.130
T 37,14-1,43° 70T 7 (7.130)

On remarquera que la relation (7.730) néglige I’effet d’augmentation de la puissance du signal émis qui résulte de
la préaccentuation de la partie haute du spectre BF transmis. L’amélioration effective apportée par cette méthode en
tenant compte de la remarque précédente est évaluée dans le probléme qui suit.

On suppose qu’un signal X (r) a pour densité spectrale de puissance :
1
Sxx(w) = 1 +(w/0)1)2

0 autrement

lw] < 2w (15)(10%)

ol w; = 27(2,1)(10%) radss.

(@)  Déterminer la différence entre niveaux de modulation avec et sans préaccentuation a puissance
de modulation constante.

(b)  Evaluer le gain net en rapport signal sur bruit obtenu dans ces conditions.

(a) Sans préaccentuation, la puissance du signal modulant a pour expression :

1 v 1 w) w
Sx = — ———dw = —arctan —
27 Jow 1+ (w/w))? b4 )

Avec préaccentuation, en tenant compte de la relation (7.127) du probléme 7.15, on obtient :

v 2 v w
Sx = == Sxx(@)|Hpa(@)|* dw = =— Kdo=K—
2 W 2 -W T

S’il faut que la puissance du signal modulant reste constante, on doit assurer :

__ arctan W/wr)
B W/w
Avec B = 15 kHz et fi = 2,1 kHz, on obtient :

K- arctan7,14 0,20 (= —6,98 dB)
AT
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b) Selon la relation (7./30) du probléme 7.15, le facteur de gain en bruit avec préaccentuation / désaccentuation
vaut 13,27 dB. Il nous faut cependant réduire le niveau de modulation de 6,98 dB, ce qui raméne le gain en
bruit du systéme a une valeur nette de 13,27 — 6,98 = 6,29 dB.

PROBABILITE D’ERREUR, MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

7.17.

7.18.

Expliciter le test suivant le critére du maximum de vraisemblance énoncé par la relation (7.717), ¢’est-a-
dire :
f(zls) Hy P(sy)

z
F(@s2) f, PGD)
Une décision raisonnable au niveau du récepteur consiste a choisir I’hypothése H| si la probabilité a posteriori

P (s1]z) est supérieure a la probabilité a posteriori P(s2]z). Dans le cas contraire, on choisit I’hypothése H, (voir
probléme 5.8), soit :

Ag) =

H,
P(s1lz) 2 P(s212) (7.131)
Hy
ou encore
P H,
S (7.132)

P(s212) g,

Le critere de décision de la relation (7.132) est appelé maximum a posteriori (MAP).
L’expression de la régle de Bayes (relation 5.24), dans le cas d’une fonction continue de densité de probabilité
(relation 5.46), a la forme suivante :

P(silz) = .f_(w i=1,2 (7.133)

f@)

ol f(z|s;) est la densité de probabilité conditionnelle pour que I’échantillon z regu appartienne a la classe s;. En
invoquant la relation (7.133), la relation ci-dessus devient :

H)
f(zls;)ﬂs:)ﬁ f(zls2) P (s2) (7.134)
2

soit

_ fls) 1 Pis)

= 2
fzls2) g, Ps)

A(2)

Démontrer la relation (7.73), & savoir que :

a,+a
2

H,
2(T) 2 Ao =
>

En appliquant les relations (7.76a) et (7.76b), le critére du maximum de vraisemblance peut s’écrire comme
suit : o,
—(z~ 205,)
_ f(zlsl) _ e (z—ap)“/( Tps _ eZ(“l‘”Z)/UY%;—(a%*ug)/(zni)

A(2) = = -
@ f(zls2) e—(z—a2)2/(2rr,%:)

d’ou la définition du test de vraisemblance :

H
ol a0k —(@l=ad)/ Qo) > P(s2) (7.135)
H, PG
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Linégalité (7.135) est satisfaite par toute transformation monotone croissante (ou décroissante). En prenant le
logarithme naturel des deux membres, on obtient :

zlag —a2) (af —a%) [il P(s7)

n 7.136
o2 (20,%y) ﬁ?. P(s1) ¢ )
Lorsque P(s1) = P(s2),
1)
n (52) =Inl=0
P(sp)
La relation (7.136) permet d’écrire que :
Hy @?-al) a +a
2 22 ST, (7.137)

“Hy 2@ —a) 2

7.19.  Vérifier que le seuil Ao défini par la relation (7./37) assure une probabilité d’erreur minimale lorsque
P(s)) = P(s2).

On suppose que le seuil est réglé a la valeur A (figure 7-20). Selon la relation (7.69), on a :

P, = P(Hzls1)P(s1) + P(H\|s2) P (s2)

P(sy) f(3|sl)dZ+P(52)/ fzls2) dz
A A

—A

A A
= 1’(51)/ f(Z|51)dZ+P(52)|:1 —/ f(zlsz)d:]
—00 —00

Py
= P(52) +f [P(s1) f(zls1) — P(s2) fzls2)]dz

f(zlss) f(zls))

™~

Fig. 7-20

Pour trouver le seuil Ag qui minimise la probabilité d’erreur P, on impose :

dP,
=0
dx
ce qui donne :
P(s) f(xols)) = P(s2) f(hols2) (7.138)

soit
SQols))  Pls2)

flols)) — P(s1)
En invoquant les relations (7.76a) et (7.76b), on obtient :

(7.139)

O —ai)? 2
flrolsy) e Roma/@m) p(gy)
flhols))  p=Go=a)?/Qag)  P(s1)
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7.20.

Oou encore :
Jotar—a)/od —w@l-ad/ o) _ Pls2)
P(s1)

ce qui entraine :
hola) —ay) | (a}—ad) L PGs2)
ol Qo2)  P(s1)

D’ou I’on tire : 5

Op; P(s2)

In

1
Ao = =(ar +a) +
0 2(011 az) o—m " Pen

Lorsque P(s)) = P(s3), cette relation se réduit  :

1
Ao = —
0 2(01 +az)

IT
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(7.140)

Un signal binaire bipolaire s;(¢) prend les valeurs +A et —A volts sur Uintervalle de temps 0,7. Le
filtre linéaire (figure 7-11) est dans le cas présent un intégrateur (figure 7-21). Il s’agit d’un systéme de
détection-intégration. En supposant que a,i = 0,1, déterminer le seuil optimal de détection A lorsque

la probabilité de détection a les valeurs suivantes :

(@  P(s1))=05
(b  P(s)) =07
(0 P(s))=0.2

Echantillonnagc at =T

r(t) r Comparatcur
T (L B a scuil
o s

[

Décision

Fig. 7-21  Détection-intégration
Le signal regu a pour expression :
r(t) = si{t) +n(r)

ou
si)=+A 0<r<T pourl

si(t) =
s2(0)=—A 0t <T pour0

Le signal de sortie de I’intégrateur en fin de période T a pour valeur :

ay +ny  pour |

T
Z(T):/o [si(t) + n()])dt = {a2+ﬂx pour 0

ou
T T
al—_-/ Adt = AT a2=f (—A)dt = —AT
0 0

et ou ny est une variable aléatoire définie comme suit :
T
ny = / n(t)dt
0
(@) P(s1) = P(s2) =0,5.
D’aprés les relations (7.74) et (7.142), le seuil optimal a pour valeur :

_a+a AT +(=AT) —0
=—0= > =

Ao

b) P(s;) =0,7et P(s3) =0,3.
D’aprés les relations (7.740) et (7.142), le seuil optimal a pour valeur :
0,1 03 0,04

M=——ln " =—""
2AT 07 AT

(7.141)

(7.142)

(7.143)
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(©) P(s;) =0,2et P(s2) =0,8.
D’aprés les relations (7./40) et (7.142), le seuil optimal a pour valeur :

01 08 007

T 2AT 02 AT
Montrer que la probabilité d’erreur P, du systéme binaire étudié dans le probleme 7.20 a pour expression :

2AT
n

T
ny =/ n(t)dt
0

Comme le bruit de sortie ny résulte du traitement linéaire d’une fonction élémentaire d’un processus gaussien, ce
bruit est lui-méme une variable aléatoire gaussienne. On a donc :

P.=Q (7.144)

D’apreés la relation (7./43),0n a:

T T
En]=E U n(r)dt:| = f E[n(t)]dt =0 (7.145)
0 0

Comme n(¢) a une valeur moyenne nulle, ona:

T 2
c:,,zy = E[nf] =F [[/ n(z)dtil ]
’ 0

T T
= / / E[n(t)n(r)])drdr
0 0

Comme n(t) est un bruit blanc, on a (relation 6.63) :

Eln(tn(0)] = gau 1

T T T
T
oi:/ / gé(t—r)dtdtzg/ dr:% (7.146)
0 0 0

En utilisant les relations (7.80) et (7.142), on obtient :
a) —a AT 2A2T
P - s =
‘ Q( 2om, ) Q(f—nr/z) Q( - )

On suppose que le systéme binaire du probléme 7.20 présente les caractéristiques suivantés : P(s;) =
P(sy) =1/2,1/2 =107° W/Hz, A = 10 mV et le débit est de 10* bits/s (bauds).

(a) Calculer la probabilité d’erreur P, du systeme.
(b)  Sile débit passe a 10° bauds, quelle doit étre la valeur de A pour que P, ait la méme valeur qu’en
(a)?

(a) On peut écrire que :

ainsi que

24T _ APT _ (0,00%(107%H
noom/2 1070
D’aprés la relation (7.744) et la table C-1, on obtient :

2
P.=Q ,/MnT = 0(v/10) =7,8(107%

AT _ A0 o
n/2 1070

(b) On a dans ce cas :
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Ce qui nous donne la valeur de A :

A=31,62(10"%V=31,62mV

FILTRE ADAPTE ET CORRELATEUR

7.23. Démontrer la relation (7.82), a savoir que :

( S > 2E

—_— g —_—

N/, n

ol E est P'énergie du signal d’entrée s(t) et n/2 la densité spectrale de puissance du bruit d’entrée
(figure 7-11).

Soit H (w) la réponse en fréquence du filtre linéaire et a(r) le signal en sortie du filtre. D’aprés la relation (/.85),
ona:
1 &0 T
a(T) = —/ H()S(w)e!®" dw (7.147)
27 J oo
ol S(w) = F[s(#)]. La puissance de bruit en sortie N, a pour expression (relation 6.53) :

1 (o0}
Ny = E[n2(t)] = gi;/ |H ()2 dw (7.148)

Le rapport signal sur bruit en sortie a donc pour expression :

( S) [1/@02 25, H @) S@el®T dol’ 7149
Ny m/2l/em) [, 1H (@) do '
On peut appliquer I'inégalité de Schwarz i cette relation, ce qui donne :
00 2 =] 5 [>S) ,
[ h@pedo | < [ iheido [ perd (7.150)
—00 —0oC —00
L’égalité se produit lorsque :
filw) = kf; (®) (7.151)
ol k est une constante arbitraire et * indique la conjugaison complexe.
Si I’on pose : )
fi@) =H@) f[H) = S@e"
on peut alors écrire :
oC . 2 o0 o<
V H@)S@)e’T do | < / |H ()] dw/ IS(@))* dw (7.152)
—OQ —00 -0

En portant la relation (7./52) dans la relation (7.749), on obtient :

21 o0 2F
(i) <S— [S@)]*dw = =
N/ n2n Jowo n

ol

. [ 2
E=— |S(w)|“ dw
21 J o

expression qui représente 1’énergie du signal s(7).




254 PERFORMANCE D’UNE LIAISON EN PRESENCE DE BRUIT [CHAP. 7

7.24. Quel est le signal en sortie du filtre adapté a un signal d’entrée s(¢) rectangulaire d’amplitude A et de
durée T; calculer la valeur maximale du rapport (S/N);.

s(1) h(t) = s(T - 1) z(t)

|
|
|
I
|
{
|
0 T t 0 T ! 0 T 2T 4
(a) (b) ()
Fig. 7-22
Pour le signal s(¢) donné, représenté sur la figure 7-22(a), la réponse impulsionnelle A (¢) du filtre adapté a pour

expression (relation 7.85) :
() =s(T —1t) =s(t)

qui est rigoureusement identique au signal d’entrée, comme le montre la figure 7-22(b). On en déduit le signal de
sortie :

A% 0<1<T
2 =s@)xh(t) = —AZr +2A°T T <1<2T
0 autrement

que représente la figure 7-22(c).
On remarquera que z(7) = AT est la valeur maximale de z(7). D’aprés la relation (7.83), la valeur maximale

de (S/N)y a pour expression :
< S ) _2E
N Smax n

o T
E=/ sz(t)dtzf AZdr = AT
0

—00

ou

d’ou il s’ensuit que :

< S) 24T 7.153)
N Smax n '

7.25. Reprendre le probléme 7.24 dans le cas ou I’on utilise un réseau RC — figure 7-23(a) — au lieu d’un
filtre adapté.

h(t) z(1)

s(r) C = z(1)

0 t 0 T 2T
(a) (b) (c)

Fig. 7-23
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D’apreés le probléme 1.46, la réponse impulsionnelle A(¢) et la réponse en fréquence H (w) du filtre RC ont pour
expression :

1
h(t) = EEe"/(R%(z)

H@) =~
1+ jwRC
Le signal de sortie z(t) a donc pour expression :
0 t <0
2 = s(t) xh(t) = { A(l — e /(RO 0<t<T

A(l = e T/(ROY=G=T)/(RO) 4 o T

La figure 7-23(c) représente ce signal. Remarquons que le maximum du signal z(#) est atteint lorsque 7 = T et qu’il
a pour valeur :
2«T) = A(l — e T/(RO))

La puissance moyenne du bruit en sortie a pour expression :

Ny = E[n2(0)] = = /00'7 do____ 7 (7.154
s AU = o | 21+ @RC)E ~ 4RC 439

d’ott I’on déduit I’expression du rapport signal sur bruit en sortie :

S 2(T)  4AT (1 — ¢ T/(RO)Y2
— ) = = (7.155)
N/, N n T/(RC)
On cherche donc a maximiser (S/N ), vis-a-vis de RC. En posant x = T/(RC) ainsi que :
(1—e™)?
glx) = ———
et en imposant :
v 2xe (1 —e ) — (1 — e)2
g'(x) = . =0
x
on obtient :
2xeF=1—e"* soit 14+2x=¢"
En résolvant cette équationen x, on a :
T
x = — =& 1,257
C
En portant cette valeur dans la relation (7./55), on obtient :
S 2A%T
el = (0,815) (7.156)
N/, n
Jmax

On remarquera qu’en remplagant le filtre adapté par un circuit RC le rapport signal sur bruit est réduit d’un facteur
0,815, soit 0,89 dB par rapport a celui qu’assure le filtre adapté.

7.26. Calculer la réponse en fréquence Ho(w) qui maximise le rapport signal sur bruit en sortie lorsque le bruit
en entrée n’est pas blanc.

Soit H (w) la réponse en fréquence d’un filtre linéaire. Soit S,,(w) le spectre de puissance du bruit d’entrée. En
opérant comme au probléme 7.23, on voit que le signal de sortie du filtre a I'instant t = T a pour expression :

a(T) = L/ H(w)S(w)el*T dw
21 J o
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La puissance de bruit en sortie a pour expression :
2 Y 2
Ny =E[ni(n] = Snn (@) |H (w)]” dw
2 J oo

On en déduit la valeur du rapport signal sur bruit en sortie :

( s ) (1/27)] [, H (@) S@)el*T dool*
— (7.157)

N 1%, Sun(@)|H (@) do

Pour déterminer la réponse en fréquence qui maximise I’expression (7.17), on applique I'inégalité de Schwarz —
relation (7.150) — apres avoir posé :

S = S @H @ falay = S
1 = 2H{w) = —/—//————
" v/ Snn(w)
on peut ainsi écrire :
o0 wr o, [P [ 2, [ 1S@P
H(®)Snn(w)e!?! dow| < S(w)|H (w)|* dw dw (7.158)
—00 —00 —c0 Snn(@)
L’égalité ayant lieu lorsque :
S*(w)e—jmT
VSin(w)H (w) = k————e— (7.159)
" ~ Spn (@)
En tenant compte de la relation (7.758), la relation (7./57) devient :
(S) <L [P IS@P d (7.160)
— < — w .
N s 2 —oc Spn(w)

La valeur maximale de (%) est atteinte lorsque 1’égalité a lieu dans la relation (7.760) ou (7.158). En tenant compte
s
de la relation (7.159), la réponse optimale en fréquence a pour expression :

B S*(w)e /T

Le filtre optimal défini par la relation (7.161) est appelé filtre optimal en bruit coloré.

En se reportant aux relations (7.90) et (7.91) on voit que le rapport signal sur bruit en sortie d’un filtre
adapté a pour expression :

(5) 2E, 2 (T 5
—) === _/ [s)(t) — s2())* dt (7.162)
NJ, n nJo

Supposons que ’on désire que les signaux s1(¢) et s,(¢) aient la méme énergie. Montrer que le choix
optimal pour s,(1), connaissant s, (t) est le suivant :

s2(1) = =51 (1) (7.163)

et que le rapport signal sur bruit en sortie qui en résulte a pour expression :

(i) —§/’Tszmdt—8—E (7.164)
N), nlo ! o .

ou E est I’énergie du signal.
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D’aprés la relation (7.162),0ona:

(%),

T
% /0 [s2(1) + s3(t) — 251 (1)s2()) dt
AE

4 T
_E 8 / S1(Os2() di (7.165)
nJo

n
T T
< /s,z(t)dt/ s3(t)dt = E
) 0

En appliquant I’inégalité de Schwarz, on obtient :
$2(1) = ks (1)

La condition d’isoénergie des signaux s () et s2(¢f) impose que k = =% 1, tandis que la maximisation du rapport
(S$/N)y impose k = —1. Il faut donc assurer :

T
’/ s1()sp(1) dt
0

L’égalité se produit lorsque :

s2(8) = —s1(8)

En portant cette valeur dans la relation (7.165), il vient :
s 4 4 (T 8E
(—) - —/ siydr = —
N/jg n  nlo n

PROBABILITE D’ERREUR DES SYSTEMES DE TRANSMISSION BINAIRES

7.28. Démontrer la relation (7.96), a savoir :

P, =0 2An2T =Q<‘/—2%)

D’apres la relation (7.95),on a:

si=+A 0<r<T

Si(’)z{sz(,)=~A 0<t<T

Ensuite, en invoquant les relations (7.91) et (7.92), on obtient :
T 2
Ey= /0 [51(2) —s2(1)}" dt
T
= / QA dt = 4A2T
0

ol f5) o) o)

Ou Ep, = AT est I’énergie moyenne par bit. On remarquera que la relation (7.96) est identique a la relation (7.144)
que I’on a obtenue en résolvant le probléme 7.21.

7.29. Un signal bipolaire s; (¢) est constitué d’impulsions d’amplitude +1 V ou —1 V de durée 7. Un bruit
blanc additif de densité spectrale n/2 = 10> W/Hz s’ajoute au signal. Déterminer le débit maximal
transmissible avec une probabilité d’erreur P, < 1074,

D’aprés la relation (7.96),on a :
2A2T 4
P, =Q <10
n
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D’aprés la Table C-1:
Q) =10"* > x =371

24T 2(1)2T
/ = | =3,71
n 2(1073)

T = (3,71)2(107%) = 13,76(107>) s

d’ou

On en extrait la valeurde T :

Le débit maximal du signal a donc pour valeur :

1
R=—= 7.26(10%) bauds = 7,26 kbauds

Démontrer la relation (7.100), a savoir :

p_of [2T =Q(/2_Ez)
n n

D’aprés la relation (7.99), le signal s; () a pour expression :

s1(t) = Acoswpt 0T
5i(1) = { s2(t) = Acos (wpt + )
= —Acoswpt 0t T

oii T vaut un nombre entier de fois 1/f,. En invoquant les relations (7.97) et (7.92), on obtient :

.
Eq= /0 [s1(1) — s2()]* dr

;
:/ QA coswpt)? dt = 2AT
0

~ 2 -
P.=0Q ﬂ =Q A_Z =0 Eﬁ
2n n n

ol E, = AT /2 est I’énergie moyenne du signal par bit.

EtI’onadonc:

Un systéme de transmission binaire utilise les signaux suivants :

.ot
sit)=Asin— 0<t<T
5i(1) = 4
52(t1) =0 0gt<T

On suppose que A = 0,2mV etque 7 = 2us. Un bruit gaussien de densité spectrale n/2 = 107> W/Hz
s"ajoute au signal. Déterminer la probabilité d’erreur du systéme lorsque P (s1) = P(s2) = 0,5.

()

D’aprés la relation (7.92), on a :
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7.32.

ou E4 a pour expression :

T
Eq= /O [51(1) = 52O dt

T 2
t AT
=/ Asin? Dgr = 20
0 T 2

d’ou la valeur de E4/27 :
Eq AT (2x107H22x107%) 0
2n 4 42 x 10-15) N

D’apres la Table C-1, il vient :
P, = 0(~10) = 7,83(107%

Une transmission utilise un signal binaire ayant pour expression :

. mt
si=Asin— 0<rT
si() = r
s2(t) = —s,(1) 0<t<T

Déterminer la probabilité d’erreur dans les mémes conditions qu’au probléme 7-31, sauf en ce qui
concerne la valeur de A choisie ici de fagon que la liaison transmette la méme puissance moyenne que
le signal du probleme 7.31.

Dans le probléme 7.31, la puissance moyenne transmise a pour expression :

b A? +l(02)_A2
my T 2 2 T4

Dans le cas présent, la puissance moyenne transmise a pour valeur :

po ] A? L) Aty Al
myY T a2\ 2 2\ 2 ) 2

Pour obtenir la méme puissance moyenne, il faut donc que I’amplitude du signal ait pour valeur :

A 201074
A =—== 7

E
Pe=Q< —27‘71'>

T
Eq :fo [s1(r) — s2(1))* dr

=v2(10"%H VvV =014mV

S

D’apres la relation (7.92),0on a:
ol

T
!
:f 4A2sin? T g = 24%T
b T

11 en résulte que :

AT _ (V2 x 107922 x 1079) _

Ey
2n  p 2 x 1015

D’aprés le tableau C-1 :
P, = O(~/20) = 3,88(107%)
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7.34.

7.35.

7.36.
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Démontrer la relation (7.102), ¢’est-a-dire :

AT Ep
P.=0Q o =0 -
2n n

ot E;, = A?T /2 est I’énergie moyenne par bit du signal.
D’aprés la relation (7.101), le signal a pour expression :

s1{t) = Acoswit

0T
Si(!)={
so(t) = Acosanpt 0Kt <T

D’ou I’on tire :
s1(1) — s2(t) = Acoswit — Acosant
E 4 a pour expression :
r 2
Eq= f [s1(1) — s2(n)]"dt
0

T
=/ Az(coswlt — cosa)zt)za’t
0

T
= AZ/ (cos 2a)|t + cosza)zt ~ 2coswt coswyt)dt
0

_aerliy sin2o, T sin2aT  sin2(w) — @) sin2(w; + @) T
- 40T 4anT 2(w) — )T 2(wy + @2)T

Si ’on suppose que wi T >> 1, w2T > 1 et (w — w2)T > 1, il vient :
Eg~ AT

ol JEY o [T o B
‘T 2n ) 2n ) n

Problemes supplémentaires

et I’on obtient :

Ecrire les relations (7.19) et (7.26) en fonction de ¥, = §,/(nB) ou S, est la puissance créte de I’enveloppe du
signal BLD ou AM.

, S 1 S 1
Réponse : BLD : (—A-/-)S = -2—Sxyp; AM: (ﬁ>‘ = gSX)’p.

Un récepteur AM regoit un signal sinusoidal de fréquence fixe dont I'index de modulation a pour valeur & = 0,3.
Ce signal a pour expression 20 cos 10007z,

(a) Calculer le rapport signal sur bruit en sortie en fonction du rapport signal sur bruit d’une transmission en
bande de base.
b) Déterminer 1’amélioration, en dB, du rapport signal sur bruit en sortie que 1’on peut attendre si la valeur de

u passe de 0,34 0,7.

S
Réponses:  (a) <ﬁ) = 0,043y, (b)6,6dB

R

Un systéme AM avec détecteur d’enveloppe travaille au seuil théorique. Calculer le gain en puissance (en dB)
nécessaire a la transmission pour obtenir un rapport (S/N),; = 30 dB en modulation sinus avec p = 1.

Réponse . ~22dB
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7.37.

7.38.

7.39.

7.40.

741.

7.42.

7.43.

7.44.

Un systéme AM avec détecteur d’enveloppe présente un rapport (S/N); = 30 dB; sa bande passante est de 8 kHz
et I'index de modulation u est égal a 1. Si I’on élargit I’ensemble des bandes passantes du systéme de fagon
homothétique, toutes choses égales par ailleurs, quelle est la plus grande valeur utilisable pour B?

Réponse . 1,2 MHz

Quel est le gain «y d’un détecteur en BLU?

Réponse . ay =1

Calculer le rapport signal sur bruit en sortie, en modulation de phase (PM), pour une modulation a fréquence pure.

N 1
Réponse: | — | = =p°
éponse (N )3 2 By
Quel est le gain de détection «y d’un systéme FM pour lequel g = 2?

Réponse : ay = 36

Montrer qu’en modulation de fréquence par une sinusoide pure, la FM est supérieure 4 la PM d’un facteur 3 en ce
qui concerne le rapport signal sur bruit en sortie.

Indication : Utiliser le résultat du probléme 7.39 ainsi que la relation (7.723).

Soit un signal modulant X (1) = cos 3w,,zt, montrer que le mode PM est supériecur au mode FM d’un facteur 2,25
du point de vue du rapport signal sur bruit en sortie.

Indication : Utiliser les relations (7.56) et (7.62).

On considére une transmission dont les caractéristiques sont les suivantes :

1
Sx = EIX’(0) = 5 B = 10kHz % = 1072 W/Hz
Perte de transmission = 70 dB

. . . . . (S

Calculer la puissance nécessaire St a transmettre pour obtenir un rapport signal sur bruit en sortie (ﬁ) =40dB
. §

dans les cas de modulation suivants :

(a): BLU, (b): AMavecpu =1letu=0,51(): PMaveck, =n,(d): FMavecD =1letD = 5.

Réponse : (a): BLU; St = 1 kW, (b): AM; u =1, St =3kW, u=0,5, ST =9kW, (¢): PM; St =202,6 W,
(d): FM; D=1, Sy =667TW, D =5, Sp = 26,7 W.

Une liaison achemine un signal binaire s;(#), i = 1,2 dont la valeur a I’entrée du détecteur a pour expression :
z2(T) = a; + ny

ol a; = +1,a; = —1 et n; présente une répartition uniforme, avec des densités de probabilité conditionnelles du

signal brut z d’expressions :
3 —01<z<1,9

fzlsy) =

0  autrement

-1,9<z<0,1

N —

fzlsy) =

0  autrement

Trouver la probabilité d’erreur en détection du systéme dans le cas ol les signaux sont équiprobables et ou ’on
utilise un seuil de décision optimal.

Réponse . P, = 0,05
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7.45.

7.46.

7.47.

7.48.

7.49.

7.50.
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Une liaison binaire transmet des signaux équiprobables s;(t), i = 1,2. Le signal a ’entrée du récepteur a pour
expression :
«T) =ai(T)+ ns(T)

ol a|(T) = +1,ay(T)y = —1 et ng(T) est une variable aléatoire gaussienne a moyenne nulle de variance égale a
0.1.
(a) Déterminer le critére de décision optimal pour le détecteur.
) Calculer la probabilité d’erreur.
H) 4
Réponse: (a) 20 (b) P, =7,8(1077)
H

Une liaison binaire transmet les signaux s;(t), i = 1,2 avec les probabilités P(s;) = 0,75 et P(sp) = 0,25. Le
signal brut avant détection a pour expression :

2(T) =ai(T) + ne(T)

ot aj(T) = 1,a(T) = O et ny(T) est une variable aléatoire gaussienne a moyenne nulle de variance égale a 0,1.

(a) Déterminer le critére de décision optimal pour le détecteur.
(b) Calculer la probabilité d’erreur.

Indication : Utiliser la relation (7.140) du probléme 7.19 ainsi que la relation (7.69).

H,
Réponse: (a) =z 0,61 (b) P, =0,0883
H»

Déterminer le signal en sortie du filtre adapté sur I’intervalle de temps (0,7) de I’impulsion

el 01T
s(t) =

0 autrement

Réponse : e~ T sint
Démontrer les relations (7.94) et (7.98).

Indication : Utiliser les relations (7.97) et (7.92).

On veut transmettre 2,08 Mb/s avec une probabilité d’erreur P, < 1078, Le spectre de puissance du bruit sur le
canal a pour densité 7/2 = 107! W/Hz. Déterminer la puissance nécessaire a I’entrée du récepteur si ’on utilise
un codage unipolaire ou bipolaire.

Réponse : 0,47 mW

Dans un systéme PSK, les signaux regus s; (f) = A cos wp! etsy(t) = — A cos wpt sont traités par détection cohérente
au moyen d’un filtre adapté. La valeur de A est de 20 mV et le débit est de 1 Mb/s. On suppose que la densité spectrale
de puissance du bruit a pour valeur /2 = 10~"! W/Hz. Calculer la probabilité d’erreur P,.

Réponse : P, = 3,9(107%)




Chapitre 8

Information et codage

8.1 INTRODUCTION

Le but essentiel d’un systéme de communication est de transmettre des informations entre deux points avec
le maximum d’efficacité et de fiabilité . Nous avons examiné dans les chapitres qui précédent plusieurs méthodes
pour atteindre ce résultat au moyen de signaux électriques.

La théorie de I’information permet d’évaluer quantitativement le contenu d’un signal porteur d’un message
et de déterminer la capacité d’un syst¢éme de communication & acheminer des informations entre le site de
transmission et le site de réception. Grace au codage, sujet essentiel de la théorie de I'information, on peut
réduire les redondances du message utile de fagon a exploiter au mieux les performances des canaux de
transmission disponibles. En revanche, I'introduction de redondances systématiques dans le signal transmis
(support du message) permet de fiabiliser les liaisons.

Nous allons passer bri¢vement en revue, au cours de ce chapitre, les quelques principes de base de la théorie
de I’information et des techniques de codage.

8.2 MESURE DE PINFORMATION

A. Sources d’information

Une source d’information est un objet qui produit un événement dont le résultat aléatoire dépend d’une loi
de répartition probabiliste. En pratique, la source d’information d’un systéme de communication produit des
messages de caractere analogique ou discret. Nous étudierons dans ce chapitre les sources discrétes, puisque
les sources analogiques peuvent étre discrétisées par échantillonnage et quantification, comme nous 1’avons vu
au chapitre 4. Une source d’information discréte ne peut délivrer qu’un ensemble fini de symboles. L’ensemble
des symboles transmis par la source est appelé alphabet source; chaque élément est appelé symbole ou lettre.

Les sources d’information se classent en deux catégories, suivant qu’elles sont 8 mémoire ou sans mémoire.
Une source avec mémoire émet des symboles dont chacun dépend du précédent. Une source sans mémoire émet
des symboles dont chacun est indépendant du précédent.

Une source discréte sans mémoire (SDSM) se définit par sa liste de symboles, assortie des probabilités
relatives a chaque symbole, et son débit.

B. Contenu informatif d’une source discréte sans mémoire

La quantité d’information contenue dans un événement est étroitement liée au degré de certitude que 1’on
attribue a cette information. Si un événement est certain (sa probabilité étant égale a 1), il faut reconnaitre que
sa réalisation n’apporte aucune information. Une mesure mathématique de 1I’information doit donc prendre en
compte la probabilit¢ d’occurrence des événements attendus et satisfaire aux axiomes suivants :

1. L’information est proportionnelle a I’incertitude du résultat attendu.
2. Les informations correspondant aux réalisations d’événements indépendants ont un caractére additif.

1. Contenu informatif d’un symbole

Considérons une SDSM, que nous appellerons X, transmettant un alphabet {x,,x5,...,x,}. Le contenu
informatif d’un symbole ou plus simplement V'information que contient un symbole x;, notée 7 (x;), a pour
définition :

= —log, P(x;) (8.1)

I (x;) = log, P
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ou P (x;) est la probabilité d’occurrence du symbole x;. On voit que I (x;) posséde les propriétés suivantes :

I(x;)=0 pour P(x;) =1 (8.2)
I(x;) 20 (8.3)
I(x;) > I(xj) siP(x) < P(xj) (8.4
I(xix;) = 1(x;) + 1(x;) six;etx; sontindépendants (8.5)

L’unité dans laquelle on mesure / (x;) est le bit (binary uniz) lorsque b = 2, le hartley si b = 10 et le nat
(natural unit) si b = e. On utilise de facon trés générale le standard b = 2. L’unité binaire, abrégée en «b»,
est donc une mesure de ’information et ne doit pas étre confondue avec le bir (binary digif) que nous avons
pratiqué jusqu’ici. Les conversions entre ces unités s’effectuent au moyen de la formule suivante :

Ina  loga

1 = — =
©8: 4 In2  log2

(8.6)

2. Contenu informatif moyen ou entropie

On transmet habituellement sur un canal de communication des séquences de symboles de grande longueur
émises par la source d’information. On s’intéresse donc plus au contenu moyen d’information produit par une
source qu’au contenu informatif d’un seul symbole.

La valeur moyenne de / (x;) sur un alphabet de la source X composé de m symboles a pour expression :

H(X)=E(:) =Y Pl (x)
i=1

=—) P(x)log, P(x;) b/symbole (8.7)

i=]

La quantité H (X) est appelée entropie de la source X . Elle est une mesure de ”information moyenne par symbole
de la source. Lentropie H (X) de la source peut étre considérée comme la part globale d’incertitude de la source
X réduite au moyen de ’alphabet utilisé par la source.

On notera qu’une source binaire X qui produit des symboles O et 1 équiprobables a pour entropie :

H(X) = —3log, 5 — 11log, 1 = 1 b/symbole (8.8)

L’entropie H (X) de la source satisfait a la relation suivante :
0< H(X) < logym 8.9)

ou m est la dimension (nombre de symboles) de I’alphabet utilisé par la source X (probléme 8.4). La borne
inférieure correspond a la certitude que I’on a lorsqu’un symbole a une probabilité d’occurrence P(x;) = 1
tandis que P(x;) = 0 pour j # i, ce qui veut dire que X transmet le méme symbole x; en permanence. La
limite supérieure correspond a I’incertitude maximale que 1’on a vis-a-vis de la source lorsque P(x;) = 1/m
pour tout i, ¢’est-a-dire lorsque tous les symboles qu’est susceptible de transmettre X sont équiprobables.

3. Débit d’information

Si le débit de transmission des symboles de la source X a pour valeur r (symboles/seconde), le débit
d’information R de la source X a pour expression :

R=rH(X) b/s (8.10)
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8.3 CANAUX DISCRETS SANS MEMOIRE
A. Représentation d’un canal de transmission

On appelle canal de transmission le support ou le milieu qui achemine le message entre émetteur et récepteur.
Un canal discret sans mémoire (CDSM) peut étre représenté par un modéle statistique d’entrée X et de sortie
Y (figure 8-1). A chaque période d’échantillonnage, on fournit au canal un symbole appartenant a X et celui-ci
délivre un symbole appartenant a Y. Le canal est dit «discret» lorsque les alphabets de X et de Y sont finis. I
est dit «sans mémoire» lorsque le symbole de sortie fourni par le canal ne dépend que du dernier symbole requ
en entrée, indépendamment de tous les symboles d’entrée précédents.

)(,.W (.yl

,\2 3 . VZ
Yo X — Ply,lx;) y
L] *
Xy e J k eV

Fig. 8-1 Canal discret sans mémoire

La figure 8-1 représente un CDSM a m entrées et n sorties. L’entrée X se compose de m symboles
X1,X2,...,Xy. Les probabilités a priori P(x;) de ces symboles sont supposées connues. La sortie se compose
de n symboles yj,y;,...,y,. Chaque correspondance possible entrée/sortie est définie par une probabilité
conditionnelle P (y;|x;) d’obtenir y; en sortie de canal lorsque x; a été transmis a I’entrée du canal. On ’appelle
probabilité de transition du canal.

B. Matrice de transition d’un canal

On définit un canal de fagon compléte en spécifiant I’ensemble de ses probabilités de transition. Le canal
représenté sur la figure 8-1 est donc totalement défini par la matrice des probabilités de transition [P (Y] X)] qui
a pour expression :

P(yilxy)  P(yalxt) -+ PQyalx))
parixp = | PO PO PO @11
P(yl[-xm) P(yZl-xm) P()’n‘xm)

La matrice [P (Y| X)] est appelée la matrice du canal . Comme chaque symbole appliqué a I’entrée de la voie
produit un symbole en sortie, la somme des éléments d’une ligne de 1a matrice est égale a 1, soit :

n
Z P(yilx;) =1 pour tout (8.12)

j=1
Si maintenant on représente I’ensemble des probabilités d’entrée par une matrice ligne :
[POOI=[P(x) P(x) -+ Plxy)] (8.13)
Et si I’on représente les probabilités de sortie par une autre matrice ligne :
(PO =[P PO2) - POW] (8.14)

on obtient la relation matricielle :
(PN =[PXOIPY|X)] (8.15)
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Si’on représente P (X) sous forme d’une matrice diagonale :

P(xp) 0 0
peou=| O e 0 (8.16)
0 0 e Pxp)
On a alors la relation :
[P(X,Y)] = [P(X)][PY]X)] (8.17)

ou I’é1ément (i, j) de la matrice [P (X,Y)] est de la forme P (x;,y;). La matrice [P(X,Y)] est appelée matrice
des probabilités conjointes, I’é1ément P (x;,y;) étant la probabilité conjointe de transmettre x; et de recevoir y;.

C. Canaux remarquables
1. Canal sans perte

Si la matrice d’un canal ne posséde qu’un élément non nul par colonne, on dit qu’il s’agit d’un canal sans
perte. La figure 8-2 représente un canal sans perte. Sa matrice a pour expression :

34000
[PXIY)]=|0 0 &+ 3 0 (8.18)
000 01

Fig. 8-2 Canal sans perte

On montre — relation (8.35) et probléme 8.10 — qu’aucune information issue de la source n’est perdue
lors de la transmission sur un canal sans perte.

2. Canal déterministe

Un canal dont la matrice ne comporte qu’un élément non nul par ligne est appelé canal déterministe. La
figure 8-3 représente un canal déterministe, dont la matrice a pour expression :

0

[PY|X)] = (8.19)

SO O~ =
O = == O
- o o OO
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Fig. 8-3 Canal déterministe

Comme chaque ligne posséde un seul élément non nul, on en conclut — relation (8./2) — que sa valeur est

unitaire. Lorsqu’un symbole donné est fourni a I’entrée d’un canal déterministe, le symbole restitué en sortie
lui est donc identique.

3. Canal sans bruit

Onditqu’uncanal est sans bruit (figure 8-4), s’ il est a la fois sans perte et déterministe. La matrice définissant
le canal a dans ce cas un seul élément par ligne et par colonne et cet élément ne peut donc étre qu’unitaire. Dans
ce cas, les alphabets d’entrée et de sortie ont méme dimension. Pour un canal sans bruit on a donc m = n.

X, Y

X . )2
1

X, —* Vo

Fig. 8-4 Canal sans bruit

4. Canal binaire symétrique
Un canal binaire symétrique (CBS) a pour matrice :
l-p p
[PYIX)] = [ ] (8.20)
Y| p 1-p
La figure 8-5 représente un canal binaire symétrique.

1-p
x, =0 =0

L-p

Fig. 8-5 Canal binaire symétrique
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Ce canal est pourvu de deux entrées (x; = 0, x, = 1) et de deux sorties (y; = 0, y; = 1). Le canal est
symétrique parce que la probabilité de recevoir un I sil’on a émis un O est identique a la probabilité de recevoir
un 0 lorsqu’on a émis un 1. Cette probabilité de transition commune est notée p (voir probléme 8.35).

8.4 INFORMATION MUTUELLE

A. Entropies conditionnelle et conjointe

Il est possible, en utilisant les probabilités en entrée P (x;), les probabilités en sortie P (y;) et les probabilités
conjointes P (x;,y;), de définir diverses fonctions d’entropie relatives a un canal a m entrées et n sorties :

H(X) = —ip(xi)logzp(x,) (8.21)
i
H({Y)= - i P(y;)log, P(y;) (8.22)
=
H(X|Y) = —iiP(xi,yj)logzP(xilyj) (8.23)
i
H{Y|X) = —iif’(ijxi)logz P (yjlxi) (8.24)
o=
H(X)Y) = —iiP(x;,yj)logzP(x,-,yj) (8.25)

j=1 i=l

On peut interpréter ces entropies comme suit

H(X) est I'incertitude moyenne relative a I’entrée du canal. H (Y) est I’incertitude moyenne relative a la
sortie du canal. L’entropie conditionnelle H (X |Y) est une mesure de ’incertitude moyenne sur I’entrée du canal
une fois que I’on a observé sa sortie. H(X|Y) est parfois appelée ambiguité de X par raport a Y. L'entropie
conditionnelle H (Y |X) est I'incertitude moyenne sur la sortie du canal sachant que X a été transmis. L’entropie
conjointe H (X,Y) mesure I’incertitude d’ensemble relative a ’ensemble du canal de communication. I1 existe
deux relations intéressantes entre ces diverses quantités :

H(X,Y) = H(X|Y) + H(Y) (8.26)
H(X,Y) = HY|X) + H(X) (8.27)

B. Information mutuelle

On définit I'information mutuelle I (X; Y) de la fagon suivante :
1(X;Y)=H(X)— H(X|Y) b/symbole (8.28)

Comme H(X) représente I'incertitude relative a 'entrée du canal avant que I’on ait observé sa sortie et
puisque H(X|Y) représente I'incertitude sur I'entrée apreés que la sortie a été observée, /(X;Y) mesure le
gain d’incertitude relatif au canal qui résulte de I’observation de sa sortie.

Proprié¢tés de 1(X;Y)

1. I(X;Y)y=1I1(; X) (8.29)
2. I1(X;Y)=0 (8.30)
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3. 1(X;Y)=HY) - HY|X) (8.31)
4, I(X;Y)=H(X)+HY) - H(X,Y) (8.32)
8.5 CAPACITE D’UN CANAL

A. Capacité par symbole d’un canal

La capacité par symbole d’un canal discret sans mémoire a pour expression :
C = {x;iax} I(X;Y) b/symbole (8.33)
(xi)
ou le maximum est recherché sur I’ensemble de toutes les répartitions {P (x;)} de X. On remarquera que la
capacité du canal n’est fonction que des probabilités de transition qui le définissent.
B. Capacité par seconde d’un canal

Sir représente le débit du canal en symboles par seconde, le débit maximal d’information du canal a pour
valeur rC,. On appelle cette quantité la capacité par seconde du canal. Elle est notée C(b/s).

C=rCy b/s (8.34)

C. Capacité de canaux remarquables
1. Canal sans perte
Pour un canal sans perte, on sait (probléme 8.10) que H(X|Y) = Oect que:
1(X:;Y)=HX) (8.35)

Ainsi, I’information mutuelle (le transfert d’information) est égale a I’entropie de source et 1’on ne perd aucune
information pendant le transfert. En conséquence, la capacité par symbole du canal a pour expression :

C, = [g}(gﬁ} H(X) =log,m (8.36)

ou m est le nombre de symboles de X.
2. Canal déterministe
Pour un canal déterministe, H (Y |X) = O pour toute distribution P(x;) etl’ona:
I(X;Y)=H() (8.37)
Le transfert d’information est égal al’entropie de sortie. La capacité par symbole du canal a donc pour expression :

C, = max H(Y) =1 8.38
A {r}p&xﬂ (Y)=log,n (8.38)

ol n est le nombre de symboles de Y.
3. Canal sans bruit
Comme un canal sans bruit est sans perte et déterministe, on en déduit que :

I(X;Y)y=H(X)=H() (8.39)

ct la capacité par symbole du canal a pour valeur :
C, = log,m =log, n (8.40)

puisque pour un tel canal n = m.
4. Canal binaire symétrique

Dans le cas du CBS de la figure 8-5, I'information mutuelle a pour expression :

HX;Y)Y=H{)+ plog, p+ (1 — p)log,(1 — p) (841)
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et la capacité par symbole du canal a pour expression :

Cy =14 plog, p+ (1 = p)log,(1 — p) (8.42)

8.6 CANAL AVEC BRUIT BLANC GAUSSIEN ADDITIF

La source qui alimente un canal analogique produit un signal continu x (). On considere I’ensemble des
messages susceptibles d’étre transmis comme une famille de signaux engendrés par un processus aléatoire
ergodique. On suppose de plus que x () présente une bande passante finie ce qui permet de reconstruire x (1) a
partir de ses échantillons périodiques. A tout instant, la collection des échantillons susceptibles d’étre observés
constitue une variable aléatoire continue X que 1’on peut décrire au moyen de sa densité de probabilité fx (x).

A. Entropie différentielle

La quantité moyenne d’information par échantillon de x(f) a pour expression :
[ee)
H(X) = —/ fx(x)log, fx(x)dx b/échantillon (8.43)
—0oC

L’entropie définie par la relation (8.43) est appelée entropie différentielle de X.
L’information mutuelle moyennée d’un canal analogique a pour définition, par analogie avec un canal
discret :

I(X;Y)=HX)- H(XI|Y)

ou 1(X:¥) = HY) — H(YIX)
oul’ona:
nn=- [ Z fr) log, fy () dy 8.44)
o =- [ Z / Z fer (x,y) log, fx(xly) dx dy (8.450)
H(YIX) = - f_ Z / Z fr (e.y) Togy fy (y1x) dx dy (8.45b)

B. Canal avec bruit blanc gaussien additif

Dans le cas d’un canal affecté d’un bruit blanc gaussien additif (BBGA), la sortie Y du canal a pour
expression :

Y=X+n (8.46)

ou X désigne I'entrée du canal et n est un bruit blanc gaussien additif a bande limitée de valeur moyenne nulle

et de variance o2.

La capacité C, d’un canal affecté d’un bruit blanc gaussien additif a pour expression :

1 S , .
C, = max 1(X;Y) = 3 log, (1 + —}V) b/échantillon (8:47)

ol S/N est le rapport signal sur bruit en sortie de canal. Si la bande passante B en Hz du canal est déterminée,
le signal de sortie y(¢) a lui aussi une bande passante définie. Il peut étre restitué en totalité a partir des ses
échantillons périodiques prélevés a la fréquence de Nyquist : 2B échantillons par seconde. Ainsi, la capacité C
en b/s d’un canal affecté par un BBGA a pour expression :

S
C =2BC, = Blog, (1 + 1—\7) b/s (8.48)

La relation (8.48) est connue sous le nom de régle de Shannon-Hartley.
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Cette régle souligne les roles fondamentaux que jouent la bande passante et le rapport signal sur bruit en
télécommunication. Elle montre aussi qu’a capacité de canal donnée, bande passante et puissance présentent
des aspects complémentaires (probléme 8.24) lorsqu’il faut trouver un compromis.

8.7 CODAGE DE SOURCE

La conversion du message de sortie d’une source discréte sans mémoire (SDSM) est appelée codage de
source. Le dispositif qui effectue cette conversion est appelé codeur de source (figure §8-6).

. Squrcc Codage dc
discréte sans source L————-——-—P
mémoirc Xi i Suite
binaire
X={,..., %}

Fig. 8-6 Codage de source

L’objectif du codage de source est de modérer le débit d’information moyen du canal en réduisant la
redondance des informations émises par la source.

A. Longueur et efficacité d’un code

Soit X une SDSM d’entropie finie H (X) et un alphabet {x,x2,...,x,} dont les probabilités d’occurrence
correspondantes sont P(x;)(i = 1,...,m). Soit n; la longueur en bits du mot codé affecté au symbole x; par le
codeur. La longueur d’un mot codé est définie par le nombre de digits binaires du mot. La longueur moyenne
L par symbole d’un mot codé a pour expression :

m

L= Z P(x;)n; (8.49)
i=l1

Le parametre L représente le nombre moyen de bits par symbole source utilisé dans le processus de codage.
On définit I efficacité d’un code n de la fagon suivante :

Lmin
= — 8.50
n=- (8.50)

ol L, est la valeur minimale que peut prendre L. Lorsque 7 approche de la valeur 1, on dit que le code est
efficace.
La redondance y d’un code a pour expression :

y=1—-79 (851)

B. Théoréme du codage de source
Le théoréme du codage de source établit que, pour une source discrete sans mémoire (SDSM), la longueur
moyenne L par symbole est bornée inférieurement :

L>H(X) (8.52)

De plus, L peut étre rendu aussi proche que I’on veut de cette limite a condition de bien choisir le codage.
Comme Ly, = H(X), on peut donner une nouvelle expression de I’efficacité d’un code :

_HX)
n=" (8.53)
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C. Classification des codes

11 est intéressant d’utiliser un exemple pour expliquer la notion de classement d’un code. Soit le tableau 8-1
représentant le codage au moyen des symboles O et 1 d’une source de dimension 4.

Tableau 8-1 Codage binaire

X, Code 1 Code 2 Codc 3 Code 4 Code 5 Code 6
X, 00 00 0 0 0 1

X, 01 01 1 10 01 01

X5 00 10 00 110 01t 001
X4 11 11 11 111 0111 L 0001

1. Code de longueur fixe

Un code de longueur fixe est un code dont tous les mots ont méme longueur. Exemple : les codes 1 et 2 du
tableau 8-1 sont de longueur 2.

2. Code de longueur variable

Un code de longueur variable est un code dont les mots ne sont pas tous de méme longueur. Exemple : les
codes 3, 4, 5 et 6 du tableau 8-1.

3. Code univoque

Un code univoque est un code dont chaque mot est distinct de tous les autres mots. C’est le cas des codes 2
a 6 du tableau 8-1. Contre-exemple : le code 1 pour lequel les codages de x) et de x3 sont identiques.

4. Code sans préfixe

Un code sans préfixe est un code pour lequel aucun mot ne peut étre formé a partir d’un autre par addition
de symboles. Exemple : les codes 2, 4 et 6 du tableau 8-1.

5. Code déchiffrable de facon unique

Un code déchiffrable de facon unique est un code qui permet de restituer dans son intégrité et sans ambiguité
une séquence de symboles d’entrée a partir de la séquence des codes binaires qui leur sont associés. On remarque
que le code 3 du tableau 8-1 n’est pas un code déchiffrable de fagcon unique puisque la séquence binaire 1001
peut correspondre a une suite d’entrée x,.x3x; ausi bien qu’a une suite xyx;.x,x2. Une condition suffisante pour
qu’un code posséde cette qualité est qu’aucun de ses mots ne soit le préfixe d’un autre mot. C’est ainsi que les
codes 2, 4 et 6 du tableau 8-1 sont des codes déchiffrables de fagcon unique. Cette condition n’est pourtant pas
nécessaire a I'unicité de déchiffrage. Le code 5 du tableau 8-1 n’est pas un code sans préfixe, il est pourtant a
déchiffrage unique; le code O est préfixe de chacun des autres mots du code.

6. Code instantané

Un code a déchiffrage unique est dit code instantané si la fin de tout mot de code est identifiable sans examen
des symboles du mot de code qui suit. Les codes instantanés sont des codes sans préfixe. C’est pourquoi ces
derniers sont parfois appelés codes instantanés.

7. Code optimal

Un code est dit optimal s’il est instantané et présente une longueur moyenne L minimale pour une source
donnée avec des probabilités données d’occurrence des symboles que produit la source.
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D. Inégalité de Kraft

Soit X une source discrete sans mémoire (SDSM) d’alphabet {x;} (i = 1,2,...,m). On désigne par n; la
longueur du code binaire correspondant a x;.
Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un code binaire instantané a pour expression :

K = Zz""' <1 (8.54)

relation connue sous le nom d’inégalité de Kraft.

On remarquera que l'inégalité de Kraft nous assure qu’il existe bien un code instantané déchiffrable dont
la longueur des mots satisfait a 1’inégalité en question. Elle ne nous dit rien sur la facon d’engendrer un tel
code pas plus qu’elle ne nous garantit qu’un code satisfaisant a cette inégalité est ipso facto décodable de fagon
univoque (probléme 8.27).

8.8 CODAGE ENTROPIQUE

On appelle codage entropique I’é€élaboration d’un codage dont la longueur moyenne des mots refléte I’entropie
d’une source discrete sans mémoire. Nous allons étudier dans ce qui suit deux exemples de codage entropique.

A. Codage de Shannon-Fano

On obtient un codage efficace en appliquant la procédure suivante, connue sous le nom d’algorithme de

Shannon-Fano.

1. Lister les symboles de la source par probabilités décroissantes.

2. Partager I’ensemble en deux sous-ensembles aussi équilibrés que possible au sens de la sommation des
probabilités élémentaires des symboles.

3. Répéter le processus de partage en assurant au mieux 1’équilibre jusqu’a ce que ’opération devienne
impossible.

Le tableau 8-2 illustre un exemple de codage Shannon-Fano. On aura remarqué que ce type de codage peut
induire des ambiguités lors des partitions successives en sous-ensembles globalement équiprobables (probléme
8.33).

Tableau 8-2 Codage de Shannon-Fano

X; P(x;) y Etape 1 Etape 2 Etape 3 \ Etapc 4 Code 5
X, 0,30 0 0 ) 00

i 0,25 0 1 01

X 0,20 1 0 10

%, 0,12 ) 1 0 110
X 0,08 1 1 1 0 1110
X, 0.05 1 1 [ T R PO

H(X) = 2,36 b/symbole
L = 2,38 b/symbolc
n=H(X)/L =099
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B. Codage de Huffman

Le codage de Huffman produit généralement un code optimal. C’est le plus efficace des codages (probleme

8.34). La méthode est la suivante :

1. Lister les symboles de la source par probabilités d’occurrence décroissante.

2. Additionner les probabilités des deux éléments de probabilités les plus faibles et réordonner la liste. Cette
étape est appelée réduction de niveau 1. Répéter cette procédure jusqu’au niveau ou il ne reste dans le
tableau que deux positions classées dans 1’ordre de leurs probabilités.

3. Commencer le codage au dernier niveau de réduction sur le couple de probabilités obtenu. On attribue le
bit 0 comme premier digit des mots codés de tous les symboles de source associés a la premicre probabilité
et 1 comme premier digit des mots codés de tous les symboles associés a la seconde probabilité.

4. On descend d’un niveau et 1’on attribue les bits 0 et 1 comme deuxieme digit des mots codés associés
aux deux éléments qui ont été combinés au niveau précédent, en maintenant les affectations obtenues a
I’étape 3.

5. Opérer de fagon régressive jusqu’a ce que I’on atteigne la premiere colonne.

Le tableau 8-3 donne un exemple de codage d’Huffman.

Tableau 8-3 Codage d’Huffman

X; Plx;) Code
00 00 00 1
X, 0,30 0,30 — 0,30 0,45 0,55——0
01 0 0t
X, 0,25 0,25 0,25 0,30 0,45
11 11 10
X3 0,20 —— 0,20 0,25 0,25
01
101 100
X4 0,12 0,13 1 0,20
11
100
Xs 0,08 —)10 0,12
101
X, 0,05 |
1001

H(X) = 2,36 b/symbole
L = 2,38 b/symbole
n =0,99

8.9 CODAGE D’UN CANAL DE TRANSMISSION

Nous allons étudier, dans ce qui suit, les moyens de codage permettant d’acheminer avec fiabilit¢ des
informations numériques sur un canal bruité.

A. Codage d’un canal

La figure 8-7 représente un dispositif permettant de coder la transmission d’un message sur un canal. Ce
canal peut recevoir directement la séquence binaire du message d’entrée ou son codage issu d’un codeur. Ce
dernier introduit une redondance systématique dans le flux de données sous la forme de bits complémentaires
qui permettent de détecter et/ou de corriger les bits erronés au niveau du récepteur.
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Codage Canal
153 . 20
———  nal - discret sans Décodeur - e
Message Suite mémoire Mcssage
binairc codée T décodé
Bruit

Fig. 8-7 Codage d’un canal

B. Théoréme du codage pour un canal

Le théoréme du codage pour un canal s’énonce comme suit :

Etant donné une source discréte sans mémoire (SDSM) X d’entropie H(X) b/symbole et un canal discret
sans mémoire (CDSM) de capacité C, b/symbole, si H(X) < Cy, il existe un codage qui permet de transmettre
le message de la source sur le canal avec une probabilité d’erreur aussi petite qu’on le désire.

En revanche, si H(X) > C,, il est impossible de transmettre des informations sur le canal considéré avec
une probabilité d’erreur arbitrairement réduite.

On retiendra que le théoréme du codage affirme 1’existence d’un codage sans donner les moyens de le
construire.

C. Codage par blocs

Dans un codage par blocs, on code le message binaire ou la suite des données sous forme de blocs séquentiels
longs de k b et chacun de ces k-b blocs est converti en un n—b bloc avec n > k. On appelle le bloc obtenu un
(n,k) bloc. On peut ainsi représenter un mot codé sous forme d’un (#,k) bloc :

Ci1C2: - Ck  Cpy1Cr42 """ Cy
e N— e
Bits données Bits de parité

Les n — k bits de la seconde partie du mot codé sont des bits de contréle de parité.
Dans ce cas, le codeur effectue I’opération de conversion suivante :

T:U—->V (8.55)

ou U estun ensemble de mots binaires de longueur k et V est un ensemble de mots binaires de longueur n avec
n > k. Chacun des 2* mots de données est associé de fagon biunivoque a un mot codé. Le rapport k/n est appelé
taux de remplissage du code.

8.10 CODAGE AVEC CONTROLE D’ERREUR

Les codes utilisés en communication peuvent corriger ou simplement détecter les erreurs de transmission,
suivant le taux de redondance des bits de contrdle de parité. Il existe donc des codes correcteurs d’erreur de
types tres divers, tels que les codes a contrdle de parité linéaire, les codes cycliques et les codes convolutifs.
Nous allons parler ici des codes a contréle de parité.

A. Codes a controle de parité linéaire

Il est commode de représenter le mot codé d’un codage par blocs (n,k) sous forme d’une matrice. Le mot
codé est une ligne de la matrice dont les éléments sont les symboles du code. On peut représenter un vecteur
code ¢ et un «vecteur données» d de la fagon suivante :

c=[cy ¢ - ¢l
d=[d, d --- di]
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Si les k premiers bits d’un mot codé sont des bits de données, on dit que le code est systématique. Dans le
cas d’un codage systématique a contrdle de parité, les k& premiers bits sont des bits de données tandis que les
m = n — k suivants sont des bits de contrdle de parité formés par combinaison linéaire des bits de données :

C = dl
Cy = dz
ckr1 = prid) @ prada @ -+ - @ puds (8.56)

Ck+2 = pud; © pud ® - © pudy

Chk4m = pmldl & medZ @D pmkdk
ot @ indique 1’addition modulo 2, dont les régles sont définies ci-apres :

060=11=0
0pl=160=1

La relation (8.56) peut s’écrire sous la forme matricielle qui suit :

10 -+ 0 pu pa - pm
i N | O (®7
006 --- 1 puw pux - Puk
otl'ona:
G=[IL P"] (8.58)

expression dans laquelle 7; est la matrice unité d’ordre k et P7 est la matrice transposée de la matrice des
coefficients P ayant pour expression :

Piv P2 - Pk
e G (8.59)
Pmi Pm2  *°* Pmk

La matrice G de dimensions k x n est appelée matrice génératrice. Le code (ensemble complet des mots codés)
engendré par la relation (8.56 ) ou (8.57) est appelé code a contréle de parité linéaire.
B. Matrice de contréle de parité

Soit H la matrice de dimension m x n ayant pour définition :

H=[P I] (8.60)

oum=n—k.Onaalors :

T PT
H = (8.61)
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ainsi que

T
GH" =[I PT][P

m

]:PTEDPT:O (8.62)

ot I’on a reconnu dans 0 la matrice nulle de dimension k x m. Une postmultiplication par H” des deux membres
de la relation (8.57) et I'utilisation de la relation (8.62) permet d’obtenir :

cH" =dGH" =0 (8.63)
Lamatrice H estappelée matrice de contréle de parité du code considéré et larelation (8.63) est appelée relation
de parité.
C. Décodage syndromique

Soit r le vecteur 1 x n regu a la suite de la transmission du vecteur code ¢ sur un canal bruité. Considérons
tout d’abord le cas d’une seule erreur en position i. On a:

r=cdhe (8.64)
oul’ona:
e=[0---0 10--.0] (8.65)
T

position {

Le vecteur e est appelé vecteur d’erreur.
Notons au passage que la somme (modulo 2) de deux vecteurs codes, a et b a pour définition :

adb=[a®b aBby -+ a, B b,]
oul'ona:
a=[a a - a,]

b=1[b by --- b,]
On évalue ensuite rH 7 et I’on obtient :

rH = (c@e)H  =0@eH” =eH” =5 (8.66)

Le vecteur 1 x m obtenu, s, est appelé syndrome de r. Ainsi, connaissant s et en remarquant que eH 7 est
la iéme ligne de H7, on peut repérer la position d’une erreur en comparant s aux lignes de H”. On appelle
décodage syndromique la méthode qui consiste a décoder un message en effectuant cette comparaison. Il faut
aussi dire que ’on ne peut identifier la totalité des configurations erronées par décodage syndromique. Un
syndrome «zéro»indique que r est un vecteur code présumé valide.

Sous décodage syndromique, un (n,k) bloc de code linéaire peut corriger jusqu’a ¢ erreurs par mot de code
si n et k respectent la limite de Hamming.

n—k - n
423 (1) (8.67)

i=0

(n) _ n!

i/ (m—i)ti!

Un codage par blocs qui satisfait a 1’égalité de la relation (8.67) est appelé code parfait. Les codes parfaits
capables de corriger une seule erreur sont appelés codes de Hamming.

Onremarquera que le respect de 1a limite de Hamming est nécessaire mais non suffisant lors de la construction
d’un code a controle de parité capable de corriger 7 erreurs.

oulona:
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8.11 DETECTION ET CORRECTION D’ERREUR EN CODAGE PAR BLOCS LINEAIRE
A. Distance de Hamming

Etant donné deux vecteurs codes ¢; et ¢; de méme dimension (nombre d’éléments), on définit une distance
de Hamming d(c;,c;) entre ces vecteurs égale au nombre de positions ou leurs éléments sont différents.

On définit également le poids de Hamming w(c;) d’un vecteur code ¢; égal au nombre de 1 de ¢;. On peut
ainsi dire que le poids de Hamming de ¢; est sa distance de Hamming par rapport au vecteur 0, ¢’est-a-dire :

w(e;) = d(c;,0) (8.68)

ol 0 est le vecteur code dont tous les éléments sont nuls. On peut aussi exprimer la distance de Hamming en
fonction du poids de Hamming :
d(c;,¢j) = w(e; dej) (8.69)

B Distance minimale

La distance minimale d’un code par blocs linéaire est la plus petite distance existant entre deux vecteurs du
code.

D’apres la propriété de fermeture des codes par blocs linéaires (la somme — ou la différence — modulo 2
de deux vecteurs codes est aussi un vecteur code), on peut déduire le théoréme suivant :

THEOREME 8.1

La distance minimale d’un codage par blocs linéaire est le plus petit poids de Hamming du vecteur code non
nul du codage.

D’apreés la relation (8.63), on peut définir un codage par blocs linéaire comme I’ensemble des vecteurs

codes pour lesquels : B
cH' =0 (8.70)

ol HT est la transposée de la matrice H.
La distance minimale dmi, d’un codage par blocs linéaire est étroitement liée a la structure de la matrice de
controle de parité H de ce code. C’est ce qu’énonce le théoréme suivant

THEOREME 8.2

La distance minimale dmi, d’un codage par blocs linéaire est égale au nombre de lignes de la matricc HT
dont la somme est égale a 0.

C. Détection et correction d’erreur

La distance minimale d’un codage par bocs linéaire est un paramétre important du code. Elle détermine les
capacités de détection et de correction d’erreur du codage. C’est ce que confirme le théoréme suivant :

THEOREME 8.3

Un codage linéaire par (n,k) blocs de distance minimale dnin peut corriger jusqu’a t erreurs si et seulement
Si:
dmin = 2t + 1 (8.71)

On peut donner une représentation géométrique de la relation (8.7/). La figure 8-8 représente deux spheres
de Hamming, chacune de rayon ¢, centrées sur les points représentatifs de deux vecteurs ¢; et ¢;. Dans le cas
8-8(a) les deux sphéres sont disjointes c’est-a-dire que d(c;,¢;) > 2t + 1. Si I’on transmet dans ces conditions
le vecteur code ¢;, et si 1’on regoit un vecteur r tel que d(¢;,r) < ¢, il est clair que le décodeur choisira ¢;
puisqu’il s’agit du vecteur code le plus proche du vecteur r. En revanche, dans le cas 8-8(b), les deux spheres
sont sécantes, ¢ est-a-dire que d(c;,¢;) < 2¢. On voit que si I’on transmet alors ¢;, il existe un (parmi d’autres)
vecteur réception r tel que d(c;,r) < 1 etd(c;,r) < t, ce qui entraine une ambiguité de choix pour le récepteur.
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(a) (h)

Fig. 8-8 Distance de Hamming

Problémes résolus

MESURE DE ’INFORMATION

8.1. Démontrer la relation (8.5), a savoir que, si x; et x; sont indépendants
I(xix;) =1(x;) +1(x;)
Si x; et x; sont indépendants, on peut écrire, d’aprés la relation (5.25):

P(xi,x;) = P(x;)P(x;)
D’aprés la relation (8.7), ona:

1 1
I(xix;) = log = lo,
= Ry T PG PGy

= log log

—
P(xj) P(xj)

= 1) + (%))

8.2. Une SDSM (source discréte sans mémoire) émet quatre symboles x;,x2,x3,x4 avec les probabilités
P(x)) =0,4, P(x3) =0,3, P(x3) = 0,2, P(x4) =0,1.
(a) Calculer H (X).
(b) Evaluer le contenu informatif des messages x| x,x; X3 €t x4x3x3x7. Les comparer avec la valeur
de H (X) obtenue ci-dessus.

(a)
4
H(X) = =) P(xi)logyl P(xi))
i=1
= —0,4l0g,0,4 — 0,3l0g, 0,3 — 0,210g,0,2 — 0,110g, 0,1
= 1,85 b/symbole
©)

P (x1x2x1x3) = (0,4)(0,3)(0,4)(0,2) = 0,0096
I (xjxpx1x3) = —log, 0,009 6 = 6,70 b/symbole
Ainsi :
I (xyxox1x3) < 7,4 [=4H(X)] b/symbole
P (x4x3x3x2) = (0,1)(0,2)(0,2)(0,3) = 0,001 2
I (x4x3x3x2) = —log, 0,001 2 = 9,70 b/symbole
D’ou I’on tire :
I (xax3x3x2) > 7,4 [= 4H(X)] b/symbole
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8.3.

8.4.
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On considére une source binaire sans mémoire produisant deux symboles x; et x,. Montrer que H (X)
est maximal lorsque x; et x, sont équiprobables.

Posons P(xy) = «. 1l en résulte que P(x3) = 1 — .

H(X) = —alogya — (I —a)logy)(1 —a) (8.72)
En dérivant par rapport a «, il vient :
i) d [l (1 —a)log,(1 )]
da do o gz o ng (44
En utilisant |’identité :
d lo : 1 dy
dx 8h Y y gh dx
On obtient :
X _ _ logy o + logy(l — a) = logy —%
= — |0 - Q)=
da & 22 0g;
Pour avoir un maximum de H (X), il faut assurer la condition :
dH (X
CON
da
ce qui conduit a I’équation :
|l —«a | 1
= —_ Y = —
« 2

On aura remarqué que H (X) = O lorsque @« = 0 ou @ = 1. Lorsque P(x;) = P(xp) = %, H(X) est maximum et a

pour expression :
1 1
H(X) = 3 log, 2 + 3 log, 2 = 1 b/symbole (8.73)

Vérifier la relation (8.9), c’est-a-dire
0<H(X) <log,m
ou m est la dimension de I’alphabet de X.

Démonstration relative a la borne inférieure : comme 0 < P(x;) < l,ona:
1 1

>1 et logg——2>=0
P() 2P0~
Il en résulte que :
P (xj)lo >
(xi)logy Pl)
ainsi :
m
1
H(X) = P(xp)1 — 20 8.74
(X) }:(moapm)/ 8.74)

i=]

On remarque d’autre part que :

1
P(x;) log, Par) 0
1

si et seulement si P(x;j) = O ou 1. Comme d’autre part :
m
Y P =1
i=1
lorsque P (x;) = 1, on en conclut que P(x;) = O pour j # i. C’est seulement dans ce cas que H(X) = 0.

Démonstration relative & la borne supérieure : considérons deux répartitions de probabilité {P (x;) = P;} et
{Q(x;) = Q;} portant sur I'alphabet {x;},i = 1,2,...,m, satisfaisant a la condition :

ip,‘:l et iQ,‘:l (8.75)

i=1 i=l
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8.5.

8.6.

En faisant appel 4 la relation (8.6), on peut écrire :

1 m Q
1 Lo P~l =
Z 2 T2

1
En utilisant alors I’inégalité ci-apres :

ha<a—-1 =0 (8.76)
et en remarquant que 1’égalité n’a lieu que lorsque o = 1, on obtient :
m m
ZPIIH—‘ ZP (——]):Z(Qjﬁp,‘)
i=1 i

i=l]

m m

:ZQ,- —ZP,- = (8.77)

i=1 =1
en utilisant la relation (8.75). On a donc :

Z Pilog; - % <o (8.78)
i=l
ou I’égalité n’a lieu que lorsque Q; = P; pour toute valeur de i. En posant :

Q; = i=12,....m (8.79)

|
) m
on obtient :

m

Z P; log2 — == i Pilog, P; — Z P;logy, m

i=1 i=l i=l

m
=H(X)—logym y_ P,

i=1
=H(X)—logym <0 (8.80)
d’ou I’on déduit :
H(X) <logym
Quant a I’égalité, elle se produit uniquement lorsque les symboles de X sont équiprobables, comme dans la relation

(8.79).

Une image TV haute résolution en noir et blanc comporte environ 2 x 10° pixels (¢1éments d’image) et
seize niveaux de gris. La fréquence de renouvellement est de 32 images par seconde. On suppose que
les pixels sont indépendants les uns des autres et que les niveaux de gris sont équiprobables. Evaluer le
débit d’information R de ce canal de télévision.

16
1 1 .
H(X) = Z Te log, T 4 b/pixel

Le débit du canal en pixels par seconde a pour expression :

r = 2(10%)(32) = 64(10°) pixels/s
On en déduit donc le débit d’information R du canal :

R = rH(X) = 64(10%)4 = 256(10%) b/s = 256 Mb/s
On considere une source transmettant des signaux télégraphiques dont les symboles sont des traits et des
points. La durée d’un point est 0,2 seconde tandis que la durée d’un trait est 0,6 seconde. La probabilité

d’occurrence d’un point est deux fois celle d’un trait et I’intervalle entre symboles a une durée de 0,2
seconde. Calculer le débit d’information de cette source.

P (point) = 2P (trait)
P (point) + P (trait) = 3P (trait) = 1
Ainsi :

1 2
P(trait) = 3 et P(point) = 3
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D’apres la relation (8.37) :

H(X) = —P(point) log, P(point) — P (trait) log, P (trait)

= 0,667(0,585) 4+ 0,333(1,585) = 0,92 b/symbole

point = 0,2 firait = 0,6 fespace = 0,2

On en déduit que la durée moyenne d’un symbole a pour valeur :

Ty = P (point)fpoint + P (trait)fyryir + tespace = 0,533 s/symbole

Et le débit moyen en symboles par seconde a pour valeur :

1 .
r = — =1,875 symbole/s
T,

On en déduit le débit moyen d’information de la source :

R =rH(X)=1,875(0,92) = 1,725 b/s

CANAUX DISCRETS SANS MEMOIRE

8.7.

On considére un canal binaire tel que représenté sur la figure 8-9 (voir probléme 5.8).

(@)
)
(o)

(a)

b)

(©)

Y

0,9
Plx)) X
0,1
0,2
P(x,) X2 >
- 0.8
Fig. 8-9

Calculer la matrice de transition du canal de transmission.
Calculer P (y)) et P(yy) lorsque P(x;) = P(x2) =0,5.

[CHAP. 8

Calculer les probabilités conjointes P (x;,y;) et P(xz,y,) lorsque P(x;) = P(x;) = 0,5.

En appliquant la relation (8.77), on obtient la matrice de transition du canal :

POl = [P(ymm P(ylx2)

En appliquant les relations (8.13), (8./4) et (8.15), on obtient :
(P =[POIPTIX)]

0,9 0,1]

=[0,5 0,5
(9. ’ J|:0,2 0,8
=10,55 0,451 =[P(y)

On en déduit que P(y;) = 0,55 et que P(yz) = 0,45.
En appliquant les relations (8.76) et (8.17), on obtient :

(PX.Y)] = [PX)[PIIX)]
_fos o 0,9 0,1
|10 05|02 08
~[0,45 0057 [Pxiy)
T10,1 04 || Pl

D’ou 'on conclut que P{xy,y2) = 0,05 et P(x2,y;) = 0.1.

P(yiix1) P(y2|x.)]:[o,9 0,1]

0,2 0,8

P(y2)]

P(x1.y2)
P(x2.y2)

}

—

—

e A __a
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8.8. On connecte en série deux canaux binaires identiques a celui du probleme 8.7, comme I'illustre la
figure 8-10.

0,9 Yi 0,9

0,8 Y2 0,3

Fig. 8-10

(a) Calculer la matrice de transition de cet assemblage et en tracer le schéma.
(b) Calculer P(z)) et P(zy) lorsque P(x) = P(x;) = 0,5.

(a) D’apreés la relation (8.15), on sait que :

[P =[PXOIPTIX)]
[P(D)]=[P]IP(ZIY)]
= [POIPTIX)IP(ZIY))
= [P(X]P(Z]X)]

Ainsi, en se reportant a la figure 8-10 :

[P(ZIX)] =[P IXO][P(Z]Y)]
09 01709 0,17 [0.83 0,17
102 08]]02 08| {034 0,66

La figure 8-11 représente le schéma équivalent de ce canal.

0,83
X e z)
0,17
0,34
x> 2z,
0,66 )
Fig. 8-11

b) On peut écrire que :

[P(2)] = [PXOIP(Z]IX)]

0,83 0,17

=105 0,5]
0,34 0,66

] =1[0,585 0,415]

D’ot I’on déduit que P(z;) = 0,585 et P(z2) = 0,415.
8.9.  Un canal est caractérisé par sa matrice de transition :

[P(YIX)]Z[IBP ’ li)p:| (8.81)
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(a) Dessiner le schéma représentatif de ce canal.

(b)  Silasource délivre des symboles équiprobables, calculer les probabilités associées aux symboles
de sortie du canal pour la valeur p = 0,2.

(a) La figure 8-12 représente le canal en question. Il s’agit d’un canal binaire avec effacement. Ce type de canal
posséde deux entrées, x; = 0 et xo = 1, et trois sorties y; = 0, yo = e et y3 = I, ol e signifie qu’il y a
effacement de la valeur recue, dont on ne peut dire si elle est égale 8 0 ou a | et que 1’on efface.

1—p
vy =0 y; =0
p
e ya =
/
¥y = | ya=1
L=p

Fig. 8-12  Canal binaire avec effacement

(b) D’apres la relation (8.15), ona:

0,8 0,2 0
PY)] = ' ’
(P =105 0,5][0 0.2 0,8]
=[0,4 0,2 0,4]

D’ou I’on conclut que P(y;) = 0,4, P(y2) = 0,2 et P(y3) =0,4.

INFORMATION MUTUELLE

8.10. Montrer que 1’on a, pour un canal sans perte :
H(X|Y)=0 (8.82)

Lorsque 1’on observe la sortie y; d’un canal sans perte (figure 8-2), on sait toujours quel symbole a €t€ transmis, ce
qui s’exprime de la fagon suivante :

P(xily;))=0 ou 1 (8.83)
Or, d’aprés la relation (8.23), on peut écrire que :

n m

Y2 Py logy P(xiy))

H(X|Y) = -
j=li=1

Il

n nt
=Y PG Y Plxilyplog, P(xi,y)) (8.84)

j=1 i=1

On aura remarqué que tous les termes de 1a sommation sur { sont nuls car ils sont de 1a forme 1 x log, 1 ou 0 x log, 0.
On en déduit donc que pour un canal sans perte :

HX|Y)=0

8.11. On considére un canal sans bruit avec m symboles d’entrée et m symboles de sortic. Montrer que
H(X)=H) (8.85)

et que :
HY|X)=0 (8.86)
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La matrice de transition d’un canal sans bruit a pour expression :

Lol |
P(y,~|x,»>={0 j ;éj, (8.87)

D’ou il s’ensuit que :

Pxj)) i=j
P(xi.yj) = P(yjlx)P(xi) = {O i) j ;éj. (8.88)
ainsi que
P(y) =Y P(xiy) = P(x)) (8.89)

i=1

On a donc, d’apres les relations (8.7) et (8.89) :

H(Y) ==Y P(y)log, P(y))

j=1

m
=~ P(x)log, P(x;) = H(X)
i=1
En tenant compte ensuite des relations (8.24), (8.87) et (8.88) :

m m

HYX) == %" P(x.y)log; P(yjlxi)

j=1i=1
m m

==Y PG Y log, P(y.x)
i=1 j=I

m
=-Y P@jlog,1 =0

i=
8.12. Démontrer la relation (8.26),  savoir :

H(X.Y) = H(X|Y)+ H(Y)
D’apres les relations (5.23) et (5.30), on a:
P(xi,yj) = P(x;ly;}P(y})

ainsi que :

m

Y PGy =Py

i=I
Donc, selon la relation (8.25) et en appliquant les relations (8.22) et (8.23), on peut écrire que :

n

HX.Y) == "% P(xi.yj)log P(xi,y))

j=ti=l
- Z Z P(MJ’,‘) lOg[P(,\’I|yJ)P(yJ)]

j=li=l

n m

== > P(xi.yplog P(xily)

j=li=l
- [Z P(Xi,}’j)jl log P (y})
j=1Li=l

= H(X|Y) =) P(yj)log P(y))
j=1

=HX|Y)+ H(Y)
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8.13. Montrer que I’information mutuelle 7 (X; Y') du canal dont la matrice de transition est explicitée par la

8.14.

8.15.

relation (8.17), dont les probabilités d’occurrence des symboles d’entrée sont P(x;), i = 1,2,..

., met

les probabilités d’occurrence des symboles de sortie sont P(y;), j =12,..., napour expression :

I(X:Y) = ZZP(x,,yj)logz 1(3)?”)])
i=1 j=1

D’aprés la relation (8.28), on a:
I(X:Y)=H(X)—- H(X|Y)
En appliquant les relations (8.28) et (8.23), il vient :

m n

I(X:Y)= ZP(x, ogs 5 )+]le 11)<x,,y,>1og213<x,|y,

j=li=

L 1
= ZZ P(xi,yj) [Ing o T log, P(Xi|}’i)]

i=l j=

_ZZP(“‘lvyj)lOgQ I(JJ\ZD;}

i=l j=

= Z {Z P(xi,y}) } log, ——— P( 5+ ZZP(X,,v/)logzP(x,ly/)

Démontrer la relation (8.29), a savoir :
I(X;Y)=1(;X)

D’apres la relation (8.90), on peut exprimer 7 (Y; X) de la fagon suivante :

P(yj,xi)
1(Y;X)= P(yj,xi)log, ———
2 ,Z ’ POy

D’apres les relations (5.8) et (5.24),0n a:
P(yj,xi) = P(xi,y;)

et
Pyjlxi) — Plxily))

P(y;) P(x;)
En rapprochant les relations (8.91) et (8.90), on conclut que :

I(X;Y)=1(:X)

Démontrer la relation (8.30), a savoir :
I(X;Y)>0

D’apres la relation (8.90) et en appliquant la formule log(a/b) = —log(b/a), il vient :

P (xi
—I1(X:Y) = X]:Z P(xi,y;) log, P((,X|y))
i=1j

En appliquant la régle de Bayes (relation 5.24), on obtient :
Pxi)  Pxi)P(y)
P(xily;j) P(xi,y;)

(8.90)

(8.91)

(8.92)
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que I'on peut écrire de fagon différente en invoquant la relation (8.6) :

P(xi)P(yj)
—-I1(X:Y P(xj, In ———= 8.93
(X:¥) = Z”Z R T (8.93)
En utilisant ’inégalité (8.76), a savoir :
Inae <a-—-1
Il vient :
_ e P(xi)P(yj) _
1) < In2 IXI:]ZP(X" J)[ P(xi,y)) ]]
soit
1 n
“1X V) < = ZZP(x»P(y,)—ZZP(x,,y,} (8.94)
i=1j=1 i=1 j=
Comme ona: » ”
ZP(mP(y,) = me,)}:my,) = =1
i=1 j=I
ainsi que :

n

P(xi,y)) = Z {Z P(x.-,y,-)} =) P =1
1 i=1

i=1 j= Jj=1

La relation (8.94) se réduit a :
-I1(X;Y)<0

c’est-a-dire :
I(X:Y)>=0

8.16. On considére un canal non bruité (figure 8-5) avec P(x)) = «.
(a) Montrer que I’information mutuelle / (X; Y) a pour expression :

1(X;Y)=H(Y)+ plog, p+ (1 - p)log,(1 — p) (8.95)

(b) Calculer /(X;Y)poura =0,5cta =0,1.
(¢)  Reprendre (b) pour @ = 0,5 et p = 0,5. Interpréter le résultat obtenu.
La figure 8-13 donne le diagramme du canal binaire symétrique assorti de ses probabilités d’entrée.

1-p
P(x)=a X, Y

Plx;)=1-a x; ¥
b=p
Fig. 8-13 Canal binaire symétrique
(a) En invoquant les relations (8.16), (8.17) et (8.20), on obtient :

e 0 l—p P
vomfy L[5 0

:[a(l—p) ap ]:[P(n,yn) P(le)’z)jl
(I—a)p (A—oa)l—-p) P(x2,y1)  Plxz,y)




288 INFORMATION ET CODAGE [CHAP 8

En invoquant alors la relation (8.24), il vient :
HYX) == P(x1,y1) logy P(yilx1) — P(x1,y2) logy P(y21x1)
— P(x2,y1) logy P(y11x2) — P(x2,y2) logy P(y21x2)
=—oa(l — p)logy(1 — p) —aplog, p
~(l—a)plogy p— (1 — )l — p)logy(1 ~ p)
=~ plogy p— (1 — p)logy(1 — p) (8.96)
D’ou I’on tire, en invoquant la relation (8.37) :
I(X:Y)y=H)-HY|X)
=H(Y)+ plogy p+ (1 = p)log,(1 — p)
b) Lorsque @ = 0,5 et p = 0,1, on a, selon la relation (8.75) :

0,9 0,1

[P(Y)] =10,5 0’5][0,1 0.9

] =[0,5 0,5]

d’ot P(y;) = P(y2) =0.5.
D’aprés la relation (8.22), on peut écrire :
HY)=—-P(ylog; P(y1) — P(y2)log; P(y2)
=-0,5log,0,5-0,5log,0,5 =1
plog, p+ (1 — p)log,(1 — p) =0,1log, 0,14 0,910g, 0,9 = —0,469

Donc :
I(X:Y)=1-0,469 = 0,531

©) Lorsque o = 0,5et p =0,5,

0,5 0,5
0,5 0,5

H(Y) =1

[P(Y)]=1[0,5 0,5] |: :l =[0,5 0,5]

plog, p+ (1 — p)log, (1 — p) =0,5l0g, 0,5+ 0,510g,0,5 = —1

Donc :
IX;Y)=1—-1=0

On remarquera que dans un tel cas (p = 0,5), il n’y a transmission d’aucune information. On aboutirait
au méme mode de fonctionnement en se débarrassant du canal et en remplagant le récepteur par un tirage a
pile ou face. Dans un tel cas, le canal est dit sans utilité.

CAPACITE D’UN CANAL

8.17. Démontrer la relation (8.36), a savoir que :
Cy =log,m
ou C; est la capacité d’un canal sans perte et m le nombre de symboles de X.
Pour un canal sans perte — relation (8.82), probléme 8.10 — on peut écrire que :
HX|Y)=0

D’oi, selon la relation (8.28) :
I(X:Y)=HX) - HX|Y) = HX) (8.97)

11 s’ensuit, d’apres les relations (8.33) et (8.9), que :

Cy:{gl(ax I(X;Y)= max H(X) =log, m

X)} {P(x;)}
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8.18. Démontrer la relation (8.42), soit :

Cy =1+ plog, p+ (1 — p)log,(1 — p)

ou C, est la capacité d’'un CBS (figure 8-12).

Si’on en croit la relation (8.95) — probléme 8.16 — I’information mutuelle / (X; ¥ ) d’un CBS a pour expression :
I(X;Y)=H{)+ plogy p+ (1 = p)logy(1 — p)

dont la valeur est maximale lorsque H (Y) est maximal. Comme la sortie du canal délivre un signal binaire, H (Y) est
maximal lorsque les valeurs de sortie sont équiprobables — relation (8.9). Dans ce cas, H(Y) = 1, ce qui conduit
a une valeur de la capacité cherchée qui a pour expression :

Ciy=max I (X:Y)=1+plog, p+ (1 — p)log, (1 —
s [P(X)}( ) plog, p+ (1 — p)log,(1 = p)

8.19. Quelle est la capacité du canal binaire a effacement de la figure 8-14 (probleéme 8.9)?

l~p
Plx)=a X vy

—

/p//

Plxs)=1—-a X vy
I -p

Fig. 8-14 Canal binaire a effacement

Soit P(x]) = . Il s’ensuit que P(x2) = 1 — «. On a donc, selon la relation (8.87) :

[P(Y|X)]:[l_p p 0 ]:[P(MPH) P (y2lx1) P(y3|X|)]

0 p I-p P(yilx2) P(»nlx2) Pyslx2)
D’apreés la relation (8.75), ona:
(PO = [ 1—041[15” PO ]
p l=p
=le(l—p) p A—a)l-p)]

=[Py P(2) Pl

Selon la relation (8./7),on a:

| 0 l—-p p 0
ron=[5 21T 0

[:a(l -p) ap 0 ]
0 d—a)yp (I—o)(1—p)

[P(Xl,,\ﬂ) P(xy,y2) Px ,,\’3)]

P(x2,y1) P(x2,y2) Plx2,y3)
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De plus, on peut obtenir des relations (8.22) et (8.24) les évaluations suivantes :

3
H(Y)=—)Y_ P(y)log, P(y))
j=1

= —a(l — p)logya(l — p) = plogy p — (1 —a)(1 — p)log,[(1 —a)(1 — p)]
= (1 = p)[—alogya ~ (1 —a)log, (I —a)]
—plogy p— (1= p)logy(1 — p) (8.98)

32
HY|X) == %" P(x.y)log, P(yj,x)

j=li=1
= —a(l — p)logy,(1 — p) —aplog, p
— (I —a)plog, p — (1 —a)(1 — p)logy(1 — p)
= —plog, p—~ (1 = p)logy(1 — p) (8.99)
Ainsi, en invoquant les relations (8.37) et (8.72), il vient :
I(X:Y)=HY)-HY|X)
= = pl-alogya — (1 —a)logy (1 —a)]
= -pHX) (8.100)
Puis en vertu des relations (8.33) et (8.73) :

Cy=max I(X;Y)= max (1 — p)HX) = (1 — HX)=1- 8.101
s {P(XX)}( ) “rp(xl})}( pPYH(X) = ( p)“rp(i@s} (X) p ( )

CANAL AFFECTE D’UN BRUIT BLANC ADDITIF GAUSSIEN

8.20. Evaluer I’entropie différenticlle H(X) d’une variable aléatoire X uniformément distribuée dont la
fonction de densité de probabilité a pour expression :

1
— 0<x<a

fx(x)=19¢
0 autrement
pour(@)a=1,(b)a =2et(c)a = %

Sil’on en croit la relation (8.43),on a:

oC
H(X) = — / fe(x) logy fx (x) dx

41 1
= - -1 —dx =1 8.102
L 2 Og2a X 0g,a ( )
(@) a=1,HX)=log,1 =0
(b) a=2,HX)=log,2=1
© a=3HX) =logj=—log2=-1

Nota : I’entropie différentielle H (X) n’est pas une mesure absolue de I’information.

8.21. La relation (8.43) définit I’entropie différentielle d’une variable aléatoire :
o0
H(X) = —f fx(x)log, fx(x)dx
—0Q

Trouver la fonction de densité de probabilité fy (x) qui maximise H (X).

o
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D’aprés les relations (5.34b) et (5.74), fx (x) doit satisfaire aux deux conditions suivantes :
o0
/ Sx(x)dx =1 (8.103)
—00

f (= w2 fx(x)dx =o? (8.104)
[e.®]

ol u est la moyenne de X et o2 sa variance. Il s’agit d’un probléme de maximisation de H (X) sous contrainte —
relations (8.103) et (8./04). On applique donc la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
On forme tout d’abord la fonction :

o0 o0
Glfx(x),A1,A] = H(X) + X, [/ fxx)dx — 1] + A2 I:/ (x —mw)? fx(x)dx — 02]

o0
=/ [—fx(x)logz Sx )+ A fx () + X (x —M)fo(x)} dx — hj — Ao’ (8.105)

-0

ou Ay et A sont les multiplicateurs de Lagrange. La maximisation de H (X) exige donc que :

3G
= —log —logye+ Al +Ax — )i =0 8.106
TS 2y fx (x) g2 e+ A 2(x — ) ( )

Ce qui impose :
log, fx(x) = —logy e 4+ A} + Aa(x — w)2

Soit
Al A

+
logye  log,e

In fy(x) = —1 + (x —)?

On obtient donc :
Al A2

fx (x) = exp [—1 + (x — u)z} (8.107)

log,e  log,e

En raison de contraintes imposées par les conditions (8.703) et (8.7104), il faut que A2 < 0. En posant :

Al A2 2
exp{ —1+ =a et =-b
log, e log, e

on peut écrire la relation (8./07) comme suit :

fx(x) = et ! (8.108)

En tenant compte de la relation (8./08) dans les relations (8.703) et (8.104), on obtient :

x0
a/ ePH=w? dx = aﬁ =1 (8.109)
o b
o0
a/ (x — 11)26_}’2("‘—“)2 dx = aﬁ =02 (8.110)
oo 2b3

Les valeurs de a et b2 fournies par les relations (8.709) et (8.110) sont les suivantes :

1
a = et b= —

V2o 207

En portant ces valeurs dans la relation (8./08), on voit que la fonction fx (x) désirée a pour expression :

1 2 /(202
fx(x) = —==—¢ (707207 (8.111)
X V2o

Qui est la densité de probabilité d’une variable aléatoire X de moyenne u et de variance o 2. (voir relation 5.701).
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Montrer que la capacité d’un canal de largeur de bande infinie avec BBGA (bruit blanc gaussien additif)

a pour expression :
1S

S
Coo = —=~1,44— Db/s (8.112)
In2n n

o S est la puissance moyenne du signal et /2 la puissance spectrale du bruit blanc gaussien.
D’apres la relation (7.6), la puissance de bruit N a pour valeur N = nB. En invoquant la relation (8.48), on
obtient :
C=Blo 1+ S
= 22 B
Posons S/(nB) = A, il vient alors :

1 SIn(l+2x)

S
C=—log(l +A)= —— 8.113
oy g, ( ) m2n % ( )
On adonc :
S
Coo = lim Bl 14+ —
== jim #hoss (1455
1 S .. In(l+A)
= — - lim ——
In2 n x-0 A
Comme Alimo[ln(l + A)]/A = 1, on obtient :
1 S S
Coo=——=1,44— b/s
In2n n

Remarquons que la relation (8.772) est utile pour évaluer la limite supérieure de performance d’un systéme de
communication dont le canal de transmission peut étre modélisé au moyen d’un canal avec BBGA.

On considére un canal avec BBGA dont la bande passante est de 4 kHz et la densité spectrale de bruit
n/2 = 107'2 W/Hz. La puissance du signal nécessaire au récepteur a pour valeur 0,1 mW. Calculer la
capacité de ce canal.

B=4000Hz S=0,1(10"3)W
N =nB =2(107'2)(4000) = 8(107%) W
On en déduit :
s 0,1(107%

N = w05 = 1,25(10%

S
C =Bl 1+ —
ng( +N>

— 4000log,[1 + 1,25(10%)] = 54,44(10%) b/s
2

Et d’apres la relation (8.48) :

Un signal analogique de 4 kHz de largeur de bande est échantillonné & 1,25 fois la fréquence de Nyquist,
chaque échantillon étant quantifié sur 256 niveaux équiprobables. On suppose que les échantillons sont
statistiquement indépendants.

(@)  Quel est le débit d’informations de la source?

(b)  Peut-on transmettre sans erreur les signaux de cette source sur un canal avec BBGA de 10 kHz
de bande passante et présentant un rapport signal sur bruit de 20 dB?

(¢)  Calculer le rapport S/N requis pour assurer une transmission sans erreur dans les conditions
énoncées au (b).
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Calculer la bande passante requise pour acheminer sans erreur les signaux de la source considérée
sur un canal avec BBGA pour assurer un rapport S/N de 20 dB.

fv = 4(10%) Hz
Fréquence de Nyquist = 2 fi; = 8(10°) échv/s
r = 8(10%)(1,25) = 10% éch/s
H(X) = log, 256 = 8 b/éch
D’apres la relation (8.10), le débit d’information R de la source a pour valeur :
R =rH(X)=10%*@8) b/s = 80 kb/s

D’aprés la relation (8.48), on a :
S 4 2 3
C=Blog, {1+ v/ = 107 log, (1 + 107) = 66,6(10°) b/s

Comme R > C, on ne peut envisager une transmission sans erreur.
Le rapport signal sur bruit requis se déduit de la relation :

C = 10%log, (1 + %) > 8(10%

S
1 1 — 1} =28
0g2< +N)

S S
1+N>28:256~>N>255 = 24,1dB

soit

c’est-a-dire :

Il faut un rapport signal sur bruit supérieur ou égal a 24,1 dB pour assurer une transmission sans erreur.
La bande passante nécessaire peut se déduire de la relation :

C = Blogy(1 + 100) > 8(10%

soit
8(10%)

> ————— = 1,2(10" Hz = 12kH
log, (1 + 100) (10%) Hz z

La bande passante requise doit étre supérieure ou égale a 12 kHz.

CODAGE DE SOURCE

8.25. On considére une source discréte sans mémoire X a deux symboles x; et x,, avec P(x;) = 0,9 et
P (x2) = 0,1. Ces symboles sont codés comme ’indique le tableau ci-dessous :

Tableau 8-4
X; P(x;) Code
X, 0,9 0
X, 0,1 1

Calculer I’efficacité n et la redondance y de ce code.

D’apres la relation (8.49), la longueur moyenne L par symbole du code a pour valeur :

2
L= P =090+ ©1)(1)=1b
i=]
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8.26.

8.27.

D’aprées la relation (8.7) :

i=1

_HX)

2
H(X)=— P(x;)log, P(xi)

INFORMATION ET CODAGE

n= -———L = 0,469 = 46,9%

Enfin, suivant la relation (8.57), la redondance y du code a pour expression :

y=1—n=0531=531%

—0,910g, 0,9 — 0,1 1og, 0,1 = 0,469 b/symbole

Ensuite, selon la relation (8.53), I’efficacité du codage n a pour expression :

Tableau 8-5
a; P(a)) Code
a, =x,x; 0,81 0
a,=XxX; 0,09 10
ay=X,X, 0,09 110
a,=Xx,X, 0,01 111

4

i=1

= 1,29 b/symbole

4
H(X?) = -3 P(a)log, P(a))

i=l

y = H(X?) 0938

ainsi que la redondance y du code :

= 0,938 b/symbole

On en déduit I’efficacité n du code :

L 1,29

L’entropie de I’extension d’ordre deux de X, H (X?), a pour expression :

=0,727=72,7%

y=1-1n=0,273 =273%

On remarquera au passage que H (X% = 2H(X).

L= Z P(aj)n; = 0,81(1) + 0,09(2) + 0,09(3) + 0,01(3)

—0,811log, 0,81 — 0,09 log, 0,09 — 0,09 log, 0,09 — 0,01 log, 0,01

Tableau 8-6
X; Code A4 Code B Code C Code D
X, 00 0 0 0
X 01 10 11 100
X5 10 11 100 110
Xy i 110 110 111

[CHAP. 8

L’extension d’ordre deux de la source discréte sans mémoire X du probléme 8.25, notée X 2. consiste
a traiter les symboles sources par paire. Le tableau 8-5 représente le codage correspondant. Calculer
I’efficacité n et la redondance y de ce codage étendu.

On considére une source discréte sans mémoire X produisant les symboles x;, i = 1,2,3,4. Le tableau
8-6 propose quatre codages binaires possibles.
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Montrer que les codes A,C et D satisfont a I’inégalité de Kraft, et que le code B ne la satisfait
pas.

Montrer que les codes A et D sont déchiffrables de fagon unique tandis que les codes B et C ne
le sont pas.

En invoquant la relation (8.54), on obtient les résultats suivants :

Pour le code A : np=ny=n3=ng=2
4
1 1 | 1
K=Y 27 = - 4 — 4 -1 ==
; atatatg
Pour le code B : n=1 nm=n=2 n=

4 [ TS TS TR
K=Y 2" =ct-4-t=-=1->1

i 2747478 '8
Pour le code C : n=1 n=2 n=n4=3
4
1 1 1 1
K=) 27l =-+-F - -=1
; 2 4 8 8
Pour le code D : n=1 np=n3=n4=3

4
R
K=Y 2= 4odogo==<|
. 2TststETe e

Tous les codes sauf le code B satisfont a I’inégalité de Kraft.

Les codes A et B sont des codes sans préfixe. Ils sont par conséquent déchiffrables de fagon unique. Le code
B ne satisfait pas a I'inégalit¢ de Kraft et n’est donc pas déchiffrable de fagon unique. Bien que le code C
satisfasse a I’inégalité de Kraft, il n’est pas déchiffrable de fagon unique. Exemple : prenons la séquence
binaire 0110110; une telle séquence peut correspondre aussi bien & la suite x;x2x,x4 qu’a la suite x| x4x4
des symboles émis par la source.

Démontrer la relation (8.52), c’est-a-dire :

L > H(X)

ou L est la longueur moyenne par symbole des mots codés et H(X) est I’entropie de la source.

D’aprés la relation (8.78) — probléme 8.4 —ona :

m )
Z P; log, % <0
i=1 !

ou I’égalité ne se produit que lorsque Q; = P;. Posons :

2"
Q0 = % (8.114)
ou (relation 8.54) :
m
K = Zz—"f (8.115)
i=1
Il vient :
m l m
Y= 2= (8.116)
i=1 K=
etl'ona:

m 2-n; m 1
ZP,vlogzﬁ = ZP; (10g2 B M —logzK)
i=1 L=l i

m

n n
=—ZPi10g2Pi—ZPim ~(og, K) Y P;
i=1

i=] i=1

=HX)—-L —-log; K <0 (8.117)
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L’inégalité de Kraft nous permet d’écrire que :

log, K €0 (8.118)
Ce qui entraine :
Do HX)-L<log, K <0 (8.119)
L>HX)

L’égalité ayant lieu lorsque K = l et P; = Q;.

Soit X une source discréte sans mémoire dont I’alphabet se compose de symboles x; de probabilités

associées P(x;) = P;,i = 1,2,...,m.Montrer qu’un codage optimal de cette source impose la condition:
m
K=Y 2"=1 (8.120)
ainsi que =
1
n; = log, = I; (8.121)

ol n; est la longueur du mot codé correspondant & x; et /; le contenu informatif de x;.

D’apres le résultat du probléme 8.28, le codage optimal d’une source pour laquelle L = H(X) impose K = 1 et
P; = Q;. Ainsi, d’aprés les relations (8.715) et (8.114) :

m

K=Y 2"=I (8.122)
i=l
Pi=Q;=2" (8.123)
Il s’ensuit que :
1
nj = ~log; Pi = log, BT I

On remarquera que la relation (8.121) est empreinte de bon sens : il faut affecter les codes les plus courts aux
symboles les plus probables, ceux qui reviennent le plus souvent.

On considére une source discréte sans mémoire dont 1’alphabet se compose de symboles x;, de probabilités
associées P(x;) = P;, i = 1,2,...,m. Soit n; la longueur du mot codé correspondant au symbole x;,
satisfaisant a la condition :

1 1 .
log, F, < n; < log, —[—{ + 1 (8.124)
Montrer que cette relation est compatible avec 1’inégalité de Kraft et trouver I’encadrement de K défini
par la relation (8.54).

La relation (8.124) peut étre écrite comme suit :

—log, P < nj < —logy Pi + 1 (8.125)
soit log, Pi 2 —n; 2 logy P — 1
ou encore 2loga Pi 5 9= 3 ploga Fip—l
Ce qui donne :
1
P27 > EPi (8.126)
On en déduit :

Z P> Zz—":‘ > 3 Z P; (8.127)

Soit en définitive :
(8.128)
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ce qui indique que I’inégalité de Kraft (8.54) est satisfaite et que la valeur de K est encadrée de la fagon suivante :

1
s<k<I (8.129)

8.31. On considére une source discréte X d’alphabet x; dont les symboles ont pour probabilités associées
P(xj))=P.,i =1,2,..., m. Montrer qu’un codage construit en respectant la relation (8./24) satisfait a
la condition :

HX)<L<HX)+1 (8.130)
ol H(X) désigne I’entropie de source et L est la longueur moyenne des mots du code.

En multipliant les termes de la relation (8./25) par P; et en sommant sur i, on obtient :

m mn nt
~ S Pilogy P <Y niPi <Y Pi(—log, Pi+ 1) (8.131)
i=1 i=1

i=l

Orona:

m m m
D Pi(~log Pi+1)=~Y Pilog, Pi+ ) P

p=1 i=1 i=1
=HX) +1

La relation (8./31) se réduit donc a:
HX)SL<HX)+1

CODAGE ENTROPIQUE

8.32. Une source discréte sans mémoire utilise quatre symboles x;,x,,x3 et x4 dont les probabilités associces

sont P(x;) = 4,P(xz) = § et P(x3) = P(xs) = 3. Construire un code de Shannon-Fano pour X.

Montrer que ce code présente un caractére optimal, a savoir que n; = I (x;) et que son efficacité est de

100%.
On construit le code de Shannon-Fano de la fagon suivante (tableau 8-7) :
Tableau 8-7
X P(x) Etape | Etape 2 Etape 3 Code
Xy § 0 0
X5 3 1 0 10
Xy § 1 1 0 110
X, i 1 1 1 111
On peut écrire que :
1(x|):—log2%=l=n1 1(x2)=—log2£=2=n2
1(x3)=-—10g2é=3=n3 1(x4)=~log2%:3=n4

4 1 1 1 1
HX) = ZP(Xi)l(Xi) = 5(1) + 2(2) + §(3) + §(3) =1,75

i=l1
L= ip(x)n LD+ 2B =175
) 4 8 g 7

H(X
n:—z)zlzu)o%




298

INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

8.33. Une source discréte sans mémoire X produit cing symboles équiprobables.

(@)
(b)
()

(@)

(b)

(¢)

Construire un code de Shannon-Fano relatif a cette source et en calculer I’efficacité.
Construire un autre code de Shannon-Fano et comparer les résultats obtenus.
Construire un code de Huffman relatif & cette source et comparer les résultats.

On construit un code de Shannon-Fano en choisissant deux sous-ensembles de départs approximativement
équiprobables, 0,4 et 0,6, de la fagon suivante (tableau 8-8) :

Tableau 8-8
x; Px;) Etape | Etape 2 Etape 3 Code
X, 0,2 0 0 00
X, 0,2 0 1 01
X 0,2 1 0 10
X4 0,2 1 1 0 110
X5 0,2 1 1 1 111

5
H(X) = P(x)log, P(xi) = 5(=0,210g,0,2) = 2.32

i=1
s
L=Y Pain=02Q+2+2+3+3)=24
i=1
L’efficacité de ce code a pour valeur :
_H(X) 2,32

=) 597 6967 = 96,7%
=T 2.4 96,7%

On obtient un autre code de Shannon-Fano en partant de deux autres sous-ensembles approximativement
équiprobables, 0,6 et 0,4, de la fagon suivante (tableau 8-9) :

Tableau 8-9
X P () Etape | Etape 2 Etape 3 Code
X, 0,2 0 0 00
X, 0,2 0 1 0 010
X3 0.2 0 1 1 011
Xy 0,2 1 0 10
X5 0,2 1 1 i1

5
L= POi)n =02Q+3+3+2+2) =24
i=1
Comme la longueur moyenne des mots codés est la méme qu’en (a), I’efficacité de ce deuxiéme code a la
méme valeur que pour le premier.
On obtient un code de Huffman de la fagon suivante (tableau 8-10) :
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Tableau 8-10

11

X, P(x;)  Code

X, 0.2 _01_\_ 0,4 ——b 0,4 —! 0,6 ——
X 0.2 —ﬂ]——\\ 02— 0,4 — 0.4 ——
X, 0,2 %\ 0 — 20 02—

o 02 —2 N2 —

Xs 0,2 -

5
L :ZP(x,»)n,— =02Q+3+3+4+2+2) =24

i=]

Comme la longueur moyenne des mots codés a, ici encore, la méme valeur, Pefficacité de ce dernier code
est identique a celle des deux précédents.

8.34.  Une source discréte sans mémoire utilise cing symboles x;,x;,x3,x4 et xs, dont les probabilités associées
sont P(x1) = 0,4, P(x3) = 0,19, P(x3) = 0,16, P(x3) = 0,15et P(xs) =0,1.

(a)  Construire un code de Shannon-Fano pour X et en calculer I’efficacité.
(b)  Construire un code de Huffman et comparer avec le résultat précédent.

(a) La construction d’un code de Shannon-Fano se fait de la fagon suivante (tableau 8-11) :

Tableau 8-11

X P(x;) Etape 1 Etape 2 Etape 3 Code
X, 0.4 0 0 00
X5 0,19 0 1 01
X5 0,16 1 0 10
X4 0,15 1 1 0 110
Xs 0,1 1 1 1 111
5
H(X)=—-) P(x;j)log; P(x;)

i=l

= —0,4l0g, 0,4 - 0,1910g, 0,19 — 0,16 log, 0,16

—0,15l0g, 0,15 — 0,110g, 0,1

=2,15

5
L= Z P(xi)n;

i=1

=0,4(2) +0,19(2) + 0,16(2) + 0,15(3) + 0,1(3) = 2,25
_H(X) 2,15

L

—— = 0,956 = 95,6%

2,25
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b) On construit le code de Huffman de la fagon suivante :

Tableau 8-12

X; P(x,)  Code

Y 04— 04 —! 04 —1 06—
X3 0.19 000 0,25 0l 0,35 %0 0,4 1
X3 0,16 ool 0,19——0—0.;7 O’ZS—T

X, 0,15——0L 0,16 ———

B 0! 011

5
L= Z P(xj)n;
i=l

=0,4(1) + (0,194 0,16 + 0,15+ 0,1)(3) = 2,2

H(X) 2,15
== =2 T 0,977 =97.7%
L 2,2

La longueur moyenne du codage de Huffman est plus courte que celle de Shannon-Fano, son efficacité est
donc meilleure.

CODAGE D’UN CANAL DE TRANSMISSION

8.35. On considére le canal binaire symétrique (CBS) de la figure 8-13 (probléme 8.16). Montrer que sa
probabilité d’erreur a pour expression :

P.=p (8.132)
Drapreés la relation (8.20), on peut écrire :

(P Y IX)] = [1 -p p ]: [P(w fX-l) P)(yz!m}
p l—p P(yilx2)  P(n2lx2)

La probabilité moyenne d’erreur P, a pour expression :

Pe = P(nlx))P(x;) + P(yilx2) P(x2)
=pa+p(l—a)y=p

8.36. On utilise le canal du probleme 8.35 avec un codage répétitif dont les symboles binaires O et 1 sont
répétés n fois, avec n = 2m + 1. Le décodage se fait en appliquant un critére majoritaire : si 1’on a regu
dans un bloc de n bits plus de 0 que de 1, le décodeur opte pour la réception d’un 0. Dans le cas contraire,

il décide qu’il aregu un 1. Une erreur se produit donc lorsque m + 1 ou plus parmi les 2m + 1 bits sont
incorrectement regus.

(a) Montrer que la probabilité d’erreur P, a pour expression :

n

Po=Y (';)p"(l —py! (8.133)

i=m+1
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Calculer P, lorsque p = 0,01 pourn = 3,5et 7.

La probabilité de recevoir erroné le i ieme hit 2 pour valeur :
n . .
( . )p‘(l -p"
1

D’ou la probabilité cherchée :
n

Pe= ) (7)p'a—pr

i=m+1

Pourn =3,m =1letp=0,0l,0na:
3 3
P, = (2) 0,01)%(0,99) + (3) (0,01)° =~ 3(10™%

Pourn=5,m=2et p=0,0l,0na:

5 5
P, = (3) (0,01)3(0,99)2 + (4) 0,01)4(0,99) + (:) 0,01)° ~ 3(10™%)
=9,85(107%) ~ 107>

Pourn=7,m =3et p=0,0l,ona:

P, = (Z) 0,01)%(0,99)° + (Z) (0,01)°(0,99)?

+ (Z) 0,01)%(0,99) + (;) 0,01)7

=3,416(1077)

8.37. On considére un codage utilisant un bit de contréle de parité par bloc de k bits (d;d, - - - di) transmis. Ce
bit ¢; est choisi de fagon a satisfaire a la régle de parité suivante :

(a)
)]
(o)

(@)

d]@dQ@"'@dk@Cl =O

Pour k& = 3, donner tous les mots codés possibles du (4,3) code.

Quels sont les mots erronés que peut détecter ce (4,3) code?

Calculer la probabilité de non-détection d’un symbole erroné en supposant que les erreurs de
symbole sont indépendantes et que la probabilité d’une erreur de symbole est p = 0,01.

1l existe 2¢ = 2* = 8 mots codés possibles dont le tableau 8-13 donne la liste.

Tableau 8-13

Donnée codéc Bit de parité Mot codé
000 0 0000
001 1 0011
010 1 0101
011 0 0110
100 1 1001
101 0 1010
110 0 1100
111 1 1111




302 INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

b) Le (4,3) code est capable de détecter toutes les configurations & 1 bit ou a 3 bits erronés.
(¢) La probabilité de non-détection d’un symbole erroné P, . est égale a la probabilité d’existence de 2 ou 4
erreurs réparties aléatoirement dans un mot codé, soit :

4 4
Prge = (2) Pl —p)t+ (4) p*

=6p*(1 - p)* + p*
= 6(0,01)2(0,99)2 + 0,01)* ~ 5,88(10™%)

CODAGE ET DETECTION D’ERREUR

8.38. On considere un (6,3) code linéaire dont les trois bits de contréle de parité d’un bloc ¢4,c5 et cg sont
obtenus de la fagon suivante :

Ci=d ®d;
Cs=d ®d, dds
Co=d Ddy

(a)  Ecrire la matrice génératrice de ce codage.

(b) Donner tous les mots codés possibles de ce code.

(c) On suppose que 1’on a regu le mot 010111. Décoder ce mot en identifiant les bits erronés et en
les corrigeant.

(a) Les équations ci-dessus permettent d’écrire — relations (8.56) et (8.59) :
I 0 1
P=11 11
I 1 0

D’oq, en vertu de la relation (8.56) :

0 0 1 1
I 0 0 1
0 1 1

I
G=[13 PT]= 1
I o

o O -

(b) Comme k = 3, on a 2° = 8 mots codés possibles. Si donc d = [101], en invoquant la relation (8.59), il

vient :
1 00

1
e=dG=[1 0 11/0 1 0 0 I 1]=[1 0100 1]
00 1 1

On construit de méme les autres mots de ce code. Ils apparaissent sur le tableau 8-14.

Tableau 8-14

d c d [
000 000000 100 100111
001 001110 101 101001
010 010011 110 110100
011 011101 111 111010
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D’apres la relation (8.67), on a:

PT
HT =
[13]

O — = O -
—_ O = = -

Or,ona:
r=[0 1 0 | 1|

303

1]

D’apres la relation (8.66), le syndrome s de r a pour expression :

s=rHT=[0 1 0 1 1 1]

O o = O

=[l 0 0]

O = O =
—_ 0 0 O = -

Puisque s est identique  la quatriéme ligne de H7, le quatriéme bit est erroné, le mot correct était 010011

et le mot de données correct a pour valeur 010.

8.39. La matrice de contrdle de parité d’un code est la suivante :

(@)
()
(9]

(@)

(b)

(9]

1 0110
H = ): 1 1 0 01
01 1 00
Déterminer la matrice génératrice du code.
Trouver le mot codé qui a pour début 101....
On a regu le mot 110110. Déchiffrer ce mot.

0
O}
1

Comme H est une matrice 6 x 3, n = 6 et k = 3. En invoquant la relation (8.67), on obtient :

110
Pl=10 1 1
1 0 1

Donc, d’apres la relation (8.58), la matrice génératrice G est la suivante :

1 0 0
G=[13 PT]z 01 0
0 0 1
Ona:
1 00110
¢c=dG=[1 0 1]{0 1 O O 1 1
00 1 1 0 1
On peut écrire que :
r=[1 1 0 1 1
d’ou I’on déduit : |
0
1
s=rH T =[1 1| 0 1 1 0] |
0
0

Comme s est identique a la deuxiéme ligne de la matrice H7,
est 100110, et le mot de données correct est 100.

110
0 1 1

1 0 1

=01 01 0 1 1]
0]

10

11

0 1

=0 1 1

00[ ]
1 0

0 1

le deuxiéme bit est erroné, le codage correct
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8.40. Le codage répétitif étudié au probleme 8.36 est un (n,1) code par blocs. Ce code ne comporte que deux
mots codés : un mot dont tous les bits valent O et un mot dont tous les bits valent 1. Considérons un
codage oun = 5.

8.41.

(@)
(b)
(o)
(d)

(@)

b)

©

@)

Construire la matrice génératrice G de ce (5,1) codage par blocs.
Déterminer I’ensemble des mots de ce code au moyen de la matrice G.
Quelle est la matrice de controle de parité H de ce code?

Montrer que GH” = 0.

Iy a 4 bits de parité identiques au bit de données. Pour k = 1, la matrice identité I; se réduit a la valeur |
et si I’on en croit les relations (8.56) et (8.57), la matrice PT a pour expression :

Pl=01 11 1
La relation (8.58) nous permet de construire la matrice G :
G=[l 1 1 1 1]

Lorsque d; =0,
¢g=[0][1 1 t 1 13J=[0 0 0 0 0]

Lorsque d) =1,
o= 1 1 1 1= 1 1 1 1]

D’apres la relation (8.60), la matrice de contrdle de parité H a pour expression :

1 1.0 00
1 01 00
H“[P 1“]_ 1 00 1 0
1 0 0 0 1
En effectuant le produit GH 7 on obtient :
1 1 1 1
1 0 00
GHT =t 1 1 1 110 1 0 0f[0 0 0 0]=0
001 o0
0 0 0 1

Revenons sur le (5,1) code a répétition du probléme 8.40.

(a)
(b)
(©

(@)

Calculer le syndrome s des cing configurations présentant un bit erroné.
Faire de méme pour les dix configurations qui présentent deux bits erronés.
Montrer que le (5,1) code répétitif est capable de corriger jusqu’ a deux erreurs.

D’aprés le probléme 8.40, on a :

S - O =
—_0 O -

1
|
H =10
0

- O O O -

0 0O
Si I’on applique Ia relation (8.66), le syndrome s a pour expression :

s=eHT

ou e est le vecteur d’erreur. Soite=[1 0 0 0 0], il vient:

s=[1 0 0 0 0]L0

o
oSO O - O~
—_ o O -
- o O O ~
Il

0

On calcule les autres syndromes de la méme fagon; le tableau 8-15 en donne la liste.
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8.42.

Tableau 8-15

e S
10000 1111
01000 1000
00100 0100
00010 0010
00001 0001
(b) Le vecteur d’erreur a pour expression [ 1 1 0 0 0}, il vient donc :
111 1
1 0 0 O
s=[1 1 0 0 0{0 1 0 O|=[0 1 1 1]
0 010
0 0 0 1

On notera au passage que $ est la somme modulo 2 de la premiére et de la deuxiéme ligne de la matrice H7
(probléme 8.43).
On évalue de la méme maniére les autres syndromes dont le tableau 8-16 donne la liste.

Tableau 8-16

e s
11000 0111
10100 1011
10010 1101
10001 1110
01100 1100
01010 1010
01001 1001
00110 0110
00101 0101
00011 0011
(¢) Comme les syndromes de toutes les configurations & une ou deux erreurs sont différents, le (5,1) code a

répétition étudié est capable de corriger jusqu’a deux erreurs.

Montrer que tous les vecteurs d’erreurs dont la différence est un vecteur code ont méme syndrome.

Si le code comporte & bits de données, il existe 2% vecteurs-codes distinct, que I'onnote ¢, i = 0, 1,... 2k,
Pour tout vecteur d’erreur e, on peut définir 2% vecteurs d’erreur distincts fe; tels que :

ei=e®e i=0,1,..2F-1 (8.134)
En postmultipliant les deux membres de la relation (8.134) par H” eten invoquant la relation (8.62), il vient :

eH =edc)H =eHT @ HT
=eH @0=eH =5 (8.135)
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Montrer que le syndrome s est la somme modulo 2 des lignes de la matrice HT qui correspondent  la
localisation des erreurs dans les mots erronés.

Exprimons la matrice H7 sous la forme suivante :

h,
h;
HT = | . (8.136)
h,
En portant la relation (8.136) dans la relation (8.66), on peut exprimer le syndrome S comme :
h,
h; n
s=eH! = [ey e -+ en]| . = Ze,'h,‘ (8.137)

: i=
b,

ol e; est le °™° élément du vecteur d’erreur e qui a pour expression :

1 s'il existe une erreur en position i
e = . e
! 0 s'il n’y a pas d’erreur en position i

Démontrer la relation (8.67), a savoir que le nombre de bits de contrdle de parité n — k d’un (n,k) code
par blocs linéaire capable de corriger jusqu’a ¢ erreurs par mot codé doit respecter la limite de Hamming :

>3 ()

i=0

1l existe en tout 2"~% syndromes y compris le syndrome dont tous les bits sont nuls. Chacun de ces syndromes
correspond a une configuration erronée particuli¢re. Le nombre de configurations a i erreurs d’un mot codé de n bits

est égal au nombre de choix de i bits parmi n, c’est-a-dire ( ) )
i

Il en résulte que le nombre total de configurations erronées est égal a :
t
>>(})
= .
i=0 !

ol ¢ est le nombre maximal d’erreurs d’une configuration erronée. Si donc un (n,k) code linéaire par blocs est
capable de corriger jusqu ’a ¢ erreurs, le nombre total de syndromes ne doit pas étre inférieur au nombre total de
configurations erronées. On doit donc avoir :

t
()
i=0 !

On considére un code capable de corriger une erreur sur des mots codés a 11 bits de données.

(a)  Combien faut-il de bits de contréle de parité a ce code?
(b) Quelle est 1a matrice de contrdle de parité H de ce code?

(a) D’apreés la relation (8.67)
1

n—k ny _/n ny ’
2 >.E(i)_(o>+(1)‘l+”
=0
Posonsn —k =m. Soitk = 11,onan =m + 11, il vient :
2" > 124m-—>m =4

11 faut au moins 4 bits de contréle de parité.
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b) D’aprés la relation (8.61),ona:
=[01-[0]
H' = =
Im I4

Pour que le code détecte une seule erreur, il faut que les 11 premiéres lignes de la matrice H7 soient uniques.
Elles doivent aussi étre différentes des 4 dernieres lignes qui ne comportent qu’un 1 par ligne et ne peuvent
étre identiquement nulles.

Avec ces conditions, une matrice de controle de parité H (transposée de H ) pour le (15,11) code étudié
ici a pour expression :

0
1
H =
1
0

—_ O - O

0 1 0 1
0 01 1
1 111
1 11 1

S O O -~
S O = O
S - O O
- O O O

11
11
1 0
0 1

[ R
o o— 0 —
—_c O —

CODAGE PAR BLOCS LINEAIRE ET CORRECTION D’ERREUR

8.46. On considere les vecteurs-codes qui suivent :

8.47.

8.48.

cg=[1 0 0 1 0]
c;=[0 1 1 0 1]
c=[1 1 0 0 1]
(a)  Calculer d(c;,¢y), d(c),¢3) et d(cy,c3).
(b)  Montrer que :
d(cy,e2) +d(ca,¢3) = d(cy,c3)
(a) En invoquant la relation (8.69), on obtient :
dej,c) =w(e;®e)=w[l 1 1 1 1]1=5
dej,e3) =w(e; dez3)=wi0 1 0 1 1}=3
d(er,c3) =wea ®de3) =w[l 0 1 0 0]=2

(b)
d(ey,c2) +d(c2,e3) =5+2 >3 =d(ey,c3)

Montrer que si ¢; et ¢; sont deux vecteurs-codes d’un (n,k) code par blocs linéaire alors leur somme est
aussi un vecteur-code.
Comme tous les vecteurs-codes e doivent satisfaire 2 la relation (8.70), on a :
H =0 et ¢;HT =0
Donc :
€ ®c)HH =c;HT @c;HT =0+0=0 (8.138)

ce qui montre que ¢; @ ¢; est aussi un vecteur-code.

Démontrer le théoréme 8.1, a savoir que la distance minimale sur un codage linéaire par blocs est égale
au plus petit poids de Hamming des vecteurs non nuls du code.

D’aprés la relation (8.69) :
d(ci,¢j) = w(c; dc¢j)
d’ou I’on déduit que :

dmin = min d(¢;,¢;) = min w(c; D ¢j) (8.139)
€ #C; € #C;

En utilisant le résultat du probléme 8.47, la relation (8./39) devient :
dmin = minw(c) (8.140)
c£0




308

INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

8.49. Démontrer le théoréme 8.2, a savoir que la distance minimale d’un code linéaire par blocs est égale au
nombre minimal de lignes de HT dont la somme est égale au vecteur 0.

8.50.

D’aprés la relation (8.70), on a :

cHT =0

Le produit cH 7 est une combinaison linéaire des lignes de HT (voir probléme 8.43), le nombre minimal des lignes
de AT dont la somme est égale 4 0 a pour valeur :

min w(c)
c#0

qui est égal a dnin d’apres la relation (8.140).

On considére a nouveau le (6,3) code du probléme 8.38.

(@)
(b)

(a)

()

Montrer que dn,in, = 3 et que ce code est capable de détecter une seule erreur.
En appliquant larégle de la distance minimale relative au déchiffrage, reprendre le (¢) du probleme
8.38.

D’apreés le (b) du probleme 8.38, les vecteurs-codes et leurs poids de Hamming ont les valeurs listées dans
le tableau 8-17.

Tableau 8-17

C; Poids de Hamming
¢,=[0 0 0 0 0 0] 0
e,=[0 0 1 1 1 0] 3
;=[0 1 0 0 1 1] 3
c,=[0 1 1 1 0 1] 4
cs=[1 0 0 1 1 1] 4
c=[1 01 0 0 1] 3
¢,=[1 1 0 1 0 0] 3
c=[1 1 1 0 1 0] 4

Comme dpm; est le plus petit poids de Hamming des vecteurs non nuls du code, dmin = 3. On a donc, selon
la relation (8.717) :
dmin =322t +1

relation satisfaite pour + = 1. On en déduit que ce code ne sait corriger qu’une seule erreur.
Le vecteur regu r a pour valeur: [0 1 0 1 1 1]. Selon la relation (8.69), il vient :

d(r,c;) =4 d(r,c5) =2
d(r,cp) =3 d(r,cg) =5
d(r,ez3) =1 d(r,e7) =3
d(rieq) =2 d(r,cg) =4

La distance minimale entre les vecteurs du code et le vecteur requ a pour valeur :
d(r,c3) =1

On en conclut donc que le vecteur ¢3 = [0 1 00 1 1] a été émis et que les bits de données étaient «010», ce

résultat étant identique au (c¢) du probléme 8.38.
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8.51 On considére un (7,4) code linéaire par blocs dont la matrice de contrdle de parité a pour expression :

101 1100
H=|:1 1 01 0 1 0}
0 1 1 0 0 1

1
(a) Construire les mots de ce (7,4) code.
(b)  Montrer qu’il s’agit d’un code de Hamming.
() Iustrer la relation entre distance minimale et structure de la matrice de controle de parité H en
étudiant le cas du mot codé 0101100.

(a) D’apres les relations (8.60) et (8.58), la matrice génératrice G de ce code a pour expression :
1 000 1 10
0
G = 1 00 0 1 1
0 01 01 01
00 0 1 t 1 1

Puisque k = 4, il existe 2% = 16 mots distincts dans ce code. A chaque valeur de donnée correspond un mot
codé, que 1'on obtient au moyen de la relation (8.57); le tableau 8-18 en donne la liste.

Tableau 8-18

Donnéc codée Mot codé Poids de Hamming
0000 0000000 0
0001 0001111 4
0010 0010101 3
0011 0011010 3
0100 0100011 3
0101 0101100 3
0110 0110110 4
0111 0111001 4
1000 1000110 3
1001 1001001 3
1010 1010011 4
1011 1011100 4
1100 1100101 4
1101 1101010 4
1110 1110000 3
1111 1111111 7
(b) Le tableau 8-18 donne aussi la liste des poids de Hamming de 1’ensemble des mots du code. Comme le poids

minimal des mots non nuls a pour valeur 3, on en déduit que dp,;, = 3. La relation (8.77) nous permet donc
de dire que ce code est capable de corriger une seule erreur de transmission.
Comme nous avonsn =7 etk = 4,ona:

R =2 =8

> (1)=(5)+(})=re7=s

1

L’égalité se produit a la limite de Hamming — relation (8.67) — et il s agit donc bien d’un code de Hamming.
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() Pour le vecteurc={0 101 1 00], la multiplication matricielle de la relation (&8.70) nous conduit a remarquer
que la somme modulo 2 de la deuxieme, la quatriéme et la cinquiéme ligne de HT est égale au vecteur nul :

0 1 &l 1 1]&[l 0 0=[0 0 0]

Un calcul identique portant sur les 14 autres vecteurs non nuls indique que le plus petit nombre de lignes de
HT dont la somme est égale 4 0 a pour valeur 3, qui est égal A dpi, (théoréme 8.2).

Problémes supplémentaires

On considére une source X qui produit cinq symboles avec des probabilités %;‘1 % % et T]E Déterminer I’entropie
de source H(X).

Réponse : 1,875 b/symbole
Calculer I’information moyenne contenue dans la langue frangaise, en supposant que les 26 lettres de I’alphabet ont
des probabilités d’occurrence identiques.

Réponse : 4,7 b/caractere

Deux canaux binaires symétriques (CBS) sont connectés en série, comme le représente la figure 8-15.

0,8 i 0,7

) 0.8 Vs 0,7

Fig. 8-15

(@) Trouver la matrice définissant le canal obtcnu.
(b) Calculer P(z;) et P(zp) danslecasou P(x)) = 0,6 et P(xy) =0,4.

Réponse :
( 0,62 0,38
“ 1038 062

by P(z1) =0,524 P(z2) = 0,476

On considére le canal discret sans mémoire représenté sur la figure 8-16.

(a) Calculer les probabilités en sortie lorsque P(x;) = % et P(xp) = %.
(b) Calculer ’entropie de sortie H(Y).

Réponses : (a) P(y1) =7/24, P(y2) = 17/48 et P(y3) = 17/48
(b) 1,58 b/symbole
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8.56.

8.57.

8.58.

8.59.

8.60.

=

ol—

Fig. 8-16

Démontrer la relation (8.32), c’est-a-dire :

IX;Y)=HX)+ HY) - H(X,Y)

Indication : Ultiliser les relations (8.28) et (8.26).

Montrer que H(X,Y) < H(X) + H(Y), I’égalité n’ayant lieu que si, et seulement si, X et ¥ sont indépendants.
Indication : Ultiliser les relations (8.30) et (8.32).

Montrer que, pour un canal déterministe :
H|X)=0

Indication : Utiliser la relation (8.24) en remarquant que, dans le cas d’un canal déterministe, P (y;|x;) ne prend
que deux valeurs, 1 ou 0.

On considére un canal dont le signal d’entrée est X et le signal de sortie Y. Montrer que si X et ¥ sont statistiquement
indépendants, alors H(X|Y) = H(X) et I(X;Y) = 0.

Indication : Tenir compte des relations (5.48) et (5.49) dans les relations (8.24) et (8.28).

On définit un canal de transmission au moyen de la matrice ci-aprés.

(a) Donner un schéma de ce canal.
(b) Calculer la capacité de ce canal. D
7 30
0 0 1
Réponse : (a) voir figure 8-17.
il
* Vi
1
’ ¥
AN Y3
1
Fig. 8-17

(b) 1 b/symbole
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8.61.

8.62.

8.63.

8.64.

8.65.

8.66.

8.67.

8.68.

INFORMATION ET CODAGE [CHAP. 8

Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité fx (x) etsoit Y = aX 4 b, a et b étant des constantes. Calculer
H (Y) en fonction de H (X).

Réponse : H(Y) = H(X) +loga

Trouver I’entropie différentielle A (X) d’une variable aléatoire gaussienne X de moyenne nulle et de variance o%.

Réponse : H(X) = 1 log2(27re0)2().

On considére un canal de transmission affecté d’un BBGA (bruit blanc gaussien additif) tel que défini par la relation

(8.46), a savoir :
Y=X+n

ol X et Y sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie du canal, n étant un BBGA de moyenne nulle et de
variance a,,z. Evaluer I’information mutuelle moyenne / (X:Y) lorsque le signal d’entrée est Iui aussi gaussien, a

moyenne nulle et de variance a}.

1 0)2(
Réponse : 1(X:;Y) = 51‘3%2 1+ =

On

Calculer la capacité d’un canal affecté d’'un BBGA, dont la bande passante est de IMHz et dont le rapport signal
sur bruit vaut 40 dB.

Réponse : 13,29 Mb/s

On considére une source discréte produisant m symboles équiprobables x;,i = 1,2,...,m.
(a) Montrer que I’ utilisation d’un code de longueur fixe est la solution la plus efficace pour représenter ’ensemble
{xi}.

(b) Soit n, la longueur des mots de ce code. Montrer que si n,, = log, m, I’efficacité du code est de 100%.

Indication : Utiliser les relations (8.49) et (8.52).

Construire un code de Huffman pour la source discréte sans mémoire du probléme 8.32 et montrer qu’il est optimal.

Réponse :
Symboles : Xy X2 X3 X4
Code : 0 10 110 111

Une source discréte sans mémoire produit cing symboles x|,x2,x3,x4 et x5 avec les probabilités respectives
0,2, 0,15, 0,05, 0,1 et 0,5.

(a) Construire un code de Shannon-Fano pour X et calculer ’efficacité de ce code.
(b) Reprendre la question (a) avec un code de Huffman.

Réponse :

Symboles : X1 X3 X3 X4 X5

(@ Code : 10 110 1111 1110 0

Efficacité du code : n = 98,6%.

Symboles : x| b X3 X4 X5

) Code : 11 100 1011 1010 0

Efficacité du code : n = 98,6%.

Montrer que les codes du probléme 8.33 satisfont a I’inégalité de Kraft.

Indication : Appliquer la relation (8.54).
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8.69.

8.70.

8.71.

8.72.

8.73.

8.74.

8.75.

w
—
(O8]

On considere un (6,3) code linéaire par blocs dont la matrice de contrdle de parité H a pour expression :

1 01 1 00
H={0 11 01 0
1 11 0 0 1
(@) Quelle est Ia matrice génératrice G de ce code?
(b) Quel est le mot codé dont le groupe données est 101?
Réponse :
(@)
1 001 01
G=101 0 0 1 1
00 1 1 1 1
(b) 101010

En se placant dans le contexte du codage de Hamming étudié au probléme 8.51, déchiffrer le mot 0111100.

Réponse : 0101

On considére un (n,k) code par blocs linéaire de matrice génératrice G et de matrice de contrdle de parité H. Le
(n,n — k) code engendré par H est appelé code dual du (n,k) code. Montrer que la matrice G est la matrice de
controle de parité du code dual.

Indication : Transposer matriciellement la relation (8.62).

Montrer que tous les vecteurs codes d’un (n,k) codage linéaire par blocs sont orthogonaux aux vecteurs de son code
dual (le vecteur X est orthogonal au vecteur ¢ si xe” = 0, ot ¢ est le transposé du vecteur ligne c).

Indication : Utiliser la relation (8.62).

Quel est le code dual du (7,4) code de Hamming étudié dans le probléme 8.51? Trouver la distance minimale dpj,
de ce code dual.

Réponse :
0000000 0111001 1101010 1010011

1011100 1100101 0110110 0001111
dmin = 4

Un code comporte les mots 1101000, 0111001, 0011010, 1001011, 1011100 et 0001101. Si I’on regoit 1101011,
quel est le code qui a été émis?

Réponse : 1001011
Montrer que pour tout (n,k) code linéaire par blocs on a la relation :
dmin <h—k+1

Indication : Appliquer le théoréme 8.2 pour montrer que le rang de la matrice H est dpip — 1.




DEFINITION

Annexe A

Transformée de Fourier

X(w):f{x(t)]:/ x()e /¥ dr
x(t) = F X (w)] = %/ X(w)e!?” dw

Théorémes de Parseval :

f xl(t)xz(t)dtzif X)X (w)dw
2r J_s

—00

/ |x(t>\2dr=—21;f |X ()] dw

Tableau A-1 Propriétés de la transformée de Fourier

Propriété x(t) X (w)
Linéarité ayx (1) + ayxa(t) a1 X (w) + axX2(w)
Décalage temporel x(t — to) X (w)e— @t
. 1 w
Homothétie x(at) —X (—)
la] a
Inversion x(—t) X (—w)
Dualité X () 2 x(—w)
Translation x(1)eloot X (w — wo)
Modulation x (1) cos wot %[X(w —wo) + X(w + wo)]
Dérivation en temps x'(t) JjwX (w)
Dérivation en fréquence —jtx(t) X' (w)
t

1

Intégration / x(t)dr —X(w) + X (0)§(w)
oo jw

Convolution x1 (1) * x2(t) X1 ()X (w)

1
Multiplication x1(t)x2(t) 2—X1 (w) * X7(w)

T

e




TRANSFORMEE DE FOURIER

Tableau A-2 Paires de transformées de Fourier

x(t) X(w)
163 |
8(t —10) e Jwh
1 218 (w)
u(t) n8(w) + —
2
sgn(r) -—
Jw
1 .
— —Jsgn(w)
Tt
eJwot 278 (w — wp)
cos wot {8 (w — wp) + §(w + wp)]
sin wpt —Jjr[é(w — wp) — 8(w + wp)]

e ut) a>0

1

Jo+a
1
te™u(t) a=>0 —_—
(o + a)
- 2a
el az0 Ara
e—12/20h) Ume~a2w2/2
o = 1 ltl <a sinwa
Patl) = 0 |t] > a “ wa
sinat (@) = 1 lwl < a
Tt Pat®) =19 lw| > a
t .
1 — u lt| < a sin(wa/2) 2
x(t) = a a|———
0 [t| > a wa/2
o o0 271,
> 8Gt—nT) @ ) S=nwn) wy=m
n=—oc n=—00
- 1 [
) = —/ @) 4 — jsgn(@)X (@)

) oot—1
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Annexe B

Fonctions de Bessel J, (3)

Fonctions de Bessel de premiére espéce, d’argument S8 :

FONCTION GENERATRICE ET DEFINITION

o

ejﬁsinw,,,tz Z Jn(ﬁ)ejnw,,,z

n=—00

1 T
Jn(,B) — ____/ ej(ﬂsm/\—n)»)dk

27 J_,

(= DA(B/2H
Mﬁ)z% K1k +n)!

PROPRIETES DE J, () :

1. J_x(B) = (—=D)"J.(B)
2
2 Jei(B) + Jusi(B) = —Ju(B)

B
o o]
3.0 ) B =1
n=—00
Tableau B-1 Quelques valeurs de J, ()

n/pB 0,1 0,2 0,5 1 2 5 8 10
0 0,997 0,990 0,938 0,765 0,224 —0,178 0,172 —0,246
1 0,050 0,100 0,242 0,440 0,577 —0,328 0,235 0,043
2 0,001 0,005 0,031 0,115 0,353 0,047 —-0,113 0,255
3 0,003 0,020 0,129 0,365 —0,291 0,058
4 0,002 0,034 0,391 —0,105 —0,220
5 0,007 0,261 0,286 —0,234
6 0,001 0,131 0,338 —-0,014
7 0,053 0,321 0,217
8 0,018 0,224 0,318
9 0,006 0,126 0,292
10 0,001 0,061 0,208
11 0,026 0,123
12 0,010 0,063
13 0,003 0,029
14 0,001 0,012
15 0,005
16 0,002

-




Annexe C

Fonction complémentaire Q(z)

de la fonction d’erreur erf(z)

0(2) = — / e gy
) = ——= e
A/ 27[ z
Q) =3 Q(-0)=1-0@r 20
0(2x) = 5 —erf(z)
erf(z) = 1 /: e M2 g
V21 Jo
1 2
Q) ~ e T2 2> 1(z>4)
V2rz
Tableau C-1 Q(z)

z Q(2) z Q@) z Q@) z Q)
0,00 0,500 0 1,00 0,1587 2,00 0,022 8 3,00 0,001 35
0,05 0,480 1 1,05 0,146 9 2,05 0,0202 3,05 0,001 14
0,10 0,460 2 1,10 0,1357 2,10 0,0179 3,10 0,000 97
0,15 0,440 4 1,15 0,125 1 2,15 0,0158 3,15 0,000 82
0,20 0,4207 1,20 0,115 1 2,20 0,0139 3,20 0,000 69
0,25 0,401 3 1,25 0,1056 2,25 0,0122 3,25 0,000 58
0,30 0,382 1 1,30 0,096 8 2,30 0,0107 3,30 0,000 48
0,35 0,3632 1,35 0,088 5 2,35 0,009 4 3,35 0,000 40
0,40 0,344 6 1,40 0,080 8 2,40 0,008 2 3,40 0,000 34
0,45 0,326 4 1,45 0,073 5 2,45 0,007 1 3,45 0,000 28
0,50 0,308 5 1,50 0,066 8 2,50 0,006 2 3,50 0,000 23
0,55 0,291 2 1,55 0,060 6 2,55 0,005 4 3,55 0,000 19
0,60 0,274 3 1,60 0,054 8 2,60 0,004 7 3,60 0,000 16
0,65 0,257 8 1,65 0,049 5 2,65 0,004 0 3,65 0,000 13
0,70 0,242 0 1,70 0,044 6 2,70 0,003 5 3,70 0,000 11
0,75 0,226 6 1,75 0,040 1 2,75 0,003 0 3,75 0,000 09
0,80 0,216 9 1,80 0,0359 2,80 0,002 6 3,80 0,000 07
0,85 0,1977 1,85 0,0322 2,85 0,002 2 3,85 0,000 06
0,90 0,184 1 1,90 0,028 7 2,90 0,0019 3,90 0,000 05
0,95 0,171 1 1,95 0,0256 2,95 0,001 6 3,95 0,000 04
4,00 0,000 03
4,25 103
4,75 10-¢
5,20 107
5,60 10-8




Annexe D

Formules mathématiques usuelles

D.1 IDENTITES TRIGONOMETRIQUES

e = cosf % jsind

cos® = 3(e? + e 1%)

sinf = %j(ejg —e /%

sin®@ 4 cos?6 =1

0820 = cos26 —sin*H =2cos?0 — 1 =1—2sin’0
sin26 = 2cos 6 sin6

cos?0 = $(1 + cos26)

sin* = (1 — cos26)

cos (@ £ B) = cosacos B Fsina sin B

sin(a = B) = sin cos B £ cosa sin B

tano £ tan B

t + =-—
an(@ £ ) | Ftana tan B

cosacos B = 4 cos (o — B) + 3 cos (a + B)
sine sin B = 1 cos (@ — B) — 3 cos (a + B)

sine cos B = 1 sin(e — B) + 3 sin(a + B)

b
acosx +bsinx =Ccos(x +6) ouC =+a?+ b? et 6 = — arctan —
a

D.2 DEVELOPPEMENTS EN SERIE ET APPROXIMATIONS

@+t =3 (et o ()= (n—n—k')'k'

k=0
n
1
(1+x)"=2(n)x":l+nx+—n(n—])x2+~~
k=0 k 2!

,\-_oo 1y L, 1,
e_gﬂx =1+x+2—!x —{—E—!x 4.

! ! 1
a* = e*n¢ =1+xlnq+5(xlna)2+~--
1,

= 1 L
Cos x = —Ex —{—Hx —




ANN.D] FORMULES MATHEMATIQUES USUELLES

sinx=x—§l—!x3+5i!x5—-~-
ln(1’+x)=x—lx2+£x3—--~
2 3
lorsque |x| < 1,

(+x)"~1+nx
et~ 14x
cosx = |
sinx &~ x
a*~1+xla

In(1 +x) ~ x
D.3 INTEGRALES
Intégrales indéfinies

1 .
/ cosax dx = —sinax
a

sinaxdx = ——cosax
a
i —b i +b
cosaxcosbxdx = 51;((2 — b))x 31;152 T b;X a’ # b*
. b . -
sinaxsinbx dx = sina ) - sinfa + b)x a* # b?

2(a — b) 2(a+b)
cos(a — b)x cos(a+ b)x
2(a—b) 2(a + b)

sinax cosbx dx = —[

:l a27éb2

sin2ax
4a

/

/

/

/

/ ‘
/ sinax dx = % _ sin2ax
/ o

/

/

/

/

x
cos’axdx = 3 +

4a

ax
e cosbxdx = W(a cosbx + bsinbx)
a

e““sinbxdx = azew(a sinbx — bcos bx)
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Intégrales définies

had 1
/ e“”dx:—/z a>0
0 2Y a
[0" ax? 1
xe dx=— a>0
0 2a
o } I x3x---Q2k—1
/ x%emax’ gy = ( ) /Z a>0
0 2k+1 gk a
g a
/ e cosbxdx=—— a>0
0 a?+b?
o0
Zax _
/0 e smbxdx—m a>0
[°° e~ cosbx dx = —ﬁe"bz/““z)
0 261

o0
cos ax T
/ dx = —e 4 a>0,b>0
0

b2 + x? 2b
oo .

mx=£e_“b a>0b>0
0 b2 + x? 2

Intégration par parties

/ FEE ) dx = F)g() — f F0gl dx

[ANN.D




Annexe E

Symboles mathématiqes et abréviations

E.1 SYMBOLES

Symbole

Signification

X

SOMeNnN DCce g

vy

=

5

E[]

max

min

A

ATxT)
A—I

det A
H*(w)
{x(m)}x[nD
x'(9)

x(1) * y(@)
mi(t)

m(t)
my ()
sgn(-)
N(u; 0%

peu différent de

indique une paire de transformées de Fourier
addition modulo 2

union de deux événements
intersection de deux événements
sous-ensemble de

événement nul

sommation

produit

transformée de Fourier de

transformée de Fourier inverse de
opérateur d’application linéaire
moyenne temporelle

moyenne temporelle de x(t)

valeur absolue de a

espérance mathématique de

maximum

minimum

événement complémentaire de A
transposition de la matrice A (du vecteur X)
inverse de la matrice A

déterminant de la matrice A

complexe conjugué de H (w)

suite

dérivée premiere de

convolution de x(r) et de y(r)
transformée de Hilbert de m (1)
approximation en escalier de m (t)
I’indice + indique un signal analytique
fonction signe de

VA normale de moyenne y et de variance o2




'——
|
1
|
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SYMBOLES MATHEMATIQUES ET ABREVIATIONS

E.2 ABREVIATIONS

[ANN.E

Abréviation

Signification

ac

AM
AMI
ASK
b/s
BBGA
BLD
BLI
BLR
BLS
BLU
CAD
CBS
CD
CDA
CbSM
Cw
dB

dc

dét
DM
DSB
DSB-SC
exp
FDM
fdp

FI

FM
FSK
Gb

IF
IS1
kb/s
kHz

alternating current, courant alternatif

amplitude modulation, modulation d’amplitude

alternate mark inversion, inversion d’impulsion alternée
amplitude-shift keying, modulation par saut (ou commutation) d’amplitude
bit par seconde

bruit blanc gaussien additif

a bande latérale double

bande latérale inférieure

a bande latérale résiduelle

bande latérale supérieure

a bande latérale unique

convertisseur analogique-digital

canal binaire symétrique

compact disk, disque compact

convertisseur digital-analogique

canal discret sans mémoire .

continuous wave, onde entretenue pure, graphie

décibel

direct current, courant continu

déterminant

delta modulation, modulation delta

double-sideband, a bande latérale double

double-sideband suppressed carrier, bande latérale double & suppression de porteuse
fonction exponentielle

frequency division multiplexing, multiplex a division de fréquence
fonction de densité de probabilité

fréquence intermédiaire

frequency modulation, modulation de fréquence
frequency-shift keying, modulation par saut de phase

gigabit

hertz

intermediate frequency, fréquence intermédiaire (FI)
intersymbol interference, confusion intersymbole, diaphonie
kilobits par seconde

kilohertz

logarithme naturel (ou népérien)
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SYMBOLES MATHEMATIQUES ET ABREVIATIONS

Abréviation

Signification

LSB
MAP
Mb
Mb/s
MDF
MHz
ms

mV

us

NB
NBFM
NBPM
NRZ
PAM
PCM
PM
PSK
RF

ms

RZ

s

S/B
SDSM
sgn
SLIT
(S/N)e
(S/N)q
(S/N)s
SNR ou S/N
SSB
SSL
SSS
USB

A%

var
VCO
VSB
WB
WBFM
WBPM

lower sideband, bande latérale inférieure (BLI)
maximum a posteriori

mégabit

mégabit par seconde

multiplex a division de fréquence

mégahertz

milliseconde

millivolt

microseconde

narrow band, bande étroite

narrow band frequency modulation, FM a bande étroite
narrow band phase modulation, modulation de phase a bande étroite
non-retour a zéro

pulse amplitude modulation, modulation d’impulsions en amplitude
pulse code modulation, modulation d’impulsions codées
phase modulation, modulation de phase

phase-shift keying, modulation par sauts de phase

radio frequency, radiofréquence

root mean square, valeur efficace (ou quadratique)
retour a z€ro

seconde

rapport signal sur bruit

source discréte sans mémoire

fonction signe

systéme linéaire invariant dans le temps

rapport S/N (ou S/B) en entrée

rapport signal sur bruit de quantification

rapport S/N en sortie

signal to noise ratio S/N, rapport signal sur bruit S/B
single-sideband, a bande latérale unique

stationnaire au sens large

stationnaire au sens strict

upper sideband, bande latérale supérieure (BLS)

volt

variance

voltage controlled oscillator, oscillateur commandé en tension
vestigial sideband, a bande latérale résiduelle

wide band, a large bande

modulation de fréquence a large bande

modulation de phase a large bande
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Index

Addition modulo 2, 276
Alphabet source, 263
Ambiguité, 268

Armstrong, modulateur FM, 91
ASCII, code, 136
Autocorrélation, 7, 8, 185-187
Autocovariance, 185, 188

| B

Bande
de base, 49
de bruit équivalente, 216
étroite (NB, narrow band)
filtre, 15
modulation d’argument, 77, 80-81
processus aléatoire, 93
large, modulation d’argument, 80
latérale,
double (BLD). modulation, 48, 59, 84, 222
double a suppression de porteuse (DSB-SC), 49
inférieure (BLI), 49
supérieure (BLS), 49
unique (BLU), modulation, 48, 52, 64
passante
a3dB, 15,41
d’un filtre, 15
d’un systeme, 15
en puissance, 16
BBGA, bruit blanc gaussien additif, 230, 270
Biphase, signal, 108
Bit, définition, 264
Broutilleur, 70
Bruit
additif, 220
en AM, 222, 238
en bande de base, 221, 237
BBGA, 230, 270
blanc, 192
blanc a bande limitée, 192
coloré, 256
en modulation d’argument, 226, 244
de quantification, 102
thermique, 219
équivalent, 216

gaussien, 232
additif, 230, 270

C

Canal
binaire a effacement, 284, 289
binaire symétrique (CBS), 267
déterministe, 266, 269
discret sans mémoire (CDSM), 265, 282
sans bruit, 267, 269
sans perte, 266
Capacité d’un canal, 269, 288
binaire a effacement, 289
binaire symétrique, 269, 289
bruité par un BBGA, 270, 292
déterministe, 269
sans bruit, 269
sans perte, 269
Codage, 263
d’un canal, 274, 300
contrdle d’erreur, 275, 302
entropique, 273, 297
de Huffman,.274
de Shannon-Fano, 273
de source, 271, 293
Code,
a controle de parité linéaire, 275-276
ASCII, 136
par blocs, 275
linéaire, 307
déchiffrable de fagon unique, 272
détecteur d’erreur, 302
dual, 313
efficacité, 271
longueur, 271
de longueur variable, 272
Manchester, 108
parfait, 277
redondance, 271
remplissage, 275
répétitif, 300, 304
systématique
vecteur, 276
Codes,
correcteurs d’erreur, 275
cycliques, 275
de Hamming, 277
de ligne, 107
de longueur fixe, 272
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instantanés, 272
optimaux, 272
sans préfixes, 272
Coefficients de Fourier, 4
Compander
(compression-expansion de dynamique), 104
Contr6le de parité
bits, 275
équation, 277
matrice, 276
Conversion de fréquence, 57
Convertisseur analogique-digital (CAD), 98
Convolution, 6, 10, 30
théoremes, 7, 30-31
Correction d’erreur, 277, 307
Corrélateur, 234, 253
Corrélation, 7-8, 32, 187, 198, 234
autocorrélation, 7
coefficient de, 147
inter -, 7
Covariance, 147
matrice de, 191
stationnaire, 197
Critere,
d’erreur minimale, 232
de Nyquist, forme d’impulsion, 133

D

Décalage de fréquence, 57
Démodulation, 49
synchrone, 50
en AM, 50
en BLR, 56
en BLU, 54, 68
en DM, 107
en DSB, 49
en FM, 81
en modulation d’argument, 81
en PM, 82
Densité,
interspectrale, 189
spectrale de puissance, 8, 31, 188, 190
spectrale énergétique, 7
Déphasage, 39, 53
Désaccentuation, filtre de, 246-247
Descrambler, 74
Détecteur,
a maximum de vraisemblance, 231-232, 249
d’enveloppe, 51, 63
quadratique, 62, 242
Détection,
cohérente, 50

INDEX

d’enveloppe, 50, 224

d’erreur, 277, 307

erreur de, 277-278, 307

optimale, 233, 235

synchrone, 66, 222
Détection-intégration, 251
Déviation standard, 146
Diagramme

de Venn, 139, 153-154

vectoriel,

en AM, 87
en NBFM, 87

Différentiateur, 44, 209
Discrimination de fréquence, 53, 81-82
Distance

de Hamming, 277

minimum, 278
Distorsion

d’amplitude, 12

de phase, 12
Distribution

binomiale, 148

conditionnelle, 143

conjointe, 142

gaussienne, 150

marginale, 143

normale, 150

de Poisson, 150

Echantillonnage, 98, 99

fréquence, 99

idéal, 100

instantané, 99

intervalle, 1

naturel, 100

non idéal, 100

période, 99

rectangulaire, 100
Echantillonneur-bloqueur, 100
Echelon unitaire, 2
Effet

d’ouverture, 122

de seuil, 224

en AM, 226
en modulation d’argument, 229

Efficacité d’un codage, 271
Egaliseur, filtre, 42
Energie, 1

moyenne, |
Entropie, 264

conditionnelle, 268

conjointe, 268

différentielle, 270




Enveloppe, détection d’, 50, 224
Equivalence, propriété, d’, 19
Ergodicité, 186, 197
en autocorrélation, 187
en moyenne, 187
Espace des événements, 138
Espérance mathématique, 146
conditionnelle, 177
Evénement(s), 138-141
nul, 138
Excursion
maximum de fréquence, 75
de phase instantanée, 75

F

Famille de fonctions, 184
Filtrage, 11-12
Filtre
adapté, 233-234, 253
et bruit coloré, 256
causal, 15
gaussien, 47
de préaccentuation, 246
de prédétection, 222
a pente cosinus raidi, 111
passe-bande, 14
passe-bas Butterworth, 47
passe-haut, 13
transverse, 42
Fonction
de Bessel, 78, 85, 316
caractéristique
conjointe, 148
marginale, 148

complémentaire de la fonction d’erreur, 151, 317

de densité de probabilité, 142, 157
conditionnelle, 143
conjointe, 142
marginale, 143

de densité gaussienne, 191
a deux variables, 213
a plusieurs variables, 191, 221

de Dirac, 2

élémentaire, 184

généralisée, 2

propres, 38

Q, 151,233, 317

signe, 27

singulieres, 2-3, 19

de transfert (réponse en fréquence), 10

unitaire, 2

INDEX

Formule

de Parseval, 24

de Wiener-Khinchin, 186
Fréquence

fondamentale, 2

image, 57

instantanée, 75, 83

excursion, 75
de Nyquist, 99
pure, modulation, 78

G-H

Gain de détection, 223
Génération des signaux
AM, 50
BLD, 48
BLR, 55
BLU, 53-54, 64
a modulation d’argument, 80, 90

Hétérodyne, 57

Identité d’Euler, 26
Index de modulation, 51

en modulation d’amplitude, 51

en modulation d’argument, 78
Inégalité

de Cauchy-Schwarz, 176

de Kraft, 273, 295

de Markov, 175

de Schwartz, 253

de Tchebychev, 176
Information,

contenu, 263

débit, 263-264

mesure, 263, 279

moyenne, 264

mutuelle, 268, 284

source, 263
Intercorrélation, 7, 33, 188
Intercovariance, 188
Interférence intersymbole (ISI), 110, 133
Intervalle de Nyquist, 99
Inversion d’impulsions alternée (AMI), 108

J-L
Jacobien, 145

Largeur de bande
équivalente, 47
d’un signal AM, 52

des signaux a modulation d’argument, 79, 8§
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Ligne
aretard, 93
aretard a prises, 42
Limite de Hamming, 277
Limiteur, 97
Loi
binomiale, 148
de compression A, 104, 136
de compression w, 104, 206
de Morgan, 139
de Poisson, 150
de Shannon-Hartley, 270

M

Masquage d’un bruit, 229
Matrice
génératrice, 276
de transition d’un canal, 265-267, 283
Maximum a posteriori (MAP), critere, 249
Mélange de fréquence, 57, 70
Mise en forme d’impulsions, 110, 133
Modulateur équilibré, 36
Modulation
d’amplitude (AM), 36, 48-74
d’amplitude & quadrature (QAM), 72
d’argument, 75-97

a bande latérale double (BLD), 48, 59, 84, 222
a bande latérale résiduelle (BLR), 48, 59, 84, 222
a bande latérale résiduelle (BLR), 48, 55, 68

en bande latérale unique (BLU), 48, 52, 64
delta (DM), 98, 106, 128
exponentielle, 77
de fréquence (FM), 48, 75, 84
a fréquence pure, 78
d’impulsions, 48
en amplitude (PAM), 101
codées (PCM), 98
numériques, 98
en quadrature (QAM), 72
de phase (PM), 48, 75, 84
linéaire, 48, 84
non linéaire, 84
numérique d’une porteuse, 112
récepteur, 97

par sauts d’amplitude (ASK), 112-113, 236
par sauts de fréquence (FSK), 112-113, 236

par sauts de phase (PSK), 112, 113, 236
par tout ou rien, 112-113, 236
sinusoidale, 78

Moments,
centré d’ordre n, 146
centré d’ordre deux, 146

INDEX

conjoint, 147
conjoint d’ordre n, 185
fonction génératrice, 147, 178
ordre, 147
d’ordre n, 146
Mot codé, 271
Moyenne
d’ensemble, 185
temporelle, 186
vectorielle, 191
statistiques, 145, 169, 185
Multiplexage,
en fréquence 58, 70,
en quadrature, 72
temporel, 58, 109, 131
Multiplicateur(s)
de fréquence, 80
de Lagrange, 291

N-O
Non retour a zéro (NRZ), 107

Opérateur linéaire, 9
fonctions propres, 38
valeurs propres, 38

Passage a zéro, 94, 200
Période, 2
Poids de Hamming, 278
Point élémentaire, 138
Porteuse, 48
Probabilité
a priori, 232
a posteriori, 249
en ASK, 236
en bipolaire / bande de base, 236
en bruit gaussien, 232-233
conditionnelle, 140
densité, 143
répartition, 143
conjointe,
définition axiomatique, 140
d’erreur, 220, 231-232, 249
fonction de densité, 143
fonction de répartition, 142
fréquence relative, 140
en FSK, 236
marginale, fonction de densité, 143
matrice, 266
mesure, 138
‘2n monopolaire / bande de base, 235-236
en PSK, 236
répartition, 143



totale, 141
de transition d’un canal, 265
Processus aléatoire 184, 194
a bande étroite, 193
définition, 184
ergodique, 187
gaussien, 191, 212
non corrélé, 188
orthogonal, 188
périodique, 195
représentation cartésienne, 193
stationnaire
en covariance, 197
au sens large (SSL), 186
au sens strict (SSS), 186
statistique, 185, 194
Processus stochastiques (aléatoires), 184
Puissance, 4
moyenne, |

Q

Quantification, 98, 101, 123
bruit de, 102
erreur, 102, 107
non uniforme, 103
uniforme, 101

Raideur d’un filtre, 111
Rapport
de vraisemblance, 232
porteuse sur bruit, 226
signal sur bruit (S/N, S/B), 220
en AM, 223
en BLD, 222-223
en BLU, 223
en FM, 228
en PM, 228
en sortie, 220
signal sur bruit de quantification, 124
Rayleigh, variable aléatoire, 169
Recouvrement (ou aliasing), 114
Regle
de Bayes, 140
de Carson, 80, 90
de parité, 301
majoritaire, 300
Rendement (transmission AM), 61
Répartition normale, 150
Réponse
en fréquence, 10, 37
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impulsionnelle, 10, 37
indicielle, 37
Représentation cartésienne d’un processus aléatoire,
193
composante en phase, 193
composante en quadrature, 193
Retour a zéro, 107

Série
de Fourier, 3, 22
de Fourier complexe, 3
de Fourier exponentielle, 3, 22

Seuil
niveau, 240
optimal, 232
Signal

aléatoire, 1, 184

analogique, 1

analytique, 73

apériodique, 2

a bande limitée, 36

binaire aléatoire, 201

bipolaire, 107-108

causal, 10

complexe, 1

des télégraphistes, 218

déterministe, 1

numérique, 1

périodique, 2, 19

a puissance finie, 1

réel, 1

a temps continu, 1

a temps discrétisé, 1
Source discréte sans mémoire (SDSM), 263
Sous-porteuse, 58
Spectre

d’amplitude, 4-5

de Fourier, 5

de Fourier d’un signal modulé en argument, 77, 86

de fréquence, 4, 11

de fréquence discret, 4

de phase, 5

de puissance, 188, 198

de raies, 4
Stationnarité

au sens large (SSL), 186

au sens strict (SSS), 186
Statistique des processus aléatoires, 185, 194
Superhétérodyne, récepteur AM, 70
Symbole de Kronecker, 117
Syndrome, 277

décodage, 277
Systeme(s)

a temps continu, 9
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bande passante, 15
causal, 10
discret, 9
filtrage, 11

linéaires, définition, 9, 37
caractéristiques fréquentielles, 40
invariant dans le temps (SLIT), 9, 189

et processus aléatoire, 189-190, 206-212

réponse en fréquence, 10, 37
réponse impulsionnelle, 10
réponse, 189

T

T1, systeme, 110
Télégraphistes, signal des -, 200, 218
Test d’hypothese, 230
Théoréme
du codage, 275
de I’échantillonnage, 98, 114
dans le domaine des fréquences, 135
passe-bande, 119
passe-bas, 99, 114
uniforme, 99
de la convolution en fréquence, 7, 31
de la limite centrée, 151
de la modulation, 26
de Parseval
pour la transformation de Fourier, 8, 32
pour les séries de Fourier, 4
Thermique, bruit, 219
Tirage aléatoire, 138
Train d’impulsions unitaires, 22, 29
Trainage, 106-107
Transformées
de Fourier, 4, 25
définition, 4, 314
inverse, 5
paire de -, 5, 315
propriétés, 5, 314
de Hilbert, 39, 46, 73, 207, 219

INDEX

Transmission
en bande de base d’un signal bipolaire, 235
sans distorsion, 11

U-v
Unipolaire, signal, 107, 235-236

Valeurs propres, 38
Variable aléatoire, 14, 157
de Cauchy, 182
conjointement normale, 162
continue, 142
déviation standard, 146
discrete, 141
espérance, 145
exponentielle, 160
fonctions, 144, 163
gaussienne, 150
gaussienne normalisée, 151
indépendante, 144
moment centré d’ordre #, 146
moment d’ordre n, 146
moyenne, 145
non corrélée, 147
normale, 151
de Poisson, 150, 171
de Rayleigh, 169
orthogonales, 147
uniforme, 159, 169
variance, 146
Variance, 146
VCO, oscillateur commandé en tension, 81
Vecteur
aléatoire, 191
code, 276
données, 276
d’erreur, 277
Vraisemblance, 232
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