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INTRODUCTION

Généralités _

Elaboration, détection, interprétation de signaux porteurs d’informations sont les
principaux objectifs du traitement des signaux. Cette discipline s’appuie essentielle-
ment sur ["électronique et 'informatique. Elle trouve son champ d’application dans
tous les domaines concernés par la perception, la transmission et 'exploitation d’infor-
mations. Ce vaste champ s’étend des télécommunications & I'instrumentation scientifi-
que, de 'automatisation industrielle au génie biomédical, en passant par le traitement
d’images, la reconnaissance de formes, la robotique, I'intelligence artificielle ...

L’outil d’analyse et de synthése de systémes de traitement est la théorie du signal.
C’est un ensemble de concepts et de modéles mathématiques inspirés de I’analyse fonc-
tionnelle, de ’algébre linéaire et du calcul des probabilités.

Son point de départ est le développement orthogonal des fonctions, dont le cas
particulier le plus intéressant est le modéle de Fourier. 1l conduit aux concepts féconds
de dualité temps-fréquence et de spectre fréquentiel qui s’appliquent aussi bien a I’étu-
de des signaux déterministes que des signaux aléatoires, continus ou échantillonnés,
moyennant I'introduction de la notion de corrélation et de modéles statistiques appro-
priés. Les concepts de signal analytique et d’enveloppe complexe généralisent celui de
phaseur, introduit en électrotechnique. 1ls facilitent la représentation des signaux 4
bande étroite et favorisent le développement d’une théorie de J]a modulation.

Le modéle utilisé en traitement des signaux est celui des schéma-fonctionnels :
assemblages symboliques de blocs fonctionnels réalisant une tache élémentaire. Les
modéles de ces blocs fonctionnels sont établis en comparant leurs signaux d’entrée et
de sortie. Il en résulte un riche inveniaire de propriétés et de relations qui, combinées,
permettent de décrire ou de prédire le fonctionnement de systémes complexes. La re-
cherche et I'évaluation des performances de procédures efficaces de conversion, de dé-
tection, de mesure, etc., de signaux s’en trouve facilitée.

Le but de cet ouvrage est d’apporter i 'ingénieur, ou a tout autre scientifique
concerné, les bases théoriques fondamentales nécessaires 3 la compréhension ou a I'uti-
lisation de cette discipline.

Place du volume VI dans le Traité d’Electricité

La théorie du signal fait aujourd’hui partie du bagage culturel de tout ingénieur
électricien de niveau universitaire. Elle intervient dans I"élaboration du cahier des char-
ges et dans I'évaluation des performances de nombreuses installations techniques. Elle
est en cela complémentaire de I"électromagnétisme (vol. I1T) et de la théorie des cir-
cuits (vol. 1V).
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Le traitement des signaux est étroitement associé 4 I'électronique analogique ou
numérique (vol. VIII et XIV), aux mesures (vol. XVII), aux télécommunications (vol.
XVI1I1), a I"électroacoustique (vol. XXI). etc. Il apporte 4 ces domaines ses méthodes
et ses modéles de schéma-fonctionnels. La position du volume VI est done centrale au
sein des disciplines intéressant I'ingénicur électricien : & la frontiére entre les études
théoriques et les applications pratiques.

L’aspect plus particulier du traitement numeérique des signaux fait I’objet, vu son
importance actuelle, d’'un ouvrage spécifique (vol. XX).

Organisation de I'ouvrage

Ce livre est composé de deux parties. L’ensemble des chapitres 1 & 7, complété
par les chapitres annexes 14 et 15, forme la base d’une introduction générale a la théo-
rie du signal. Les chapitres 8 & 13 sont, eux, consacrés i la modélisation des principales
opérations fondamentales de traitement des signaux.

L’ouvrage débute par une introduction générale sur la nature des signaux et I'é-
volution des procédés de traitement, suivie d’une classification des signaux. Les repré-
sentations mathématiques des signaux déterministes et, en particulier, leur représenta-
tion spectrale, sont introduites aux chapitres 3 et 4. Les modéles de signaux aléatoires
sont représentés au chapitre 5 et complétés au chapitre 6 par 'étude du bruit de fond.
Les concepts de signal analytique et d’enveloppe complexe sont développés au chapi-
tre 7.

Le chapitre 8 présente un essai d’étude systématique des principaux opérateurs
fonctionnels rencontrés en traitement des signaux. Les chapitres 9 et 10 sont consacrés
i I'étude des conditions d’échantillonnage et de représentation numérique.

Une théorie de la modulation faisant appel au modéle de I'enveloppe complexe
est esquissée au chapitre 1. Les principes de Panalyse spectrale expérimentale sont
décrits au chapitre 12. Enfin, theéme central en traitement des signaux, les méthodes de
détection et d’estimation sont abordées au chapitre 13.

L’ouvrage est complété par deux annexes, dont I"'une (chap. 14) est consacrée i
un rappel de théorie des probabilités et 'autre (chap. 15) contient un ensemble de ta-
bles de références.

Objectifs pédagogiques

La matiére réunie dans cet ouvrage convient 4 un enseignement d’environ 80
4 100 heures, réparti de préférence sur une année. Moyennant unc certaine sélection
des sujets abordés, cette matidre peut étre traitée dans un temps plus réduit, sil’on se
borne i un objectif de formation de base et non d’approfondissement.

De nombreux exemples et exercices sont proposés pour faciliter une étude indivi-
duelle.

La relation cntre les concepts abstraits de la théorie du signal et ies potentialités
pratiques du traitement des signaux ne peut toutefois étre percue que moyennant des
travaux pratiques additionnels : laboratoires ou projets.



Conventions

Le Traité d’Electricité est composé de volumes (vol.) repérés par un chiffre ro-
main (vol. V)., Chaque volume est partagé en chapitres (chap. ) repérés par un nombre
arabe (chap. 2). Chaque chapitre est divisé en sections (sect.) repérées par deux nom-
bres arabes séparés par un point (sect. 2.3). Chague section est divisée en paragraphes
( §) repérés par trois nombres arabes séparés par deux points (§ 2.3.11). Les référen-
ces internes stipulent le volume, le chupitre. la section ou le paragraphe du Traité auquel
on renvoie. Dans le cas de la référence 4 une partie du méme volume, on omet le numé-
ro de celui-ci.

Les références bibliographiques sont numérotées contintiment par volume et re-
pérées par un seul nombre arabe entre crochets [33].

Un terme apparait en italique maigre la premiére fois qu’il est défini dans le texte.
Un passage important est mis en évidence lorsqu’il est composé en italique gras.

Un paragraphe délicat ou compliqué est marqué par le signe & précédant son repé-
re numérigue; dans les exercices, ce méme signe peut également annoncer des calculs
longs et fastidieux. Un paragraphe qui n’est pas indispensable 4 la compréhension de ce
qui suit est marqué par le signe O précédant son repére numérique.

Les équations hors texte sont numérotées continiument par chapitre et repérées
par deux nombres arabes placés entre parenthéses et séparés par un point (3.14): une
équation est mise en évidence par son numéro imprimé en caractére gras. Les figures
et tableaux sont numérotés continiment par chapitre et repérés par deux nombres ara-
bes précédés de Fig. (Fig. 4.12) ou Tableau ( Tableau 4.13).
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CHAPITRE 1

SIGNAL ET INFORMATION

1.1 THEORIE DU SIGNAL ET DE L'INFORMATION

1.1.1 Place de la théorie et du traitement des signaux dans le domaine de

Pélectricité et de la science en général

Les applications de I'électricité sont généralement regroupées en deux domaines
principaux, d’ailleurs largement interdépendants :

@ les techniques de I’énergie;
® les techniques de I'information.

La théorie et le traitement des signaux est une discipline appartenant au deuxie-
me domaine, auquel elle apporte i Ia fois des bases théoriques fondamentales et des
techniques particuliéres.

Son influence déborde toutefois aussi sur les techniques de P'énergie, dans la me-
sure ol1 'on y rencontre de nombreux phénoménes (fluctuations de charge d’un réseau
électrique, vibrations d’une machine tournante, variations transitoires du courant d’ex-
citation d’un moteur électrique, perturbations électromagnétiques, etc.) qui peuvent
étre étudiés avec les mémes outils théoriques ou expérimentaux que ceux utilisés pour
les signaux informationnels.

En fait, la théorie et le traitement des signaux intéresse tous les secteurs techni-
ques et scientifiques dans lesquels 'information est pergue par 'intermédiaire d’obser-
vations expérimentales de grandeurs mesurables.

Ces deux termes-clefs : perception et traitement, indiquent pourquoi cette disci-
pline s’est avant tout développée en relation avec les applications de Iélectricité et
plus particulierement celles de la métrologie, responsable de la perception, des télécom-
munications et de P'informatique, chargés du traitement.

La métrologie (vol. XVII) fournit les capteurs qui traduisent pratiquement n’im-
porte quel phénoméne physique en une grandeur électrique facilement amplifiée, fil-
trée, conditionnée, codée, etc., par des dispositifs électroniques appropriés (vol. VIII).
Les circuits de télécommunications (vol. XVIII) acheminent le signal électrique ainsi
créé vers son destinataire. L’informatique (vol. XIV), grice 4 son énorme puissance de
calcul, permet d’effectuer des tiches complexes de manipulations et d’interprétation
de I'information véhiculée par le signal (traitement numérique : vol. XX).

L'universalité de la théorie et du traitement des signaux est attestée par la diver-
sité des secteurs d’application : industriels, scientifiques, biomédicaux, militaires, spa-
tiaux, etc.
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1.1.2 Apercu historique {1]

Le mot signal vient de signe — signum en latin — qui dénote un objet, une marque,
un élément de langage, un symbole convenu pour servir de vecteur 4 une information
L'usage des signes remonte a la préhistoire.

Ce n’est qu’au XIXe siécle qu’apparait I'exploitation des signaux électriques
avec I'invention du télégraphe électrique (Morse, Cooke, Wheatstone, 1830-1840).
Cette invention est rapidement suivie par celle du téléphone (Bell, 1876), puis par la
réalisation des premiéres liaisons radio (Popov, Marconi, 1895-1896). L’émergence de
I'électronique, au début du XXe siécle (Fleming, Lee de Forest, 1904-1907) permet
enfin la détection et 'amplification de faibles signaux. Ce sont la les véritables prémi-
ces du traitement des signaux.

Les auteurs des premiéres contributions a I'étude mathématique des fluctuations
du courant électrique se sont efforcés d’adapter 4 ce cas la méthode d’analyse dévelop-
pée par Fourier (1822) dans le cadre de ses travaux sur la propagation de la chaleur.
Les premiers travaux importants généralisant cette méthode aux phénomeénes et si-
gnaux aléatoires ont été publiés 4 aube des années 1930 par Wiener et Khintchine
[2, 3, 4].

L'optimisation des moyens de télécommunications et de radar (pendant la deu-
xigme guerre mondiale) fut 4 la base du développement de la théorie du signal et de
I'information que nous connaissons aujourd’hui. Dans les années 1920 déja, Nyquist
et Hartley s’étaient attachés a quantifier la quantité d’information transmise sur une
voie télégraphique et avaient observé que la cadence maximum de transmission est
proportionnelle 4 la largeur de bande fréquentielle disponible. II faut toutefois atten-
dre jusqu’en 1948-1949 pour que paraissent les travaux fondamentaux de Shannon
[, 6] sur la théorie mathématique de lIa communication et de Wiener [7, 8] sur la cy-
bernétique (communication et réglage) et le traitement optimal des signaux ou des
données affectés par du bruit. L’élément novateur est ici la prise en compte de I'as-
pect statistique des phénoménes étudids.

D’autres chercheurs ont contribué au développement initial de cette théorie.
Citons particuliérement : Kitpfmiiller [9], Gabor [10], Woodward [11 ], Kolmogoraov
[12], Kotelnikov [13], Rice [14], Goldman [15], Lawson et Uhlenbeck [16], Ville [17],
Blanc-Lapierre et Fortet [18], Brillouin [19] .

Les années cinquante ont constitué une période de maturation, suivie rapidement
par la publication de nombreux ouvrages a vocation essentiellement didactique [20 &
42]. Simultanément, 'invention du transistor, en 1948, suivie environ dix ans plus tard
par la mise au point de la technologie des circuits intégrés, allait permettre la réalisation
de systémes de traitement complexes et la diversification des champs d’application.

Aujourd’hui, le traitement des signaux est une discipline autonome, qui intéresse
de multiples domaines (§ 1.2.1) s’étendant jusqu’a la reconnaissance des formes, la
robotique et U'intelligence artificielle. Elle est complémentaire de I’électronique et de
I'informatique, qui lui fournissent ses moyens.

Une bonne introduction aux concepts modermes d’analyse et de traitement des
signaux a été publiée par Lynn [43). Il prend largement en compte la tendance actuel-
le qui privilégie les méthodes numériques [44-48]. L’évolution technologique, qui
permet la réalisation de processeurs spécialisés et de coit modéré, assure a ce domaine
un avenir prometteur.
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1.1.3 Définition du signal

Un signal est la représentation physique de I'information, qu'il convoie de sa
source & son destinataire.

Bien que les signaux soient considérés ici comme des grandeurs électriques (géné-
ralement courants ou tensions), la théorie présentée dans les chapitres suivants reste
valable — sous réserve d’adaptation adéquate des unités — pour tout type de signal,
quelle que soit sa nature physique.

1.1.4 Définition du bruit

On appelle bricit (en anglais : noise) tout phénoméne perturbateur (interférence,
bruit de fond, etc.) génant la perception ou I'interprétation d’un signal, ceci par analo-
gie avec les nuissances acoustiques du méme nom.

1.1.5 Définition du rapport signal sur bruit

Le rapport signal sur bruit est une mesure du degré de contamination du signal
par du bruit. 1l s’exprime sous la forme du rapport £ des.puissances respectives du si-
gnal P et du bruit £,

£ = P[Py, (1.1)
Il est souvent indiqué selon une échelle logarithmique mesurée en décibels
sdB = lOlong dB (1.2)

1.1.6 Dichotomie signal-bruit

La dichotomie apparente entre signal et bruit est artificielle et dépend des crité-
res propres de Iutilisateur. Certains phénoménes électromagnétiques d’origine galacti-
que captés par des antennes sont considérés comme du bruit par les ingénieurs des télé-
communications et comme un signal du plus haut intérét par les radioastronomes!

Ce qui différencie le signal du bruit est donc avant tout I'intérét de ’observateur.
Un signal perturbé reste un signal et les mémes modéles s’appliquent a Ia description
du signal utile et i celle des perturbations. La théorie du signal englobe donc celle du
bruit.

1.1.7 Théorie du signal : définitions et objectifs

La description mathématique des signaux est 'objectif fondamental de la t/iéo-
rie du signal [49, 50].

Complémentaire de la théorie des circuits (vol. IV) et de celle de la propagation
des ondes électromagnétiques (vol. III), la théorie du signal fournit les moyens de mise
en évidence, sous une forme mathématique commode, des principales caractéristiques
d’un signal : la distribution spectrale de son énergie ou la distribution statistique de
son amplitude, par exemple. Elle offre également les moyens d’analyser la nature des
altérations ou modifications subies par les signaux lors de leur passage au travers de
blocs fonctionnels (chap. 8), dispositifs généralement électriques ou électroniques. Par
li-méme, elle fournit les renseignements essentiels nécessaires a la conception (cahier
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des charges) ou a l'utilisation (mode d’emploi) de ces dispositifs. C'est ainsi que I'on
peut établir les régles a respecter pour passer d’un signal analogique d un signal numé-
rique (chap. 9 et 10). Elle permet aussi de déterminer et de tenir compte des limites
de fonctionnement imposées par la présence de perturbations aléatoires telles que le
bruit de fond (chap. 6).

Son outil de base est le développement en série de fonctions orthogonales (sect.
3.3) dont le cas particulier le plus intéressant est celui de Fourier (§ 3.4.7). Sa forme
la plus générale (chap. [V.7.3) est connue sous le nom de transformée de Fourier [22],
dont les principales propriétés sont rappelées au chapitre 4. Avec les notations usuel-
les en traitement des signaux (§ 4.1.3), la transformée de Fourier d’un signal temporel
x(t) est une fonction de la fréquence f définie par la relation intégrale

oo

X(£)= | x(t)exp(—j2nfrydr (13)

Elle introduit le principe fécond de dualité entre I'espace temps et 'espace fréquence.
Ceci conduit 4 la notion de spectre : répartition d’une grandeur caractéristique d’un
signal (amplitude, énergie, puissance) en fonction de la fréquence. La technique de
I’analyse spectrale (chap. 12) en est P'application pratique directe.

Applicable également & I'étude des signaux aléatoires (chap. 5), grice au dévelop-
pement de modéles statistiques appropriés, ce concept d'une extréme richesse permet
d'aborder 4 un niveau d’abstraction élevé I’étude de procédures complexes de traite-
ment des signaux.

L’introduction des modéles de signal analytiques et d’enveloppe complexe (chap. 7)
facilite la représentation des signaux a bande étroite et favorise le développement

Théorie du signal et de l'information
(appelée aussi: théoric des communications)

1
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]
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]
|

Aspects abordés dans cet ouvrage | = Non traité dans cet ouvrage

Fig. 1.1
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d’une théorie de la modulation (chap. 11). La théorie de la détection (chap. 13) s’ap-
puie, elle, sur les apports de la théorie statistique de la décision et de I’estimation.
Elle trouve un prolongement naturel en reconnaissance des formes (fig. 1.1).

1.1.8 Théorie de I'information et du codage. Définitions

L’information est associée au processus de communication : transfert d’un mes-
sage de sa source 2 sa destination.

La théorie de I'information (ou de la comnumnication [5]) est une théorie stochas-
tique des messages, c’est-i-dire qu’elle prend en considération leurs propriétés statisti-
ques. Elle fournit un ensemble de concepts permettant d’évaluer les performances de
systémes de transfert d’informations, en particulier lorsque le signal porteur d'un
message est contaminé par du bruit.

Elle conduit tout naturellement 4 'étude des méthodes de codage de I'informa-
tion : ensemble de régles spécifiant le mode de représentation du message. Les techni-
ques de codage ont trois objectifs, apparemment contradictoires. Le premier est d’aug-
menter la compacité des signaux, vecteurs d’information, par élimination de toute re-
dondance inutile (codage de source). Le second est d’accroitre la sécurité d’une trans-
mission en présence de bruit par incorporation d’une redondance, adéquatement struc-
turée, permettant la détection, voire la correction, des principales erreurs (codage de
voie). Le troisiéme, enfin, est d’assurer le secret de la communication (cryptographie).

Ces notions sont étroitement lides a la théorie du signal, mais sortent du cadre de
ce livre. On en trouvera une présentation détaillée dans de nombreux ouvrages : par
exemple [51-54].

1.1.9 Importance des modéles et méthodes statistiques

Par nature, I'information a un caractére aléatoire : seul ce qui est imprévisible
est porteur de messages. Les signaux vecteurs d’information sont donc naturellement
aussi de type aléatoire. Mis 4 part certaines formes d’interférences d’origine industriel-
le (influence du réseau de distribution d’énergie électrique, etc.), les bruits doivent
aussi &tre considérés comme des phiénoménes aléatoires.

I n’est donc pas étonnant que la théorie du signal et les méthodes de traitement
des signaux fassent largement appel & des concepts statistiques (calcul des probabilités,
processus aléatoires, etc.).

1.1.10 Modgles et mesures de signaux : fonctions et fonctionnelles

En analyse, une fonction est définie comme une régle de correspondance (appli-
cation) entre deux ensembles de nombres réels ou complexes.

Le modéle mathématique d’un signal est une fonction de une, parfois deux,
voire trois variables : s(?), i(xv), i(xy,f). La figure 1.2 en donne des illustrations.

Le premier cas est le plus courant : la variable 7 est usuellement le temps (mais
elle peut aussi représenter une autre grandeur : une distance, par exemple). La fore-
tion représente 'évolution d’une grandeur électrique ou traduite sous cette forme par
un capteur approprié (microphone : signal acoustique, caméra de télévision : signal
vidéo, accéléromeétre : signal de vibrations, etc.).
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Le deuxiéme cas est celui des signaux bidimensionnels. Ce sont généralement des
fonctions de coordonnées spatiales x et y que ’on nomme plus couramment : images.

Le dernier cas, enfin, correspond par exemple & une succession d’images de télé-
vision ou de cinéma ol1 le temps réapparait comme troisiéme variable.

Les signaux d’entrée et de sortie d’un systéme (fig. 1.3) sont souvent notés, par
convention, x(¢) et y(¢), respectivement. Par exemple, p(£) = x>(¢) désigne la sortie
d’un dispositif non linéaire quadrateur dont la caractéristique est définie par p =x2

x(1) y(r)

—_— systéme =

Fig. 1.3

On appelle fonctionnelle une régle de correspondance entre un ensemble de fonc-
tions et un ensemble de nombres réels ou complexes. En d’autres termes, une fonction-
nelle est une fonction de fonctions. Les signaux résultant d’un traitement ou certains
de leurs paramétres sont souvent exprimés par des relations fonctionnelles. Par exemple:

@ valeur intégrale pondérée [fonction de pondération g() : voir figure 1.4 ]

oo

fHx) = [ x(0) ge) dr (1.4)

— oo

® valeur intégrale quadratique pondérée

x X )g(r)de (1.5)

B—1

fz(x) =

® produit de convolution (fig. 1.5)

W) = x(t)sg(t) = f x(m)e(t—1)dr (1.6)
® produit scalaire (évalué sur 'intervalle T)
< xyt > = J.\'(r)y"’(r)dt (L.7)
T

® valeur échantillonnée

X(tg) = < X80 > = [ x(D8(1-19)dt (1.8)

La transformée de Fourier (1.3) est un autre exemple de fonctionnelle. Dans le
cas des signaux bidimensionnels (images), cette transformée prend la forme

I(uw) = H i(x,y) exp[ —j 2a(ux +vy)] dx dy (1.9)

N . ] . . -1 .. . .
oll u et v représentent des fréquences spatiales, mesurées en m ~ si les variables de posi-
tion x et  sont mesurées en métres.
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1.2 TRAITEMENT DES SIGNAUX

1.2.1 Définition

La description mathématique — ou modélisation — des signaux est le rdle de la
théorie du signal, ainsi qu’on I'a relevé au paragraphe 1.1.7.

Le traitement des signaux est la discipline technique qui, Sappuyant sur les
enseignements de la théorie du signal et de I'information, les ressources de I’électroni-
que, de 'informatique et de la physique appliquée, a pour objet I'élaboration ou I'inter-
prétation des signaux porteurs d’information. Elle trouve son champ d’application
dans tous les domaines concernés par la perception, la transmission ou I'exploitation
de ces informations (fig. 1.6).

RESSOURCES SCIENTIFIQUES

Théorie des Electricité Algébre lindaire et
processus aléatoires générale analyse fonetionnelle

THEORIE DU SIGNAL ET DE L'INFORMATION

RESSOURCES TECHNOLOGIQUES

Techniques électroniques Informatique Physique appliquée

TRAITEMENT DES SIGNAUX

DOMAINES D'APPLICATION

Télécommunications Géophysique
Technique des mesures Seismologie
Etude des vibrations mécanigues Astronomie
Surveillance de processus industriels Radar, sonar
Reconnaissance de formes Acoustique
Traitement d’images ete...

Analyses biomédicales

Fig. 1.6

Certains auteurs donnent parfois un sens plus restrictif au traitement du signal
en limitant son champ d’activité aux méthodes permettant d’extraire un signal du bruit
qui lui est superposé.

1.2.2 Description
Les relations de "homme avec son milieu naturel ou avec les systémes techni-
ques qu’il construit se caractérisent par un intense échange d’informations.
L’observation (mesure) de phénoménes physiques ou le dialogue (communica-
tion) entre hommes, entre ’homme et la machine, ou entre les machines elles-mémes,
se font 4 I'aide de signaux (fonctions du temps) ou d'impressions visuelles {images)
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dont la nature est complexe et peut étre masquée par des perturbations indésirables
(bruit de fond, parasites, interférences).

L’extraction des informations utiles incorporées i ces signaux ( par analyse, fil-
trage, régénération, mesure, détection, identification) et la présentation des résultats
sous une forme appropriée i I'homme ou & la machine constitue I'une des tiches essen-
tielles dévolues au traitement des signaux (fig. 1.7). A celd, on peut ajouter I'élabora-
tion des signaux permettant I’étude du comportement des systémes physiques ou ser-
vant de support pour la transmission ou le stockage d’informations (synthése, modula-
tion et changement de fréquence, codage pour lutter contre le bruit ou réduire la
redondance).

Elaboration des signaux A Interprétation des signaux

.

Mesure

Synthése

/I

Extraction
d'informations

[ncorporation
d'informations

Modulation
Changement
de fréquence

Z.
fdenti

Fig. 1.7 Principales fonctions du traitement des sipnaux,

Par I'analyse, on cherche 2 isoler les composantes essentielles d’un signal de forme
complexe, afin d’en mieux comprendre la nature et les origines. Mesurer un signal, en
particulier aléatoire, ¢’est essayer d’estimer la valeur d’une grandeur caractéristique qui
lui est associée avec un certain degré de confiance. Le filtrage est une fonction bien
connue qui consiste a élimier d’un signal certaines composantes indésirables. La régéné-
ration est une opération par laquelle on tente de redonner sa forme initiale 4 un signal
ayant subi diverses distorsions. Par une procédure de détection, on tente d’extraire un
signal utile du bruit de fond qui lui est superposé. L'identification est un procédé sou-
vent complémentaire qui permet d’effectuer un classement du signal observé. Les tech-
niques de corrélation dont il sera fait mention plus loin sont souvent utilisées a cet effet.

La synthese, opération inverse de 'analyse, consiste 4 créer un signal de forme
appropriée en procédant, par exemple, & une combinaison de signaux élémentaires. Le
codage, outre sa fonction de traduction en langage numérique, est utilisé soit pour lutter
contre le bruit de fond, soit pour tenter de réaliser des économies de largeur de bande
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ou de mémoire d’ordinateur grice a une diminution de la redonance du signal (§ 1.1.8).
La modulation et le changement de fréquence sont essentiellement des moyens permet-
tant d’adapter un signal aux caractéristiques fréquentielles d’une voie de transmission,
d’un filtre d’analyse ou d’un support d’enregistrement.

1.2.3 Commentaire

La notion d’information utile mentionnée plus haut est étroitement liée au con-
texte. Pour une communication téléphonique, elle est essentiellement associée i 1'in-
telligibilité des messages parlés échangés. Dans le cas d’une observation en radio-astro-
nomie, elle est représentée par la fréquence et Pamplitude de ’émission périodique
d’un rayonnement électromagnétique. En géophysique, ce sont plutdt les paramétres
statistiques du signal per¢u qui sont interprétables. En technique radar Doppler, I'in-
formation utile est, d’une part, la durée entre I'émission d’une impulsion sinusoidale
et la réception de son écho renvoyé par une cible et, d’autre part, I'écart de fréquence
mesuré entre I'onde émise et "onde regue. On estime de cette maniére la distance de
PPémetteur 2 la cible et la vitesse radiale de celle-ci.

1.2.4 Langage du traitement des signaux

Au plus haut niveau, le langage du traitement des signaux est celui des schéma-
blocs, également familier du spécialiste du réglage automatique et de la théorie des
systémes en général 4 laquelle [e traitement des signaux est apparenté.

Un schéma-bloc est un assemblage symbolique, représenté sous forme graphique,
de blocs fonctionnels, en principe indépendants, réalisant une fonction donnée. L’ex-
emple de la figure 1.8 illustre le principe d’un analyseur de spectre a balayage (décrit
a la section 12.3).

P changement N ST mesure de .| affichage
—s amplificateur de fréquence s filtre sélectif puissance du spectre
A ‘X
oscillateur commande
commandé de balayage
Fig. 1.8

Le comportement théorique de chaque bloc peut étre décrit par une ou un en-
semble de relations mathématiques. Les opérateurs fonctionnels développés au chapitre
8 servent de modeéles aux blocs qui produisent un signal de sortie dépendant d’une ou
plusieurs excitations d’entrée.

1.2.5 Exemple et définitions : apport de la théorie des systémes linéaires
On sait (chap. IV.2) que le signal de sortie ¥ (¢) d’un systéme linéaire causal
invariant dans le temps est donné par le produit de convolution (1.6) du signal d’en-
trée x (r) et d’une fonction g(t) appelée réponse impulsionnelle du systéme :
4

W0 = xtryxg(t) = [ x(r)g(r=1)dr (1.10)
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C'est 'opération de traitement la plus fondamentale et probablement la plus familiére.
Elle indique, selon la figure 1.5, que la valeur du signal de sortie a l'instant t est obte-
nue par la sommation (intégrale = sommation continue } pondérée des valeurs passées
[pour un systéme causal, g(t) = 0 pour t < 0] du signal d’exciration x(t). La fonction
de pondération est précisément la réponse impulsionnelle g(¢) — souvent aussi notée
h(t) ~ du systéme.

L'exemple le plus simple est celuj o la fonction g(¢#)=1/T pour 0 <t < Tet
est nulle ailleurs. Le signal y (t) exprimé par (1.10) correspond alors 4 x(7,7), la
moyenne glissante — ou courante, en anglais : running average — du signal d’entrée
x(t), calculée sur un intervalle de durée T (fig. 1.9)

I

[ x(r)dr (1.11)

=T

- l
= T = e
y(t) = X(T) 7

‘.\'(7)

D
7

=
"I

b X T)

/—\_/-\\;(fo» T) .

Fig. 1.9
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Un autre exemple simple est celui du filtrage passe-bas effectué par un circuit
intégrateur RC du ler ordre dont Ia réponse impulsionnelle vaut
g(t) =(RC)™" exp[~t/(RC)] pour 1 >0 et zéro pour 1 <0 :

r

y(1) = 1% [ x(r)exp = (1= 7)/(RC)] dr (1.12)

—

C’est une moyenne pondérée des valeurs passées et présente du signal x (1) dans
laquelle le circuit introduit un oubli progressif (une illustration en est donnée & la
figure 1.5).

A la convolution (1.10) correspond dans le domaine fréquentiel une simple
multiplication de la transformée de Fourier (1.3) du signal d’entrée x (¢) et de celle
de la réponse impulsionnelle g(¢) qui n’est autre que la fonction de réponse fréquen-
tielle (ou isomorphe, cf. § 1V.2.1.12, souvent aussi dénommeée fonction de transfert
dans la littérature internationale) du systéme :

Y(f) = X(f) - G (1.13)

De cette propriété, on déduit facilement que I'opérarion de convolution est
commurative, associative et distributive :

x(t)*xg(r) = g(r) *x(1) (1.14)
[x1 (1) +x5(0}] #g(r) = [x;(2) #g()] + [x2(1) * g(D)] (1.15)
[x() * g1 ()] * g2 (1) = x() *[g1(2) * g2(1)] (1.16)

Ces relations restent applicables, moyennant adaptation d’écriture, au cas des
signaux et systémes bidimensionnels (#raitemnent d’images, chap. XX.8). Ainsi Ia rela-
tion

ip(x,y) = iy(x,y) *+g(x,)) (1.17)

ol Je double astérisque dénote une convolution 4 deux dimensions, correspond i la
transformation d’une image 7, (xx,») par un systéme linéaire bidimensionnel de répon-
se impulsionnelle g(x,v). En optique, cette relation exprime I'image que ’on obtient
d'un objet en I'observant au travers d’un instrument (par exemple : lentille, objectif)
dont le comportement est décrit par la fonction g(x ) appelée profil instrumental
(réponse de I'instrument 3 un objet ponctuel ou point lumineux ).

Dans le domaine des fréquences spatiales, la relation duale de (1.17) liant les
transformées de Fourier bidimensionnelles, du type (1.9), respectives est

Iy(uy) = I (uypy) « G(u,p) (1.18)

olt G (u,r) est la fonction de réponse fréquentielle bidimensionnelle du systéme cor-
respondant.

1.2.6 Influence de la technologie
Lors de la conception d’un systéme complexe, chaque bloc du schéma d’ensem-
ble devient un module qui est réalisé, selon les besoins, suivant une option matérielle
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ou logicielle :

® clectronique analogique:

® électronique numérique ciblée (logique spécialisée);

® ¢lectronique numérique programmée (processeur universel ou i architecture

spéciale);

e autre technologie.

L’évolution de la technologie (microélectronique, microacoustique ou optique)
favorise I'apparition de ce que 1'on conviendra d'appeler des processeurs spécialisés
— analogiques ou numériques — capables de traiter rapidement et économiguement une
quantité croissante d’informations. Cette tendance actuelle, attisée par des besoins
nouveaux, conduit a un élargissemnent constant des domaines dapplication des métho-
des de traitement des signaux.

Si le traitement analogique des signaux a beaucoup bénéficié du developpement
des circuits électroniques intégrés, c’est surtout dans le domaine du traitement numé-
rique que I'évolution la plus spectaculaire a été enregistrée. Simultanément, des algo-
rithmes de calcul puissants (tels que la transformation de Fourier rapide) ont vu le
jour, qui tendent peu i peu 4 donner au traitement numérique une prédominarice
indiscutable, sauf dans le domaine des trés hautes fréquences.

En plus des circuits électroniques conventionnels, présentés dans le volume VIII
et des calculatrices et systémes programmables décrits dans le volume X1V, la physique
appliquée met a disposition du traitement des signaux d’autres outils, moins universels,
mais plus performants pour certains types d’applications.

C’est le cas des circuits a transfert de charges ou 4 capacités commutées, cons-
titués par un assemblage intégré de condensateurs et d’interrupteurs électroniques, et
celui des dispositifs 3 onde de surface (en anglais : surface acoustic wave devices ou
SAW), qui exploitent la vitesse limitée de propagation d’ondes élastiques 4 la surface
de certains matériaux piézo-électriques. Le principe de ce dernier type de dispositifs
est illustré par Ia figure 1.10. Ils sont utilisés principalement dans les installations radar
et de télévision.

électrodes

charge

source W .
&

solide piézo-électrique

Fig. 1.10 Principe du transducteur interdigital (IDT): les ¢lectrodes déposées sur un substrat piézo-
électrique transforment le signal en une onde élastique qui parvient avee des retards définis 4 un réscau
d'électrades de dimensions variables réalisant une sommation pondérée (convolution).

Les systémes de traitement optiques offrent 'avantage d’un mode de calcul
paralléle analogique qui conduit a des vitesses d’exécution incomparables, mais 4 une
précision et a une souplesse d’emploi limitées. L’opération fondamentale utilisée
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(fig. 1.11) est Ia transformée de Fourier bidimensionnelle naturellement réalisée par
une lentille optique travaillant en lumiére cohérente (laser). Ces techniques se prétent
donc plus particuliérement au trajitement d’une information représentée sous forme
d’une image ou d’un hologramme. L’informatique reste toutefois I"outil privilégié du
traitement d’images.

l ! i ! ) ! I T o
source tumineuse
cohérente
L Py Ly Py L, P3
i, r) Ty(u,v) i1 (x, ¥)

Fig. 1.11 Principe du traitement optique: si une image de transmittance variable 7, (x,») est placée
dans le plan focal frontal P, de la lentillc L, et illuminée en lumiére cohiérente, la distribution de
lumiére dans le plan focal P, est proportionnelle a la transformée de Fourier J, (1, v) de I'image. En
placant ¢n P, un filtre optique de fonction de transfert G (u,v), on obticnt en P, la convolution
i, (x,y) de I'image originale ct de la réponse impulsionnelle g (x, ) du filtre.

L’optique intégrée est une conquéte récente de ’optoélectronique qui offre éga-
lement des possibilités de réalisations intéressantes de dispositifs de traitement des si-
gnaux applicables surtout aux télécommunications et a la métrologie.

1.3 NOTATIONS PARTICULIERES

1.3.1 Préambule

Afin d’alléger les formules mathématiques décrivant certains signaux, fonctions
ou opérateurs fréquemment rencontrés en théorie du signal, il est avantageux de les
dénoter d’une maniére simple et concise.

Certaines de ces notations mentionnées ci-aprés sont usuelles en mathématiques.
Les autres sont moins conventionnelles [ 11, 23] et font I'objet de notations variables
selon les auteurs.

1.3.2 Définitions : fonction signe
La fonction signe — parfois appelée signum — est définie de la maniére suivante
(fig. 1.12)

-1 t <0
= s
!
= ﬁ pour ¢t # 0 (1.19)
t

La valeur a 'origine est en principe arbitraire, située entre + 1. Par souci de sy-
métrie, on admettra, sauf cas particulier, que cette valeur est nulle par convention.
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sgn(t)

-1

Fig. 1.12

1.3.3 Définition : saut unité
La fonction saut (ou échelon) unité peut se définir i partir de la fonction signe
(fig. 1.13)

=~+tgnn=1" "0 (1.20)
€(t) = — + —sgn = 2
2 2 & 1 t >0

La valeur a I'origine est ici arbitrairement comprise entre O et 1. On la fixe par
convention & '4. Pour certaines applications, il est préférable de lui assigner la valeur 1.

beny

Fig. 1.13

1.3.4 Définition : fonction rampe
La fonction rampe peut se définir a partir de la fonction saut unité (fig. 1.14)

14

r(t) = J e(r)dr = ¢ e(t) (1.21)

Inversément, le saut unité peut aussi étre défini par

e(t) = dr(t)/dt pourt ¥+ 0 (1.22)

pente unité

=}
1
—_de——

Fig. 1.14

Certains auteurs [ 55 ] définissent une fonction rampe de croissance bornée i
partir de Pintégrale de la fonction rectangulaire introduite au paragraphe suivant.

1.3.5 Définition : fonction rectangulaire
La fonction rectangulaire normalisée (intégrale unité), parfois aussi appelée en
mathématique fonction porte, est notée et définie de la maniére suivante (fig. 1.153)
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, , , . o<
rect(t')=€(t +1/2)—€(t'—-1/2) = (1.23)
0 > 12

ot le signe prime indique une variable adimensionnelle. La valeur conventionnelle as-
signée aux abscisses ¢ = % % est 14,

rect(t’)

| surface unité

W

0l 3
Fig. .15

En introduisant le changement de variable ¢’ = ¢/T, on obtient d’une maniére
plus générale(fig. 1.16) pour une impulsion rectangulaire de durée T, d’amplitude 4,

centréeen t=7:
x(t) = Arect[(t—7)/T] (1.24)

x(t) = Arect[(+—1)/T]

7)) - surface AT

ol -1 1 r+mn2

A

i

T TY.T T
Fig. 1.16 i

1.3.6 Application
Outre sa capacité de représenter simplement des signaux de forme rectangulaire,

la fonction rectangulaire intervient fréquemment comme facteur multiplicatif pour
localiser un segment de durée 7" d’un signal quelconque (fig. 1.17). Par exemple

x(t,T) = x(r) - rect(¢/T) (1.25)

En partant des relations fonctionnelles (1.4) et (1.5), avec g,(f) =
T“lrect(t/ T) ou g, (t) =rect(t/T), on obtient respectivement la valeur moyenne
x(T), la valeur quadratique (alias énergie normalisée, voir § 2.3.2) W..(T) oula
valeur quadratique moyenne (alias puissance normalisée) P, (T') du signal x (1) éva-
luées sur lintervalle T :

o T2
HT) = [ x(t)g ()de = L[ x(r)de (1.26)
—= T~7’/2
oo T/2
Wo(T) =[x (Dea(nar = [ x¥Da (1.27)
—= \ -T/2
T/2

oo

| EXGL (1.28)

PATY= [ xXt)g,()de = L
. T -T/2

—oa
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x(t)

&7 0

x, (4, T) = x(t) rect(¢/T)

N ) ,

-T2 g T2

1 xo(t, T) = x(t) rect((t = T/2)/T]

’77/% A !
\/4

Fig. 1.17

De méme, en partant de la relation fonctionnelle (1.6) avec g3(7) =
T 'rect[(7 — T/2)/T], on obtient I'expression de la moyenne glissante, définie par la
relation (1.11) et illustrée par Ia figure 1.9
r
T(T) = x(t)#g3(t) = 1 J x(7)dr (1.29)
T Ly
La valeur moyenne x du signal, mesurée sur tout Paxe réel, est la limite de (1.26)
T/2
x(+)ds (1.30)

N§)—

X = lim
T—»ra —T/2

La racine carrée de (1.28) est par définition la valeur efficace du signal sur I'in-
tervalle T

Xeoes (T) = | P(T) (1.31)

1.3.7 Définition : fonction triangulaire
La fonction triangulaire normalisée (intégrale unité et variable ¢’ adimension-
nelle) est notée et définie de la maniére sujvante (fig. 1.18)

L I =1t It < 1
tri(t’) = (1.32)
0 It > 1
Cette fonction correspond aussi a la convolution
tri(¢') = rect(t') * rect(z") (1.33)

Elle est notée A(¢') par certains auteurs [23, 56 ].
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surface unité

Fig. 1.18

D’une maniére générale, en introduisant le changement de variable ¢’ = #/T, une
impulsion de forme triangulaire, d’amplitude maximum 4 et de base 27, centrée en
t =7, sera notée (fig. 1.19)

x(8) = A ti[(¢—7)/T) (1.34)

x(t)y = Atri[(r —7)/T}

1.3.8 Définition : impulsion (ou distribution) de Dirac
L'impuldsion de Dirac 8 (t), aussi appelée impulsion unité ou distribution delta,
peut étre formellement définie (§ IV.7.1.21) par le produit scalaire (1.8)

x(0)= < x,8 > = [ x(0)s(t)dr (1.35)

En d’autres termes, 'impulsion de Dirac §(t) est un opérateur d’échantillon-
nage qui restitue la valeur x (0) d’une fonction x (£) continue & 'origine. Sa dimension
est par conséquent l'inverse de celle de la variable d'intégration. D’une maniére plus
générale, pour toute fonction x(¢) continue ent=ty,ona

x(t) = r.\-(t)a(r~1,,‘)dt

(1.36)
En particulier, en posant x(¢) = 1, on obtient
[ a(yar =1 (1.37)
avec
J'a . g 0 <0
7)dr =

- () 1 t>0

= €(1) (1.38)

la valeur de I'intégrale pour ¢ = 0 étant en général conventionnellement fixée 4 4. Ceci
permet d’admettre également I'équivalence

6(t) = de(t)/dr (1.39)
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En tenant compte de (1.23), la dérivée de I'impulsion rectangulaire peut ainsi
s’écrire

di rect(t) =8(r+ 1/2)=8(r—1/2) (1.40)
t

1.3.9 Interprétation
L’expression (1.36) correspond i la limite, prise pour 7 - 0, de la valeur moyen-
ne locale x (4,7 de x(t), mesurée sur un intervalle 7 centré en t = ¢

x(tp) = lim X(t,T) (1.41)
70

avec (fig. 1.20)

- [0+ T/2
T(1.T)= | x(Ng(ydt = —[ x(r)ar (1.42)
7 T to-112
ol
g(t) = T 'rect[(1—14)/T] (1.43)
s .\‘(10]
*(1g, ) ' /.\-m
q/?\_//’—‘\‘
~\\ // ; :. :'__w N R
\\0_ _’// [0"7—/2 I In -+ T/:

Fig. 1.20

Ainsi, 'impulsion de Dirac peut étre interprétée comme la limite d’une impul-
sion rectangulaire, de surface unité, dont Ia durée tend vers zéro :

1
8(t)y = lim — rect(¢/T) (1.44)
r—0 T
En procédant de maniére similaire, on peut constater que I'impulsion de Dirac
correspond 4 la limite prise par un grand nombre de fonctions de surface unité, telles
que T~ ' tri(¢/T) par exemple. D'autres cas sont mentionnés aux paragraphes 1.3.15
et 1.3.16.

1.3.10 Produit d’une fonction continue par une impulsion de Dirac
Soit x(¢) une fonction continue en ¢ =0 ou ¢ = ¢y. Les équations (1.33),(1.36)
et (1.37) entrainent les équivalences

x(1)8(t) = x(0)5(¢t). (1.45)
x()8(r—=19) = x(ty) 6(2—tg) (1.46)
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La représentation graphique conventionnelle d’'une impulsion de Dirac

¢+ 86(t—tgy) est une fléche verticale placée en ¢ = ¢, de longueur proportionnelle au
poids ¢ (fig. 1.21).

c-8(r—tg)

0] to
Fig. 1.21

1.3.11 Autres propriétés
On déduit de ce qui précéde les propriétés importantes suivantes :

@ jdentité

x() =6(t) = x(1) (1.47)
® translation

X(t) x85(t—tg) = x(t—ty) (1.48)

x(t—t) 28(t—ty) =x(t—t; - t;) (1.49)

S(t—ty) x6(t—ty) = 0(r—t;—1t5) (1.50)

® changement de variable
§(at) = lal™' 8(1) (1.51)

avec en particulier, si w = 2nf

1
s (w) = —9871) (1.52)
27

1.3.12 Réponse impulsionnelle et réponse indicielle. Définitions

La réponse impulsionnelle g(t) d’un systéme linéaire, déji mentionnée au para-
graphe 1.2.5, est la réponse i une excitation théorique en forme d’impulsion de Dirac.
Certains auteurs utilisent d’ailleurs Pappellation imagée de réponse percussionnelle. En
effet, si I'on remplace x () par & (¢) dans I'équation (1.10), on obtient par (1.47)
lidentité : (1) =g(1).

De la propriété (1.46), on déduit par ailleurs que 'équation générale de convo-
lution (1.10) est une application du principe de superpaosition : la réponse i une exci-
tation quelconque est la somme (intégrale) des réponses partielles i une suite conti-
nue d’impulsions de Dirac — décalées dans le temps — dont les poids forment I'image
du signal d’excitation.

La réponse indicielle v(t) d’un systéme linéaire est [a réponse d une excitation
en forme de saut unité (1.20). Compte tenu de la relation (1.39), les réponses indi-
cielles et impulsionnelles sont liées par

t

0 = [g(r)dr (1:33)

—c
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1.3.13 Définition : suite périodique d’impulsions de Dirac
Une suite d’impulsions de Dirac se répétant sur 'axe du temps avec une période
T (fig. 1.22) sera notée par concision 6 () avec

Sr(t) = S 8(1-kT) (154)

k= —o

Cette suite est parfois appelée fonction d’échantillonnage ou peigne de Dirac
(en anglais : comb).

&(1)
t
-27 -7 ol T 2T 3T 4T 5T 6T 1T
Fig. 1.22
Par (1.46), on a en particulier
x()sr(t)y= Y x(kT)S(t-kT) (1.55)

k= —om

Cette expression permet de représenter (chap. 9) 'opération de prélévement
périodique d’une suite d’échantillons du signal x (¢) a une cadence d’échantillonnage

fe=1T.

1.3.14 Définition : opérateur de répétition
Lopérateur de répétition repy { x(t)} est une notation commode i utiliser pour
la représentation de signaux périodiques

oo

repp{x()}= 2 x(1-kT) (1.56)

k= —c
Par (1.48), bn a I"équivalence
repr {x(£)} = x(1) * 8 7(1) (1.57)

Une illustration en est donnée sur la figure 1.23.

x(t) = tri(2/T)

/N\ ,

"T] 0 T]

repy {x (1)}

ANAN.

-7, -T, 0 T,

Fig. 1.23



SIGNAL ET INFORMATION 23

1.3.15 Définition : fonction sinus cardinal

La fonction obtenue en effectuant le rapport d’une fonction sinusoidale et de
son argument joue un role trés important en théorie du signal. Elle porte le nom de
sinus cardinal. Sa forme normalisée (intégrale unité et variable adimensionnelle o),
est notée et définie de la maniére suivante :

sin( 7 )
sinc(a) = ——— (1.58)
T

Elle vaut un a 'origine, est paire et ses zéros sont les valeurs entiéres de a différentes
de zéro (fig. 1.24). Une tabulation de cette fonction et de son carré est reproduite en
annexe au chapitre 15.

/ sinc(e«)

— N 7N\ o ¢

-5 -3 N/t oo N_/2 31—+ 5

Fig. 1.24

Compte tenu du développement en série de la fonction sinus, on obtient pour
le sinus cardinal

sinc (@) = 1- (7a)?/3! + (ma)?/5! — (na)®/7! + ... (1.59)

Les fonctions rect( ) et sinc(f) forment une paire fondamentale de transfor-
mées de Fourier ( §4.2.4). Il en est de méme ( § 4.2.6) des fonctions tri(¢) et
sinc*().

La normalisation (1.58) entraine les propriétés suivantes :

[ sinc(a)da = 1 (1.60)

[ sinc2(a)da =1 (1.61)

— oo

et, en posant a = Tf, ce qui revient i localiser les zéros de la fonction aux multiples
entiers non nuis de f'=1/7:

J Tsine(THAf = 1 (1.62)

20

[ Tsinc 2 (THdf = 1 (1.63)

— 0

d’oll, par analogie avec (1.44)

lim Tsinc(Tf) = lim Tsinc>(Tf) = (/) (1.64)

T—>oa T— e
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L’intégrale du sinus cardinal (fig. 1.25) est simplement liée au sinus intégral
Si(u) défini par

1 w=uim
. Sin x . -
Si(u) = |—\ dx = 7T_| sinc{a) d a (1.65)
0 0
~1
7 Si(u)
N _ -
—5n —dr -3z -y -1 T 2r 33 dp 3p u=qul
-5 -5 -3 -2 -1 0 ] 2 3 4 5 u'
_1
Fig. 1.25

1.3.16 Définition : impulsion gaussienne

La loj de Gauss apparait souvent en relation avec des problémes statistiques.
Mais ce n’est pas son seul intérét en théorie du signal.

On appelera impulsion gaussierme (fig. 1.26) la fonction normalisée (intégrale
unité et variable adimensionnelle ¢')

ig(1) = exp(—mt'?) (1.66)

En posant t' =¢/T, ol T est une mesure de ['étalement de I'impulsion sur I’axe ¢
liée a la notion d’écarr-tvpe o, utilisée en statistique par la relation T=+/27 g,, on
obtient du fait de la normalisation

oo oo

[ ig(s')de’ = T J ig(t/T)dt = 1\ (1.67)

e —a
d’oi1 aussi

lim 7' ig(¢/T) = 8(1) (1.68)
Tr—0

L’une des propriétés remarquables de 'impulsion gaussienne est que ig(t) et
ig(f) forment une paire de transformées de Fourier ([22] et exercice 4.6.9).

diwcey
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1.4 EXERCICES

1.4.1 Calculer I'intégrale pour — o <t < e des fonctions x| (1) = A rect(7/A) et
v, (£) =A tri(¢/A) et les valeurs moyennes x et v des signaux x, (1) = repy {x,(1)}

et y2 (1) =repr (v (1) ).

1.4.2 Donner I'expression du signal x(t) = 4 rect[(r =ty — T/2)/T] i I'aide de fonc-
tions signes seulement. Justifier graphiquement la solution trouvée.

1.4.3 Calculer et esquisser graphiquement pour les cas fo <t et fg >t le produit de
convolution z;(t) =x;(t) % y;(¢) pour les cas suivants :
o x (1)=A[8(t+1y) +8(t—1g)]et
Y ()=B5() + A B[&(t+1)) +8(r—t))];
® x,(t)=cos(mt/T)rect(t/T) et
ya(t)=Ab7(1).

1.4.4 Vérifier la relation (1.33) analytiquement et graphiquement.
1.4.5 Déterminer le signal obtenu en calculant la moyenne glissante x (2,7 ) si
x(t)=Asin(2nfyt) et évaluer le résultat pour Ty = Ty/2 et T = kT, avec k entier

EtTo l/fo

1.4.6 Calculer et esquisser graphiquement le produit de convolution des signaux
x(t) = 2 a4 8(i—iT) et  y(t)= z b; 8(1—jT)
=0 j=0

ouag;=exp(—i)ethg=by=—b;=1.

1.4.7 Calculer la valeur moyenne (1.26), la valeur quadratique (1.27), la valeur qua-
dratique moyenne (1.28) et la valeur efficace (1.31) du signal x(¢) =4 tri(¢/T) sur
lintervalle Ty = [~ T, T].



CHAPITRE 2

CLASSIFICATION ET MODELES DES SIGNAUX

2.1 SIGNAUX PHYSIQUEMENT REALISABLES ET MODELES THEORIQUES

2.1.1 Contraintes expérimentales
Un signal expérimental est P'image d’un processus physique et, pour cette raison,
doit étre physiquement réalisable. 11 est ainsi soumis a toute une série de contraintes :

® son énergie ne peut étre que bornée;

@ son amplitude est nécessairement bornée;

@ cette amplitude est une fonction continue, car Uinertie du systéme générateur
interdit toute discontinuité;

® le spectre du signal est lui aussi nécessairement borné et doit tendre vers zéro
lorsque 1a fréquence tend vers I"infini.

2.1.2 Modéles théoriques

Sur le plan théorique (§ 1.1.10), le modéle d’un signal est une fonction, réelle
ou complexe, ou une fonctionnelle dépendant par exemple de la variable temps ¢. Il
est avantageux d’attribuer chaque modele 4 une classe spécifique regroupant les si-
gnaux jouissant de propriétés communes. Par ailleurs, il est souvent judicieux de sim-
plifier 1a représentation utilisée en choisissant des modeles commodes, mais qui ne se-
ront pas nécessairement limités par les contraintes énoncées précédemment.

C’est ainsi que I'on fait un large usage de modeles de signaux i énergie théorique
infinie, 4 amplitude non bornée ou subissant des discontinuités, représentables par des
distributions (sect. IV.7.1).

La qualité du modéle dépend finalement de la qualité de 'approximation faite
et de la commodité d’emploi.

2.1.3 Exemples

Un signal sinusoidal est représenté par une fonction définie sur tout Paxe réel :
son énergie théorique est donc infinie.

Le modéle usuel de signaux perturbateurs appelés bruit de fond (chap. 6) admet
Ia possibilité, bien qu’avec une probabilité tendant vers zéro, d’amplitudes infinies.

Les changement d’états de signaux logiques binaires sont généralement représen-
tés par de simples discontinuités.

Une excitation de type percussionnel est symbolisée par la distribution de Dirac

6(1).
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2.1.4 Modes de classification
Différents modes de classification des modeéles de signaux peuvent étre envisagés.
Parmi les principaux, on peut citer :

@ classification phénoménologique (sect. 2.2) : on met ainsi en évidence le type
d'évolution du signal, son caractére prédéterminé ou son comportement aléa-
toire;

@ classification énergétique (sect. 2.3) : on sépare les modéles de signaux satis-
faisant & une condition d'énergie finie d'autres plus idéalisés, 4 puissance
moyenne finie et énergie infinie;

@ classification morphologique (sect. 2.4) : celle-ci permet de distinguer les si-
gnaux selon le caractére continu ou discret de I'amplitude ct de la variable
libre;

@ classification spectrale : on met en évidence le domaine des fréquences dans
lequel s’inscrit le spectre du signal;

@ classification dimensionnelle : on considére les signaux unidimensionnels
x (1), les signaux bidimensionnels — ou image — i(x, ¥ ), voire les signaux tri-
dimensionnels i(x, v. t) représentant par exemple I’évolution d’une image en
fonction du temps.

2.2 SIGNAUX DETERMINISTES OU ALEATOIRES

2.2.1 Définitions

La premiére classification (tableau 2.1) est obtenue en considérant la nature
profonde de ’évolution du signal en fonction du temps. Elle fait apparaitre deux types
fondamentaux de signaux :

® les signaux déterministes (ou certains, ou encore non aléatoires [57]) dont
’évolution en fonction du temps peut étre parfaitement prédite par un modé-
le mathématique approprié;

l Signaux

inistes Aléatoires

Périodique  Nan Stationnaites Non
Grivdiques périodiques alivnnajees stationnaires

Pénodiques
composites

Sinusuldaux—l

Pscuda Quasi . PR - .
[ léatoires I pétiadiques Transitoires Ergodiques

Tableau 2.1

Non Classification
ergodiques spéciale
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@ les signaux aléafoires, dont le comportement temporel est imprévisible et pour
la description desquels il faut se contenter d’observations statistiques.

2.2.2 Commentaire

11 est commode, en théorie, de considérer des signaux déterministes. Ils se pré-
tent au calcul puisque décrits par une formule mathématique précise. IIs sont toutefois
peu représentatifs de signaux observables. On Jes rencontre essentiellement en labora-
toire, comme signaux de test, ou en relation avec la production d’énergie par machines
tournantes.

Un signal de forme déterminée dont la position sur 'axe du temps est inconnue
(par exemple : sinusoide de phase initiale inconnue) est déja un signal aléatoire !

2.2.3 Sous-classes de signaux déterministes. Définitions
Parmi les signaux déterministes, on distingue :

o les signaux périodiques, satisfaisant 4 la relation
x(t) =x(@+kD) k entier (2.1)

qui obéissent A une loi de répétition cyclique réguliére, de période T;
® les signaux non périodigues, qui ne jouissent pas de cette propriété.

Les signaux sinusoidaux (fig. 2.2), d’équation générale

) = Asin |25+
x(t sin [—f+a
( T

27
Asin [—T—(t+ r)]

forment le groupe le plus familier de signaux périodiques.

‘x(r)
Asina \4 i
- / t
70
_14_
période T
Fig. 2.2

Les signaux pseudo-aléaroires (fig. 2.3) forment une catégorie particuliére de
signaux périodiques dont le comportement rappelle celui d’un signal aléatoire (sect.
5.10).

Parmi les signaux non périodiques, il faut distinguer les signaux quasi-périodi-
ques (fig. 2.4), qui résultent d’une somme de sinusoides de périodes incommensura-
bles, des signaux transitoires dont Pexistence est éphémeére (fig. 2.5).



30 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

x(t)

A {\/\\I \A A /\AV L
! N

périogle T

Fig, 2.3 Signal pseudo-aléatoire.

x{(t) = sin(2re/Ty) +sin(2we/Ty) +sin2wt/Ty)

T
7

AWANVANANY
I SVAVAY \/ \

Fig. 2.4 Signal quasi-périodique.

2.2.4 Notation complexe des signaux sinusoidaux et concept de fréquence négative
Il est souvent avantageux de représenter une fonction sinusoidale par la partie
imaginaire — ou réelle pour une notation en cosinus — d*une exponentielle complexe

(sect. 1.8.3) :
= Im ;Aexp[j(—%r—nt+a)]2 (2.3)

Une généralisation de ce procédé, applicable a des signaux de forme quelconque,
est introduite au chapitre 7.

Une autre représentation est possible en considérant le signal sinusoidal (ou cosi-
nusoidal) comme la résultante de deux phaseurs (§ 1.8.3.3) conjugés d’amplitude
A/2 tournant dans des directions opposées avec une pulsation (vitesse angulaire) de
* =1 27/T(fig. 2.6). C'est une application directe de la formule d’Euler :

. o
A sin I+ o
T

A A
jAsin(wt) =—e,\'p(jcut)~7exp(—jmz‘) (24)
’) —
Pour tenir compte du sens de rotation, on parle de fréquence positive
(+ w=+2nf) et négative (— w =—2rf). Ce concept de fréquence négative n'a pas
de signification physique. Il est utilisé pour la représentation de fonctions de la fréquen-
quence (spectre, fonction de réponse fréquentielle) olt —eo < f < oo,
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’\-( () = rect {M]

b—-a

A4

31

-

) y(t) = exp(~at)-e(s)

0 l/la
r=(r +12)/2]

b

AR

] zZ(t)= Asin{wt +a) - rect[

ANA

Fig. 2,5 Signaux transitoires : x(¢) = impulsion rectangulaive; y (r) = impulsion exponentielle

déeroissante; z (¢) = impulsion sinusoidale.

‘Im
jA sin wt
P
/’// \\\
— ~~
A2 A2 I
|
wt ! Ri
1
ol > wt I
\Z\ |
~
~ o |
~

Fig. 2.6
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2.2.5 Sous-classes de signaux aléatoires. Définitions
Les signaux aléatoires peuvent, quant i eux, étre classés en deux grandes catégo-
Ties :
® les signawx aléatoires stationnaires, dont les caractéristiques statistiques sont
invariantes dans le temps (fig. 2.7);

® les signaux aléatoires non stationnaires, qui ne jouissent pas de cette propriété
(fig. 2.8).

Si les valeurs moyennes statistiques, ou moments, d’un signal stationnaire s’iden-
tifient aux valeurs moyennes temporelles, on dit qu’il est ergodique (sect. 5.1).

by ()

Fig. 2.7 Signal aléatoire stationnaire ; x(¢) = signal i large bande (bruit blanc); y () = signal fil-
tré passe-bas.

y

Fig. 2.8 Signal aléatoire non stationnaire.
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2.2.6 Commentaire

Un signal aléatoire 4 comportement transitoire est non stationnaire.

Le concept de stationnarité est, comme le caractére permanent associé aux si-
gnaux périodiques, une abstraction commode. Il est précieux dans la mesure oi1 'on
peut souvent considérer, en pratique, qu’un signal est stationnaire pendant la durée
d’observation.

2.3 SIGNAUX A ENERGIE OU PUISSANCE MOYENNE FINIE

2.3.1 Classification énergétique

Une distinction fondamentale peut étre faite entre deux grandes catégories de
signaux :

@ les signaux 4 énergie finie;

@ [es signaux a puissance moyenne finie non nulle.

La premiére catégorie comprend tous les signaux de type transitoire, qu’ils soient
déterministes ou aléatoires. La deuxiéme catégorie englobe presque tous les signaux
périodiques, quasi-périodiques et les signaux aléatoires permanents.

Certains signaux théoriques n’appartiennent d aucune de ces deux catégories :
c'est le cas par exemple de x (¢) = exp(at) pour —oo <t <es,

D’abstraction mathématique commode qu’est I'impulsion de Dirac § (#) n’est
pas classable non plus dans ce contexte, pas plus que la suite périodique d'impulsions
de Dirac §(¢t).

2.3.2 Energie et puissance moyenne d’un signal. Définitions

En électrotechnique ( § [.5.3.5), la puissance instantanée fournie 4 un bipdle
est définie comme le produit des valeurs instantanées de la tension «(¢) 4 ses bornes
et du courant i(¢t) qui le traverse :

p() = u(t) - i(t) W=V-A (2.5)

Dans le cas d’une résistance linéaire R, respectivement d’une conductance linéai-
reG,ona: ’

p(t) = Ri’(1) =-1—;-u X0 = Gui(n) W (2.6)

L’énergie dissipée sur un intervalle [#,,5 ], avec t; > £, est intégrale de cette

puissance instantanée. Elle se mesure en joules.
&) fz "2
.2 2
W(tt) = [ p(rydr = R[ i%ryde =6 uX(tyar 3 (2.7)
ll 15} l]

En divisant cette énergie par la durée de 'intervalle, on obtient une puissance

moyenne, mesurée en watts :
5] f2 I

f p(H)dr = fiz(t)dt = ; ¢ f u(D)de

27 h gy 274 g 270y

P(1,6) = -

(2.8)
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Par analogie, on appelle respectivement énergie (normalisée) et puissance moyen-
ne (normalisée) d’un signal réel x (1), calculéessur un intervalle [¢,,z, ], les valeur qua-
dratique (1.27) et valeur quadratique moyenne (1.28) suivantes :

5]

We(t,f) =J-x 2(t)dt (29)
N
)
Pu(ty,1) = [ xt)ar (2.10)
H—h f

La racine carrée de (2.10) est la valeur efficace (1.31). C’est Ia méme définition
que celle introduite pour les grandeurs périodiques {§ 1.8.2.11), mais étendue a des
signaux de forme quelconque.

La puissance moyenne normalisée posséde donc une dimension égale au carré de
celle de x (t). En multipliant encore par I'unité de temps, on obtient la dimension de
I'énergie normalisée. Si x () est une tension ou un courant électrique, (2.9) et (2.10)
correspondent 4 I'énergie et la puissance dissipées par une résistance de 1 Ohm.

L'énergie totale et la puissance moyenne totale d>un signal sont obtenues en consi-
dérant un intervalle s’étendant a tout I'axe réel. Les relations (2.9) et (2.10) sont
alors modifiées comme suit :

oo

we = [ x*(nde (2.11)
| T2
P, = lim — f x(¢)dt (2.12)

Tow T -2

La puissarnce moyenne totale est définie comme une valeur principale de Cauchy.
Pour les signaux périodiques, la puissance mayenne totale (2.12) est égale 4 la puissan-
ce moyenne sur une période.

Si le signal est représenté par une fonction complexe de la variable réelle ¢, on
remplace dans (2.11) et (2.12) x> () par Ix(2)I%.

2.3.3 Définition : signaux 3 énergie finie
Les signaux a énergie finie sont ceux pour lesquels I'intégrale (2.11) est bornée.
Ces signaux, dits aussi de carré intégrable (ou sommables), satisfont donc i la condition

[ x(0)1 % < oo (2.13)

Leur puissance moyenne est nulle.

2.3.4 Définition : signaux 4 puissance moyenne finie
Les signawx 4 puissance moyenne finie (non nulle) sont ceux qui satisfont i la
condition
T/2
. I 2
0< lim — [ lx(1)l’dr < o (2.14)
T -T/2
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2.3.5 Commentaires

La fonction x> (t) correspond a une distribution de I"énergie du signal en fonc-
tion du temps. La puissance moyenne P, (7) est, en d’autres termes, la distribution
moyenne de I'énergie sur I'intervalle T choisi.

L’examen des conditions (2.13) et (2.14) monire clairement qu'un signal &
puissance moyenne finie non nulle possede une énergie infinie et qu'un signal A énergie
finie posséde une puissance moyenrne nulle. Bien évidemment, seul ce dernier est physi-
quement réalisable.

2.4 VARIABLES CONTINUES ET DISCRETES

2.4.1 Classification morphologique. Définitions

Un signal peut se présenter sous différentes formes selon que son amplitude est
une variable continue ou discréte et que la variable libre ¢ (considérée ici comme le
temps) est elle-méme continue ou discréte (fig. 2.9). On distingue donc ainsi quatre
types de signaux :

@ le signal  amplitude et temps continus appelé couramment signal analogique;

@ le signal 2 amplitude discréte et temps continu appelé signal quantifié;

e le signal 2 amplitude continue et temps discret appelé signal échantillonné;

@ le signal a amplitude et temps discrets appelé signal numérique (ou impropre-
ment digital), car il est représentable par une suite de nombres ou série tem-
porelle.

Amplitude
Continue Discréte
bx(r) xq (1)
=
k=
©
o)
O
/ /\ /\ ! &4 !
&, 0 signal analopque 0: signal quantifié lL\..v‘r'
g
x(4)) xq (1) = x(k)
1%~
/
- \
g L \
‘Ul il
N 1Ty, ! f lﬁﬂ‘?‘w !
0 signal échantiltonné «“- D: signal numérique k

Fig. 2.9
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2.4.2 Modéles de signaux analogiques, échantillonnés et numérigues

Le modeéle analogique d’un signal est une fonction du temps ¢, ol la variable ¢ est
continue. Il est noté x (z), ¥ (%), etc.

Le modeéle échantillonné d’un signal est une suite de valeurs assignées a des mstants§
discrets f, = k-At, ol k est une variable discréte (nombre entier) et Af représente le pas .
d’échantillonnage. Il est noté x(z;),y (#), etc.

Le modéle numérique d’un signal correspond au modéle échantillonné dont chaque
valeur est représentée par un nombre quantifié. Sous sa forme standardisée, il est simple-
ment noté x (k), y(k), etc., aprés normalisation du pas Ar, respectivement de la fréquencg
d’échantillonnage f,(At = f;* = 1). Pour un signal de durée finie (§ 2.5.2), 'indice & est
un nombre entier généralement compté entre 0 et NV — 1, ol N est le nombre total
d’échantillons.

2.4.3 Correspondances et différences

Comme indiqué au paragraphe 2.3.2, i tout signal analogique transitoire x () est
associé une certaine énergie normalisée Wy, = fx?(¢) df, mesurée par exemple en V2-5.
Pour un signal échantillonné, une correspondance peut étre établie i 'aide de la relation
discréte Wy, = Zx?(z;)-At. Afin de minimiser 'erreur entre les calculs des énergies sous’
forme intégrale et discréte, chaque échantillon x(#;) doit étre considéré comme situé au
milieu de I'intervalle Af correspondant. En posant A¢ = 1, ’énergie d’un signal numé-
rique standardisé est représentée par W, = Zx* (k).

Au saut unité analogique e(#) correspond la séquence unité numérique e(k), const
tuée d’une suite d’échantillons qui sont nuls pour £ <0 et de valeur unité pour k> 0.
A P'impulsion de Dirac & (¢) correspond I'impulsion unité numérique & (k) qui vaut 1
pour k = 0 et est nulle pour k£ ¥ 0. Cette impulsion unité peut aussi étre définie par la
différence & (k) = e(k) — e(k — 1). Le signal numérique rect[(k — L)/K]=e(k)—e(k —
ot L =K/2 si K est pair et L = (K — 1)/2 si K est impair, est constitué d’une suite de
K échantillons de valeur unité compris entre les positions k=0 et k=K — 1. Les autres
échantillons sont nuls.

A P'exponentielle complexe analogique exp(j2mnt/T), de fréquence discréte /T,
correspond Iexponentielle complexe numérique exp(j2nnk/N), de fréquence discréte
n/N. N est ici le nombre d’échantillons constituant une période fondamentale (2 = 1).
Le nombre entier n est 'indice harmonique. Le modéle analogique permet de consi-
dérer une infinité d’harmoniques, de fréquences discrétes f,, = n/t réparties sur tout
I’axe des fréquences, de —o= a +oo, pour —= <n < +=. Au contraire, le nombre d’har-
moniques distinctes représentables par le modéle numérique est limité a N — 1, car "
exp(j2nk/N) = exp(j2n[N + 1]k/N): exponentielle complexe numérique est modulo-V:
L’intervalle principal des fréquences f,, = n/N va donc de 0 4 1, avec une répétition |
périodique de période unité. On observe, de plus, une antisymétrie par rapport a la
fréquence 1/2 puisque exp(j27[N/2 + 1]k/N) = —exp(j2nk/N). En traitement numeé-
rique des signaux (réels), il est suffisant de considérer Iintervalle de fréquence [0, 1/2].

2.4.4 Classification des systémes de traitement
Les systémes de traitement de signaux sont également classés selon la nature des
signaux sur lesquels ils opérent. On parle ainsi des
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@ systémes analogiques : amplificateurs, filtres classiques, multiplicateurs, modu-
lateurs de signaux, etc;

@ systémes échantillonnés : circuits i transfert de charges, filtres 4 capacités com-
mutées, etc;

® systémes numeériques (ou improprement digitaux) : filtres numériques, corré-
lateurs, transformateurs de Fourjer et autres processeurs spécialisés.

On rencontre aussi des structures hybrides, par exemple : convertisseur analogi-
que-numérique.

On observera toutefois que dans les systémes échantillonnés, le signal effective-
ment utilisé correspond généralement a un cas intermédiaire entre le signal analogique
et le signal échantillonné : il est produit par une procédure d’échantillonnage (chap. 9)
qui maintient I'amplitude au niveau de la derniére valeur prélevée entre deux échantil-
lons.

2.5 AUTRES CLASSES IMPORTANTES

2.5.1 Classification spectrale. Définitions
L'analyse spectrale d’un signal conduit d une classification basée sur la distribu-
tion @, (f) de son énergie ou de sa puissance en fonction de la fréquence (spectre).
La largeur de bande B d’un signal est le domaine principal des fréquences (posi-
tives ou négatives) occupé par son spectre. Elle est définie par la relation

B=fa-fi (2.15)

avec 0 < f <fy, ol [, et [, sont des fréquences caractéristiques dénotant respective-
ment les limites inférieure et supérieure prises en compte. On parle ainsi couramment
de

@ signaux de basses fréquences (fig. 2.10);
@ signaux de hautes fréquences (fig. 2.11);
® signaux & bande étroite (fig. 2.12);

@ signaux a large bande (fig. 2.13).

Ces dénominations sont imprécises et dépendent du contexte (voir aussi § 8.2.23).

2, ()
= /1 = 0 ou proche de zéro
—f; 0 f'1
Fig. 2.10
?,.(f)
VARN / N\ s
T T I T
M - 0 Ji fa
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o .(N

J\ A

r } rr
=f; 4 0 5 5
Fig. 2.12

1 T I T ¥
-f -fi 0 J, Li»h
Fig. 2.13

Un signal dont le spectre est nul en dehors d’une bande de fréquence spécifiée B

d.(H) =0 Vifle B (2.16)

est appelé signal a bande limirée ou de spectre a support borné.

2.5.2 Signaux de durée finie. Définition
Les signaux dont Pamplitude s’annule en dehors d’un intervalle de temps T prescrit

x(1)=0 tgT (2.17)

sont appelés signaux de durée limitée ou a support borné.

2.5.3 Signaux bornés en amplitude

C’est le cas de tous les signaux physiquement réalisables pour lesquels Pamplitude
ne peut pas dépasser certaine valeur limite, souvent imposée par des dispositifs électro-
niques de traitement.

On a dans ce cas :

x(t)l < K pour—eo <t < @ (2.18)

2.5.4 Signaux pairs et impairs
Un signal est pair si

x(1t) = x(-1) (2.19)
Un signal est impair si
x(t) = —x{(-1) (2.20)

2.5.5 Application

Tout signal réel peut étre décomposé en une partie paire et une partie impaire
(fig. 2.14)

x(t) = xp,(8) +xi(1) (2.21)
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avec
xp(1) = %[x(1) +x(-1)] (2.22)
x; (1) = %lx(2) =~ x(=1)] (2.23)
x(t)
t
xp (1)
t
0
bxi(n)
t
o]
Fig. 2.14
2.5.6 Signaux causals
Un signal est dit causal s'il est nul pour toute valeur négative du temps
x(z) =0 t <0 (2.24)

En tenant compte de (2.21), on voit qu’un signal réel causal est tel que ( fig.
2.15)

xi(1) = xp(2) * sgn(?) (225)

2.5.7 Commentaire

Expérimentalement, tous les signaux sont causals, c’est-d-dire commencent en un
instant ¢ = 0. C’est par commodité théorique que 1'on définit généralement les signaux
sur 1a totalité de Paxe des temps.

Le principe de causalité a déja été traité dans le volume [V, ol il est associé au
caractére physiquement réalisable d’un systéme linéaire : la réponse impulsionnelle
d’un tel systéme est une fonction causale.
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x(t)

xp(t)

Fig. 2.15

2.6 EXERCICES

2.6.1 Les signaux suivants sont-ils a énergie finie, 4 puissance moyenne finie, ou ni l'un,
nilautre? Calculer dans chaque cas Pénergie totale et la puissance moyenne totale (2 >0).

A rect(t/T); A sin wt; A sin wr - e(£);e(t); ¢ - €(t); A exp(—at) » €(t);
A exp(—ar); 4 tri(¢/T).

2.6.2 Etablir ’équation de la puissance moyenne du signal A sin(27 ¢/Ty ) en fonction
de Iintervalle de mesure 7' et démontrer que la puissance moyenne totale obtenue par
la formule (2.12) est identique 4 celle calculée sur une période T. Pour quelle autre
valeur de I'intervalle de mesure obtient-on le méme résultat ?

2.6.3 Déterminer les parties paire et impaire du signal x(¢) = A4 sin(wt —a).

2.6.4 Démontrer que la valeur moyenne de la partie impaire d’un signal réel est tou-
jours nulle.



CHAPITRE 3

REPRESENTATION VECTORIELLE
DES SIGNAUX

3.1 ESPACE DE SIGNAUX

3.1.1 Représentation discréte des signanx
Le principe d’une représentation discréte d’un signal x(t) est basé sur le dévelop-
pement de celui-ci en une combinaison linéaire de fonctions connues Y (¢); k=1, 2,
R I
n
x(t) = Y e di(0) (3.1)
k =
Les 1 coefficients oy, constituent une représentation discrere du signal qui dé-
pend de I'ensemble des fonctions ¥/, (¢) choisies. Ceci constitue le fondement de I'a-
nalyse des signaux.
L’intérét d’un tel mode de description est triple :

® un choix adéquat des fonctions ¥ (¢) peut favoriser la mise en évidence de
propriétés particuliéres du signal et faciliter I’étude des transformations qu'il
subit au cours de sa propagation dans un systéme physique donné, en particu-
lier lorsque celui-ci est linéaire;

® 1 la représentation discréte est tout naturellement associée I'image d’un vec-
teur dans un espace de dimension 1 (éventuellement infinie), ce qui permet
d'interpréter géométriquement des notions assez difficiles & visualiser autre-
ment telles que celles de distance, de produit scalaire, d’orthogonalisation,
d’intercorrélation de deux signaux, etc;

© la représentation discréte est le seul moyen d’aborder le traitement d’un signal
par voie numérique (vol. XX).

3.1.2 Notion d’espace vectoriel de fonctions. Définitions

On sait qu'un espace vectoriel est un ensemble d’éléments satisfaisant aux pro-
priétés suivantes : la somme de deux éléments et le produit d'un élément par un sca-
Iaire (réel ou complexe) sont également des éléments de 'ensemble. Un espace vecto-
riel linéaire de dimension 1 est généré par une base formée de 11 vecteurs linéairement
indépendants : tout vecteur x de I’espace correspond ainsi & une unique combinaison
linéaire des vecteurs de la base. 1l existe une infinité de bases possibles.

Un espace vectoriel est /1ormé si 4 tout vecteur x est associée une nosme, notée
lx]l, nombre réel, positif, nul si x est I'origine, qui est une généralisation de la notion
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de longueur. L’espace est dit métrique si a tout couple d’éléments (x,17) est associé un
nombre d{(x,p), réel, positif, nul si x = y, que 'on appelle 1a distance de ces éléments.
La métrique usuelle est : d(xy) =[x —»|.

Une suite infinie {x,, } d’éléments d’un espace métrique converge vers un élément
X de cet espace si

lim d(x,.x) =0

M —>0a

Les diverses métriques possibles correspondent donc 2 divers modes de conver-
gence. Un espace dans lequel toute suite converge est dit compler.

Ces concepts abstraits, introduits en algébre linéaire [58 ], peuvent étre étendus
au cas de fonctions appartenant a une famille donnée. Tout membre de cette famille,
assimilable 4 un vecteur, peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de fonc-
tions particuliéres de la famille qui forment une base de 'espace vectoriel (espace
Jonctionnel) envisagé. Cette base peut comporter une infinité d’éléments : P'espace
est alors de dimension infinie.

3.1.3 Représentation d’un signal par un vecteur. Définitions

Un signal est représenté usuellement par une fonction appartenant d une {amille
de fonctions ayant une propriété commune (p. ex. : énergie finie, puissance moyenne
finie, etc.). [l est donc possible de se représenter abstraitement un signal x(¢) comme
un vecteur dans un espace métrique adéquat auquel on donne le nom d’espace de si-
gnaux [49].

Soit un ensemble { . ()} de i fonctions linéairement indépendantes formant
une base de I'espace des signaux : tout membre de celui-ci correspond a une combinai-
son linéaire unique, du type (3.1), des fonctions Y (£).

La séquence ordonnée des coefficients {a; } forme un z-uple qui définit dans
I'espace de dimension 1 un point (fig. 3.1) de coordonnées (&, s, ..., &, ) par rap-
port 4 la base { Y (£) }.

11 existe ainsi une correspondance biunivoque entre des vecteurs de I'espace arbi-
traire des signaux et I’espace des n-uples, souvent dénoté par R" (coefficients réels) ou
C" (coefficients complexes).

a3

&y

Fig. 3.1 Représentation vectorielle d’un signal (ici pourn=13),
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On dit que le n-uple a = {ay, } est une représentation (dans R” ou C") de x(r)
par rapport  la base {¥,. (1) }.

A chaque base correspond une représentation vectorielle a particuliére de x(t).
On dispose ainsi de différents modes d’analyse d’un signal. Du choix d’une base dépend
la simplicité, I'efficacité et 'utilité d’une telle analyse.

3.1.4 Distance de deux signaux. Définitions

La distance d(x,y) de deux signaux x(¢) et v(+) est une mesure de leur dissem-
blance. Elle est nulle si les signaux sont identiques.

Cette notion joue un réle important en théorie du signal ol elle est utilisée pour
comparer des signaux. En détection de signaux, en reconnaissance de formes, on calcu-
le les distances d’un signal ou d’une forme 4 identifier avec un ensemble de candidats
possibles. Le candidat préféré est généralement celui qui correspond 4 la plus petite
distance (principe du maximum de vraisemblance [20, 59]).

Un filtre est un dispositif qui tente de minimiser une certaine distance d(x,1’)
entre un signal incident x (), entiché de composantes ou de perturbations indésirables
et un signal de sortie v(¢) ayant des propriétés désirées.

Pour des vecteurs x = (X 1,X3, ..., X, ) et ¥y = (v, V4, ..., J, } la distance eucli-
dienne classique est

n 1/2

2

d(xy) = (E lx; =il ) (3.2)
i=1

La distance euclidienne de deux signaux x(t) et 1(r), définie sor un intervalle

de temps 7, est par analogie
12

dy(xy) = (Klex(t)—.l)(r)l 2dz) (3.3)

On I'appelle aussi distance en movenne quadratique. Le coefficient K est soit
égal a 1, soit égal 4 1/T. La définition (3.3) est la plus familiére et la plus utile des me-
sures de distance. Toutefois d’autres définitions sont parfois utilisées, soit parce qu’el-
les sont mieux adaptées 4 un contexte donné, soit tout simplement parce qu’elles im-
pliquent une plus grande facilité de calcul. Mentionnons a titre d’exemples :

dy(xy) = K[ Ix(1) =y (1)l dt (3.4)
dy(x,y) = A’jrlsgn (,\‘(I)—a| — sgn I_v(t)—-blld[ (3.5)
da(x,y) = sup ||x(£) =p()| ; tET| (3.6)

Dans I'expression (3.5), et b sont des constantes, souvent choisies égales 4 Ia
valeur moyenne du signal correspondant dans P'intervalle de définition. La notation
sup {z(#);t € T} de la relation (3.6) désigne la valeur maximum de z(¢) dans I'inter-
valle de définition 7.

Pour protéger des signaux transportant des séquences d’information binaire
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(mots) contre Ieffet de perturbations présentes sur la voie de transmission, on a déve-
loppé des codes détecteurs ou correcteurs d’erreurs. Dans ’étude de tels codes, on uti-
lise 1a distance de Hamming [59 ]

n

ds(x.y) = 2 e ®ci] (3.7)
i=1
pour comparer un mot re¢u C = (¢}, €a. ..., ¢,,) @ un candidat possible

C=(cy,Cq, . €y ). Lesc; et ¢f dénotent ici des symboles binaires 0 ou 1 et le signe ®
I'addition modulo-2 (fonction OQu-exclusif: § V.1.6.1). Cette distance particuliére est
éegale au nombre de symboles par lesquels les deux mots différent.

Pour iltustrer le concept de distance entre deux signaux et montrer I'influence de
la forme de ceux-ci, il est bon de considérer quelques exemples.

3.1.5 Exemple

Soit le probléme suivant : on désire comparer deux signaux x(¢) = A cos wyf et
»(t)=x(r—r1) =4 cos wy(r—7) afin de déterminer leur distance en fonction du pa-
ramétre de retard 7 (ou du déphasage 8 = wy7). Une telle situation peut se présenter,
par exemple, dans des problémes de synchronisation (sect. 13.2).

Effectuons la comparaison sur une période 7= 2n/wg pour = T/2 <7< T/2en
considérant simultanément les distances (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6) avecicia=b=0
et K =1/T.

Ona:

[x(£)= (D)

1]

Alcos(2nt/T)— cos[ 2m(t— 7)/T]!|
2Alsin(a7/TY| - |sin[#w(2¢—7)/T}]

T 112
d\(x,y) = 2 Alsin(n7/T)| - {T_l sin 2[77( 20=7)/T]dt }

= V2 A(sin (77/T)| °
T
dr(x,p) = 2A4(sin(w7/T)| -%_flsin[n(lt*r)/T]]dt = —L,:-Alsin(ﬂT/T)I
0
17l
d(xy)= 4T [dt= 4irT -T2 <71 <72
0

da(xy) = 2Alsin(wr/T)| - sup {Isin[#(2t —7)}/T]l; ¢t € T}
= 2Alsin(n7/T)

Le fait de choisir le coefficient K = 1/T dans les expressions (3.3), (3.4) et (3.5)
homogénéise les différentes mesures de distance utilisées en ce sens qu’elles ont ici tou-
tes la méme dimension que les signaux x (¢) et y (). On peut dés lors valablement les
comparer. C’est ce qui est fait graphiquement sur la figure 3.2.

3.1.6 Exemple
Considérons les quatre signaux impulsionnels, de durée finie T, représentés sur la
figure 3.3. Les distances d (x;, x;) et d (x;. X;), calculées ici avec K = 1/T, donnent
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! d{x,y:7/T)
—\\ 2 d4 — d]
N -
——\\:-- \ 4/m T / _,.-“'/,*" d-
N \. g ///
N .
AN /F
N, | £
/ /T
- 0:5 0 0.5
Fig. 3.2

respectivement :
dy(x1,x2) = dy(x1,x3) = dy(x1,%4) = dy(x3,x4) = dy(x3,%3) =2
dy(xp,x3) =2
da(xy,X2) = dp(xy,X3) = da(x1,x4) = da(X2,x4) = dy(x3,x4)=1
dy(x3,x3) = 2

Bien entendu, on a pour tout 7 :

dy(xixi) = dy(xp,x;) =0

Xy (8)
1
t
0 T —
l,\"_j(()
1
T t
0
_l__
i—\'3(1)
]—.
t
0 T
-1
x4(1t)
14
T r
0
=1

Fig. 3.3
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3.1.7 Exemple

Soit a déterminer les distances d, (x, v) et d, (x, ) entre les deux signaux
x(t)=exp(—at) - e(f)etv(t)=x(t—71) ob e(¢) dénote la fonction échelon-unité
(§ 1.3.3) et > 0. L’intervalle de définition est ici infini. On utilisera les mesures de
distance (3.3) et (3.4) en posant K = 1. Les mesures ainsi obtenues ne sont pas homo-
génes et ne peuvent donc pas étre comparées quantativement.

Pour7>0,0na:

n N
8

| exp( —at) - e(r) —oo
|x(t) —»(t)] = {

ANAY
.

exp( —at) - [exp(ar) — 1] T

Pourr<0O,ona:

EXP(“G!)'E([_T)'EXP(UT) —o < <0
|.\(f)—y(f” = exp( —ar)-[ 1 —oxp(ar)] 0 <t < o
Ainsi
I 12
di(x,y) = {~—[ 1 —exp( —al7l)]

a
et
9

da(x,p) = —[ 1 —exp( —al7])]
a

3.1.8 Espace L? des signaux A énergie finie

L’ensemble de tous les signaux (fonctions réelles ou complexes du temps défi-
nies sur un intervalle [r,, #5 ]) de carré intégrable (§ 2.3.3) forment un espace fonc-
tionnel, dénoté L2 (¢ 1> 12 ), dont la norme est

[ 12
Ixll = [ [ 1x(oy 2dz] (38)
“t

Le carré de la norme correspond donc 4 1’énergie du signal x (¢).
. . T2 .

La distance de deux signaux x (¢) et v(¢) appartenant a4 L™ (r,, t5) est la distan-

ce euclidienne (3.3),aveciciK=1:
1, 12
; 2
dixy) = lx =yl = [f [x(1) —p(¢)] "dr (3.9)
ny

Dans L, un signal y () converge vers x () en moyenne quadratique lorsque leur
distance d(x, y) tend vers zéro. L’exposant 2 apparaissant dans la notation symbolique
de I'espace fonctionnel considéré n’est pas une indication de sa dimension, mais du cri-
tére de convergence utilisé.

Lorigine de cet espace est le signal qui est nul presque partout, c’est-a-dire excep-
tion faite d’un éventuel nombre limité de discontinuités finies (points isolés).
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3.1.9 Produit scalaire de signaux. Définitions
Le produit scalaire de deux vecteurs x = (X, Xa, .. Xp) €LY = (¥, V2, ey ¥py)
A coordonnées réelles ou complexes est défini par la relation

n
Xy = 2 XV * (3.10)

i=t
[1 est lié 4 la norme par l'identité
x-x = x|’ (3.11)

Par analogie, on définit le produit scalaire de deux signaux — fonctions réelles
ou complexes du temps —x (¢) et y(¢) appartenant i L2 (ty,ty) par

2
<xp*> o= [ x(pEde (3.12)

5l
qui est lié 3 la norme (3.8) par I'identité
< xx* > = |x)° (3.13)

On démontre que I'espace L* (¢4, f5) doté d’un produit scalaire induisant une
norme est complet. On donne en mathématique 4 ce type d’espace le nom d’espace de
Hilbert.

Le produit scalaire posséde la symétrie hermitienne

<xy*F> = < ypx*>* (3.14)

3.1.10 Commentaire

La notation fonctionnelle < x, y*> utilisée dans cet ouvrage, ol I'astérisque in-
dique le conjugué complexe, est cohérente avec celle introduite au volume IV en rela-
tion avec le concept de distribution ( § IV.7.1.13). Dans la plupart des ouvrages de
référence, le produit scalaire est plus simplement dénoté par <x, y> ou (x,»). La no-
tation <x, y > sera ici réservée au cas de signaux réels.

3.1.11 Définition : fonctions orthogonales

En géométrie euclidienne, deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalai-
re est nul. Par analogie, x (¢) et y(t) sont des fonctions orthogonales sur P'intervalle
[21, £, ] si leur produit scalaire

&)
< xyt> = [ x()yH(e)dr = 0 (3.15)
n

La spécification de Iintervalle [t,, ¢, ] est importante. Deux fonctions orthogo-

nales sur [¢,, 7 ] ne le sont pas nécessairemnent sur tout autre intervalle [#3, ¢4 |.

3.1.12 Exemple
Les quatre signaux de la figure 3.3 sont orthogonaux deux 4 deux sur I'intervalle
[0, T, sauf pour la paire x, (), x3 (t) dont le produit scalaire vaut <x,,x3 >=-T.
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3.1.13 Relation entre produit scalaire et distance euclidienne

La notion de produit scalaire est, comme celle de distance, importante en théo-
rie du signal. Ces concepts sont d’ailleurs liés. En effet, dans L* (t;, ;) onapar (39),
(3.12), (3.13) et (3.14) :

5]
d3xp) = | () =w(O1[x*(0) =y (1)1 dt
1)

<x x> 4+ < py*F>S - < xpF> - < xpF >0k
el 2+ vl =2 Re < x,p* > (3.16)

Pour deux fonctions orthogonales, on obtient en tenant compte de (3.15) la
formulation générale du théoréme de Pythagore :

d*(x,y) = x>+ (3.17)

Le produit scalaire est également directement lié 4 la notion de corrélation

(8§ 4.2.10) qui est aussi utilisfée comme moyen de comparaison de deux signaux
(sect. 13.2).

3.1.14 Définition : inégalité de Schwarz
Considérons les fonctions x (¢) et kv (t) appartenant 4 L~ (z,, t, ), oit k est une
constante réelle ou complexe arbitraire. Par définition, la distance d(x, kv) est posi-
tive ou nulle. Par un développement semblable 4 (3.16),0na:
di(x, ky) = <x,x* >+ kPP <y, y* > <x,y*>-k<x,y*>*
=20 (3.18)

Cette relation est en particulier satisfaite pour k=<x,y*> /<y, y* >, ce qui
donne en remplagant dans (3.18) :

| < x> |7
< xx*¥> -—— =0 (3.19)
< yy* >
d’olr on tire I'inégalité de Schwarz :
<Kx,p*>1* < <x,x*>-<y,p*> (3.20)

En tenant compte de (3.8), (3.12) et (3.13), cette inégalité peut aussi s’écrire
sous la forme :

b 2 b R L
[xny=de) < Ixn1%de - [ 1y ae (3.21)
I L ty
L'égalité n’est atteinte que pour d(x, kv) =0, c’est--dire lorsque
x(t) = ky (1) (3.22)

L’inégalité de Schwarz est souvent invoquée pour résoudre certains problémes
d’optimisation ou déterminer des bornes (voir chap. 4, 7 ou 13).
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3.2 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

3.2.1 Approximation optimale d’un signal dans L2. Définitions

Considérons un signal x (¢) appartenant 4 I'espace L? de dimension » et un en-
semble { W (#)} de m <n fonctions, linéairement indépendantes dans L2, formant
une base d’un sous-espace E,,, de L2

On peut définir dans E,,, une approximation d'ordre m, ¥ (), du signal x (1)
par la combinaison linéaire

m

()= Y a4, (1) (3.23)
k=1

La différence

e(t) = x(r) =X (1) (3.24)

est un signal d’erreur d’approximation dont la norme est, par (3.9) égale i la distance
cl(x,:{") :
lell = d(x,X) (3.25)

Le carré de la norme lell est appelé ervewr quadratique moyenne. L'approxima-
tion x (1) de x (1) est optimale au sens des moindres carrés si les coefficients oy, sont
choisis de maniére i rendre la distance d(x, X ) minimale.

Six(t) EEp, d(x,X)=0etX (1) =x(t).

3.2.2 Théoréme de la projection

La distance d(x, X') entre une fonction x () et son approximation (3.23) est
minimum si Perreur d’approximation e(#) =x(r) —x(¢) est orthogonale aux fonc-
tions Yy, (1), c’est-a-dire si

<e,Yr>=0 vk (3.26)

Ce théoréme est la généralisation du fait, constaté en géométrie euclidienne, que
la plus courte distance d’un point 4 un plan est la longueur de la perpendiculaire abais-
sée du point au plan.

3.2.3 Démonstration

Soit ¥ (t) = Z ay Yy (¢) une approximation d’ordre m de x(t) telle que l'erreur
e(t) =x(t) —x (t) satisfasse la condition d’orthogonalité (3.26). Considérons une
autre approximation arbitraire de méme ordre x(1) = £ f W, () de x(¢). On peut
écrire en tenant compte de (3.16) :

d*(x,x) = d*(x-%.x-%)
Ix=X1? + Iz =X1* -2 Re <x —X,x*-3*> (3.27)
Or<x-X,x*-X"> =0 puisque x(1) ~X(r)=% (B — o) ¥ () et que

<x~X,yr>=0 pour tout k. La relation (3.27) se réduit donca d>(x, x)=
lx=%1% + I x~% 12 qui est clairement minimale si x(£) =% (¢).
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3.2.4 Erreur quadratique moyenne optimale
Si la condition (3.26) est satisfaite
<x,FF> = XY = IR0 (3.28)

car<x,x >=<¥ +e,x " >et<e,x>=0.

P’erreur quadratique moyenne optimale est donc exprimée, en tenant compte
de (3.16), (3.25) et (3.28) par

el? = a(x,%) = IxI? = IX1? (3.29)

ou, en d'autres termes, par (3.8), (3.13) et (3.23)
f
et > = [ 1x(1) = F(0)) s
I

I3 m m

= [xde=Y Y aeef < gt > (3.30)

I k=1 I=1

3.2.5 Détermination des coefficients
Si la condition (3.26) est satisfaite, on obtient par analogie avec (3.28)

<x,¥> = <X, Y> (3.31)

Le remplacement de X (+) par le développement (3.23) conduit 4 un ensemble
de m équations
124]
DYt > = <xyt > 5T =1L2m (3.32)
k=1
dont la solution est I’ensemble de coefficients optimums {ay. } .
En notation matricielle, le systéme d’équation (3.32) s’écrit simplement

Aa=T (3.33)

oli A est la matrice m X m des produits scalaires des fonctions de base

153

e = < Ut > =_( U (DY, () dt (3.34)

n
et I" est le vecteur colonne des produits scalaires ( projections) du signal avec les dif-
férentes fonctions de base
2
y, = < x> =[xy (3.35)
b
Le vecteur a des coefficients ay, satisfaisant (3.26) est ainsi donné par la relation
matricielle
a=A1-T (3.36)

On peut observer par (3.34) que la matrice A est diagonale si les fonctions de
base sont orthogonales.
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3.2.6 Exemple
Considérons 'approximation d’une impulsion rectangulaire x (¢) = rect(r — —;—)
par une combinaison linéaire de m =3 fonctions exponentielles décroissantes
Uy (t) =exp[— k], avec k =1 a 3, définies sur I'intervalle [0, e=].
On a ici (le premier résultat montre, en particulier, que ces fonctions ne sont
pas orthogonales) :

oo

* . 1
Ner= < Gl > = Jexp[—(k+Ddt = —— k[l = 1,23
0 k+1
et N

Y, = < .\',gb,* > = |-.\'(I)exp( —[ydr =
0

‘exp( —It)dt
0

]

l — A _
Lt —exp (-1

On en tire les matrices

411
2 3 3
A=y
LI S §
q 5 6
et
72 =240 180
At = | —240 900 -720
180 —720 600
et
0,63212
"= 1043233
0,31674

D’ot la solution

o) -1,234
a,| = AT = 9,338
Qs —-7.454

Ainsi, la meilleure approximation de x(¢)= rect (¢ — ;—) sur I'intervalle
0 <t <3 I'side d’une combinaison linéaire de fonctions W (t) =exp[—kt] est
(fig. 3.4)

X (1) = = 1,234 « exp(—t) + 9,338 - exp(—2¢) — 7,454 - exp(—31)

La valeur quadratique moyenne de I'erreur d’approximation vaut dans ce cas,
par (3.30)

lel? = 1-0,896 = 0,104

3.2.7 Qualité de 'approximation
Lerreur quadratique moyenne flell? est une mesure absolue de I'imperfection de
I'approximation d’ordre m1 obtenue. Il est en général préférable d’exprimer la qualité
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Fig. 3.4

de cette approximation en valeur relative. Celle-ci est obtenue en faisant le rapport

R £ I I 337)
R TR B TR
ou
12
el ® = [ 1x()1 de (3.38)

T

est Pénergie du signal et
IF12 = Y Ya, 0f < 9 > (3.39)
kot

est 'énergie de I'approximation.

Le rapport (3.37) est une sorte de rapport signal-sur-bruir (d’approximation)
dont on verra d’autres exemples par la suite. Il est commode de le chiffrer en décibel
en utilisant la relation (1.2)

Eap = 10logyp £ dB (3.40)

3.2.8 Exemple

La qualité de 'approximation d’un signal rectangulaire réalisée dans 'exemple
3.2.6 4 I'aide d’une combinaison linéaire de trois fonctions exponentielles définies sur
lintervalle [0, =] est caractérisée par les valeurs

£ =1/0,104 = 9,62 ou g4y = 1010g9,62 = 9,8 dB

3.3 DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FONCTIONS ORTHOGONALES

3.3.1 Conditions d’indépendance des coefficients

Le systéme d’équation (3.32) se simplifie considérablement si les fonctions
Wy (1) forment une base orthogonale sur Pintervalle [¢,, 7, ], cest-a-dire si leurs pro-
duits scalaires (3.12) satisfont 3 la condition (3.15) :

My = <, Y'> =0 Vk #1 (3.41)
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On obtient alors un développement en série de foncrions orthogonales

X(1) = D e (1) (3.42)
k=1

dont les coefficients sont indépendants et déterminés par I'équation générale (avec
Aok = )\Ic)

&)
I " P "
ap = — < x> =L [ xowlnde (3.43)
Ak N
ol
L5
Ne = < Bl > o= gl = | e dr (3.44)
|

est un scalaire réel.

3.3.2 Définition : fonctions orthonormales
Les fonctions Yy, (1) sont dites orthonormales si

M = 1 vk (3.45)

La normalisation peut toujours étre obtenue, lorsque A, ¥ 1, en introduisant
Pensemble des fonctions pondérées

Y (1) 1 ‘
T.(t) = = b, (1) 3.46
N vl (3:46)

3.3.3 Erreur d’approximation
Une approximation d’ordre m d’un signal x(¢) par un développement en série de
fonctions orthogonales (3.42) entraine une erreur dont la valeur quadratique moyenne
se réduit, en introduisant (3.41) dans (3.30), 4
5] m
2 S 2 2
el ® = [1x(e) ®de= Y laxl®- A (3.47)
n k=1
Puisque llell > 0, il en résulte I'inégalité
" I2

Slapl®- 2, < J Ix(D]%dt = x> Vm (3.48)

k=1 fy

3.3.4 Identité de Parseval

Comme Ax = 1P, 1 est toujours positif, on déduit de la relation (3.48) qu’il
suffit de faire croitre n1, au besoin jusqu’a l'infini, pour que I'erreur quadratique moyen-
ne — respectivement la distance d(x, X') — s'annule. L'approximation X'(¢) converge
done vers x () en moyenne gquadratique. A la limite, la relation (3.48) conduit i I'iden-
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tité de Parseval (déja rencontrée sous d’autres formes dans le volume 1V) :

t2 co
[1x1?ar = 3 la1?- 2 (3.49)
1y k=1

3.3.5 Définition : ensemble complet de fonctions orthogonales

L’ensemble des fonctions orthogonales {y (¢), k=1, 2, ..., m } est un ensem-
ble complet (ou fotal) s'il est possible d’approximer n’importe quelle fonction
x() e L% avec une erreur quadratique moyenne qui tende vers zéro lorsque #1 tend
vers I'infini.

3.3.6 Interprétation énergétique
Chaque composante ay W (t) du développement en série de fonctions orthogo-
nales complet de x (1) € L2 (ty. 12)

oo

x() = > e, (1) (3.50)

k=1
posséde une énergie

I~
- - 2
J e, 17de = la )™ N (3.51)
I
Le membre de gauche de I"équation (3.49) représente I’énergie rotale du signal
x(1). Il ressort donc de I'identité de Parseval que le développement (3.50) analyse le
signal x(¢) d’une maniére telle que I'énergie totale du signal soit égale 4 Ia somme des
énergies des composantes.

3.3.7 Représentation de signaux périodiques

Tout signal périodique, de période T, i puissance moyenne finie, peut étre con-
sidéré (§ 1.3.14) comme la répétition repy {x (¢, T)} d’un signal x(r, T') a énergie
finie sur 7.

Tout ensemble de fonctions orthogonales dans 'intervalle [¢,, £; + T'] possé-
dant, en plus, une structure périodique de période 7, est orthogonal sur tout I'interval-
le [—o0, =] et convient 4 la représentation d’un signal périodique de méme période
possédant une puissance moyenne finie.

Les relations (3.42), (3.43) et (3.44) s’appliquent sans autre en posant simple-
ment £, =f; +T.

L’erreur quadratiqgue moyenne d’approximation se déduit de (3.47) en posant i
nouveau £, = ¢ + T et en divisant chaque terme par T : elle mesure alors la puissance
moyenne et non I'énergie {dans ce cas infinie) de I’erreur :

| LT m
Po=—] lx(D1dt=3 lagl® N/T (3.52)
T f k=1
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I’identité de Parseval, atteinte lorsque la puissance de I'erreur est nulle (ensem-
ble complet) prend ici la forme suivante qui exprime de deux maniéres équivalentes
la puissance moyenne du signal périodique :

t+T

=—T1-J ()] 2dr -?? Mk (3.53)
5] =1

3.3.8 Analyseur et synthétiseur de signaux. Principe général

Les relations fondamentales servant d 'analyse — ou 4 la synthése — d’un signal
au moyen d’un développement en série de fonctions orthogonales sont regroupées dans
le tableau 3.5.

Tableau 3.5

Développement complet:

=Y ap Ylt) € LYy, 1)
k=1

aveg '
Aer = < Wl > = [ wn¥ndr=0 Y kI
n
et
b
o = — [ x(n) vl
. kot
ou
£
. [ 2
M= < Wew > = | (T
f)
Approximation:
m
X = Y ()
k=1

La structure générale d’un analyseur de signaux s’en déduit immédiatement (fig.
3.6).

composantes

sipnal x(f)

‘\xj > j::zdl — a,
‘ -
w@ &> f:dr — oy
[
»(x f:‘“ > q,

YRVATIIED Va4V D WA YS!
générateur local de
fonctions orthogonales

Fig. 3.6 Structure de principe d'un analyseur de signaux.
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Invérsément, on obtient la structure de principe d’un synthétiseur de signaux
(fig. 3.7).

()
: foj ' . o (1)
: : (1) = L ay (e
"ik ..':()? — Z e k=)
C;n X

Uy () e (1) ey (1)
générateur local de
fonctions orthogonales

Fig. 3.7 Structure de principe d'un synthétiseur de signaux,

0 3.3.9 Procédure d'orthogonalisation de Gram-Schmidt
La procédure itérative suivante permet de construire une base orthonormale
{¥r(t),k=1,2,..,n} i partir ’un ensemble de 1 fonctions linéairement indépendan-
tes {r;(r),k=1,2,..,n} appartenant A I'espace considéré :

_ W ()
Y (1) = m (3.54)
avec
wyi(r) =v(¢) (3.55)
et le terme général
k-1
we(1) = v(0) = 2 < v 0" > i) (3.56)
i=1

Par I’équation (3.56), la fonction (vecteur) wy (¢) est la différence entre la
fonction (vecteur) v (¢) et sa projection sur le sous-espace de dimension & — 1 engen-
dré par I'ensemble des fonctions orthogonales déji déterminées {y;(r),i=1, 2, ...,

k —1}. Elle est donc perpendiculaire 4 toutes les fonctions de cet ensemble.

Si les fonctions vy (¢) ne sont pas linéairement indépendantes, la procédure d’or-
thogonalisation décrite reste applicable, mais conduit 4 yn < n fonctions orthogonales
non nulles : m représente alors la ditnension de Pespace des signaux défini par

{v (D)}

O 3.3.10 Exemple
Soit Pensemble de fonctions linéairement indépendantes appartenant a L? (0,°°)

e (1) = exp(—kt); k=1,2,..
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. En appliquant la procédure d’orthogonalisation de Gram-Schimidt, on obtient
. pour l'intervalle 0 < 7 <eo:

wy (1) = vi(t) = exp(—1)
U, (1) = 2exp(-1)

exp(—2t) = (2/3) exp(—1t)
6exp(—21) —4exp(—1t)

wo (1)
Vo (1)

|

wy (1) = exp(—3t) — (6/5) exp(—21) + (3/10) exp(—1t)

W3 (1) = V6[10exp(—31) — 12 exp(—21) + 3 exp(— )]

etc.

On vérifie aisément (exercice 3.59) que les fonctions wy () et Y (t) sont res-

pectivement orthogonales et orthonormales sur [0, = ]. Les fonctions v, (1) et ¥, (£),
pour k allant de 1 3 3, sont représentées sur la figure 3.8.

!vk(t) = exp(—kr)

3.4 PRINCIPAUX ENSEMBLES DE FONCTIONS ORTHOGONALES

3.4.1 Impulsions rectangulaires décalées
Un exemple trivial de développement en série de fonctions orthogonales, valable
sur I'intervalle — oo <t <=0, est obtenu en choisissant comme fonctions de base Yy, (£)

des impulsions rectangulaires de durée A7, centréesen t =% - Atavecicik=0,+ 1,
2., 100!

Y, (t) = rect ( (3.57)

t—k A7
AT
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qui satisfont Ia condition d’orthogonalité (3.41). Par (3.44) on obtient A\, = A7 et par
(3.43) les coefficients du développement

1 t—k - AT
— | x(t) rect |— | d¢
AT A7

(k+12)AT

Qg

!
== x(£)dt (3.58)

(k—-12) AT

Les coefficients e correspondent ainsi i la valeur moyenne du signal calculée sur
un intervalle At centré en ¢ =k « A7. En premiére approximation, pour At suffisam-
ment petit, o, est la valeur échantillonnée du signal i Pinstant =k + A7 :

oy = x(k - AT) (3.59)
Un modéle approximatif du signal x(¢) est alors obtenu en combinant les équa-

tions (3.42) et (3.59) :

oo

X(t)y =Y  x(kAr) rect(

k=—o

t -k 'AT)
_— (3.60)

AT

Cette approximation (fig. 3.9) correspond en quelque sorte 4 une modulation
d’impulsions en amplitude (sect. 11.4).

L’ensemble des fonctions orthogonales {y (¢ )} définies par (3.57) n’est mani-
festement pas complet. Toutefois, la qualité de I'approximation (3.60) est d’autant
meilleure que A7 est petit. A la limite, pour At — 0, 'impulsion rectangulaire pondérée
par 1/A7 devient une impulsion de Dirac (§ 1.3.9) et on obtient la description exacte
(avec k * AT—T)

x(t) = lim X{(r)
AT—0

oo

1
= lim > x(k-AT)A— rect(

AT—0 k=—c

t~k+ A7
— | A7
AT

oo

= [ x(r)8(t—r)dr (3.61)
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On reconnait ici I'intégrale de convolution (1.47) qui est fondamentale en théo-
. rie du signal et en théorie des systémes linéaires en cela qu’elle permet de se représen-
ter un signal x (¢) comme une somme pondérée infinie d’impulsions de Dirac.

3.4.2 Fonctions de Rademacher. Définitions

Un ensemble incomplet trés simple de fonctions orthogonales de type rectangu-
laire est constitué par les fonctions de Rademacher (fig. 3.10). Ce sont des fonctions
binaires, & structure périodique, ne prenant que les valeurs +1 ou—1.

rad (0, +/T)
{ .t
0 H
T
rad (1, +/T)
]——I T ¢
0 H
_l_ %l
rad (2. /T)
(l] 1 [ 1 T t_
0] C— ——
rad(3, ¢/T)
S o I s O s N s A A
'S R o e S R S

rad (4, +/T)
1

i

-1

Fig. 3.10 Fonctions de Rademacher.

Une définition simple des fonctions de Rademacher, d'indice / et de période T,
est donnée par

rad (0, t/T) = 1
et
tad (i, t/T) = sgn {sin(2'nt/T)}; i =1,2,.. (3.62)

Le caractére incomplet de ’ensemble ainsi formé est illustré par 'exercice 3.5.12.

La fonction de Rademacher est le modéle du signal rectangulaire périodique ap-
pelé onde carrée par les électroniciens. Hormis la fonction d’indice zéro qui est une
simple constante, toutes les autres fonctions de Rademacher correspondent i des si-
gnaux aisément générés, A partir de celui d’indice le plus élevé, 3 aide d’un systéme
logique comprenant une cascade de diviseurs de fréquence par deux (sect. V.4.1.).

3.4.3 Fonctions de Walsh avec classement séquentiel. Définitions

Un ensemble complet de fonctions orthogonales binaires incluant les fonctions
de Rademacher est constitué par les fonctions de Walsh. Ces fonctions ne prennent que
les valeurs +1 ou —1 en changeant de signe k fois dans 'intervalle ouvert 0 <t <T.
Elles sont généralement considérées comme périodiques, de période T. Elles peuvent
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étre définies de la maniére suivante [60 ]
r—1 ks .
b (1) = wal(k, T) = [T sgn | cos (2 mt/T)] (3.63)
i=0

m

ol k; est le i°™© coefficient (égal a zéro ou un) de I'expression de & en base deux :

r—1

k=Y ko2 (ki = 0,1) (3.64)
i=Q

et r est la plus petite puissance de deux supérieure a k.
Les fonctions de Rademacher et de Walsh sont liées par la relation

rad(i, t/T) = wal(2' =1, ¢/T) (3.65)

Les fonctions de Walsh définies par (3.63) sont classées dans 'ordre séquentiel si
elles sont ordonnées selon les valeurs croissantes de I'indice k. Le concept de séquence
a été introduit [61 ] par analogie avec celui de fréquence d’une fonction sinusoidale
pour caractériser le nombre moyen de paires de changement de signe (cycles) par unité
de temps. Ainsi, les fonctions wal( 1, ¢/T) et wal(2, t/T) sont de méme séquence
s =1/T, de méme que les fonctions sin(27¢/T) et cos(2nt/T) sont de méme fréquen-
ce f'=1/T. D’une maniére générale, la séquence d’une fonction de Walsh d’indice k est
donnée par

J 0 k=0
S = 3 (k+1))2 k impair (3.66)
kj2 k pair

Une autre notation, parfois utilisée, met en évidence les symétries paires et im-
paires des fonctions de Walsh en définissant — par analogie toujours avec le sinus et le
cosinus — des fonctions sal et cal de la maniére suivante

sal(sy, t/TY = wal(k, HT) I impair

cal(s, t/T) = wal(k, t/T) K pair (3.67)

i

Les huit premiéres fonctions de Walsh classées dans 'ordre séquentiel sont repré-
sentées sur la figure 3.11. On vérifie aisément leur propriété d’orthogonalité sur 'inter-
valle [Q, T], avec A, = T. Un exemple d’approximation d’une fonction continue par
une somme pondérée de fonctions de Walsh est donné sur la figure 3.12.

3.4.4 Procédure usuelle de génération
La génération de signaux ayant la forme de fonctions de Walsh peut se réaliser 4
partir d’ondes carrées (fonctions de Rademacher) en utilisant la propriété suivante

wal(k @/, t/T) = wal(k, t/T) - wal(/, t/T) (3.68)

ol @ dénote I'addition modulo-2 des indices & et / représentés en base 2 (par ex.

34 5=6puisque 3 =011, 5= 101 et 6 +— 110=011 @ 101). De plus, en faisant
correspondre aux amplitudes -+1 et —1 Ies états logiques O et 1 respectivement, la mul-
tiplication de fonctions de Walsh devient une addition modulo-2 qui est aisément réa-
lisée A I'aide d’un opérateur logique Ou-exclusif (§ V.1.6.1).
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wal(0, ¢/T) 4
1

0 B

1T T
sal(1, t/T) = wal(1,t/T) }
17 1
0 T
_1-1
cal(1, t/T) = wal(2, t/T)
1 Tt
ol 1 —

I e e—
sal{2, ¢/T) = wal(3,¢/T)
1

L.

-1+ | ‘
cal(2, HT) = wal(4, t/T)

0] — = !

e 1 [ | T
sal(3, +/T) = wal(5, t/T)

5 o N e IO

o [ —

cal(3,¢/T) = wal(6, ¢/T)
5 O s I e B e B
S I i

sal(4, t/T) = wal(7. t/T)
e

r
0_
—1 4 I::’ H H l:'

Fig. 3.11 Fonctions de Walsh,

31

F() =Y o wal(k, H/T)
k=0

93—

T
T2 T

0
wp = +03133 @& =-02849 a5 =+01162 a; =-0.1413
ag = +00029 ajy = +0,0106 @, = +00481  ayy = —0,0639
wg == 00000 oy = +0.0041 sy = =~ 00096 &, = +0,0064
@y =+ 00012 ayg = +0,0058  azg = +0,0231  ayy =-0.0314

Fig. 3.12 Exemple d’approximation par fonctions de Walsh (ay = 0 pour k impair).

L’ensemble des fonctions orthogonales (ou orthonormales pour 7= 1) de Walsh
présente un intérét pratique considérable [62] en traitement des signaux et des images
ainsi qu'en reconnaissance des formes. Ceci est dil, d’une part & leur simplicité de géné-
ration et de manipulation logique et, d’autre part, i la facilité avec laquelle les coeffi-
cients o correspondants peuvent étre calculés.
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3.4.5 Fonctions de Walsh avec classement naturel. Définitions

Une méthode rapide d’établissement des fonctions de Walsh est obtenue en te-
nant compte de leur parenté avec les matrices de Hadamard Hy . Ce sont des matrices
carrées, d’ordre N X &, dont les éléments valent + 1 ou — 1 et dont les lignes (respecti-
vement les colonnes) sont mutuellement orthogonales. Elles présentent un intérét
particulier en traitement numérique des signaux et des images (vol. XX).

Chaque ligne d’une matrice de Hadamard d’ordre N = 2" contient & changements
de signe et correspond i la version discréte (échantillonnage de 2" valeurs réguliére-
ment réparties entre 0 et 7) de la fonction de Walsh wal(k, ¢/T).

La formule de récurrence suivante permet d’établir rapidement la matrice de Ha-
damard Hpy avec N =2":

Hy HN] (3.69)

Vo ! =H, @ Hy=
W T [HN ~ Hy
ol

iy = [1] (3.70)

et @ dénote le produit de Kronecker (ou produit tensoriel de matrices). Les matrices
H 4 et Hg sont représentées sur la figure 3.13 avec I'indication de quelques fonctions de
Walsh correspondantes.

BT S T O
I =1 1 -1 I | —walym)
([N Gy R

-1 1 =1 =1 =1 1 -1 -1 1
I b 1 =1 =1 =1 =1
=1 1=t =1 1 =1 1
11 -1 -1 1
=1 =1 1 1

— wal(2.¢/T)

Fig. 3.13

On appelle ordre naturel le classement des fonctions de Walsh dans 'ordre des
lignes correspondantes de la matrice Hp . [l est possible de passer du classement natu-
rel au classement séquentie} en exprimant I'indice & comme la version décimale, selon
le code de Gray ( § 10.4.3), de la lecture inversée — ¢’est-3-dire commengant par le bit
de poids le plus faible — de I'expression binaire de 'indice de ligne du classement natu-
rel (par exemple : indice de ligne i =6 <— [ 10 en binaire: en lecture inversée : 01 |
«— [ = 2 selon le code de Gray).

3.4.6 Fonctions sinusoidales
L’ensemble des fonctions harmoniques

g (1) = V}l— sin( 2wkt/T) (3.71)

est orthonormal sur I'intervalle [0, 7']. Il est toutefois incomplet : aucune fonction 4
symétrie paire dans l'intervalle {0, 7'] n’est exactement représentable par une combi-
naison linéaire des W, (¢). L’ensemble est complété par I’adjonction de fonctions har-
moniques cosinusoidales, ce qui conduit au classique développement en série de Fourier.
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3.4.7 Série de Fourier

De tous les développements orthogonaux d’un signal sur un intervalle de durée 7',
celui qui a la plus grande importance théorique est celui de Fourier, déji rencontré au
volume IV ot il est présenté comme un cas particulier de la transformation intégrale de
Fourier applicable aux signaux périodiques (sect. IV.7.4). Mais 1'utilité de la série de
Fourier n’est nullement limitée a ce cas.

Tout signal x(¢) € L2 (ty,t, + T) peut étre exprimé par une combinaison linéai-
re des fonctions exponentielles complexes (en remplacant ici I'indice & par n positif,
nul ou négatif)

Y, (t) = exp(j2mnt/T) (3.72)

qui forment un ensemble complet de fonctions orthogonales sur I'intervalle
(ty,t; + T) avec, par (3.44)

M =T Vn (3.73)

En dénotant conventionnellement le n-iéme coefficient du développement en sé-
rie de Fourier complexe d’un signal x (¢) par la majuscule correspondante X, (en lieu
et place de @y ), on obtient I'équivalence dans l'intervalle [¢,,¢, + T]:

o

x(1) =Y  X,exp(jlnnt/T) (3.74)
H= —ca
avec, d'apres (3.43) et (3.73) :
H+T
X, = pu | x(ryexp(—j2mnr/T)de (3.75)
g

Ces coefficients présentent P'intérét d’étre naturellement classés dans Pordre har-
monique des fréquences f,, = 1/T et conduisent i la notion classique de spectre fréquen-
tiel (bilatéral) d’un signal. Si la fonction x (¢) est réelle, les coefficients .X,, et X_,,
sont des conjugués complexes.

La limite du produit X, - 7 obtenue en faisant croitre indéfiniment l'intervalle 7’
est la transformée de Fourier X (/) du signal (§ 4.1.6).

Remarquons que lorsque le signal est périodique de période T, c’est-i-dire si
x(t)=x(t+mT) avec m entier, ["équivalence (3.74) s’étend aussi a tout I'axe réel :
—oo <t < oo [’identité de Parseval (3.53) permet alors d’exprimer la puissance moyen-
ne du signal de deux maniéres équivalentes :

H+T -

[Ix(ni®de = Y X012 (3.76)

f

P, =

1
T

-~

3.4.8 Développement d’une fonction de la fréquence

Par analogie avec le développement d’une fonction du temps x(¢) sur un inter-
valle [z,, r, + T], le développement en série de Fourier d’une fonction de la fréquence
Z(f) sur un intervalle fréquentiel [f,, f, + F] donne :
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Z(f)=3  zexp(j2akfIF) (3.77)

avec les coefficients :

[ +F
7 = F'[ Z(fyexp(—j2akf/F)df (3.78)
/i

qui sont en général complexes, sauf si Z(f) est une fonction paire.

3.4.9 Représentation échantillonnée d’un signal de spectre a support borné de type
passe-bas
Considérons un signal x (r) dont la transformée de Fourier X (f) est nulle pour
(1> f,. Pour un spectre de type passe-bas et compte tenu de la définition (2.15), la
largeur de bande B et la fréquence limite f5 sont égales : B=/f, — f, =f; caricif; =0.
Le signal et sa transformée sont liés par la relation

B
©(1) = [ X(fyexp(j2ast)df (3.79)

~B

En développant en série de Fourier la fonction Z(f) = exp(j 27 ft) sur l'interval-
le fréquentiel {-B, B], il vient :

npis

2 =

z()exp(j2nkf]2B) (3.80)
k oo

avec, [en tenant compte de la notation (1.58)] :
8

[ exp (5 2a[r -~ k/2B11)ar
2B ~B

i (£) =

sin[ n( 2Bt~ k)]
7( 2Bt —k)

= sinc(2Bt—k) (3.81)

Ces fonctions sont représentées sur la figure 3.14.

) = sinc(2Br—k)
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En substituant (3.80) et (3.81) dans (3.79) et en intervertissant I'ordre de som-
mation et d’intégration, on obtient :

- B
x(t) = ) [I X(f)exp(j2mkf(2B)dS (z(f)

-B

(= — o
oo

= Y x(k/2B)sinc(2Bt—k) (3.82)

k=-—co

Les fonctions zj (t) = sinc(2Bt — k) sont orthogonales (voir exercice 4.7.19) et
engendrent un espace fonctionnel complet (celui des signaux de spectre d support bor-
né). Par contre, 'ensemble de ces fonctions n’est pas complet dans L? puisque les si-
gnaux ayant une largeur de bande supérieure & B n’appartiennent pas au sous-espace
engendré.

Les coefficients du développement (3.82) ont la propriété remarquable d’étre
simplement les valeurs échantillonnées du signal prélevées périodiquement tous les
At = (2BY " secondes. Ce résultat sera interprété au chapitre 9. On y montre en fait que
si la fréquence d’échantillonnage f, d’un signal analogique de spectre a support borné
satisfait 4 la condition f, = At™'<C 2B, le signal analogique peut étre parfaitement
reconstruit & partir de la connaissance des seuls échantillons. Ce résultat porte le nom
de théoréme d’échantillonnage.

3.4.10 Série de Fourier d'un signal échantillonné

Par analogie avec le développement en série de Fourier (3.74) d’un signal analo-
gique x(r), dont les coefficients sont définis par (3.75), on obtient pour un signal
échantillonné — ou numérique — x(k) de V échantillons, prélevés sur l'intervalle 7=N-At,
aprés avoir normalisé le pas d’échantillonnage Az = 1:

N-1
x(k) = > X, exp(j2mnk/N) (3.83)
n=0
avec
N-1
X, = (1/N) 5 x(k) exp(—j2ank/N) (3.84)
k=0

Comme indiqué au paragraphe 3.4.7, cette représentation est a la fois celle du
signal échantillonné x(k) de NV échantillons, mais aussi celle du signal échantillonné
périodique x(k + mN) avec m entier.

Pour les raisons mentionnées au paragraphe 2.4.3, les coefficients X, obtenus dans
ce cas forment eux-mémes sur I'axe des fréquences une séquence périodique de période
unité (fréquence d’échantillonnage f, = Ar™' normalisée). La période principale contient
N coefficients associés aux fréquences f;, = n/N avec n allant de 0 a N — 1.

Ainsi, cette double représentation discréte (signal échantillonné et développement
en série de Fourier) entraine une double périodicité: celle du signal dans le domaine
temporel et celle du spectre fréquentiel constitué par les coefficients (3.84).
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La formule (3.84) porte le nom de fransformée de Fourier discréte normalisée.
En la multipliant par le facteur &V, on obtient la fransformée de Fourier discréte X(n)
utilisée pour I'évaluation numérique de la transformée de Fourier X(f) continue (cf.
section 4.1) associée 4 un signal analogique x(r).

3.4.11 Autres fonctions orthogonales

D’autres fonctions orthogonales, qu’il serait trop long de décrire en détail ici,
sont citées dans la littérature pertinente [21, 49, 63 ].

Mentionnons en particulier (I'intervalle de définition étant indiqué entre paren-
théses carrées) les :

@ polynomes de Legendre [-1, +1]

@ fonctions de Legendre [0, =]

polynomes de Laguerre [0, =]

fonctions de Laguerre [0, o]

polynomes de Tchebycheff [—1, +1]
fonctions de Tchebycheff [0, =]
polynomes de Hermite [—oo, =]

fonctions de Hermite [—o9, o0 ]

fonctions de Haar [0, 1]

fonctions obliques - en anglais slant - [0, 1]

O @ © 6 © ©6 0 ©

Les fonctions de Haar et les fonctions obliques (en forme de marches d’escalier)
sont, comme les fonctions de Walsh, a structure rectangulaire. Elles ont trouvé des ap-
plications particuliéres notamment pour le codage de signaux ou d’images.

3.5 EXERCICES

3.5.1 Calculer les distances d,(xy,x;), définies par (3.3) avec K =1, séparant
les signaux x, (£) = A sin (2wkt/T)rect[(t —T/2)/T] et x;(r) =

Acos (2mlt |T) « rect [(t— T/2)/T] olr k et I sont des entiers positifs. Interpréter le
résultat en 'introduisant dans la relation (3.16).

3.5.2 Comparer les distances d; (x;, X;) et d, (x;, X;) définies respectivement par (3.3)
et (3.4) en posant ici K = 1/7, pour les trois signaux représentés sur la figure 3.15.

3.5.3 Déterminer I'évolution du produit scalaire des signaux x(z) =cos(2n¢/T-8,)
et y(¢) =sin(2nt/T—6,) en fonction du paramétre AG =60, — 8, et pour le domaine
de définition t; <t <¢, + T. Pour quelles valeurs de A8 ces deux fonctions sont-elles
orthogonales ?

3.5.4 Déterminer la meilleure approximation en moyenne quadratique de x (r)
= rect [(r —0,5)/0,5] par la somme X ()=} _, & exp (—k¢), définie sur l'intervalle
0<t<eo.

Calculer la valeur quadratique moyenne de I'erreur résultante.




REPRESENTATION VECTORIELLE DES SIGNAUX 67

Aj[.\'l(f)
A !
0

Fig. 3.15

3.5.5 Déterminer la meilleure approximation en moyenne quadratique de x ()
=sin w ¢ - rect (£/2) réalisable i I’aide de 1’ensemble de fonctions { Y, (7)
=rect(t—k/2);k=21,£3,%5, ..} et calculer la valeur quadratique moyenne de
Perreur résiduelle.

3.5.6 Démontrer que ’'ensemble des fonctions { Wy (1) = (2/T)1/2- cos(2nkt/T)
«rect(¢/T); k=0,%1,%2,...} est un ensemble orthonormal incomplet sur Iinter-
valle [~ 772, T/2 1.

3.5.7 Soit x(¢) et y(¢) deux signaux appartenant 2 L et {{, (£);k=1,2, ...} un
] ensemble complet de fonctions orthonormales. Démontrer la relation générale de Parseval

<xyt> =) <xuF > <Yyt > (3.83)
k=1

@ 3.5.8 Démontrer que les fonctions wy, (¢) obtenues par la relation (3.56) sont ortho-
gonales.

B 3.5.9 Vérifier que les fonctions wy (7) et ¥y (¢) de I'exemple 3.3.10 sont respective-
ment orthogonales et orthonormales.

B 3.5.10 Compléter exemple 3.3.10 en déterminant les fonctions orthonormales ¥4 (1)

et ¥s(r).

B3.5.11 Démontrer que les quatre fonctions v (¢); k=1 a 4 de la figure 3.16 ne for-
ment pas un ensemble de fonctions linéairement indépendantes. Par application de la
procédure d’orthogonalisation de Gram-Schmidt a cet ensemble, montrer qu’il définit
Un espace & deux dimensions. Exprimer les fonctions vy (¢ ) en fonction de leurs com-
Posantes orthonormales.
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Fig. 3.16

3.5.12 Développer en série le signal x(¢) = tri[(r —0,5)/0,5 ] 4 I'aide de fonctions or-

thogonales a) de Rademacher, b) de Walsh, Déterminer le nombre minimum m de coef-
ficients nécessaires dans chaque cas pour que la qualité de I'approximation¥(t) obte-
nue — voir relation (3.40) — soit meilleure que 20 dB. Comparer graphiquement x(t)
et X'(¢).

3.5.13 Développer en série de Fourier le signal x(t) = (4¢/T) rect[(t — T/2)/T ] sur
intervalle [0, T'].



CHAPITRE 4

SIGNAUX DETERMINISTES

4.1 RAPPEL SUR LA TRANSFORMATION INTEGRALE DE FOURIER

4.1.1 Introduction

L’analyse harmonique est I'instrument majeur de la théorie du signal (§ 1.1.7).
La transformation de Fourier, généralisée par 'emploi des distributions, permet d’ob-
tenir une représentation spectrale des signaux déterministes. Celle-ci exprime la répar-
tition fréquentielle de 'amplitude, de la phase, de I’énergie ou de la puissance des si-
gnaux considérés. Comme on le montre plus loin, la transformation intégrale de Fou-
rier peut étre envisagée comme une généralisation de la notion de développement en
série orthogonale de Fourier (§ 3.4.7).

La transformation de Fourier fait Pobjet d’une représentation détaillée dans le
volume IV du Traité. On se contente de résumer ici certaines définitions, notations et
propriétés dont 'importance est primordiale en théorie du signal. Pour une étude plus
approfondie, on se reportera a [22] ou [23].

Une table illustrée des principales paires de transformées est reportée en annexe
(sect. 15.4).

4.1.2 Définition
Soit x(#) un signal déterministe, sa transformée de Fourier est une fonction,
généralement complexe, de la variable réelle /' définie par :

X(N) = F{x(n)} = <x,exp(—j2nft)>

7 4.1
= f x(tyexp( —j2nfe)de .1
La transformation inverse est donnée par
x(t) = FH{X(N)} = <X, exp(j2nfO)>
s . : (4.2)
= [ X(/exp(j2nf)df

e

4.1.3 Notations utilisées

1l est généralement jugé préférable, en traitement des signaux, d’exprimer la
transformée de Fourier d’un signal et les notations spectrales qui en découlent en
fonction de la variable f (fréquence) plutét qu’en fonction de la pulsation
w =27 f comme c’est 'usage en théorie des circuits (vol. IV) oll une certaine parenté
avec la transformation de Laplace est recherchée.
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Qutre la remarquable symétrie d’écriture des transformations directe et inverse
que cette notation met en évidence, le recours a la variable f s'impose naturellement en
pratique, car les résultats expérimentaux (mesures spectrales) sont toujours exprimés
en fonction de la variable mesurable f.

En notation abrégée, on dénotera par les opérateurs F{ }et F~' { }les trans-
formations de Fourier directe et inverse, respectivement. La correspondance réciproque
est indiquée par une fléche double

x(t) ~ X(f) (4.3)

4.1.4 Dualité temps-fréquence

La symétrie des transformations directe (4.1) et inverse (4.2) montre Pexisten-
ce d'une dualité entre espace temps ( variable t) et I'espace fréquence (variable f).
Cette dualité joue un réle fondamental dans la plupart des méthodes de traitement des
signaux. Ce point sera largement illustré dans ce chapitre et les suivants.

4.1.5 Existence d’une transformée de Fourier

En vertu du théoréme de Plancherel [58 ], toutes les fonctions de carré intégra-
ble — donc tous les signaux a énergie finie — possédent une transformée de Fourier
(convergence en moyenre quadratique ) qui est également une fonction de carré inté-
grable.

Toutefois, le fait d’étre 4 énergie finie est une condition suffisante, mais pas néces
saire. Si tous les modéles de signaux physiquement réalisables ont une transformée de
Fourier, il en va de méme pour la plupart des signaux idéalisés : signaux 4 puissance
moyenne finie, impulsion de Dirac, suite périodique d’impulsions de Dirac, etc.

4.1.6 Justification heuristique de la transformation de Fourier

Le développement en série de fonctions orthogonales (sect. 3.3) d’un signal
compris dans un intervalle fini [#,, #, ] est un moyen d’analyse précieux. Le dévelop-
pement en série de Fourier (§ 3.4.7), en particulier, permet d’obtenir une représen-
tation fréquentielle discréte du signal olt chaque composante X, est localisée 4 une
fréquence fy, = nf, =n/(t; —t1).

Comme on le sait, cette description s’identifie avec celle d’un signal constitué
par la répétition périodique, de période T = ¢, — t,, du signal initial.

Afin d’obtenir une représentation fréquentielle d’un signal déterministe non
périodique observé sur 'intervalle —eo < t<<+ oo on peut imaginer de recourir tout
d’abord a une description valable pour un intervalle 7" fini. On cherche ensuite la forme
limite prise par cette relation lorsque I’on fait tendre 7" vers P'infini.

Considérons un signal x () quelconque (fig. 4.1) . Appelons x (¢, T') la partie
de ce signal comprise dans P'intervalle 1#i<T}/2

x(t,T) = x(t) * rect(¢/T) (4.4)

Un développement en série de Fourier de x (7, T") est possible et donne :

x(t,T) = }:ﬂ Xpexp(j2mnfit) (4.5)

]
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x(r, T) x(1) repy {x(¢, T))
//’1 1 > & //:./’ //
! s \-iTr/aT ) i t
=t R
/ [ [ [
_7 l,/ L/ s
Fig. 4.1
avec
P
Xy == | x(tT)exp(~j2mnf r)dt
y ")

A Pextérieur de 'intervalle |¢] < T2, ce développement n’est plus celui de x (¢),
mais au contraire cefui d’un signal formé par la répétition périodique de x (1, T). Tou-
tefois, si I’on fait tendre T vers I'infini, x (¢, T') et (7 ) deviennent identiques pour tout

3

t et 'intervalle de définition devient I’axe réel entier : j

im x(¢,T) = x(1) ' (4.7)

T — oo

La représentation fréquentielle de x (¢, T') est un spectre de raies. La distance
entre raies adjacentes est égale & /| = 1/T. Par conséquent, lorsque T augmente, la den-
sité des raies du spectre augmente. Cette densité spectrale de raies peut étre exprimée

par la relation : ,
7

X, /2
=Xy T= | x(¢,T)exp( -]%r;zfl[)dr (4.8)
fl -T2

Lors du passage 4 la limite pour T — oo, la distance entre raies devient infinitési-
male et Ie nombre de composantes dans un intervalle de fréquence donné devient infi-
ni:f;=1/T—=df,nf, =n/T—f (variable continue ), £ — [.

On obtient alors :

x(t) = lim x(t,T) = lim Y X, exp(j2mnf,t)
T Tow np=—oa

172
- 1 ) . .
= lim ) !—77 J x(t,Tyexp( —]12anf t)dr I, exp(j2anfit)

T—vca )= - ._T/‘_)

= T df! jfx(t')exp( —j2rrft)dr} exp(j2nft) (4.9)

"

X

Ce résultat est conforme aux relations (4.1) et (4.2). La transformée X (f) ap-

parait ainsi comme la forme limite de Ia densité spectrale de raies introduite précédem-
ment.
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4.1.7 Interprétation

L’analogie entre le développement en série de Fourijer et I'intégrale de Fourier
permet de conclure que la fonction X (f) analyse x (¢ ) sous forme d'une infinité de
composantes sinusoidales complexes d’amplitude 1X(f)df. Si X(f) est bornée, ces
amplitudes sont infinitésimales. La fonction X (f) fournit ainsi des informations sur la
distribution fréquentielle (amplitude, phase, énergie ou puissance) du signal x (7).

4.1.8 Transformée de Fourier d'un signal réel. Définitions

La transformée de Fourier d’un signal réel x (¢) est en général une fonction com-
plexe de la variable f. Six, (#) et x;(¢) sont respectivement les parties paires et impai-
res du signal (§ 2.5.5), leurs transformées de Fourier étant notées X, (f) et X;(f), on ‘
peut écrire (4.1) sous les formes équivalentes suivantes :

X(/) x(t)exp( —j2aftyde

|
".g E".g

x(t)ycos(2mfr)dei—j fx(t)sin(lﬂft)dh

— oo

Xo () + X:(f)
Re [X(/) ] +jlm | X(/) |
1X(f)lexp [§9:(F)] (4.10)

i

it

Le module [X (1) est appelé spectre d amplitude et Pargument &, (f)-= arg X(f)
spectre de phase du signal.

Le spectre d*amplitude est une fonction paire, le spectre de phase une fonction
impaire.

La transformée d’un signal réel pair est une fonction réelle paire. Celle d'un si-
gnal réel impair est une fonction imaginaire impaire.

La partie réelle de X (f) s’identifie avec la transformée de la partie paire du signal.
La transformée de la partie impaire du signal est égale a la partie imaginaire de X (})
multipliée par j.

4.1.9 Propriétés et définition

L’importance de la transformation de Fourier en théorie du signal est largement
due a certaines de ses propriétés remarquables. Celles-ci sont présentées en détail dans
le volume IV et résumées, en annexe, sous forme de tableaux 4 la section 15.3.

Les principales sont rappelées ci-aprés sans démonstrations. Celles-ci sont laissées
comme exercices. Leur emploi est largement illustré par la suite.

x*(1) < X*(-1) (4.11)
ax(t)+by(t) — aX(f)+bY() (4.12)
d"x/df" — (j2r)" X(f) (4.13)

x() xy(1) — X(N) - Y(f) (4.14)
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x(r)-v(t) — X(f) = YO (4.15)
x(r—tg) > X(f) - exp(—j2nfty) (4.16)
x(r) - exp(j2nfot) < X(f~/o) (4.17)
x(at) < lal™ X (fla) (4.18)

La propriété (4.12) indique que la transformation de Fourier est une opération
linéaire. Les propriétés (4.14) et (4.15) sont essentielles. Elles montrent qu'a ront
produit dans le domaine temporel correspond un produit de convolution dans le do-
maine fréquentiel et réciproquement. La propriété (4.16) est connue sous le nom de
théoreme du retard.

4.1.10 Convolution complexe

La formule (4.15) fait correspondre a un produit de signaux un produit de con-
volution de leurs transformées de Fourier. Celles-ci sont en général des fonctions com-
plexes de la variable réelle f. En décomposant les signaux (§ 2.5.5) en leurs parties
paires et impaires, on a

z(t) = x(e) - y(t) = [xp () + x;(2)] - [¥p () + yi(1)]
= xp(£)yp (1) + X (£)y; (1) +xp (£)y; (1) +x;(1)p(2) (4.19)

et
Z(f)y = XN *Y(H
=X, (N =Y, (N + XN = Y(N) + X, () = Yi(D + Xi(f) = Y ()
— —
Zy(f) = Re {Z(f)} Zi(f) = jim {Z()}

(4.20)

Le calcul se simplifie grandement lorsque les signaux considérés sont eux-mémes
pairs ou impairs.

4.2 SIGNAUX A ENERGIE FINIE

4.2.1 Spectre d’amplitude et spectre de phase
Les signaux a énergie finie ont été définis au paragraphe 2.3.3. Ils satisfont 4 la
condition

o

Wy = J ()] *dr < oo (4.21)

ol W, dénote I'énergie totale normalisée. La condition (4.21) implique que ces signaux
ont un comportement transitoire.
Tout signal de cette classe posséde une transformée de Fourier

X() = Flx()] =1X(NHlexp[j9, ()] (4.22)

ol |X(f)l est le spectre d’amplitude et 9, (f) est le spectre de phase du signal. Si celui-
ci est mesuré en volts, |X (/)| est en V/Hz et &, () en radian.
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4.2.2 Exemple : signal a décroissance exponentielle
Soit x(t) =exp(—at) e(t); sa transformée de Fourier vaut

r 1
X(f) = [exp[=(a+j2nf)ede =———
0 a+j2nf

X = 1/la® +(2mp)
U.(f) = —arctan(2nfla)

Ce signal est représenté sur la figure 4.2, ses spectres d’amplitude et de phase sur
la figure 4.3.

x(1)

Fig. 4.2

1X(NHI
l/a

(/2a)™!

1
1
1
l
!
: !
(

ol a/(2m)

30N

—————————————— /2

a/(2m) f

-4t -

B A S g

Fig. 4.3

4.2.3 Exemple
Soit (fig. 4.4) le produit z(t) =x(¢) - y(r) ol x(t) est le signal exponentiel de
I'exemple 4.2.2 et (1) = cos(2mfgt) = Ya[exp(j2mfyt) +exp(—j2nfot)].
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v

1/fo

Fig. 4.4

Par (4.17) on obtient
Z(f) = XU —fo) + R X+ fo)

ot X(f) est donnée par le résultat de Pexemple précédent.

Les spectres d’amplitude et de phase de z(¢) sont esquissés sur la figure 4.5 pour
Jo > a. Ce résultat peut également s'obtenir directement en exploitant Ia propriété
(4.15) comme montré plus loin au paragraphe 4.4.5.

VAN

4.2.4 Exemple : impulsion rectangulaire
La paire de transformées suivante joue un réle capital en théorie du signal

. rect(r) <= sinc(f) (4.23)
ou, par symétrie

sinc(r) «— rect(f) (4.24)
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‘.\'{!)

A

-T/2 0 772
Fig. 4.6
Grice A la propriété (4.18), on généralise facilement ce résultat 4 un signal pair rec-
tangulaire d’amplitude 4 et de durée T (fig. 4.6)
x(t) = A rect(t/T) (4.25)
a pour transformée de Fourier (fig. 4.7)

X(f) = AT sinc(TYf) (4.26)

X\

/T 2/T

Fig. 4.7

On vérifie ce résultat en utilisant la définition de la fonction sinc introduite au
paragraphe 1.3.15:

T2
Fldrect(tT)} = A [ exp(—j2mfr)ds
-T2
A . .
=— BXP(JﬂTf)‘”eXP(‘]Tfo)]
2jm

= ;;47 sin{ 7Tf)

= A Tsinc(TY) (4.27)

Les spectres d'amplitude et de phase du signal (4.25) sont représentés sur la fi-
gure 4.8. Le spectre de phase, qui vaut altemativement 0 et + 7, est dessiné de fagcon
obtenir une fonction impaire ( § 4.1.8).

4.2.5 Exemple : impulsion rectangulaire décalée
Considérons un signal rectangulaire d’amplitude A et de durée T dont Paxe de
symétrie passe par une valeur £y 0 (fig. 4.9) :
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1X (N
AT
s
-yt ol It
3.
— — 7
S
[} ] } 1
1 ] ) ]
I N v r
-1/T 0 \ ' | }
{ 1 ] b
1 1 1 1
3 I ) I
-7 f_
Fig. 4.8
b x (1)
A -
!
0 1‘D
T
Fig. 4.9
x(t) = Arect{(t—1t4)/T] (4.28)

Sa transformée de Fourier est obtenue en tenant compte de la propriété (4.16)
et du résultat (4.27) :

X(f) = AT sinc(TY) exp(—j2mfig) (4.29)

Les spectres d’amplitude et de phase (fig. 4.10) sont alors donnés par :

IX(H) = AT lsine(TH! (4.30)
= 2atyf pour sinc(Tf) > 0

0x(f) = (4.31)
- 2mteft T poursinc(7f) < 0

On vérifie ainsi que le spectre d’amplitude d’un signal est invariant i toute trans-
lation. Celle-ci ne modifie que le spectre de phase en lui ajoutant un terme variant liné-
airement avec la fréquence. La figure 4.10 présente trois exemples de décalage ¢ dif-
- férents. Le choix des sauts de phase de * 7 est fait de maniére 4 garantir le caractére

© impair de 9, (f), qui est de plus considérée comme valeur principale (- 7 < 9, < ).
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Fig. 4.10

4.2.6 Exemple : impulsion triangulaire
L'impulsion triangulaire est égale 4 la convolution de deux impulsions rectangu-
laires (1.33)

tri(t) = rect(t) * rect{z) (4.32)
On en déduit, grice 4 la propriété (4.14) que
tri(1) < sinc®(f) (4.33)

ou, d’une maniére plus générale, grice i la propriété (4.18), que tout signal pair trian-
gulaire d’amplitude A et de support 27 (fig. 4.11)

x(£) = A tri(4/T) (4.34)
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x(n

A

-7 0! T
Fig. 4.11

a pour transformée de Fourier (fig. 4.12)
X(f) = ATsinc*(T/) (435)

Lexpression (4.35) représente également, dans ce cas, le spectre d’amplitude de
x (). Son spectre de phase est nul.

XN
AT
f
-yt ol 1
Fig. 4.12

4.2.7 Exemple
Considérons encore le cas d'un signal de forme trapézoidale, afin de mettre en
évidence I'emploi efficace que 'on peut faire des propriétés de la transformée de Fourier.
Soit le signal x (#) et sa dérivée représentée sur la figure 4.13 :

dx A { [r+(b+a)/2} [r—(b+a)/2”
—_— = rect | ————| - rect|—————————
dt b—a

b—a b—a
; x(r)
A
t
-b —a 0 ¢ i
A dx/d¢t
—_— +A/(b—a)
1 1
! ! a b 4
-b -a 0 ; |
1
1
~A/(b—u)- '—_:
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Par (4.13), (4.16) et (4.29),0n a
Fldx/dt] = j2nf- X(/)
= 24jsinc[(b—a)f]- sin[n(b +a)f]
d’ol Pon tire

X(f) = A(b+a) sinc[(b~a)flsinc[(b +a)f]

4.2.8 Définition : fonction d’intercorrélation
Le produit scalaire (§ 3.1.9)

Sup(7) = <x*,pr > = [ x*()y(r+1)ds (4.36)

— oo

oll ¥, dénote la fonction décalée y (7 -+ 7), est appelé fonction d’intercorrélation des
signaux a énergie finie réels ou complexes x(¢) et ¥(¢t). En vertu de (3.15), ces si-
gnaux sont orthogonaux — ou non corrélés — pour chaque valeur de 7 oit la fonction
d’intercorrélation s'annule.

En vertu de la propriété hermitienne (3.14), on vérifie aisément que

Pxy (1) = @l (=T) (4.37)

4.2.9 Définition : fonction d’autocorrélation
En posant dans (4.36) y(¢ + 1) =x(¢ + 7), on obtient la fonction d autocorré-
Iation du signal 4 énergie finie x(t)

pe(7) = < x'xp > = xHt)x(t +7)dt (4.38)

g8

avec, par (4.37) la symétrie hermitienne : a;x (r)= (;I(— 7). Cette symétrie entraine
que la partie réelle de la fonction d'autocorrélation est une fonction paire et que la par-
tie imaginaire est une fonction impaire.

La valeur a l'origine (7= 0) de la fonction d’autocorrélation est égale a I'énergie
du signal

Gl0) = < x'x > =t = W= [ Ix(0) P (439)

4.2.10 Interprétation

Le produit scalaire de deux vecteurs est proportionnel 4 la projection de ['un
sur I’autre. Tt est maximum, en valeur absolue, lorsque les deux vecteurs ont la méme
orientation et nul lorsqu’ils sont orthogonaux. Il peut donc étre considéré comme une
mesure de la similitude d’orientation des vecteurs.

Par analogie, le produit scalaire de deux signaux est une mesure de leur similitude
de forme et de position. La fonction d’intercorrélation traduit ’évolution de cette si-
militude en fonction du paramétre de translation relative 7.
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Dans I’espace des signaux, cette translation correspond A une rotation du vecteur
représentatif. 1l existe donc une liaison entre la distance euclidienne entre deux signaux
et leur intercorrélation. Par (3.14), (3.16), (4.36) et (4.39) :

d*(x,7:) = 0(0) 9, (0) =2 Re {¢y, (1)} (440)
En posant y{¢ +7) =x(f+ 1)
@*(x.xr) = 2 (0) = Re {ie (1] (441)

4.2.11 Notation s%éciale et autres terminologies

La notation ¢ est utilisée dans cet ouvrage pour distinguer la fonction de corréla-
tion de signaux dont 1'un, au moins, est 4 énergie finie de celle de signaux 4 puissance
moyenne finie, notée simplement .

Le terme d'autocorrélation est utilisé dans tous les ouvrages de référence. Par
contre. le terme d'intercorrélation est parfois remplacé, dans la littérature francaise,
par corrélation croisée ou corrélation mutuelle (en unglais : crosscorrelation; en alle-
mand : kreuzkorrelation).

Certains auteurs intervertissent les indices dans la définition (4.36).

4.2.12 Notation pour signaux réels

Les fonctions d’inter- et d’autocorrélation sont surtout rencontrées avec des si-
gnaux réels. C'est pourquoi les notations simplifices suivantes seront souvent utilisées
dans le reste de cet ouvrage lorsque le caracteére réel des signaux considérés aura été
diment signalé :

=

Sa(T) = < x,¥:> = [ x(O)p(t+7)de (4.42)

)

[ x(r)x(t+ 7)ds (4.43)

— oo

i

[e]
g (1) = < x,x; >
Par changement de variable, on peut aussi écrire de maniére équivalente

‘zxy(T) = ’ x(t=r)y()de (4.44)

=

bx(7) = [ x(1=7)x(1)dt (4.45)

— oa

Les foncrions d’intercorrélation et d'autocorrélation de signaux réels sont aussi
réelles.
. . o o
Six(r) et y(¢) sont mesurés en volts, gy, (7) et @, (7) sont en vZes

4.2.13 Propriété
De (4.37). on déduit que pour des signaux réels

Gy (T) = P (= 7) (4.46)
0x (1) = @y (—7) (4.47)

Ainsi, la fonction d’autocorrélation d’un signal réel est une fonction réelle paire.
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4.2.14 Propriété
En introduisant (4.36) et (4.38) dans l'inégalité de Schwarz (3.20), on obtient

o o o

| ey (7)1 < 95 (0) 9y, (0) (4.48)
et en particulier pour l'autocorrélation

T (7)1 < ¢, (0) (4.49)

La fonction d’autocorrélation est donc bornée, en valeur absolue, par I'énergie
du signal.

4.2.15 Relation entre convolution et corrélation

Lintroduction du changement de variable d’intégration t' = — ¢ dans I'expression
de I'intercorrélation de deux signaux (4.36) permet de I’écrire sous la forme du pro-
duit de convolution de x ™ (— 1) et de y(¢):

ﬂzxy(f) = J‘ X *(f)}'(r-l-T)dl‘

= [ x*(=tp(r-t)dt’

=x*(—1)* p(7) (4.50)
Pour I'autocorrélation, on obtient de maniére analogue
gx(7) = X" (=) % x(7) (4.51)

Dans le cas de signaux récls, on obtient respectivement : l;xy(T) =x(—7)*y(1)
et oy (7) =x(~ 1) # X(7).

4.2.16 Ilustration

La parenté d’écriture entre la convolution et la corrélation ne doit pas tromper.
Les résultats du calcul sont trés différents lorsque les signaux sont de forme asymétrique.
L’examen de la formule (4.50) montre que I'identité entre convolution et corrélation
n’est réalisée que lorsque I’'un des deux signaux au moins est pair. La figure 4.14 illustre
graphiquement la procédure de calcul de la convolution et de la corrélation des signaux
réelsx () =exp(—at) e(r) et y(r) =exp(—2at) e(r). On vérifiera, a titre d’exercice,
que les résultats sont

x(r) xy(r) = (l/a)[exp(—a7) —exp(—2aT)]e(7)
0y (1) = (3a) " exp(ar) e(—7) + (3a) " exp(-2ar) e(7)

4.2.17 Définition : densité spectrale d’énergie
Soit @, (f) la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation d’un signal,
réel ou complexe, a énergie finie x(¢) :

be(f) = Floe(n)] = [ @elr)exp(~j2mfr)dr (4.52)

—oa
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corrélation x{r) convolution
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Uaa &,_"(r) =~Z x()p(r+ ryde T x(r) * p(7) =;Ex(r)_v( 1) dt
: ] V\ .
l/a 0 1/(2a) B ] /a
Fig. 4.14
De (4.51), on tire également
[»)
& (f) = F{x"(-7)+x(7)} (4.53)
Or, en vertu des propriétés (4.11) et (4.18)
F{x*(=n}=X"(N (4.54)
Le résultat suivant se déduit alors de la propriété (4.14):
O (f) = X () X(f) = X(NHI? (4.55)
En posant 7= 0 dans 'expression de la transformée de Fourier inverse de E)x ()
3x(1) = [ b (f)exp(j2nsfr)ds (4.56)

— oo
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et, en tenant compte du résultat (4.39). on obtient la forme particuliére de I'identité
de Parseval ( § 3.3.4)

oo
o

We = 8:(0) = [ Ix(n)l %t = [ do(r)ds (4.57)

—a — oo

L'énergie totale W, du signal peut donc se calculer soit en intégrant sa distribu-
tion temporelle | x(r)l2 soit en intégrant sa distribution fréquentielle <b (). Pour
cette raison, d}_ (f) est appelée lu densité spectrale d’énergie — ou parfois phus simple-
ment le spectre d’énergie — du signal x(¢).

4.2.18 Propriété de la densité spectrale d’énergie
De la relation (4.55), on déduit que la densité spectrale d’énergie ‘I> (f) est

@ indépendante du spectre de phase du signal, donc insensible, en vertu du théo-
réme du retard (4.16), 4 toute translation du signal sur I’axe du temps;
@ une fonction réelle non négative :

®,(f) >0 (4.58)

La part de I'énergic du signal x () distribuée entre les fréquences f; et 1, est
donnée par

-h [2 fz
AW, = J <'i’.<(f)df+J by (f)df = 2J do(f)df (4.59)
-/ /i N

Dans le cas d’un signal x(t) réel, 1a fonction d’autocorrélation est, par (4.47),
une fonction réelle paire. Sa transformée de Fourier est. par conséquent, aussi une
fonction réelle paire

o o

D (f) = P (=)) (4.60)

Si le signal est mesuré en volts, la densité spectrale d’énergie cst en vi.gt= Vz-s/HZ.

4.2.19 Exemple
Soit x(t) =exp(—at) * e(t), sa fonction d’autocorrélation, calculée par (4.43)
et (4.47), vaut

o 1
@ (7) =—exp( —alr]) (4.61)
2a
et fa densité spectrale d’énergie du signal est
o 1
b ()= Fig(T)| =7 —T—= (4.62)
x { V7 } a2+(2rrf)2

On vérifie qu’elle est bicn égale au carré du spectre d’amplitude de x(¢) calculé
a exemple 4.2.2.
Ces trois fonctions sont représentées sur la figure 4.15.
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x(t)

‘ (E.\:(f)

1(2a%)

’“‘,

—af(2r) O af{2m)

4.2.20 Exemple
La fonction d’autocorrélation et la densité spectrale d’énergie du signal
x(t)=A rect(¢/T) valent respectivement (fig. 4.16) :

0. (1) = AP T i («/T) (4.63)
b, (f) = (AT)? sinc* (Tf) (4.64)

Le résultat (4.63) est analogue, par (4.51), 4 (1.33). ll peut ici facilement
s'obtenir par voie graphique en suivant fa procédure illustrée sur la figure 4.14. On
vérific aisément que @, (0) correspond bien i I'énergie du signal.

4.2.21 Définition : densité interspectrale d’énergie

La transformée de Fourier de la fonction d’intercorrélation de deux signaux &
énergie finic est appelée densité interspectrale d’'énergie. Cette terminologic n’est pas
unique : on rencontre dans la littérature frangaise les termes: densité spectrale mutuelle,
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b x()

-

=72 0 T/2

5,((7)

’*i

b.(f)
(AT

-yr -1yt ol T YT

Fig. 4.16

croisée ou d’interaction. Pour des signaux réels ou complexes, on a par (4.14), (4.50)
et (4.54)

By (f) = F {00y (1)} = X*(N Y(N) (4.65)

La densité interspectrale d’énergie est en général une fonction complexe et non
symétrique.

De (4.37) et (4.54), on tire

D0 (f) = @5 (f) (4.66)

4.2.22 Théoréme du produit

En posant 7 =0 dans I'expression de la fonction d’intercorrélation (4.36), on
obtient la forme suivante de la relation générale de Parseval (3.83) qui est connue sous
le nom de théoréme du produit

Fl by, ()]

11

@xy(0)

T=0

[ xxnyynyar = [ X5 ()Y(h)df (4.67)

— oo

i

Elle exprime la conservation du produit scalaire entre I’espace temps et ’espace
fréquence.
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4.2.23 Exemple
Les signaux réels

x(t) = A rect(t/T)
v(t) = Brect|[(¢t + T/4)/(T/2)) —Brect[(¢ = T/4)/(T/2)]
sont représentés sur la figure 4.17 avec leurs fonctions d’intercorrélation ‘?’xy (7) et
&;‘,x (7). Celles-ci peuvent facilement étre déterminées par voie graphique en suivant la
procédure illustrée 4 la figure 4.14. La densité interspectrale d’énergie vaut ici
éxy(f) = jABT? sinc(Tf) sinc(Tf/2) sin(n Tf/2)
= jAB(T*2)[sinc* (Tf12) sin(nfT)]

(s
y x(t)
4
-T7/2 0 /2 o
ly(f)
B
t
-7)2 0 T2
-5
Py ()
ABT2 L
T/2 T 7
-T -T)2 0
—ABT2t
:’y.r(T) = ‘;.ry(_”
ABTI
-T -T2 T
0 T/ T
Y-a8T/2
Fig. 4.17

Le lecteur pourra vérifier ce résultat 4 titre d’exercice soit en C\,Jtilisant le résultat
(4.65), soit en calculant directement la transformée de Fourier de ¢, (7). Il observe-
ra que la formule (4.67) donne ici un résultat nul, indiquant que les signaux sont or-
thogonaux.
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4.2.24 Condition suffisante d’orthogonalité de deux signaux

De (4.67), il découle que deux signaux dont les spectres ont des supports dis-
joints sont orthogonaux, La condition n’est toutefois pas nécessaire, comme on peut
le constater dans I'exemple précédent.

0 4.2.25 Dérivée de la fonction de corrélation
Les formules (4.50) et (4.65) établissent la correspondance

P (1) = x*(=7) 5 1(1) = Dy (f) = X*() Y(F) (4.68)

En utilisant 1a propriété (4.13) de la transformation de Fourier, on obtient pour
la dérivée de la fonction d’intercorrélation

P (1) = d @y fdt = J20FX"(F) Y(f) (4.69)

En associant le facteur (j 27f) soit 4 X *(f). soit 4 ¥(f), on trouve par transformation
inverse

Fop(1) = =x™(=1) 2 p(1) = x*(=7) % y'(7) (4.70)
ou en d’autres termes
Py (T) = =@y (1) = @y (T) (4.71)

D’'une maniére générale, la (j + k) iéme dérivée de la fonction d’intercorrélation
peut étre déterminée a partir de celle de la j-eme dérivée de x(7) et de la k-ieme déri-
vée de y(t) par I’équivalence

eIy = (= 1) gyt (r) (4.72)

0 4.2.26 Exemple
Considérons les signaux réels x(t) et y(#) représentés sur la figure 4.17 avec
leurs fonctions d’intercorrélation. En dérivant y(r), on obtient ( § 1.3.8)

y'(t) = BS(t+ T/2) =2 B8(t) + B&(t—T)2)

> . o - ’ I3 <
La dérivée de la fonction d’intercorrélation v, (7) peut alors étre évaluée trés
simplement par (4.70) en exploitant la propriété de convolution de I'impulsion de

b $1(7) = ()
A8+
;
-T 0 T
—AB

Fig. 4.18
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Dirac (1.48)
Fp(7) = Gy (7) = X(=7) #2'(7)
= ABrect[(r + T/2)/T] - 24B rect(7/T) + AB rect[(r —T/2)/T]
= AB {rect[(7+ 3T/4}/(T/2)] —rect(7/T) + rect[(7—3T/4)/(T/2) ]}

Cette fonction est représentée sur la figure 4.18. On vérifie aisément que son intégrale
o
reproduit la fonction g, (1) de la figure 4.17.

4.3 SIGNAUX A PUISSANCE FINIE

4.3.1 Modeles de signaux physiquement irréalisables
Les signaux a puissance moyenne finie non nulle ont été définis au paragraphe
2.3.4, ils satisfont a la condition

[ T2 .
0 <Py =lim — [ Ix0)]dt <o (4.73)
T=e 2

ot P, dénote la puissance totale normalisée.

Ces signaux, comme on I'a déja relevé au chapitre 2, possédent une énergie infi-
nie et sont de ce fait physiquement irréalisables. ls constituent toutefois une abstrac-
tion commode permettant de modéliser des catégories importantes de signaux ayant
un comportement quasi permanent. Cest le cas de la constante (en électrotechnique :
régime continu ), du saut unité. de la fonction signe et de I'ensemble des signaux pério-
diques, ou quasi-périodiques usuels. Cette absiraction est également utilisée dans la
modélisation des signaux aléatoires (chap. 5).

4.3.2 Extension de la transformation de Fourier

Les signaux A puissance finie ne satisfont pas les critéres de convergence usuels
de la transformée de Fourier. Cette méthode d'analyse ne peut étre envisagée rigoureu-
sement dans ce cas qu'en élargissant Ie champ d’application de la transformation de
Fourier aux fonctions appelées distributions (voir chap. IV.7 et [22]).

Le résultat essentiel de la théoric des distributions pour Panalyse des signaux est
la correspondance

5(1) ~— 1 (4.74)

qui se déduit de la propriété fondamentale (1.35) de I'impulsion de Dirac.
En raison de la symétrie des transformations directe et inverse, on a également

1 = 5(f) (4.75)

Par application directe des propriétés (4.16) et (4.17). on a également

6(t—tg) <> exp(—jInfig) (4.76)
et

exp(janfot) +—= 6(f~fqy) (4.77)
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4.3.3 Application : signal constant et valeur moyenne

La transformée de Fourier d’un signal de valeur constante x (¢) = C est une im-

pulsion de Dirac de poids C (fig. 4.19)
x(t) = C «> X(f) = C5(f)

i x(t)

Fig. 4.19

(4.78)

On peut étendre, par analogie, ce résultat 4 la valeur moyenne d’un signal

72
F=lim = J x(r)ds
T -T2
x > x5(f)

4.3.4 Transformée de Fourier des signaux a valeur moyenne non nulle

(4.79)

(4.80)

Tout signal & puissance moyenne finie peut étre représenté par la somme de sa

valeur moyenne et d’un terme i valeur moyenne nulle

x(t) = x +x0(t)
avec
Xg(t) = x(t)-x= 0
En dérivant x(¢), on obtient
x'(t) = dx/dt = xq(1)

quelle que soit la constante Xx.
En d’autres termes, on peut toujours écrire
t
x(t) = [ xj(r)dt +%
ol X joue le role de constante d’intégration.
Par (4.13),0na

F {xg()}=j2nfXo(f) vx
et done
I

1
F|xo(t) = f xg(t)de | :E? Flxg(0) |

.

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

En tenant compte de (4.80), (4.84) et (4.86), la transformée de Fourier d’'un

signal 4 puissance moyenne finie x(¢) peut s'écrire

1
X(f) = ; Flxo(t)] +38(1)

jl=

(4.87)
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4.3.5 Exemple : signal saut unité
Soit x(£) =€(t) : x =%, xq(t) =Y sgn(¢) et x5(t)=6(t). De (4.87), on dé-
duit la correspondance

1
-t o8 (4.88)
i2nf 2

e(r) «—

On peut en déduire, par (4.14), que la transformée de Fourier de I'intégrale z (+) =

y(O)re@=15 y(Odtvaut: Z()=({G20f)"Y (N + 7 YO8 ().

4.3.6 Exemple : signal signe
Soit x(t)=sgn(t) : x=0etxp(t)=28(¢) dob

1
sgn(t) «—> ;77 (4.89)

4.3.7 Définition : corrélation de signaux & puissance moyenne finie
Le produit scalaire (4.36) définissant intercorrélation de signaux 4 énergie finie
n’est pas applicable dans le cas de signaux a puissanice moyenne finie non nulle pour
lesquels 'intégrale n’est pas définie. On lui substitue alors la valeur moyenne limite
’sgxy(T) = <x*vy1'>
T/2

= lim — [ x*ryy(t+r)de (4.90)
T~ = T_f/2

qui définit la fonction d’intercorrélation de signaux d puissance moyenne finie. C'est

aussi une mesure de la similitude de forme et de position de ces signaux.
Par analogie, la fonction d’autocorrélation de signaux d puissance moyenne finie

est définie par Ia limite

<x* x,>

p T2

im — [ x*0)x(r+r)de (4.91)

T~ oa T — T‘/ 2

{}

ox (1)

Lorsque les signaux sont réels, les fonctions d’inter- et d’autocorrélation sont aus-
si réelles. Six(¢) et y(t) sont mesurés en volts, vy, (7) et  (7) sont en V2.

4.3.8 Propriétés
Les fonctions d’inter- et & autocogrelatlon @y (7) et @yy (1) jouissent des mémes
propriétés que les fonctions npxy (t)etw,.(7):

‘Pyx('r) = ‘ny(_T) (4.92)
0 (1) = @i (~17) (4.93)
hgwy (7)1 < 0 (0) @, (0) (4.94)
loe (1)1 < ¢, (0) = P, (4.95)

‘P;ty (r) = ~Yx'y (r) = t,ny'(T) (4.96)
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La valeur A I'origine de la fonction d’autocorrélation correspond i la puissance
normalisée du signal. Si les signaux sont réels : pyy (T) =@y (= 7) 8t ¥ (7) =0 (= 7).
La fonction d'aurocorrélation d’un signal réel est toujours une fonction réelle paire.

Des relations analogues 4 (4.50) et (4.51) lient les fonctions de corrélation
wxy (T) et @, (7) au produit de convolution de signaux i puissance moyenne finie, qui
doit lui-méme &tre défini comme une limite (repérée par la notation *)

T2
x(7)*y(7r) = lim 1 j x(t)y (7 —t)dt (4.97)
T—= {_7/2
On a alors les équivalences
Puy (1) = x*(~7) % p(7) (4.98)
ge(1) = x"(—7)*x(7) (4.99)

Les signaux x(¢) et (¢ + 7) sont orthogonaux pour chaque valeur de 7 ol la
fonction d’intercorrélation s’annule.

4,3.9 Définition : densité spectrale de puissance
La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation (4.91) est appelée la
densité spectrale de puissance du signal 3 puissance moyenne finie x(¢) :

o (1) = Flo(r)] = [ ¢ (Dexp(—j2nfr)dr (4.100)

La relation inverse est

o (1) = [ @ (Nexp(j2nfr)df (4.101)
Pour 7 =0, on obtient la forme particuliére de I'identité de Parseval
T2 -
Pe=p0) = lim = [ Ix(01%de = [ e.(f)df (4.102)
T—w 1 —T)2 —

La fonction @, (f) représente donc bien la distribution fréquentielle de la puis-
sance totale du signal, d’olt son nom. C’est par conséquent une fonction non négative :

D (f) = 0 (4.103)

Six(r) est en volts, v, (1) est en vZet ®.(f)en V2 /Hz.
Dans le cas d’un signal x () réel, ¢, () est une fonction réelle paire et la densité
spectrale de puissance est aussi une fonction réelle paire : ®,.(f) = @, (—f).

4.3.10 Observation importante .
Au contraire de la densité spectrale d’énergie @, (f), la densité spectrale de puis-
sance D, () n'est pas égale au carré du module de la transformée de Fourier du signal.
Une autre relation peut toutefois étre établie par un passage i la limite.
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Soit X () un signal 4 puissance moyenne finie et x(r. ) =x(t) * rect(#/T) un
signal 4 énergie finie dont la transformée de Fourier est X(f. T')

x(t) = lim x(¢,T) (4.104)

T— =

Par (4.55). la densité spectrale d'énergie de x(7. T) s'écrit

(£ T) = IX(7. T (4.105)
Lorsque T — o, I'énergie du signal devient infinie. la puissance restant. elle, finie
L |
P = lim — J lx(r) *de = lim — [‘ (6,71 %dr
T—w T _T)2 T— o= -

1 =
= lim — [ 1X(£T) s (4.106)

T—> oo - ca
La derniére égalité découle de (4.57).
En comparant (4.102) ct (4.106), on voit que I'on peut aussi définir la densité
spectrale de puissance par la limite, pour autant que celle-ci existe :

2 .
d (f) = lim L [ X(/;T) | (4.107)
Tow T

4.3.11 Exemples

Les fonctions d'autocorrélation (4.91) du signal sgn(¢) et du signal saut unité
e(t) sont respectivement égales a 1 et 'A. Par (4.100) et (4.78), les densités spectra-
les de puissance correspondantes sont respectivement égales a 8 (f) et A8 (f). Ces résul-
tats ne peuvent pas se déduire de (4.88) ou (4.89).

Pour le signal saut unité x(z) = e(¢), on a par (4.29)

x(6,T) = rect[(t = T/4)/(T/2)]«=X(£. T) = (T/2) sinc(fT)2) ~exp(—jnfT/2)
d'ol

. [ . 2 1 . T 2, . 1 .
b () = lim —|X(f,T)" = — lim — sinc (fT/2) = — &(f)
O 2 P 2 2

Par contre, dans le cas du signal x(¢) =sgn(f),ona

t+T/4 t—=T/4 L .
.\'(t.T)=rect( T/ )*rect( —_p )<*—->X(f)=JTsinc(fT/l)'sin(nfT/Q)

et la limite (4.107) n’est pas définie.

~ 4.3.12 Définition : densité interspectrale de puissance
La transformmée de Fourier de la fonction d'intercorrélation oy, () est appelée
densité interspectrale de puissance. ou encore densité spectrale de puissance mutuelle

Do (f) = F{ogy ()} (4.108)

Cest en général une fonction complexe et non symétrique.
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4.4 CAS PARTICULIER DES SIGNAUX PERIODIQUES

4.4.1 Transformée de Fourier d’un signal périodique

La transformée de Fourier d’un signal périodique est obtenue directement a par-
tir de son développement en série de Fourier (3.74) et en tenant compte de la relation
(4.77).

En effet, si x (¢} =x (¢ +mT) avec m entier, on sait que :

x(t) = i X, exp(j2antT) (4.109)
d’oly, avec f, =n/T
oo / o
X(f)= 3 X,,ﬁt‘—%') = 2 X501 (4.110)

Ainsi, la transformée de Fourier d'un signal périodique de période T apparait
comme une combinaison linéaire de masses ponctuelles localisées aux fréquences dis-
crétes f,, =nfy =n/T. C'est le modéle mathématique d’un spectre de raies (fig. 4.20).

XN

-X X
y -x, 1 X, vy, ¢
o x ) P L

-7 =3)T =T -Yyr ol yr 2r 3T 4T

Fig. 4.20

4.4.2 Spectre d’amplitude et spectre de phase d’un signal périodique

Le coefficient X, est le poids complexe de la raie a la fréquence f;,. L’ensemble
des modules de ces coefficients { |X}, I} renseigne sur les amplitudes des composantes
de méme que I'ensemble des arguments {arg X, } renseigne sur les déphasages de cha-
que composante.

Par convention et pour garder une parenté d’écriture avec celle utilisée pour les
signaux a énergie finie, nous dénoterons le spectre d’amplitude et le spectre de phase
d’un signal périodique par [X(f)let 8,.(f) respectivement. avec les correspondances

=

X(NH 2 Xl 8 (f— —'Ti) (4.111)

NnN= --as

9.(f) 2 arg Xy (4.112)

‘f:n/T

Pour tout signal réel, les coefficients X, et X_,, sont des conjugués complexes :
X, = 1X_,I (4.113)
arg X,, = —arg X_,, (4.114)
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4.4.3 Exemple : signal sinusoidal

Soit

x(t)=Acos(2mfat—a)

=¥Adexp[-j2nfot—a)]|+ %A exp[i(Anfot —a)]

Par (4.77), il vient

X(f) = %A exp(ja) §(f+fo) + %A exp(=ja) 8(f~fo) (4.115)
d’ou

X_; =% dexp(ja); X = %Adexp(—ja)

X 4 l=1X,l=1%4 (4.116)

arg X, = —argX_; = —¢a

En posant &= 0 et @ = n/2, on a les paires de transformées suivantes ( fig. 4.21)

xy(t) = Acos(2mfyr) «—= LA[S(f+fo) +8(f—fo)] (4.117)
x5 (1) = Asin(2nfor) < jRA[(+ 1) =8 ~Fo)] (4.118)
XN Im (X, (N}
14 14 A
/ fo T
L Lo ~fa ol ‘
!
Fig. 4.21

4.4.4 Produit d’une fonction périodique par un signal a énergie finie

Le signal z(t) =x(¢) » y(t), ot x(¢) est un signal 4 énergie finie et y (1) =
y{(t +mT) est une fonction périodique, est aussi 4 énergie finie.

Par (4.15), (4.110) et (1.48), la transformée de Fourier du produit vaut

Z(f) = X(N) = Y(f)

X(fy=>  Y,8(f-n/T)

nN= «oa

Il
Mg

Y, X(f =n|T) (4.119)

n

Le résultat est une combinaison linéaire de versions du spectre de x(¢), décalée
par pas régulier de 1/T sur 'axe des fréquences.

4.4.5 Exemple
Reprenons le cas de I'exemple 4.2.3 oli 'on a un produit z(2) =x(r) * y(t)
avec y(t) =cos(2m fpt)-
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De (4.117) et (4.119), on tire immédiatement
Z(f) = AX(f+fo) T X(f~fo)

4.4.6 Produit d’une fonction périodique par un signal a puissance moyenne finie
Le résultat est un signal a puissance moyenne finie dont la transformée de Fou-
rier peut aussi s'obtenir par convolution des transformées de chaque terme du produit.

4.4.7 Exemple

Le lecteur vérificera, i titre d’exercice, les correspondances suivantes :
i L C
e(t)cos( 2mfgt) < Z[S(,/ + /o) +0(f—fo)]
I |
+- : - +
an(f+ o) j4n(f—fo)

1 1
sgn(t)sin( 2mfor) e (S —1)
= 0 =1 —Jo

cos(2nfyt) cos(2mfrt) <= H[8(f~f1=Fi) +8([=fy + /1) +8(f+ 11 = [2)
+8(f+ S +1)]

4.4.8 Suite périodique d’impulsions de Dirac
La distribution périodique
b(ty = Y  8(t—kT) (4.120)
k= —oa
ne représente pas un signal a puissance moyenne finie. mais est souvent utilisée pour la
modélisation de signaux périodiques ou de procédures d'échantillonnage.
Cette distribution peut étre développée en série de Fourijer

oo

bp (1) = Y Aexp(j2mnt/T)

(4.121)
n=-—o
avec. par (3.75) et (1.35):
T/2
— 1 ' s ]
A, = — j tST(t)exp(—J_nnr/T)dt
T 1y
= 1 (4.122)
T

La transformée de Fourier de cette distribution se déduit alors de (4.121), (4.1
et (4.77)

o

S SU-nIT) = 280

Flop(n)] = Ti > (4.123)
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C’est aussi une suite périodique d’impulsions de Dirac. de poids 1/T et de période
1/T sur I'axe des fréquences. La suite § () et sa trunsformée sont représentées sur la

figure 4.22.
54(t) F{87(1)}
T-l
c— THEEHE
Zar T [ T 2T —yr-yrt yryr
0 0
Fig. 4.22

4.4.9 Définition : enveloppe spectrale

Un signal périodique peut étre considéré comme la répétition cyclique d’un si-
gnal élémentaire x (¢, T) représentant sa période principale. Par la propriété de convo-
lution de 'impulsion de Dirac, on peut écrire

x(t) =x(t+mT) = repy {x(t. T)} = x(¢,T) * 84(t) (4.124)
Par conséquent, en vertu de (4.14) et (4.123)
X(f,T)
X(f) =——— - dyr())
T
o
=y —X(—’i,T)ﬁ(j‘—f—) (4.125)
n=—o 1 ' T T

La fonction continue (1/T)X(f. T) est Penveloppe spectrale des poids des raies
6 17 (f) du spectre de x(¢). Mormis un facteur multiplicatif 1/T. cette enveloppe ne
dépend que de la forme de la période principale du signal.

En comparant (4.110) et (4.125), on tire I"équivalence

X, =(1/THYX(n/T.T) (4.126)

Les coefficients du développement en série de Fourier d’un signal périodique x(t)
peuvent donc se calculer en divisant la transformée de la période principale par T et en
évaluant le résultat aux valeurs discrétes de fréquence f,, = n/T.

L’ensemble des valeurs X(n/T, T) = T - X, constitue une représentation discréte

de la transformée de Fourier du signal x (¢, T) analogue 4 celle introduite au paragraphe
9.3.11.

4.4.10 Exemple : suite périodique d’impulsions rectangulaires
Le signal périodique suivant joue un rdle important en théorie et en pratique

x(t) = repr {Arect(t/A)}
= A rect(t/A)*84(t) (4.127)
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Par (4.26) et (4.125), sa transformée de Fourier vaut
A
X = A; sinc (Af) « 87 (f)
< A
=Y A— sinc(nA/T)S(f—n|T) (4.128)
H= — oo T
La fonction continue (4 A/T) sinc(Af) est 'enveloppe spectrale de ce signal
(fig. 4.23).
| x(t)
11
{ f
-7 TN Y T
N
XN
o enveloppe (4 A/T) sinc{Af)
PR ofm TR

Fig. 4.23

4.4.11 Exemple
Considérons le signal en dents de scie x(#) représenté sur la figure 4.24 et sa pé-

riode principale x (¢, T). La dérivée

A A
x'(¢,T) = — rect(t/T) - AB(1) +T[5(t+T/2)—6(t—T/2)]

a pour transformée
F{x'(£)} = A[sinc(Tf)—1 +jsin(nTf)]

Par (4.13) et (4.125), on obtient
Isinc(7/) =1 +jsin(aT/)]

1 A
—X(f,T) =——
T j2n/T

d’oll

X(f) = DX, 8(f~—n|T)
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avec
1 A]2 pournn = 0
Xn=—XnT, T)=+< A A T
T — = exp|j —-sgn(n)| pourn #0
2nn 2w|n| 2
ey
A
t
-T 0 T
x(1,T)
A
144
t
-7/2 ol T2 o
l,\"(r. T)
14 AJT r
-T/2 0 T/2
—%A
-4
Fig. 4.24

4.4.12 Fonction de corrélation de signaux périodiques
Dans le cas de signaux périodiques de méme période T, les limites (4.90) et (4.91)
sont identiques aux valeurs moyennes calculées sur une période unique

T2
i
0xy (1) = — [ x*(6)y(t+71)de (4.129)
T —792
et
. T
ee(1) = — [ x*()(t+7)dt (4.130)
-T/2

En développant en série de Fourier ¥ (¢ + 7) et x(¢ + 7), on peut mettre les ex-
pressions (4.129 ) et (4.130) sous la forme

o

0ep(T) = Y XY, exp(j2nnt/T) (4.131)

H= — oo
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et -
e (7) = Z lX,,lzexp(j2sz/T)
H= — ™
= Xo + 2 Z [Xnl cos( 2ant(T) (4.132)
n=1

La deuxiéme égalité ne s’applique qu’au cas d'un signal réel. La démonstration est laissée
comme exercice. Pour 7 = 0, on retrouve I'identité de Parseval (3.76).

Les relations (4.131) et (4.132) montrent que Jes fonctions d'inter- et d'auto-
corrélarion de signaux périodiques, de période T, sont également des fonctions périodi-
ques de méme période.

En introduisant [a période principale x (¢, T') dans (4.129), on peut encore écri-
re, en tenant compte de (4.50) et (4.124):

oo

1
oy () = ; [xoe.Dprtmyar = —x4(=7,7) 5 3(7)
1

=7 [x*(=7,T)#y(7,T)] *84(7) (4.133)

La convolution entre parenthéses carrées est la fonction d’intercorrélation des
périodes principales des deux signaux définie par
Py (1. T) = x* (-7, ) = p(, T) (4.134)

La fonction d’intercorrélation des signaux périodiques peut donc aussi s'expri-
mer de la maniére suivante :

ay (1) = T 9y (1. T) # B (7)
= repr {77 9y (7, T} (4.135)
Et pour l"autocorrélation, on a simplement
T~ @y (7, T) # 67(7)
repr {T 7" @ (7, T)} (4.136)

ol lpx('r T) est la fonction d’autocorrélation de x (¢, T).

Au contraire de x(z, T) ou y(¢t, T). le support des fonctions notées lpxy(-r T) et
cpx (7, T) n'est pas limité a la période principale de ¢, (7) ou p, (7). En régle générale
ce support est l'intervalle [- 7, T].

1]

e (1)

]

4.4.13 Exemple
Considérons la suite périodique d’impulsions rectangulaires
x(t) = repy {A rect(¢/A)}

Par (4.63)
0o (1, T) = AX Atri(r/A)

et
0 (1) = A*A T repy {tri(7/A)}
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Cette fonction d’autocorrélation est représentée sur la figure 4.25 avec x(t),
d’une part pour A; < 77/2 et d’autre part pour 7/2 < A, <T.

A
t
' -T -T2 0 72 T '
Al
2 (T)
T (7, T)\ AA, T
‘ ~T T-a, 00 A T '
b v ()
A
t
T T 1 T T T
-T -7/ 0 T/ T
A,
o (7)
A T-léx(T,T) A AzA:T~I PN
\" ,// \\\ 7/ \'\ /, \\‘\ //
>\ "\ /)‘ x/\
/’ ~ s o ’ \\ 7z N T
Z
T T T ]
-T -4, 0 A, T
Fig. 4.25

4.4.14 Fonction d’autocorrélation d’une suite périodique d'impulsions de Dirac
Par (4.51), la fonction d’autocorrélation d’une impulsion de Dirac est analogue
i sa convolution (1.47) : ¢’est encore une impulsion de Dirac

§s (1) = ~|' S(OH8(r+7)dt = §(r) (4.137)

Dans le cas d’une suite périodique d’impulsions de Dirac, on a par (4.130)
T)2 1

0, (7) = TL_TJ;ﬂ 8(1)sr(1+ 7)dt = . 5 (7) (4.138)

Ce résultat est consistant avec la formule (4.136).
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4.4.15 Densité spectrale de puissance d'un signal périodique

Rappelons que la densité spectrale de puissance est par définition la transformée
de Fourier de la fonction d’autocorrélation du signal.

En transformant respectivement (4.132) et (4.136), on obtient les formes équi-
valentes

o (f) = F{Hax(T)}

= n
= 1X,1%6 | F- —
S wats(r- 2]
1 o
= 72 S (f.T) = 8yyr(]) (4.139)
ol
(£, T) = Flge(r, T)} = |X(f, T)I? (4.140)

La fonction continue (1/T2) &:x (f, T) est 'enveloppe spectrale des raies
& 1,7(f) du spectre et

1X,1% = (1T)2 &, (0T, T) = (1/T)* | X(n/T, T)I (4.141)

résultat cohérent avec (4.126).
La puissance totale du signal est obtenue par V'identité de Parseval

T2 oa
I = .
Pemo(0) = — [ Ix(nlMde= [ o ndf=3 %17 (4142)
T..T/z —= N=—oo

4.4.16 Exemple : signal sinusoidal
Soit x(t)=Acos(2mfyr—a):de (4.116), (4.132). (4.139) et (4.142),0n
tire (fig. 4.26)

@ (1) = (4%[2) cos(2m for) (4.143)
O (f) = (A*A)[B(F+fo) +8(~F)] (4.144)
P, =9¢(0)= F b (f)df = 4°)2 (4.145)

— oo

4.4.17 Exemple

La densité spectrale de puissance de la suite périodique d’impulsions rectangulai-
res x(t) =repy {4 rect(r/A)} vaut, en tirant parti du résultat des exemples 4.4.10 ou
44.13:

()

(AA/T')2 sinc 2(Af) <6y (f)

It

S (AAJT)? sine 2(An/TY 8 | £ =
2 T

n= —oo




SIGNAUX DETERMINISTES 103

A4 A4

-fo O Jo

Fig. 4.26

4.4.18 Densité interspectrale de puissance de signaux périodiques
Par analogie avec (4.139) et (4.140), on a pour deux signaux périodiques de
méme période T :

(pxy(f) = F{‘ny(T)}

o

. i
Z Xnk Yn ) (f— _)
T

= # (rf]x}'(fx T) - 6y7r()) (4.146)

ou
&, (£ T) = Flpn(r. T} = X*(£T) - Y(£, T) (4.147)

et
Xy =T ' X*(nT,T) (4.148)
Y, =T ' YT, T) (4.149)

4.4.19 Application
Soit a déterminer la fonction d'intercorrélation et la densité interspectrale de
puissance des signaux x(¢)=Bsin(2nt/T) et y(t) =repy {A rect(t/A)}.
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Par (4.118), (4.128), (4.131) et (4.146) :

Py(7) = sinc (A/T) « sin( 2n7/T)

1 LY
r+ <) -slr-=)
T T
On peut facilement vérifier que la fonction d'intercorrélation de n'importe quel

signal périodique, de période T, avec un signal sinusoidal pur de méme période, est tou-
jours une fonction sinusoidale.

et

JABA

Oy (f) = sinc (A/T) [5

4

4.4.20 Signaux guasi-périodiques
Un signal quasi-périodique est une combinaison linéaire de sinusoides de fréquen-
ces incommensurables :

(1) = D Agsin(2nfet + ay) (4.150)
k
ol fi+1 = Afy avec Airrationel.
Les propriétés d’un tel signal sont donc a la fois parentes et différentes de celles
des signaux périodiques.
La fonction d'autocorrélation d'un signal quasi-périodique vaut

¢ (1) = Y(A]2)cos(2nf, T) (4.151)
k

En effet, en appliquant la définition (4.91), seule valable ici, on a

T)2
¢ (1) = lim 1 -'f v}_ 2.4'¢LflQ sin(2af t + o) sin[2af,(t+7) + o, ]dt
T%mT ~-TI2 kU
= ,Z%;tk.4glkq (4.152)
avec
ik
L, = lim = l sin( 2af, r+ao )sin [ 2af (r+7)+a,]dt
T —rowo _7‘/2
72
= /!Tm 517 I’ cos[ 2m(fy, — [ )t = 2mfy T + @, — @, ]dt
-T2
)2
“lim L [ cos[2a(f, O F2af, T ey + o 1dt
roee ‘T~T/2
0 pourk # €
- 17 cos( 2nf, 1) pourk = ¢ (4.153)
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La densité spectrale de puissance se déduit de (4.151) et (4.144)

D (f) = (AT U+ 1) +8( -1y ) (4.154)

et la puissance totale vaut

oo

P =0(0)= [ (N)df = Y42 (4.155)
= k

oo

4.5 REPRESENTATIONS SPECTRALES BILATERALES ET UNILATERALES

4.5.1 Représentations bilatérales
On a déja signalé, au chapitre 2, que la représentation complexe de signaux sinu-
soidaux

cos(2nft) = %exp(jEnft)+ %—exp(—jlnﬂ) (4.156)

fait apparaitre deux termes d’amplitude % dont la variable fréquence f est affectée
pour I'un, du signe -+ et pour l'autre, du signe — Ce mode de représentation distribue
done, dans le domaine fréquentiel, les contributions du signal symétriquement de
part et d’autre de Porigine sur 'axe f. De la découle la terminologie usuelle qui parle
de fréquences positives et fréquences négatives.

Toutes les représentations spectrales évoquées jusqu’ici sont de type bilatéral :
X, X(f), x (f), Pxy (), Px(f), Py, (f). Cest pourquoi, pour calculer [énergie ou
respectivement la puissance d’un signal réel comprise dans une bande de fréquence
[f1.f2 ], il faut écrire

-/ /2 f3
We(f1,12) =J (cl’)x(f)df—kf b ()df = 2J b(f)df  (4.157)
~f2 N h
fa
Po(f1f2) = 2 [ @ (N)df (4.158)
h

La représentation spectrale bilatérale a donc un c6té un peu abstrait. Elle découle
naturellement de la dualité temps-fréquence établie par la transformation de Fourier.
Elle a Pavantage de mettre facilement en évidence certaines propriétés de traitement
des signaux comme la modulation d’amplitude ou I’échantillonnage.

4.5.2 Représentations unilatérales

I est parfois jugé utile d’employer urne représentation spectrale unilatérale, n’im-
pliquant que la partie positive de 'axe des fréquences. Ceci est possible, bien que déli-
cat, en tirant parti de la symétrie conjuguée des spectres complexes de signaux réels :

X, = X5 5X(f) = X™(=1); @y () = B5y (1) (4.159)
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qui entraine que les modules sont des fonctions réelles paires
(X, 1= 1X_, 1 1X(=H) = XN 1Dy, (Nl = Dy, (=) (4.160)

et les arguments des fonctions impaires.
De plus, les densités spectrales d’énergie ou de puissance de signaux réels sont deg
fonctions réelles paires

B,(f) = Br(=1); Bulf) = ®1(-1) (4.161)

Une représentation spectrale unilatérale est obtenue en multipliant la représen-
tation bilatérale par la fonction 1 + sgn{f) =2 €(f), de maniére i en doubler la con-
tribution pour £> 0, 4 maintenir inchangée sa valeur a I'origine et 4 annuler la partie
située aux fréquences négatives

0 <o
O (f) = 2e(f) Be(f) = | ©(0) F=0 (4.162)
20,() >0

Il est déconseillé de recourir systématiquement 4 cet artifice, puisqu'il ne s’ap-
plique qu'aux spectres de signaux réels. Il peut entrainer une fausse évaluation de la
contribution du spectre a I'origine. Par ailleurs, la notion trés pratique d’enveloppe
spectrale définie au paragraphe 4.4.9 n’est plus utilisable.

Une autee approche est présentée au chapitre 7. Elle consiste a associer au signal
réel un signal complexe (appelé : signal analytique), tel que sa transformée de Fourier
soit nulle aux fréquences négatives.

()
T
- P S 2 QT t ! ! If T gupote N f
- A"l _T'IOT-I A—]
(I);' 03]
N4
By
T ] p 20k i 19 T f.;
VR A
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4.5.3 Série de Fourier unilatérale
Le développement en série de Fourier complexe (4.109) est identique & une
somme de termes réels

x(t) = Z Xpexp(j2nf,t)
n=-—oo
= Ao+ 2 A,cos(2nfyt +9,) (4.163)

n=i
avec f, = n/T et les correspondances

Ao = Xoi Ay = 21X, 11 9, = arg X, (4.164)

4.5.4 Exemple

Les représentations bilatérales ® . (f) et unilatérales lIJ:('f) de la densité spec-
trale de puissance d’une sujte périodique d’impulsions rectangulaires ( § 4.4.10) sont
reportées sur la figure 4.27 pour comparaison.

4.6 EXERCICES

4.6.1 Démontrer que la transformée de Fourier d'un signal réel pair [impair | est une
fonction réelle paire [imaginaire impaire ].

4.6.2 Démontrer que la transformée de Fourier d’un signal complexe est une fonction
réelle paire {imaginaire impaire ] si la partie réelle du signal est paire {impaire ] et la
partie imaginaire est impaire [paire ].

4.6.3 Retrouver les résultats (4.23) et (4.33) en utilisant la propriété (4.13).
4.6.4 Démontrer que sinc(t) * sinc(t) = sinc(z).

4.6.5 Démontrer que

oo

f sinc‘3(f)df= 3/4

oa

[ sine %ryds =2/3

— oo

4.6.6 Evaluer I'intégrale

1) - I‘ sin37 sin(f-7) 4.

o T =7
—n

4.6.7 Déterminer la transformée de Fourier des signaux x(z) et y(¢) représentés sur la
figure 4.28.
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£ x(t)
42+
I
-T2 0 T2
y(r)
A2 +
-T2 t
0 T
A4
Fig. 4.28

4.6.8 Démontrer que dX/df +— (—j2n1) x(¢).

4.6.9 Utiliser le résultat précédent et la propriété (4.13) pour démontrer 1'équivalence
ig(r)=exp(-mt?) < ig(/).

4.6.10 Démontrer que le produit de convolution et la fonction d’intercorrélation de
x(t)=ig(t/T)) et y(t)=ig(t/T,) est encore une fonction gaussienne du type
K-ig(t/T)ou T=[T+T31/2.

4.6.11 Soit le signal représenté sur la figure 4.29. Déterminer :

® I'expression analytique de son spectre d’amplitude
@ le graphe de sa fonction d’autocorrélation
® I'expression analytique de sa densité spectrale d’énergie.

A x(1)

A
~5T—4T 2T 3T t

T4

Fig. 4.29

4.6.12 Calculer la transformée de Fourier du signal x(t) = A4 sin[2n (¢ — T/2)/T)
- tri[(t — T/2)/T] et esquisser les graphes du spectre d’amplitude, du spectre de phase
et de la densité spectrale d’énergie.

4.6.13 Déterminer I’expression de 'intercorrélation des signaux x(¢) =4 rect(#/T) .
et v(t) =B tri(2t/T).
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.6.14 Déterminer la transformée de Fourier du signal représenté sur la figure 4.30.

x(t)

T

-af2 0 I af2
Fig. 4.30
.6.15 Déterminer et représenter graphiquement la fonction d’autocorrélation et la

ensité spectrale de puissance du signal x(7) = A repy {rect [(# + T/4)/A]
rect[(£ —T/4)/A1} pour A< T/4et T/4<ALT)2.

,:6.16 Déterminer et représenter graphiquement la densité spectrale de puissance du
ignal x(t) =m(t) p(t) ot m(t) =repy {rect(t/A)} et p(r)=A cos(2nfyt) pour
A/T=0,2 et fo =k/T> 1/A avec k entier.

.6.17 Démontrer que

oo

S (A/T) sinc (nAT) = 1

n= —wo

.6.18 Soitx(t)=Asin(2nfyt) et y(t)= (A/2) cos(2fyt + w/4). Déterminer :

@ la fonction d’intercorrélation dex(t) et y(t);

@ la fonction d’autocorrélation de z (t) =x(¢) + y(t);
® la densité spectrale de puissance de z(¢);

@ la puissance totale de z(¢).

.6.19 Démontrer que les fonctions z; (¢) = sinc (¢ — k) forment un ensemble orthogo-
alpourk=0,%1,%£2, ..



CHAPITRE 5

SIGNAUX ALEATOIRES

5.1 MODELE STATISTIQUE : PROCESSUS ALEATOIRE

-5.1.1 Introduction

Par définition ( § 2.2.1) un signal est aléatoire s’il dépend d’une certaine maniére
des lois du hasard. De tels signaux, dont la valeur instantanée est imprévisible, ne pos-
sedent évidemment pas de représentations temporelles analytiques. Ils peuvent toute-
fois étre caractérisés par leurs propriétés statistiques et fréquentielles. Les notions de
base de théorie des probabilités utilisées pour la description statistique des signaux aléa-
toires sont résumées au chapitre 14.

Les signaux aléatoires forment une classe particuliérement importante de signaux.
Ceci découle du fait que seuls les signaux ayant un certain caractére aléatoire peuvent
transmettre de I'information (axiome de base de la théorie de I'information ). Une
autre raison est le grand nombre de situations dans lesquelles on cherche d se prémunir
. contre les effets de perturbations aléatoires ou i identifier et mesurer un phénoméne
~ se manifestant par un signal ténu noyé dans un bruit de fond important (détection de
signaux ).

Un signal aléatoire observé doit étre considéré comme une réalisation particuliére
_ d’un ensemble de signaux similaires qui sont tous susceptibles d'étre produits par le
" méme phénoméne (ou processus ) aléatoire.

5.1.2 Définition : processus aléatoire

Mathématiquement [ 24, 64, 79], un processus aléatoire (on dit aussi stochastique)
peut étre défini comme une famille de fonctions réelles ou complexes 4 deux variables
notée {x(z, £)} ou, plus simplement, x(¢). En théorie du signal, la variable ¢ représen-
te usuellement le temps.

: La variable { dénote la nature aléatoire du processus : ¢ est un élément de 'espace
“des épreuves (ensemble des résultats possibles d'une expérience statistique ) et dépend
des fois du hasard (fig. 5.1).

La description statistique d'un processus aléatoire est généralement obtenue i
partir des Jois de probabilité marginales et conjointes (chap. 14 ) des variables aléatoi-
Tes qui représentent le comportement du processus en des instants prescrits. Selon que
:; ces variables sont continues ou discrétes, on parle de processus aléatoire continu ou

© discret.

'_ Lorsque Péchelle du temps est elle-méme discrétisée (cas de Péchantillonnage

- Pparexemple ), on parle de suite aléatoire. Lorsque le hasard intervient de facon discon-
Jtinue a des instants aléatoires. on dit que 'on a un processus ponctuel.
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x(t.¢)

Fig. 5.1

Trois modéles particuliers de processus aléatoires doivent étre spécialement men-
tionnés :

® les processus gaussiens (modele de processus continu tel que le bruit thermi-
que par ex.)

@ les processus de Poisson (modéle de processus ponctuel tel que le bruit d'effet
grenaille par ex.)

© les processus de Markov (modeéle d'une large classe de signaux information-
nels par ex.).

5.1.3 Signal aléatoire. Définition

Pour chaque ;. le processus x (£, {) se réduit a un membre donné de I’ensemble
des fonctions possibles que I'on conviendra d’appeler signal aléatoire et que 'on écrira
x; (1) ou simplement x(r).

Un tel signal est, par commodité, considéré comme un signal a puissance moyen-
ne finie.

L’observation de ce signal permet de déterminer, par analyse ou mesure. certui-
nes moyennes temporeliles significatives telles que valeur moyenne {composante conti-
nue ), valeur quadratique moyenne (puissance ), etc. Une moyenne calculée le long de
'axe r est exprimée par une relation du type :

| 7/2
O] = lim — [ fLx(6)]ds (5.1)
T—=T_7/2

5.1.4 Variable aléatoire

A chaque instant ¢, le processus x (7. £} se réduit 4 une simple variable aléatoire
x(1;), notée parfois plus simplement x;. dont le comportement statistique est décrit
par sa fonction de répartition F(x: f;) ou par sa densité de probabilité p(x;¢;). La con-
naissance de ces lois de probabilité permet de déterminer les principaux moments
(moyennes statistiques = espérances mathématiques, c’est-d-dire : valeurs espérées
théoriquement ) de la variable.
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Une moyenne calculée le long de I'axe { (moyenne évaluée sur "ensemble des
états possibles) est exprimée par une relation du type :

E[/(x)] = [ f(x)p(x)dx (5.2)

5.1.5 Notations

On désigne dans ce livre le processus ou la variable aléatoire par une lettre en
caractére Univers gras (exemple x, y, z). Les états pris par cette variable sont notés de
maniére usuelle (exemple : x, y, z).

Dans certains ouvrages, il est d’usage de dénoter le processus ou la variable aléa-
toire par une lettre majuscule, sans autre différence de typographie.

5.1.6 Exemple
L'écoulement turbulent d’un fluide est une illustration de processus aléatoire
continu. Si I'on crée simultanément, dans des conditions expérimentales semblables,
plusieurs écoulements turbulents, on dispose d’un ensemble d’observations différentes,
~ mais dont chacune représente une réalisation particuliére du processus. La mesure. sur
" chaque écoulement, d’un paramétre significatif (par ex. vitesse locale instantanée)
fournit un ensemble de signaux aléatoires.

Sil’on enregistre toutes les valeurs prises par ces signaux a un instant donné ¢;,
on dispose d'un échantillonnage des états possibles de la variable aléatoire considérée
(vitesse d’écoulement au temps #;).

A condition que le nombre d’observations simultanées soit suffisant — idéalement :
tende vers I'infini — on peut en déduire certaines caractéristiques du processus au temps

_ t; (histogramme, valeur moyenne et variance expérimentales, etc.).
: L’observation simultanée d’un tel ensemble est pratiquement irréalisable. Aussi
doit-on généralement se contenter d’un signal unique correspondant 4 une réalisation
" particulidre du processus. L'analyse de ce signal typique fournit des informations qui,
sous certaines hypothéses (§ 5.1.14), peuvent étre considérées comme caractéristiques
‘du processus global luj-méme.

En électricité, un exemple classique de processus aléatoire continu est le bruit de
.fond généré dans les circuits électroniques par 'agitation thermique des électrons dans
" les matériaux conducteurs (sect. 6.2). Combiné & d’autres phénoménes aléatoires, ce
7 processus est responsable, par exemple, du brujt percu dans les installations d’amplifi-

cation acoustique (souffle).

- 5.1.7 Exemple
Une illustration de processus aléatoire ponctuel est ’émission de particules ioni-
santes par un corps radio-actif, telle qu’elle peut étre révélée par un compteur de Gei-
- ger-Miiller. Le nombre de particules émises par unité de temps est une variable aléatoi-
re discrdte.
De nombreux phénomeénes électroniques (émission thermo-électrique ou photo-
électrique, charges traversant une jonction de semiconducteurs) sont des proeessus
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aléatoires ponctuels. Ils sont la cause du bruit de grenaille étudié a la section 6.3. Les
appels atteignant un central téléphonique. fes pannes affectant une installation techni-
que. sont aussi des exemples de processus ponctuels.

5.1.8 Vecteur aléatoire. Définition

Si I'on considére k instants ¢,. t5. .... f5, on peut définir k variables aléatoires
Xi, Xa, ... X fOormant un vecteur aléatoire 3 k composantes x = (X, X4, ..., Xg ), carac-
térisé par une loj de probabilité conjointe p(x,, X5. .... Xy ) 4 k dimensions. La con-
naissance de cette loi en fonction des &k parameétres 7. f,, .... f; constitue une statisti-
que d'ordre k du processus.

Pratiquement. on peut généralement se contenter de la statistique d'ordre | et de
celle d'ordre 2 qui permettent de caractériser suffisamment le comportement du pro-
cessus et de préciser son évolution dans le temps.

5.1.9 Statistique d’ordre 1. Définitions

Soit x;. une variuable aléatoire réelle correspondant a I'instant t;. Sa fonction de
répartition exprime la probabilité d’avoir x; inférieure ou égale 4 un niveau x donné.
Elle dépend en général de ¢; :

F(x:t;) =Prob{(x; < x) (5.3)

La densité de probabilité cst simplement la dérivée de la fonction de répartition
par rapport 4 x :

p(x:1;) = dF(x;t;)/dx (5.4)

La valeur moyemne statistique de la variable aléatoire x; est le moment du ler
degré :

oo

/J._\-(f,') = E[X,‘] = .I x,-/)(.\'ili)dx,» (55)

— oo

Les moments de degré supéricur sont définis de la méme facon :

oa

’”xn(ri) = E[Xi”] = _[ .\‘,-“p(.vc,t,-)dx,- (56)

— o3

Le moment centré du 2éme degré ou yarignce. est obtenu en considérant I'écart
X; — My (#; ) entre la variable aléatoire et sa valeur moyenne :

oc(t) = E|[xi —ue(t)]7] = E[x71-ne(8)
= [ [y =i )1 PP g dy; (5.7)

C’est une mesure de la dispersion de cet écart; sa racine carrée est I'écart-rypé de
la variable.
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/51,10 Statistique d’ordre 2. Définitions

Considérons le couple de variables aléatoires réelles x; = x(#y) et xa =x(£5).
La fonction de répartition conjointe représente la probabilité que x, et x, soient res-
pectivement inférieures ou égales aux niveaux x, et x5 :

F(XI,X2;fl,t2) = PrOb(Xl <xl,)(2 <x2) (58)
La dérivée de (5.8) par rapport a x et x, est la densité de probabilité conjointe
“du couple de variables x; et x,

3*F(x;,x2515,1)

X{,Xa:l,02) = (5.9)
p(xy 1:42 2%, oxs

Les moments de ce couple sont, par définition, les moyennes statistiques des
onctions x'{ . xg' ol n et m sont des entiers positifs ou nuls.

Le moment correspondant d 2 et m égaux i 'unité est appelé foncrion d’autocor-
“vélation statistiqgue du processus x(r) et dénoté par la lettre R :

Ry (ty,12) = E[x(1y) x(ty)] = _l"“-\'l—\'zl)(xhxg Vit 1 )dy dx,
- (5.10)

Si, au lieu de considérer les variables aléatoires x; et x5, on considére plutdt les
carts entre ces variables et leurs valeurs moyennes respectives, on obtient la fonction
‘mutocovariance, dénotée par la lettre C:

Cy(ty, ta) = E{[x(t)) = (t ) 1x(r2) — 1 (£9) 1}
= Rty t2) —pe (1)) * e (12) (5.11)

Lorsque 5 =t,, (5.11) s’identifie avec la variance (5.7).

.1.11 Stationnarité. Définitions

"~ Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens strict si toutes ses propriétés
tatistiques sont invariantes dans le temps.

.- Il est dit stationnaire du deuxiéme ordre si seules ses statistiques d’ordre 1 et d’or-
re 2 sont invariantes dans le temps. Dans ce cas, on a d’une part

p(x;t;) = p(x) Vi (5.12)

ol py (¢) = My €t of(t,g) = 0,3 sont des caractéristiques jnvariantes dans le temps,
onc des constantes pour un processus donné.
Par ajlleurs, la densité de probabilité conjointe ne dépend plus que de 'écart tem-

Tyt (5.13)

P(X1. X910y, 12) = p(x,X3;7) (5.14)
et autocorrélation et I'autocovariance ne sont fonction que du seul écart temporel 7
Ro(1).12) = Ry (1) (5.15)
Ce(tyi 1) = Colr) = Ro() —pis (5.16)
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Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens large lorsque seules sa valeur
moyenne (5.5) et sa fonction d’autocorrélation (5.10) sont invariantes dans le temps,
L'invariance de la fonction d’autocorrélation entraine celle de la variance. Un processug
stationnaire du deuxiéme ordre est évidemment aussi stationnaire au sens large. La ré-
ciproque n'est pas nécessairement vraie.

5.1.12 Commentaire

Un phénoméne physique aléatoire n’est jamais rigoureusement stationnaire. Il
posséde une phase transitoire d’établissement au moment de sa création. 1l est égale-
ment souvent influencé i certaines époques de son histoire par [’évolution du systéme
auquel if est associé.

Le concept de processus stationnaire n’est donc qu’un modele simplifié. 1l est
toutefois commode d’emploi et se révéle trés largement utilisable en pratique lorsque
Pon peut se contenter d’observations (mesures ) de durdes raisonnablement limitées
pendant lesquelles le phénoméne présente un caractére permanent.

5.1.13 Ergodisme. Définition
Un processus aléatoire est dit ergodique si 'on peut identifier les valeurs moyen-
nes statistiques du type (5.2 ) aux valeurs moyennes temporelles du type (5.1).
Comme pour la stationnarité, on peut définir différents niveaux d’ergodisme.

5.1.14 Conséquences
Soit
72

XT=lim — [ x"(r)dr (5.17)
To= T _7/2

la valeur moyenne temporelle de degré 1 d’un signal aléatoire stationnaire et

oo

Elx") = [ x"p(x) dx (5.18)

- DO

sa valeur moyenne statistique — ou moment — de méme degré n. L'hypothése d’ergo-
disme entraine les identités indiquées dans le tableau 5.2.

L'écarr-type a, représente ainsi pour les signaux aléatoires I'équivalent de la va-
leur efficace introduite pour les signaux sinusoidaux ( § 1.8.2.11).

Sur certains instruments de laboratoire permettant de mesurer cette grandeur, on
Pappelle la vraie valeur efficace (en anglais : triue RMS value).

5.1.15 Commentaires

Ainsi, lorsqu’il parait justifié d’émettre cette ivporhése d’ergodisme, on est en
droit d’estimer les propriétés statistiques d'un processus x (¢, ¢) par 'analyse temporel-
le d’un signal x(¢) unique (un seul membre de I’ensemble des fonctions possibles).
Cette procédure d’observation est évidemment beaucoup plus facile a réaliser pratique-
ment.



Tableau 5.2

Nom Formulation statistique Formulation temporelle Interprétation
- L
Valeur e = Efx] = | xp(x)dy = Y=lim— | xndr composante continue
moyernne o T =reo - /"/2
Valeur moyenne [JII = ¥’ puissance de la composante continue
au carré
Valeur s © . 2
quadratique E[x"] = | X plxydx = Po=x"=1lim — ( X ndr puissance totale
moyenne — r—= I -7/
Ecart s R o . R T2 .
quadratique o = E[(x—p)7| = | (v-p ) plx)dy = (x=%)" = lim — | [x(s)-%| i puissance des fluctuations
moyen (variance) —w 7o T 2
Ecari-type o, = l"“[ y—x)* = i"“l’,r -7t valeur efficuee des fluctuations
Autocorrélation Ro(r) = E[ xtr)x(r+r1)] ol 7) = x( —T)Ex(T)
oa = 7"/_2
= H Xy Xap(Xp.xa 17 )dy dxy = lim — | xtryx(r+7)de
i rew T _f2
Autocovariance CulT) = Re(T) —/.lx! = g (1) e
2 2 2
Relations R, (0} = E[x | =0y +uy = Po= )
articulié 2 1
particuliéres Ce(0) =0, = o 00)—-X

SAUIOLVITY XNVNOIS

L11
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La stationnarité n’entraine pas nécessairement 'ergodisme. Considérons, par
exemple. un processus x( ¢, {) dont chaque réalisation est de la forme x(t)
=x,(1) +X. Le terme x(¢) représente un signal aléatoire associé 4 un processus sta-
tionnaire et ergodique 4 valeur moyenne nulle et x est une variable aléatoire [donc en
général différente pour chaque x ()] a valeur moyenne également nulle. Dans ce cas,
My =0 et le processus x( ¢, §) est clairement stationnaire mais non ergodique. puisque
By FX.

Bien que la propriété d'ergodisme n'implique pas strictement celle de station-
narité [69], la définition du paragraphe 1.5.13 entraine que les processus ergodiques
considérés sont simultanément stationnaires.

L’hypothése d’ergodisme est souvent difficile a vérifier. Elle est généralement
acceptée sur la base de considérations théoriques. On admet, en pratique, que la plu-
part des signaux aléatoires usuels sont la manifestation de processus ergodiques. Pour
un examen plus détaillé des conditions d’ergodisme, on peut consulter [24, 50. 57 ou
65].

5.1.16 Exemple : signal sinusoidal a phase aléatoire

Considérons un processus dont chaque réalisation est un signal sinusoidal d’am-
plitude A4 et de pulsation cw constantes, mais de phase initiale a aléatoire uniformément
distribuée sur I'intervalle [0,2 7 ]. Un signal aléatoire typique est ainsi décrit par 'ex-
pression

x(t) = Asin(wt +a) (5.19)

La variable aléatoire xq. observable en un instant particulier ¢4, ne dépend statis-
tiquement que de la variable @' = wtq + a qui est également 4 distribution uniforme

Xo = x(1y) = Asina’ (5.20)
Inversément
a’ = Arcsin(xqg/A4) (5.21)

La fonction de répartition F(x ) de la variable aléatoire x, est facilement obtenue
en considérant le dessin de la figure 5.3.

xg = Asine’

Fig. 5.3

Dans la demi-période principale [—#/2, 7/2 ], xq est inférieure 4 une valeur X
donnée sur un intervalle A =a’. + /2. Du fait de la distribution uniforme de a’, fa"_
probabilité d’avoir x4 inféricure ou égale d x est simplement le rapport de 'intervalle
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A i la demi-période :

1
— Arcsin
w

A 1 X
F(x) = Prob(xy <x)}= — = —|[ Arcsin| —

T A

]

— (5.22

;

La densité de probabilité est déterminée par dérivation (loi en chainette)
dF(x) I

dx nld?-x?2 '

p(x) = Ix] < A (5.23)

Ces lois statistiques (fig. 5.4) sont indépendantes de I'instant ¢ considéré : le
processus est donc en tout cas stationnaire du ler ordre.

X
“/li 0 lll
i pix)
| i
H 1
i (
1 1
[} 1
[} I
| |
] ]
b 1
i !
1 i
1 [}
i (n'A)" (
1 | X
~; 0 f'l
Fig. 5.4
La valeur moyenne statistique
ue = [ xp(x)dx = 0 (5.24)

puisque p{x) est une fonction paire.
On obtient également, pour la valeur moyenne temporelle

1 T/2
¥=1m — [ Asin(wr+a)d =0 (5.25)
T== T _7)2

donc u, =x.
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La valeur quadratique moyenne statistique (ici identique a la variance puisque
e =0) vaut

A
= 1
E{x’] = [ x’p(x)dx = — f=dx = (5.26)
E A

—oa m—

et est aussi égale & la valeur quadratique moyenne temporelle — ou puissance totale —

du signal
T/2 T}2

- ¥2 = - 2 = T 1_ r 202 = _“L
P =x* = lim J- x“t)dt = lim | A*sin “(wt +a)dr
T== T -7y T== T —7p2 2

(5.27)

La fonction d’autocorrélation statistique est ici identique a la fonction d’autoco-
variance puisque g, =0.

Ry (ty. 1) = E[x(1}) x(12)]
42 E[sin{(wr, +a)sin(wt, +a)]
= %A% Efcos {w(t; — 1, )} —cos {w(t, +1,) +2a}] (5.28)

Le premier terme de Ia parenthése carrée n’est pas aléatoire, mais une constante
pour un écart temporel 7=1t, — £, donné. Le deuxiéme terme de cette parenthése est
une fonction du méme type que x(?) et, par conséquent, sa valeur moyenne est nulle.

La fonction d’autocorrélation statistique du signal sinusoidal & phase aléatoire est ainsi
2

A

R.(t),13) =R (7) =Tcos(wr) (5.29)
et ne dépend que de I’écart 7=1r, —t,. Le processus est donc aussi stationnaire au sens
large.

La fonction d’autocorrélation temporelle s’obtient également facilement et s’iden-
tifie avec (5.29)

. T)2
¢ (7) = im — J’ sin(w! + a)sin[w(t+r)+alds

T—w T .72
2

A
=T—cos(wr) {5.30)
Le processus est donc ergodique. On vérifie également que la valeur i Vorigine de la
fonction d’autocorrélation est bien égale aux résultats (5.26) et (5.27).
On observe finalement que la fonction d’autocorrélation d’un signal sinusoidal 4
phase aléatoire est la méme que celle établie pour un signal sinusoidal déterministe
[relation (4.143)].

5.1.17 Exemple 5
Considérons un processus dont chaque réalisation est un signal binaire aléatoire
»{t). Les deux niveaux d’amplitude y; =— 2 volts et 3y, = 5 volts apparaissent avec
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les probabilités respectives Prob(v, ) = 1/3 et Prob (3, ) = 2/3. On suppose ce processus
stationnaire et ergodique au sens large.
Sa fonction de répartition est

F(r) = Y Prob(x) - (v —w;) (531)

i=1
et sa densité de probabilité (fig. 5.5)

dF(y
p(r) = d(“‘ L S Prob (31) - 8(y — ;) (5.32)

i ;

ot e(y) et 8 () dénotent le saut unité et I'impulsion de Dirac.

F(y)
l_ ____________ (—
1/3
v
) 0 5
p(y)
(2/3)6(y —5)
(1/3)8(r + 2)
¥
-2 0 5 o
Fig. 5.5

La composante continue et la puissance totale d'un tel signal ne peuvent pas étre
évaluées théoriquement en calculant une moyenne temporelle.

Par contre, puisque le processus y (¢, {) est ergodique, la composante continue est
égale i la valeur moyenne statistique et la puissance totale i la valeur quadratique
moyenne statistique :

v .uy = J ,1’ * P(_l')d." = X."i PI'Ob (..1'1')
{

— oo

==2-1/3+5-2/3 =8/3 =267V

P, = E[v ] = [ »7p(r)ydr = Y5 Prob ()
i

— oo

=4+1/3+25+2/3 =54/3 =18V?

5.1.18 Processus aléatoires indépendants. Définition

Deux processus aléatoires stationnaires x(r) et y(t) sont indépendants si leur
densité de probabilité conjointe est égale au produit de leurs densités de probabilité
marginale:
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Pxy(X,3) = D (X) Dy (¥) (5.33)

Cette relation est analogue 4 (14.36).

5.1.19 Commentaire

L'indépendance, au sens statistique, signifie que I"observation de I'un des proces-
sus ne nous apprend rien sur la nature de I'autre.

En traitement des signaux, il est fréquent d’avoir i considérer des combinaisons
de processus indépendants. C’est, par exemple, généralement le cas lorsqu’un bruit de
fond ou des parasites viennent contaminer un signal en cours de transmission ou d’am-
plification. I en va de méme dans les systémes de modulation otl le signal porteur d’in-
formation est incorporé i un signal auxiliaire.

Dans toutes les situations ol I'indépendance est réalisée, I'introduction de la con-
dition (5.33) permet de simplifier les relations mathématiques et d’obtenir des résul-
tats trés généraux.

5.1.20 Transformation d'un vecteur aléatoire

Lorsque la forme d’un signal est modifiée par un opérateur de traitement, ses ca-
ractéristiques statistiques changent. On examine ici les incidences d’une transformation
d’une variable ou d’un vecteur aléatoire.

Soit un vecteur aléatoire (§ 5.1.8) 4 k composantes (variables aléatoires) x,
X3, ... X subissant une transformation définie par

y1 = fi(xq, x,, vy Xi )

Y2 = fa(xy, Xge oo Xy ) (5.34)

Yi = fk(xl, Xay oeey Xk)

La densité de probabilité conjointe des variables aléatoires y; se déduit de celle
des x; en établissant une condition d’équivalence en probabilité qui fait intervenir le
jacobien J — ou déterminant fonctionnel — de la transformation [S8 ]

Py(V1: Y2, v Vi) = W pye(xy. x4, m-xk)l . (5.35)

P8P Yas e YE)

o0x/0yy ... 0Xy/0Vy
30X, 0 Xu) P0af0yy - Bnfoy

(Y1, Y2 Vi)

: : (5.36)
x, /8y ... 0x, /0y,

La valeur absolue du jacobien intervient ici pour satisfaire la condition
py (JlleJ’21 [EEE ] J’k) > 0

5.1.21 Exemple : relation linéaire instantanée
Considérons la simple relation linéaire instantanée (amnésique : c’est-i-dire ne
tenant compte que de la valeur courante) d’une seule variable

y =ax+b (5.37)A“
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Le jacobien se réduit ici au seul terme
J = dx/dy = l/a (5.38)

d’oll

(5.39)

1 y—b
py() =—pPc| x =
|a| a
La densité de probabilité de y a ainsi la méme morphologie que celle de x, 4 un
décalage b et un facteur d’échelle a prés.

5.1.22 Exemple : transformation quadratique
L’élévation au carré est une opération qui intervient dans tous les calculs de puis-
sance ou d’énergie. On la retrouve en analyse spectrale, en détection de signaux, etc.
Soit la transformation non linéaire

y = ax’ a>0 (5.40)

Cette transformation n’est pas biunivoque puisque deux valeurs de x correspon-
dent 4 la méme valeur de y. La condition d’équivalence en probabilité conduit a écrire

dx - dx
PO = -px(x- =~ |pia |+ d——*\ -px(x+=|5/2) (5.41)
i y
avec ici
x_ = —\yla et dx_/dy = _
2V ay
(5.42)
x. = |yla et dx,/dy =
+ + Wy
Py(y) = [px(x_= —Vy/a} +pe| Xy = I@/_a)] S y=>0
2y ay
(5.43)

Cas particulier : si py (x) est une fonction paire, py (x) =p, (—x) et

Vay

Par exemple (fig. 5.6), dans le cas de la transformation quadratique définie par (5.40),
sipx(x) =1/A pour Ix| < A4/2 (distribution uniforme centrée) : py,(¥) = 1/(AN/ay)
avec 0<y < ad?/4.

D’une maniéere générale, les transformations non linéaires induisent une modifica-
tion de la densité de probabilité.

1
py(¥) = e (Vyla') (5.44)

5.1.23 Exemple : transformation de coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires

Cet exemple trouve de nombreuses applications, en particulier pour la détermina-
tion de la statistique de signaux représentés sous forme complexe : phaseur aléatoire,
signal analytique (chap. 7).
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| polx)
A

X

-~ %A 0 4

‘P'p(l‘)
y
Py -G
0 ad”/4
Fig. 5.6

La transformation est définie par la paire de relations

r= VY (5.45)

©® = arctan y/x

avec
dx/dr ox/d¢ cos¢p —rsin ¢
= = . =r (5‘46)
ay/ar oy/dg sin¢g  rcosgp
d’oll, par (5.35)
Pro(r, @) = r e pey(x = rcosg,y = rsing) (5.47)

Considérons, par exemple, le cas de deux variables indépendantes x et y avec den-
sités de probabilité marginale gaussiennes et valeurs moyennes nulles (chap. 14) :

_ 1 x?
px(x) = o exp | — 202
(5.48)

1 )2
o o] 2]
r 27 o, 20),2

D’aprés (5.33), la densité de probabilité conjointe est donnée, dans ce cas, par
le produit des densités marginales

1 ‘C2 _V2 N
pxy(xs_v) = [Jx(x)Py(_V) = eXp - —? + T (5.49),
2mox0, 2 \oy oy
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La densité de probabilité conjointe des coordonnées polaires est alors donnée, avec r

>0et0<¢ <2m, par:
r 1{r%os? rZsin %
pr@(r’(b) =—exp - 2 + 2
2noxo, 2 Oy ay

Cette densité caractérise une distribution de Rayleigh généralisée.
Dans le cas particulier ol 0 = g,, = g, on obtient une distribution de Rayleigh

r2

(5.50)

pro(r ) =

r
) 2exp[— ﬂ] ;, r=z0,0<¢<2r (551)
g 2o~

d’oli I'on tire les densités de probabilité marginales :

27 3
r 12
pr(r)=_fpr¢(r.¢>)dcb=—2exp[M , ] cr=0 (5.52)
0 a 207
T 1
pop(9) = fpm(r,é)dr =— 1 0 < ¢ < 2r (5.53)
0 LT

d’olt 'on déduit que
Pro(r. @) = pp(r) * pp(9) (5.54)

ce qui montre que les variables aléatoires r et ¢ sont également des variables statistique-
ment indépendantes.
La loi de Rayleigh (5.52) est représentée graphiquement sur la figure 14.15.

5.2 FONCTIONS D’AUTOCORRELATION ET D'AUTOCOVARIANCE

5.2.1 Fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation statistiqgue d’un processus aléatoire stationnaire et
réel x(¢) a été définie aux paragraphes 5.1.10 et 5.1.11 comme 'espérance mathémati-
que du produit de x(¢) et x(t + 1)

R.AT) = E[x(Hx(t+71)] = ﬁx,xzp(xl,xz;r)dx, dx, (5.55)

olt x; et x, dénotent les valeurs que peut prendre le processus aux instants z et ¢ + 7,
respectivement. L'adaptation de cette définition dans le cas d’un processus représenté
par une fonction complexe est indiquée au paragraphe 5.2.5.

Dans le cas d’un processus discret, la densité de probabilité conjointe peut s’écri-
re sous la forme

p(x1,X957) = 225(1'1 _xli,xz_xzj)Prob(xli,xzi;T) (5.56}
ij

et Ia double intégration devient une double sommation sur les indices i et f qui repérent
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les divers états discrets

Ry(1) = 3 D Xy;X3; Prob (X1, X2 7) (5.57)
[

La fonction d’autocorrélation temporelle d’un signal aléatoire stationnaire et
réel x(¢) est donnée par la valeur moyenne temporelle du produit de x(¢#) par x(¢ + 1)

T/2
e(r) = ¥(Ox(1+7) = lim — [ x(£)x(t+7)dr (5.58)
T—ow T -T2

Par analogie avec (4.99), cette expression peut s’exprimer sous la forme d’un
produit de convolution (signaux i puissance moyenne finie : notation =) :

o (1) = x(—7)*x(r) (5.59)

Sous I'hypothése d’ergodisme (§ 5.1.13), on a I'identité
Re(1) = ¢ (7, (5.60)

Les deux notations peuvent alors &tre utilisées indifféremment.

5.2.2 Commentaires

Les formules (5.55) ou (5.57) permettent en principe de calculer la fonction
d’autocorrélation d’un processus stationnaire dont la statistique du deuxiéme ordre est
connue analytiquement.

La formule (5.58) est identique 4 la relation (4.91) établie pour les signaux dé-
terministes 4 puissance moyenne finje. Mais le signal aléatoire n’étant pas, sauf cas par-
ticulier, connu sous forme analytique, cette formule est impropre au calcul. Elle indi-
que par contre comment obtenir expérimentalement (et idéalement en raison de la li-
mite ) la fonction d’autocorrélation.

L’expérience réalisable est une mesure pendant une durée finie T de la fonction

T
G.(r) = — [ xtoyxte+yar (5.61)
T
avec
ox(7) = lim @ (7) (5.62)
T — oo

5.2.3 Fonction d’autocovariance. Définition
La fonction d’autocovariance, définje par (5.11) et (5.16), est égale i la fonc-
tion d’autocorrélation du processus centré x(z) — u, :

Ce(r) = E{[x(1) —pe 1 Ix(z +7) =11, 1} = Ry (7) — 2 (5.63)

Autocorrélation et autocovariance s'identifient donc pour tout processus a valeur
moyenne nulle.
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On appelle fonction d’'autocovariance normalisée (ou coefficient de corrélation)
le rapport

px(7) = Ce(r)/0% (5.64)

5.2.4 Propriétés
On vérifie facilement que les fonctions d’autocorrélation et d’autocovariance de
processus réels sont paires

R (7) = Re(—1) (5.65)
Ce(r) = C(—1) (5.66)

* Pour v =0, la fonction d’antocovariance s’identifie avec la variance o du processus.
On a ainsi

Ce(0) = a2 (5.67)
R.(0) = o2 +u? (5.68)
px(0) = 1 (5.69)

La valeur a I'origine de la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire
et ergodique correspond donc i la puissance des fluctuations et celle de la fonction
d’autocorrélation i la puissance totale (tableau 5.2).

D'autre part,

IR, (1) < R (0) (5.70)

car la valeur quadratique moyenne de 1a somme ou différence suivante est nécessaire-
ment positive ou nulle

E{[x(t) £x(t+7)]*} = 2[R (0) xR (T)] = 0 (5.71)
d’on
—R.(0) < Ry (r) < R.(0) (5.72)

Ce résultat est analogue i ceux établis aux paragraphes 4.2.14 et 4.3.8 dans le cas des
signaux déterministes.
Par un rajsonnement identique appliqué au processus centré, on obtient

ICe(m)] < € (0) (5.73)
et par (5.64) et (5.67)
lpe () < 1 (5.74)

Puisque le carré de la valeur moyenne est toujours positif, les inégalités (5.72)
peuvent etre remplacées par les conditions plus sévéres

pi-oi < Ri(r) < pi+og (5.75)

La formule (5.55) montre que la fonction d’autocorrélation — et donc aussi celle
de covariance — dépend de la densité de probabilité conjointe de x(t) et x(t + 7).
Pour un processus aléatoire sans composantes périodiques, 'interdépendance entre x(t)
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et x(t + 7) diminue lorsque | 7| croit indéfiniment. A la limite, ces variables devien-
nent statistiquement indépendantes. En introduisant la condition (5.33), on obtient &
la fimite

I_1'1m R.(7) = p? (5.76)
lim Cy(7) = 0 (5.77)

|7~ 2

Un exemple typique de fonction d’autocorrélation d’un tel processus est représenté
sur la figure 5.7.

bR (1) = 0.(7)
PX
02
/ Cx(T)
Hy
=~
0
Fig. 5.7

Comme contre-exemple évident, on peut citer celui du signal sinusoidal 4 phase
aléatoire ( § 5.1.16) dont la fonction d’autocorrélation (5.29) est périodique.

5.2.5 Notation en cas de représentation du processus sous forme complexe
Si le processus x(¢) est représenté sous forme complexe, les fonctions d’autocor-
rélation statistique et temporelle sont respectivement définies par

R (1) = E[x"(t)x(t+7)] (5.78)
1 T2

oe(1) = lim — [ x"(0)x(t+7)dr (5.79)
T-=T .72

et les relations (5.65) et (5.66) sont remplacées par (symétrie hermitienne)

Ro(=7) =R, (1); Ce(=7) = C (1) (5.80)

5.2.6 Interprétation
Les fonctions d’autocorrélation statistique ou d’autocovariance d’un processus
aléatoire peuvent étre interprétées d'une maniére analogue i celle présentée au para-
graphe 4.2.10 dans le contexte des signaux déterministes. »
Les expressions (5.55), (5.63) et (5.78) constituent des formes particulidres de
produits scalaires associés a des variables aléatoires. - )
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La valeur quadratique moyenne statistique de la différence x(¢) —x(t + 1) cor-
respond au carré d’une mesure de distance entre ces deux variables. En supposant .
= ( pour simplifier et avec la notation x; = x(r) et x, =x(t+7),0na:

EIIx(6) = x(t+7)]%) = d¥(x,x;) = [[(x0 =x2)%(x1 %05 7) dx, dx,
= 202~ Ce(7)]
= 207[ 1-p.(7)] (5.81)

Cette distance ne s’annule que pour p, = 1. Les variables x(¢) et x(¢ + 7) sont non cor-
rélées pour les valeurs de 7 olt C,.(7) = 0 et orthogonales lorsque R, (1) =0.

5.2.7 Exemple

Considérons un processus aléatoire x(¢) dont les valeurs x changent aprés chaque
intervalle de T secondes tout en restant constantes dans 'intervalle.

Deux réalisations possibles x;(r) et x;(¢) de ce processus sont représentées sur la
figure 5.8.

(1) = %:x,-k rect {[t=(k+ 1/2)T=1/T)

Fig. 5.8

La position ¢ de la premiére transition aprés 'origine n’est pas identique pour
chaque réalisation du processus, mais uniformément distribuée sur un intervalle T:
p(t) =1/Tpour 0 < ¢ <T. La densité de probabilité p(x) est ainsi indépendante du
temps et le processus x(t) est stationnaire.

Supposons de plus que les valeurs x;, prises dans les différents intervalles soient
indépendantes 'une de I'autre et possédent une densité de probabilité p(x) arbitraire.

Pour {71> T, les variables x; = x(¢) et x, =x(t + 7) sont donc indépendantes
et, par conséquent, selon (5.55) et (5.33):

R (I7l>T) = E[x(t) x(t +7)] = E[x;] E[x2] = u2 (5.82)
De (5.63). on déduit que
Co(lrt >T) =0 (5.83)

Pour |71 < T, on doit considérer deux situations qui s’excluent mutuellement :
les états pris par les variables x, = x(t) et x, =x(t + 7) sont soit différents, soit iden-
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tiques. Ainsi
E[x* =02+,u2 Ssixy = x
R (71 <T) = "] = o oo (5.84)
Elq JElxe ] = nx sixg # x4

Autrement dit :

R.(Ir1 < T)

(o2 +pZ)Prob(x, = x,) +ulProb(x; # x,) (5.85)

Les deux probabilités peuvent étre évaluées en tenant compte de la distribution
uniforme des instants de transition sur un intervalle 7. Soit { la position aléatoire rela-
tive de ces transitions

p)=1T 0<¢<T (5.86)
L'évdnement x; # X, se réalise si une transition se produit dans lintervalle 71,

c’est-d-dire si { < |7|. On obtient ainsi pour |7|< T

7! I7]
Fe(lIrl) = | p($Hdg = - (587)

—

Prob (x; # x5) = Prob({ < |7 ])

D’autre part

|
—

Prob(x, =x,) + Prob(x; #x,) = (5.88)
d’oll

Prob(x; =x,) = 1-I7l/T (5.89)
La formule (5.85) devient

R (Tl < T) = (1= Ir)T) (o2 +u2) + (Ir))T)u2 = (1~ I71/T)o2 + 2

(5.90)
et

C(l71 < T) = (1-171/T)a? (5.91)

Ces divers résultats peuvent étre combinés pour tout 7 de la maniére suivante en
utjlisant la notatjon (1.34)

R.(1) = 0 tri(7/T) + u (5.92)
C.(1) = o2 tri(7/T) (5.93)

et, par (5.64)
px(7) = tri(+/T) (5.94)

Le résultat est ici indépendant de la densité p(x) du processus.
Les fonctions d'autocorrélation et d’autocovariance de ce processus sont repré-
sentées sur la figure 3.9. .
D’autres exemples de détermination théorique de R, (1) sont donnés aux sec:; »
tions 5.3 et 5.8 ou proposés a titre d’exercices.
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og +ux
/¥ R (T)

2
A Oy
‘\
7 e Cx(T)
1 \ 7
A L

-T 0T

=
Mo
~

Fig. 5.9

0 5.2.8 Définition : matrices de corrélation et de covariance
Dans le cas d’une suite (ou vecteur) aléatoire dont les composantes sont des va-
riables aléatoires associées 4 un méme processus, I’ensemble des valeurs d’autocorré-
lation ou de covariance (normalisées ou non ) peut étre rassemblé dans une matrice a
laquelle il est convenu de donner le nom de matrice de corrélation ou de covariance. Un
vecteur a K composantes %, i x engendre une matrice (k X k) a k? éléments
Rl 1) = Elx(1;) xT(1))]

(5.95)
ou

Ce(ti 1) = E{[x(t;) = ie (51)] [x(t;) =1 (1)1 7} (5.96)

Si le vecteur résulte de I'échantillonnage régulier (chap. 9) d’un processus sta-
tionnaire, les valeurs de corrélation ou de covariance ne dépendent plus que de la dif-
férencer;; = (i —j)Ar, oll A7 est le pas d’échantillonnage et u, (t;) =u,Vi:

Ry(O) Ry (A7) oo R ([k-1]AT)
Ro(Ar) ool :
R ([k—1]AT . ... R,(A7)R.(0)

Une telle matrice est symétrique et chaque diagonale est composée d’éléments identi-
ques (matrice de Toepliz).

Compte tenu de (5.64 ), la matrice de covariance peut s’écrire sous la forme
I_' ,D!.A.pk_l
DR s gg"
- (3.98)
ol pji—ji=p(li—jlAT).

Rappelons que les matrices (5.97) et (5.98) s’identifient si le processus est 4
valeur moyenne nulle (g, =0).
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Un cas particulier intéressant intervient lorsque les échantillons sont non corré-

lés : ceci entraine 'annulation des coefficients de corrélation p; et la matrice de cova-
. s YR - " .y e 2
riance se réduit 4 une matrice diagonale d’éléments o5.

5.2.9 Définition : développement de Karhunen-Loéve

Le principe de la représentation d’un signal sur un intervalle de temps T par une
combinaison linéaire de fonctions orthogonales, présenté au chapitre 3, peut étre éten-
du au cas d’un processus aléatoire x(f).

Le développement (3.50)

x(t) = i o Y(8) teT (5.99)
k=1

ol les fonctions Yy, (¢) sont choisies orthonormales pour simplifier, est ici 4 coefficients
(3.43) aléatoires

ap = [ x(1)yp(r)de (5.100)
T

puisque le résultat dépend de la réalisation x(¢) du processus considéré sur I'intervalle T,

Les propriétés statistiques des coefficients &, dépendent du choix des fonctions
orthogonales W,.{¢). On peut, par exemple, envisager un développement en série de
Fourier (3.74). On peut montrer toutefois [24 ] que les coefficients obtenus sont cor-
rélés.

Une représentation plus favorable (convergeant plus rapidement ) est obtenue si
les coefficients sont non corrélés (linéairement indépendants). Comme indiqué au pa-
ragraphe 5.2.6, la non corrélation implique ’annulation de la covariance.

Considérons, pour simplifier, un processus a valeur moyenne nulle, de telle sorte
que covariance et corrélation s’identifient, de méme que non corrélation et orthogona-
lité. Le probléme revient donc i déterminer les fonctions Y (¢) qui garantissent "or-
thogonalité des coefficients oy (éventuellement complexes)

. o si k=1
Elaga, ] = 0 i ke (5.101)

En introdujsant (5.100) dans (5.101), en invertissant les opérations d’intégra:
tion et d’espérance mathématique et en tenant compte de 'orthonormalité des fonc-
tions Yy (t), orthogonalité des coefficients o, définie par (5.101) est réalisée, pour
un processus stationnaire, 4 la condition que

[ Re(r=7) vi(r)dr = oy (1) (5.102)
T

Le développement obtenu avec des fonctions Yy, (¢) satisfaisant la condition
(5.102) est appelé développement de Karhunen-Loéve. Son intérét est principalement
théorique (convergence optimale). La résolution de ’équation intégrale (5.102) est
délicate [25], [26 ]. Elle peut &tre aussi abordée sous forme numérique ( § XX.4.7.11)
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5.3 DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

5.3.1 Définitions : périodogramme et densité spectrale de puissance d’un processus
aléatoire

Considérons un membre x;(¢) d’un ensemble de signaux aléatoires constitué par
des réalisations différentes d’un méme processus aléatoire stationnaire (i =1, 2, ...).
La transformée de Fourier de x;(¢) n’existe pas, en général, car la condition de con-
vergence

oo

[ 1xi()de < e (5.103)

—-on

nest pas satisfaite.

Toutefois, si nous considérons (fig. 5.10) une fonction apériodique x; (¢, T')
cdnstituée par un segment de x; () défini dans 'intervalle — 7T/2 <t < T/2 et identi-
quement nulle pour toute autre valeur de £, nous pouvons écrire comme au paragraphe
4.1.6:

x,-(t) = 7l‘ll’n x,'(f, T) (5104)
avec
x;(¢, T) = x;(t) » rect (¢/T) (5.105)
x{r) _—
x;(t, T) P4l
- // /// // L ///
\\ ,I /// //r//, ETJ/ !
\\_/// - lZT 0 ¢ /:/l //’
Fig. 5.10

La fonction x; (¢, T') posséde, en général, une transformée de Fourier

o0

X(f,7) = [ xi(e, TYexp( —j2nfr)dt
-
= [ x{Dexp(—j2nft)de (5.106)
-T2

La puissance moyenne du signal contenue dans l'intervalle T est donnée par :

oa

1X:(f, T2 df = | @ (f,T) df (5.107)

- oa

Pui(T) =

8 —g

1
T -
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La densité spectrale de puissance de x;(¢, 1)
S (£, T) = T XL DI (5.108)

est parfois appelée un périodogrammie (terminologie historiquement associée 4 la re-
cherche de périodicités cachées). Ce périodogramme est une grandeur aléaroire, puis-
qu’en principe différent pour chaque membre de 'ensemble des signaux {x;(z)} cons-
tituant le processus.

Afin de caractériser les propriétés spectrales de I'ensemble mesurées sur P'interval-
le T, il faut introduire la notion de moyenne statistique des densités spectrales :

O (f, T) = E[dy;(f. T)] (5.109)

Ainsi, i chaque signal x;(¢t, T),i=1. 2, ..., correspond un périodogramme
d i (f, T). APensemble des x;(t, T) correspond donc, pour chaque fréquence f, un
ensemble de valeurs de périodogramme ®;(f, T') distribuées aléatoirement autour
d’une valeur moyenne théorique ®..(f, T).

Finalement, la densité spectrale de puissance (on dit aussi spectre de puissance)
d’un processus aléatoire x(t) peut étre définie comme la limite pour T—+ o0 de la
moyenne statistique &, (£, T) :

|X:(f, T2 }

/) = lim {0(£.T) = E[ (A T)]} = lim E[ -

(5.110)

5.3.2 Commentaires

Si, par exemple, x¥(r) est une tension, la dimension du périodogramme et de la
densité spectrale de puissance (5.110) est en V%/Hz. L'expression (5.110) ne différe
de (4.107), établie dans le cas des signaux déterministes, que par I'introduction du
concept supplémentaire d’espérance mathématique.

La mesure expérimentale de ®, (/) ne peut évidemment pas étre réalisée. Il s°a-
git donc d’une notion purement théorique. Seul le périodogramme ®,.;(f. T') peut
étre déterminé expérimentalement. Son caractére aléatoire explique que la mesure
®.;(f, T) effectuée sur des réalisations différentes d'un processus aléatoire conduisent
a des résultats qui sont légérement différents. Sj le signal observé est stationnaire et er-
godique, il est possible d’obtenir une bonne estimation de la densité @, (f. T) en ef-
fectuant une moyenne de plusieurs périodogrammes mesurés sur des trongons diffé-
rents d'un seul signal.

Certains aspects de P'analyse spectrale expérimentale d’un signal aléatoire sont
abordés au chapitre 12. Les problémes plus spécifiques relatifs a I'approche numérique
sont présentés dans le volume XX du Traité.

5.3.3 Théoréme de Wiener-Khintchine
La densité spectrale de puissance d’un processus aléatoire stationnaire (au sens
large } est la transformée de Fourier de sa fonction d’autocorrélation statistique. -

Gy (f) = F{R(N)} = [ Re(m)exp( —j2nfr)dr (5.111) -
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5.3.4 Démonstration
Le périodogramme (5.108) d’un signal aléatoire réel peut s’exprimer, en tenant
compte de (5.105), sous la forme :

1
$yi(f,T) ;Xi’(f, T)X:(f,T)

1

| =
; _f_f x;i(t)x;(¢t")rect (¢/T)rect (¢'/T)exp[—j2nf(t'—t)] dtde’
(5.112)

Puisque le processus est stationnaire, seule la différence de temps 7 =1t — ¢ est
significative. En remplagant ¢’ par ¢ + 7, d¢’ par d7 et en intervertissant les opérations
d’intégration et d’espérance mathématique, (5.109) devient

E[®«(/,T)]
L t t+7
= F ffE[xi(t)_\‘,-(t + 7)]rect (?) rect( ) exp (—j2mfr)dedr
et (5.113)
Or, par définition
E[x;(1) x;(r +7)] = E[x(s) x(r +1)] = R (7) (5.114)

et I’on reconnait dans I'expression suivante la fonction d’autocorrélation d’une impul-
sion rectangulaire déji rencontrée au paragraphe 4.2.20

— | rect| — | rect
T T

Ainsi,

t+ 7
T

dt = tri(i) (5.115)
T

O (f,T) = E[2:(f,T)] = j?Rx(‘r) tri (7/T)exp (—j2nf7)dr (5.116)

et, par (5.110)

o

®.(f) = lim E[®y;(f,T)] = | Re(r)exp( —j2nfr)dr (5.117)
T+ oo —a

5.3.5 Commentaires

Grice au théoréme de Wiener-Khintchine, la théorie du signal peut proposer une
définition unique de la densité spectrale (d’énergie ou de puissance selon les cas) d’un
signal, qu’il soit déterministe ou aléatoire, ou encore une combinaison des deux : c’est
la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation, Ceci explique Pimportance
de ce dernier concept. Le tableau 5.11 résume les relations fondamentales de I'analyse
spectrale.
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Tableau 5.11

Signal a énergie finie
TF
x(r) == X (f)

| |

0

o TF o .
Bl = [ X(Ox(r+ 1) a=—b b (f) = 1X(NI?

—bo

Signal 4 puissance moyenne finie

® signal déterministe

TF? N
x(t) D X(f)
l T2
| TF 7 1 5
o(7) = tim — [ x{(O)x(r +7)dt <= b (/)L lim —IX([. )|
T~ T _T2 T—w= T

X(f,T)= Flx(¢,T) = x(t)rect(¢/T))

® cas particulier du signal périodique de période T

x(t)=x(r+mT) s Xf) = S X,8(/ -niT)
' /2
L | X, = - [ x(tyexp( —j2mntT)de
e(n) = = [ x(Dx(r+7)dr AR xp( —j2
-T/2
1

=S¥l 2exp(j2nr/T)  <mm b(f) = 3 (Xl 26(f = n/T)
n n

® signal aléatoire (stationnaire et ergodique)

x ()
l T/2
1
oe(7) = lim — | x(o)x(e+ 7)de
— o T__le

= R (1) = E[x{t) x(t+7)] cTwFo G(f) = lim E[%lX(f,T)I’}
T-+ea

X(/,T)= Flx(¢,T) = x(t)rect(r/T)]

Si, pour un signal aléatoire, @, (f) est connue, la fonction d’autocorrélation peut
s’en déduire par transformation de Fourier inverse

oo

R(1) = | @u(f)exp(j2nfr)ds (5.118)

En particulier, un résultat similaire & (4.102) établi dans le contexte des signaux dé-
terministes 3 puissance moyenne finie est obtenu pour 7=10. Avec (5.68) et, en plus,
la condition d’ergodisme (5.60), on a les équivalences

oy

1 = o
P = gim — [ Ix(0)%dt = R(0) = 6l +pl = [ & ()df (5119)-
T T ~T)2 —'
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La fonction @, (f) représente bien [a distribution fréquentielle de la puissance totale
P.=03 +u2 d’un signal aléatoire. C’est donc toujours une fonction réelle non négative

e (f) =0 (5.120)

En raison de la symétrie hermitienne (5.80) de la fonction d’autocorrélation, cette
propriété reste valable que le signal soit réel ou complexe.

Dans le cas d’un signal réel, R, (1) =R, (—7) et @, (f) est aussi une fonction
paire

D () = D (=) (5.121)

On peut donc aussi introduire une représentation spectrale unilatérale, comme au para-
graphe 4.5.2, en posant :

®. () = 2e(f) D (f) (5.122)

Par (5.63), on peut écrire la fonction d’autocorrélation comme la somme de la
. ; , 2
fonction d’autocovariance et d’'une constante uy

R (7) = Cu(r) +pi (5.123)
Par (5.111), 1l vient
B (f) = F{Ce(r)} + 13 5(/) (5.124)

La fonction d’autocovariance correspondant a la fonction d’autocorrélation d’un
processus centré xq (1) = x(f) — i, c’est-d-dire 4 valeur moyenne nulle, sa transformée
de Fourier ne contient aucune impulsion de Dirac a 'origine (sauf cas exceptionnel,
comme I’exemple du paragraphe 5.1.15, qui exclut 'ergodisme [50]). Le terme
F {C4 (1)}, que I'on peut noter @, 4 (f), correspond i la densité spectrale de puissance
des fluctuations aléatoires du processus par rapport i la valeur moyenne p,.. La présen-
ce dans le spectre de puissance d'une impulsion 4 'origine u,zc 8 (f) traduit I’existence
d’une valeur moyenne — ou composante continue — non nulle.

On peut montrer [25] que si, lorsque T~ oo, la valeur moyenne statistique
d. (f, T) du périodogramme tend 4 la limite vers la densité spectrale de puissance, com-
me indiqué par (5.110), la variance du périodogramme, elle, ne tend pas nécessaire-
ment vers zéro. Ainsi, lors de I'observation d’un signal aléatoire, méme ergodique, le
périodogramme mesuré n’est pas nécessairement un bon estimateur spectral, méme si
Pon fajt croitre la durée d’observation 7 (§ 12.1.8). Il est donc préférable d’effectuer
plusieurs mesures — dans toute la mesure du possible indépendantes — et de calculer la
moyenne des périodogrammes ainsj obtenus. Cette technique est appliquée dans les sys-
témes d’analyse spectrale par voie numérique (§ 12.2.3). Une autre approche, utilisée
dans les analyseurs analogiques, mais également exploitable par voie numérique, consis-
te A lisser le périodogramme mesuré grice i un filtre approprié (§ 12.1.11). Ces diver-
ses techniques doivent &tre toutefois appliquées de maniére judicieuse si I'on veut évi-
ter une mesure systématiquement biaisée.

L’effet de la durée d’observation limitée T se déduit directement de (5.111) qui
exprime la transformée de Fourier du produit Ry (1) - tri(7/T). La valeur moyenne
statistique @, (f, T') du périodogramme correspond donc a la convolution (ce qui est
équivalent 3 un filtrage ) de la densité spectrale théorique @, (f) avec une fonction
T'sinc? (7). La résolution spectrale dépend ainsi directement de la durée d’observa-
tion (§ 12.1.5).
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5.3.6 Exemple
Le signal sinusoidal 4 phase aléatoire x(¢) = A sin{2nfy¢ + ) décrit au paragra-
phe 5.1.16 posséde la fonction d’autocorrélation (5.29)

R (1) = KA*cos(2mfyr) (5.125)
Par (5.111) et (4.117), sa densité spectrale de puissance vaut
L W) = AU + (o)) (5.126)
= Al
Px = Re(0) = [ ®c()df = — (5.127)

La densité spectrale & observation limitée @ (f. T) est, elle, égale a
@, (f) * Tsinc(Tf) =% A>T {sinc’ [T(f + fo)] + sinc2 [T(f = F) 1}

5.3.7 Exemple : signal binaire cadencé en mode NRZ

Ce type de signal (fig. 5.12) joue un role fondamental, en particulier en télé-
communications, puisqu’il traduit sous sa forme la plus simple (mode NRZ = non re-
tour i zéro ) une information codée en binaire telle que celle fournie par un systéme
informatique. Les symboles binaires 0 et 1 sont générés i la cadence 1/T bit/s et cor-
respondent respectivement aux niveaux Xxg et x, du signal.

TN [0
T

information bingire ...1 0 0 0 I 0 1+ 1 0 0 0 0O ¥V 1 O 1 1|
Fig. 5.12

x(r)

Ce signal est stationnaire si l'origine du temps est inconnue, ¢’est-d-dire si la va-
riable ¢ est uniformément distribuée sur une période d’horloge T.

Si I'on suppose que les symboles successifs sont statistiquement indépendants les
uns des autres, le signal x(¢) de la figure 5.12 devient un cas particulier de celui exa-
miné au paragraphe 5.2.7. Sa densité de probabilité est alors simplement, d’aprés (5.32)

p(x) = Prob{xg) 6(x —xg) + Prob(x,)6(x—x,) (5.128)
avee la condition @ Prob(x4) + Prob(x,;)=1.

On en tire : ,

iy = E[x] = x4 Prob(xgy) +x, Prob(x,) (5‘.‘.‘129)

P. = E[x*] = 62+ u2 = x2 Prob(xy) +x3 Prob(x,) (5.130)
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La fonction d’autocorrélation, donnée par (5.92) et représentée sur la figure
5.9, est de type triangulaire et ne dépend que de la période d’horloge T, du carré de la
valeur moyenne g, et de la variance gy

Ry (1) = a2 tri(7/T) + 2 (5.131)

La densité spectrale de puissance d’un tel signal, représentée sur la figure 5.13,
vaut, par (5.111) et (4.35)

O, (f) = a% Tsinc®(fT) +ul §(f) (5.132)

o, (N

uis(N

T =yT-Uyr o Ur T
Fig. 5.13

Un cas particulier intéressant intervient lorsque les symboles binaires 0 et 1 sont
équiprobables. On a alors Prob(xy) =Prob(x,) =%, d’oi :

Le = Y (xg+xp) (5.133)
p2 = U(xy +x,)? (5.134)
02 = Yi(xg—x,)° (5.135)
P, = %(xg +x7) (5.136)

Si, de plus, le signal est antipolaire, c’est-d-dire six, =—xg =4 : u,=0:iln’ya
donc plus de composante continue et ai =4> =P,.

Si, au contraire, le signal est unipolaire : x5 =0 et x;, = 4. On obtient alors une
composante continue de valeur g, =A4/2 et une variance 0,2‘ =4%/4;1a puissance to-
tale valant dans ce cas P, =A2/2.

L'examen de la figure 5.13 indique que 'essentiel (91 %) de la puissance du si-
gnal binaire cadencé est contenue dans la bande de fréquence 0 < If1<1/T.

5.3.8 Exemple : signal binaire cadencé en mode biphasé

On peut chercher 4 modifier le spectre d’un signal transportant une information
binaire en jouant sur le mode de représentation des symboles O et 1. Un exemple en est
le mode dit biphasé qui correspond & nouveau i un signal binaire. Les symboles 0 et |
sont ici représentés par le signe de la transition toujours présente au milieu de la pério-
de d’horloge correspondante : négative par exemple pour le symbale 1 et positive pour
le symbole 0. Considérons, pour simplifier, le cas d’un signal antipolaire v, =~yo =4
(fig. 5.14).
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e période d'horloge
’ T 3T
—> +—>
| | ! | 1
Al . ’1 . [
I | i ! |
| i 1 |
| | \ \ ! t
: | : : |
0 I
| | | | |
oL | 5
—q L ! |
A | ¢ I | | | | 1
information binaire 0 1 0 1] 1 1 0

Fig. 5.14

Supposons que les symboles O et 1 soient a nouveau indépendants et, de plus,
équiprobables. Comme précédemment, le signal est issu d’un processus stationnaire si
la variable ¢ est uniformément distribuée sur une période d’horloge 7.

La fonction d’autocorrélation de ce signal peut étre évaluée en partant de la rela-
tion (5.57) ol les indices 1 et 2 désignent les variables séparées par I'intervalle 7 et les
indices i et j les deux états possibles

11
Ry (1) ='Zo ‘20 Wi Y2j Prob (Vii, V23 T) (5.137)
= ]=
avec
_ A? sii =7j (5.138)
TUVA T V42 i .
Autrement dit
R| T) = A2 PrOb i = Vais T —Prob )y s ;’: Iy T
»(7) [ (V1i = ¥25i7) 1 # 23 7)] (5.139)

= A*[1-2Prob(yy; # y:7)]

Pour |71> T, les deux probabilités sont évidemment égales, en raison de I'indé-
pendance et de I'équiprobabilité des symboles O et 1. Donc

R. (7l >T) =0 (5.140)

Pour |71< T, la probabilité que les variables y, et y, prennent des valeurs diffé-
rentes est égale i celle d’avoir une transition unique dans I'intervalle 7.

Une distinction doit &tre faite entre les domaines [TI< T/2et T2 < ITIS T,

Pour |71 < T/2, 1a probabilité d’avoir une transition unique est nulle si y, se trou-
ve située sur Ia deuxiéme moitié de la période d’horloge d’un symbole et si le symbole
suivant est différent. La premiére situation se réalise avec une probabilité égale a ' en
raison de la distribution uniforme de { sur une période d’horloge. La probabilité d’un
changement de symbole est aussi égale 3 % puisqu’on a supposé ici les symboles équipro-
bables. La probabilité conjointe de ces deux événements indépendants est ainsi égale a
Y. La situation contraire se produit donc avec une probabilité égale a %. Dans ce cas,
la probabilité d’avoir une transition est proportionnelle i |7 et varie de zéro 4 un pour
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{7|variant de zéro & T/2. Ainsi

Prob(yy; # vop 171 < T2) = %17l/(AT) = (3/2)171/T (5.141)
et, en remplagant dans (5.139)

R, (I7l < TJ2) = A*(1-3171/T) (5.142)

Pour T/2 < |7 < T, on peut avoir zéro, une ou méme deux transitions. Ainsi la
probabilité d’avoir une transition unique est égale 4 1 moins les probabilités de n’en
avoir aucune ou deux. Le premier cas ne peut se produire i nouveau que si y, est située
sur la deuxiéme moitié de la période d’horloge d’un symbole et si le symbole suivant
est différent. Sa probabilité vaut % pour |7|= T/2 et elle décroit linéairement avec
{7 | pour s’annuler lorsque I71=T':

Prob(zéro transition dans 7/2 < 17|l < T) = U(T—-Ilr1)A T = %(1 - I71/T)
(5.143)

Deux transitions dans 7/2 < |7[< T ne peuvent se produire qu’en cas de répéti-
tion d’'un méme symbole. La probabilité correspondante est nulle pour I7|=T/2 et
croit linéairement avec |7 | pour atteindre la valeur % pour I71=T':

Prob(2 transitions dans T2 < 7l < T) = I71/T-% (5.144)
Ainsi :

Prob(yy; # 25 TR < I71 < T) = 1 -%Irl/T (5.145)
et par (5.139)

R, (T2 < 171 < T) = 4*[I7l/T—1] (5.146)

Les résultats (5.140), (5.142) et (5.146) sont représentés sur la figure 5.15.
Ils peuvent étre combinés en utilisant la notation (1.34) dans la formule globale

Ry(1) = A?[2t5i(2 7/T) ~ tri(r/T)} (5.147)
Ry (7)
4*
-T -ir —;—T T T
\i/ i \/
) 1
! |
! (
"—%A‘
Fig. 5.15

La densité spectrale de puissance se déduit facilement de (5.147) en utilisant le
résultat (4.35) :

®,(f) = A T[sinc®(fT/2) —sinc* (fT)) (5.148)



142 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

e e D . e
=T -yrT 0 YT YT 3T 4T

Fig. 5.16

Cette densité spectrale est comparée sur la figure 5.16 a la densité ®,(f) =
A2Tsinc2(fT) obtenue selon (5.132) dans le cas du mode NRZ antipolaire.

5.3.9 Formule générale pour signal numérique

Une expression générale du spectre d'un signal x(¢) transportant une informa-
tion codée en binaire peut étre établie [66 ] sous 'hypothése d’indépendance statisti-
que des symboles. Sisq (1) =F ' [So(F)let sy (r) =F ' [S, (/)] sont des signaux i
énergie finie, de durée T égale a la période d’horloge, correspondant respectivement
aux symboles logiques O et 1 et sipg et p, dénotent les probabilités d’apparition de ces
symboles :

1 . 1
D (f) = p (PolSo(S )12+ p1ISI(NHI?) - -77|poso<f>+plsl(f)|2

ca

1
+ =5 1poSo(f) + P1S1(NI? - Y
T

n=-—

8(f—n/T) (5.149)

Dans le cas particulier ol les symboles sont équiprobables et les signaux associés
antipolaires [s; (£) =—s¢(¢) =s(r)], la formule (5.149) se résume &

a.(f) = T7IS(HI? (5.150)

5.3.10 Définition : bruit blanc

Un processus aléatoire x(¢) dont la densité spectrale de puissance est constante
pour toute valeur de f'est appelé bruit blanc, par analogie avec la lumiére blanche qui
est composée de radiations de toutes les longueurs d’ondes :

b, (f) =%y pourlfl < e (5.151)

Un tel modéle est bien siir théorique, car ce processus ne peut exister. Sa puissan
ce moyenne est en effet infinie. Ce concept est toutefois fort utile dans un grand nom-
bre de cas oll le spectre réel peut étre, en premiére approximatjon, remplacé par un
spectre constant (chap. 6).
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Par (4.74), la fonction d’autocorrélation du bruit blanc (fig. 5.17) est une im-
pulsion de Dirac de poids % 7

Re(r) = F7' {#n} = %inb(r) (5.152)
b R(1)
In
= 16(7)
f T
0 0
Fig. 5.17

Ce résultat signifie que pour un bruit blane, les variables aléatoires x (¢, } et x(¢,)
sont totalement non corrélées, quelque soit 7 =1, — £, F 0. Si le processus est gaussien
(sect. 5.7), cette non corrélation entraine I'indépendance statistique.

On appelle également bruit blanc ¢ bande limitée un processus aléatoire dont le
spectre est constant dans une bande finie de fréquences et nul partout ailleurs:

n pourf, < Ifl < fy
d(f) = . (5.153)
0 partout ailleurs

On peut considérer qu'un tel processus correspond au signal de sortie d’un filtre

idéal de largeur de bande B =f, — f, excité par un bruit blanc idéal de densité spectrale

n/2.
La valeur moyenne de ce processus est nulle et sa puissance totale est finie :

P=0>=R(0) = [ ®()df = nB (5.154)

Le spectre est de type passe-bassif, =Q0etf, =B

@, (f) = ¥nrect[f](2B)] (5.155)
d’oly, par (4.26)
R (v) = F71{®,(f)} = nBsinc(2 Br) (5.156)

Les variables x (¢, ) et x(#, ) sont ici non corrélées i condition d’étre séparées par un
pas 7 égal & un multiple de 1/(2 B).
Le spectre est de type passe-bande si fy =fq—B/2 et f, =fy + B/2:

Dy (f) = Ynrect[(f+fo)/B]+ % mrect[(f—fo)/B] (5.157)
d'olt
R, (1) = nBsinc(B7) cos(2nfy1) (5.158)

Les densités spectrales ct les fonctions d’autocorrélation de ces deux types de-
bruijt blanc 4 bande limitée sont représentées sur la figure 5.18.
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Fig. 5.18

5.4 FONCTIONS D'INTERCORRELATION ET DENSITES
SPECTRALES MUTUELLES

5.4.1 Fonctions d'intercorrélation. Définition

Considérons deux processus aléatoires stationnaires différents x(t) et y(r). Intro-
duisons la notation simplifiée x; = x(t), X =x(t + 1), vy, =y(t + 1), v, =y(?).

La distribution conjointe des deux variables aléatoires x, et y, ne dépend que de
la différence de temps 7: p(xy, Y3521, t2) =p (x|, Y25 7).

Les fonctions d’intercorrélation statistique (en anglais : crosscorrelation func-
tions) de x(t) et y(¢) sont alors définies de la manidre suivante dans le cas général oll
ces processus sont représentés par des grandeurs complexes :

Ryy(r) = E[x" (1) y(t+7)] = E[x] v5] (5.159)
Ry (r) = E[y (1) x(t+7)] = E[y] x,] (5.160)

Ce sont aussi des fonctions complexes.
Dans le cas usuel de processus réels, ces fonctions sont aussi réelles et égales i

Rey(r) = E[xy va1 = [ x132p(x1 .32 57)dx; dy s (5.161)

Ryx(r) = E[vix2] = _U »xap(yr.x257)dyy dx, (5.162)

Pour des processus ergodiques, les définitions (5.161) et (5.162) sont identiques aux A
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fonctions d’intercorrélation temporelles

T2
Rey(T) = ¢ep(r) = lim — [ x(Dp(t+71)dr = x(~1)Fy(7)
T—+ e T_le
(5.163)
et
T)2
Ryx(7) = ¢y (1) = lim — J‘ y(Ox(t+71)dt=y(—7)%Fx(7)
T->=T-7T1
(5.164)
avec la relation
ny(T) = Ryx(‘T) (5165)

Dans le cas de processus complexes, la symétrie hermitienne donne R, (7)
®
“=Ryx (7).

5.4.2 Densités spectrales mutuelles. Définition
Les transformées de Fourier des fonctions d’intercorrélation sont en général com-
plexes [Ryy () et Ry () ne sont pas, en principe, des fonctions paires en 7]:

ey (f) = _Fny(r) e Ti2m/T gr (5.166)

(I)yx(f) = J‘R_vx(T) e~i27fT 4 (5.167)

avec @y, (f) = (I)yi ().

Ces transformées sont appelées densités spectrales mutuelles, ou encore densités
inrerspectrales de puissance.

Par analogie avec (5.110), la densité spectrale mutuelle correspond aussi a la li-
mite

) = g | LI s168)

= T

5.4.3 Fonctions d’intercovariance. Définitions
Les fonctions d’intercovariance sont les fonctions d'intercorrélation des proces-
SuS centres x(2) —py et y(£) =y ¢
Cx)v(T) E[(xl—'.ux)(yz_lly)] = Rx_v(T)_/-lx Hy (5.169)
ny (r) = E[(yl ~uy) (k2 — )} = Ryx (1) — Hy (5.170)

La fonction d’intercovariance normalisée (ou coefficient d’intercorrélation’) est
définie par
Pxy(T) = Cxy(7)/(0x 0y) (5.171)

Le coefficient d’intercorrélation mesure le degré de dépendance linéaire entre les va-
riables x, et y,.

It
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5.4.4 Propriétés
Par une démarche analogue i celle présentée au paragraphe 5.2.4, on démontre

que
[Rey ()] < VR (0) Ry (D) (5.172)
|Cey (7)1 < VG (0) Cy(0) = oy 0y, (5.173)
et
logy (1)1 <1 (5.174)

Aux valeurs de 7 =, — f, pour lesquelles Cy, (1) =0, les variables aléatoires
x(ty) et y(z,) sont dites non corrélées. Elles sont orthogonales pour les valeurs de 7 oll
R, (1) = 0. Orthogonalité et non corrélation s’identifient si I'un au moins des proces-
sus est 4 valeur moyenne nulle.

Si x(t) et y(#) sont des processus statistiquement indépendants, on a pour tout 7:

Coy (T) = Cyp (1) = pyy (1) =0 (5.175)
et
Ryy(7) = Ryx (1) = Mx ty (5.176)

Par contre, l'annulation de I'intercovariance n'est pas une condition suffisante
d’indépendance (sauf, en particulier, si les processus sont gaussiens [sect. 5.7 ]).
On peut également établir I'inégalité suivante [65] pour des processus centrés :

1B, (N1 < () @y () (5.177)

5.4.5 Définition : fonction de cohérence
On appelle fonction de cohérence le rapport normalisé

(bx' 2
Fey () =l—)(f)[_— (5.178)
D (f) Py (Sf)
De (5.177), il découle que
0<TI,(H <1 (5.179)

La fonction de cohérence joue, dans le domaine fréquentiel, un role analogue a
celui du coefficient de corrélation dans le domaine temporel : les processus x(¢) et y(z) -
sont dits incohérents, ¢’est-d-dire non corrélés a la fréquence f,, 8i [yy (f4) = 0. Si
Iy, (f) =1 pour tout f, les processus sont parfaitement cohérents.

La fonction de cohérence peut étre utilisée [65, 67] pour contréler la linéarité
d’un systéme liant y(#) 4 x(t). Elle est une mesure de la part de la puissance du signal
de sortie, a la fréquence f, due au signal d’entrée. Dans le cas d’une linéarité parfaite,
I'y) (f) =1 si aucun bruit perturbateur annexe n’intervient dans ia mesure (voir exerci-
ce 8.5.8). o

Une fonction de cohérence inférieure a 1 indique par contre : soit la présence
d’un bruit annexe, soit une relation non linéaire entre x(¢) et y(¢), soit enfin que y(t)
ne dépend pas uniquement de la seule excitation x(t).
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5.4.6 Matrices d’intercorrélation et d’intercovariance
Dans le cas de vecteurs aléatoires, on peut regrouper, comme au paragraphe 5.2.8,
[es valeurs d’intercorrélation ou d’intercovariance dans une matrice.

5.5 SOMME DE SIGNAUX ALEATOIRES

5.5.1 Densité de probabilité d’une somme de variables aléatoires
Soit trois variables aléatoires x, y et z liées par la relation

z=x+t+y (5.180)

Supposons connue la densité de probabilité conjointe des variables x et y ;
Dy (%, ¥). La densité de probabilité marginale relative & z peut étre obtenue en déter-
minant la densité conjointe du couple (x, z) par la méthode décrite au paragraphe
5.1.20 et en intégrant par rapport i x :

=

po(2) = [ pey(x.z-x)dx (5.181)

Dans le cas particulier ol les variables x et y sont statistiquernent indépendantes :
Pxy (X, ¥) =Px(x) Py (¥) et la densité de probabilité de la somme est égale 4 la convo-
lution de leurs densités respectives

p(z) = [ pe(x) py(z=x)dx = pelz) * Py(2) (5.182)

La fonction caractéristique (14.64) d’une variable est la transformée de Fourier
inverse de sa densité de probabilité

M (v) = F7! {pe(x)} (5.183)
Par la propriété (4.15), on a ainsi pour des variables indépendantes
L. (v) = M (v) * I, (v) (5.184)

Les formules (5.182) et (5.184) peuvent étre généralisées pour n variables aléa-
toires indépendantes. Si

2 = kz e (5.185)
P:(z) = py(2) *pa(z) * ... % Py (z) (5.186)
I (v) = M (v) - My (V) ... My () (5.187)

; Soit deux signaux aléatoires indépendants x(#) et ¥ (¢) a distribution uniforme
gnfre zéro et un : p, (x) =rect (x — 1) et p, (y) =rect(y —'%4). La densité de probabi-
lité de leur somme (fig. 5.19) est du type triangulaire : p; (z=x + ) =tri(z ~1).
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Ce résultat peut &tre obtenu en évaluant la convolution (5.182) ou en passant
par fa transformation indirecte p; (z) = F[T1 (v)], avec T1, (v) exprimée par le produit
(5.184). On a ici, en appliquant la propriété (4.17), I, (v) =11, (v) =sinc(v) exp(jm).

p(z=x+y) = p(2)*p,(z)

5.5.3 Théoréme de la limite centrale

Ce théoréme, dont la démonstration sort du cadre de cet ouvrage [68 ], est une
conséquence de la convolution multiple (5.186). On peut I"énoncer comme suit :
La distribution statistique de la soinme de n variables aléaroires indépendantes, possé-
dant la méme loi de probabilité, rend asymprotiquement vers une distribution gaus-
sienne lorsque n — =, quelle que soit la distribution des termes individuels.

Une illustration de ce phénomeéme est représenté sur la figure 5.20.

bpix) p(rnpm-p(\)*p(\) px) *p(x) +p
14 (2)
=p(x) ¢ p(x
1 1l
x X /“/\A‘L

[
t
Ny
(=
w

-1 01 -2

-

0
4)
p(x) = plx)
|

AN

— ‘ \

-2

’H

(8}
plx) = p(x)
l -tl . -y
=~ o exp _”_a? (pointillé)

pal—
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Ce théoréme reste valable méme si les distributions individuelles sont différentes,
pour autant que la variance de chacun des termes individuels soit négligeable vis-d-vis
de la variance de la somme.

5.5.4 Importance de la tendance vers une loi normale

Le théoréme de la limite centrale joue un role capital en théorie des fonctions
aléatoires [69 ] en général et en théorie du signal [70 ] en particulier. Ceci est di au
fait que de nombreux phénoménes aléatoires (certains bruits de fond, présentés au cha-
pitre 6, par exemple ) résultent de la somme d’un trés grand nombre de contributions
individuelles, de distributions parfois inconnues, 1l est alors possible d’assimiler la dis-
tribution résultante i une loi normale si les contributions peuvent étre considérées
comme indépendantes. De plus, les processus gaussiens (sect. 5.6 ) jouissent de proprié-
tés particuliéres permettant de résoudre certains problémes insolubles ou difficilement
solubles autrement.

5.5.5 Fonction d’autocorrélation et densité spectrale d’une somme de signaux aléatoires
Considérons la combinaison linéaire

z(t) = ax(t) +by(t) (5.188)

La fonction d’autocorrélation et la densité spectrale du signal z(¢) valent, par (5.55),
(5.111), {(5.161 ) et (5.166) :

R_(1) = E[z(1) 2(r + 7)]
= a®R (1) +b R, (1) +ab[Ry (1) + R,y (1)] (5.189)
D (f) = a® B (f) +02D () +ab[ Dy (1) + By () (5.190)

Six(r) et y(t) sont statistiquement indépendants, par (5.176) : Ry, (1)
:Ry.t (1) =uy My et qjxy ()= cbyx (f) =y Hy 8(N).
Si, de plus, I'un au moins des signaux est & valeur moyenne nulle :

R.(t) = a’R.(7) +b*R; (1) (5.191)
®.(f) = a’ B (f) + b2 D, (f) (5.192)

Ainsi, la fonction d’autocorrélation [la densité spectrale | de la somme — ou de
la différence — de deux signaux aléatoires indépendants, dont 'un au moins est a va-
leur moyenne nulle, est égale i la somme des fonctions d’autocorrélation [densités
spectrales ] respectives.

Ce résultat est en fait valable pour toute paire de signaux orthogonaux. Une
conséquence particuliére est que la variance de la somme de signaux aléatoires indépen-
dants — ou simplément orthogonaux - est égale a la somme des variances de chaque
terme (§14.3.10).

5.5.6 Exemple

Considérons un signal z{(t) résuttant de la somme d’un signal x(t) sinusoidal 4
phase aléatoire (§ 5.1.16) et d’un signal y(t), en marche d’escalier, tel que celui pré-
senté au paragraphe 5.2.7. Dans ’hypothése d’indépendance de ces deux signaux, la
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fonction d’autocorrélation résultante vaut (fig. 5.21)
R.(7) = %A% cos(2nfor) + 0} tri(7/T) + u}
et la densité spectrale de puissance (fig. 5.22)

D, (f) = UA[8(f+Fo) +8(f—fo)l + 1l 8(f) + 02 Tsinc®(TF)

VR ()

%3f*+a;4-p;

"I

Fig. 5.21

& (/)

2
oy, T

’“ﬁ

-f,-yr o yr f,

Fig. 5.22

Ce résultat supgére que la corrélation, comme 'analyse spectrale, peut étre utili-
sée pour la détection de périodicités cachées (sect. 13.2).
La puissance totale du signal z(¢) est donnée par

2 2 2
P. =R.(0) = g2+ul = KA*+o; +p)
avec
0;2 =A2/2+0J2,
et

B = My

5.5.7 Exemple .

Une illustration analytique du théoréme de la limite centrale peut étre obtenue
dans le cas suivant. Considérons la variable aléatoire z = T x,, ol les x;. sont des varia-
bles indépendantes et toutes distribuées uniformément avec une densité de probabilité
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Dy (x) =rect(x). Par (14.95) la variance vaut az =1/12. La fonction caractéristique
correspondante est IT, (v) =sinc(v) et, par (5.187), IT; (v) =sinc” (v) si la sommation
porte sur 71 termes.

En prenant le logarithme naturel de I1; (v) et en introduisant le développement
en série (1.59) de la fonction sinc(v), on obtient : In II. (v) =2 In[1 — (7v)*/3!
+(m)?st -

Pourn>letv<1:Inll (v)=nin[l-(m0)?/31]=~-n(mv)?/6.

Ainsi I, (v) = exp[—n 7% v2/6] = exp[—n u?/24] avec u = 27v. Par (14.96) et
(14. 97),l)a densue de probablhte de la variable z vaut approximativement p_ (z)
=(2m) "o Yexp[- iz /a-] ol, en accord avec (14.62), 0.2 n o?,.

5.6 PRODUIT DE SIGNAUX ALEATOIRES

0 5.6.1 Densité de probabilité d’un produit de variables aléatoires
Soit

z = Xy (5.193)

En appliquant 4 nouveau la méthode de transformation décrite au paragraphe
5.1.20 pour déterminer la densité de probabilité de la paire de variables (x, z) & partir
de py, (x,») et en intégrant par rapport 4 x, on obtient :

_ 71 z
po(2) —_rx—l Pxy| X, — | dx (5.194)

X

Si x et y sont des variables indépendantes, intégrale (5.194) devient

1 z
p(z j o P py(—) dx (5.195)

L'utilisation de (5.195) nécessite des précautions dans I’évaluation des limites
effectives d'intégration.

5.6.2 Exemple

Soit deux variables aléatoires indépendantes x et y uniformément distribuées
dans Pintervalle [0, 1 ]. Le produit z = xy est donc aussi distribué entre zéro et un et
sa densité de probabilité peut étre établie 4 partir de (5.194). Pour que la variable
"y =z/x reste inférieure ou égale i I'unité, pour une valeur de z donnée inférieure a ’uni-
- té, il faut que x soit supérieure ou égale 4 z (fig. 5.23).
La densité de probabilité de z devient ainsi (fig. 5.24)

'

p(z) = f — dx = —Inz

Yox

La valeur moyenne de ce produit vaut
1

= E[z] = f —zlnzdz = 1/4

0
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‘J’ “p:(:)=—lnz

J

Fig. 5.23 Fig. 5.24

5.6.3 Fonction d’autocorrélation et densité spectrale d’un produit de signaux
aléatoires indépendants
Soit le produit des signaux réels

2(¢) = x(t) ¥(t) (5.196)

Par définition (5.55), la fonction d’autocorrélation statistique est [avec x,
=x(1),x=x(t+7),¥, =),y =y(t +1)]:

R (7)

E[ 2(r) 2(t +7)]
E[x(+) y(t)x(t + 7) y(t +7)]

' ”[ X1X2 Y12 Pxy (X1 X2, ¥y0 0 ) dxy dx,y dyy dyy (5.197)

Si les deux signaux x(¢) et ¥ (¢) sont indépendants, par (5.33) :
Pxy(X1,X2,¥1,¥2) =Px (X, X2) Py (¥1, ¥2) e, par conséquent :

R: = E[x(¢) x(t + )] E[y (1) y(t +7)]
=Ry (1)~ -R_v(T) (5.198)
La densité spectrale de puissance est obtenue par transformation de Fourijer
(propriété 4.15) :
D, () =2, (f) = 2y (f) (5.199)

Ainsi, la fonction d’autocorrélation d’un produit de signaux indépendants est
simplement égale au produit des fonctions d’autocorrélation respectives et la densité
spectrale résultante est la convolution des densirés spectrales respectives.

5.6.4 Exemple

Considérons le produit z(z) =x(¢) p(¢) d’un signal x(¢) sinusoidal i phase aléa-
toire (§ 5.1.16) de fréquence f; et d’amplitude 4 et d’un signal binaire cadencé, en
mode NRZ ( § 5.3.7), indépendant, antipolaire (niveaux * V) et a symboles équipro-
bables de durée T.




SIGNAUX ALEATOIRES 153

Par (5.125), (5.126), (5.131), (5.132), (5.198) et (5.199)
R.(1) = BA* V?cos(2nfo7) » tri(7/T)
®.(f) = % A* V2 T {sinc® [T(F + 1p)] +sinc® [T(F = £o) ]}

Le signal z(t), sa fonction d’autocorrélation et sa densité spectrale de puissance
sont représentés sur la figure 5.25.

z(1t)

TN A
LT

Ufy T o, ()
-‘%ABVIT
>
f
_j; 0 jb
[ N
T T
Fig. 5.25

5.7 PROCESSUS GAUSSIENS

5.7.1 Définition

Un processus aléatoire est un processus gaussien si pour tout ensemble d’instants
{#;}, le vecteur aléatoire correspondant x = (x;, Xz, ..., X, ), avec X; = x(#;), posséde
une densité de probabilité conjointe multidimensionnelle gaussienne. En utilisant des
notations matricielles, celle-ci a la forme suivante (§ 14.4.5)

1
p(x) exp | = (x—iy) O (= u)T (5.200)

QUi

. L - T 5
olt (x—u, ) est un vecteur ligne 4 1 dimensions, (x —, )  est le méme vecteur trans-
posé et C,. est la matrice de covariance (5.98).

La fonction caractéristique associée s’écrit

My (1) = explijpy u—YuCou' ] (5.201)



154 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

Chaque variable x; posséde une densité de probabilité marginale (fig. 14.14)
[ (x~xi) : ]
——exp| - ————
yz—ﬂgxi 2oy
et une fonction caractéristique
Myi(u = 2m) = F7' {pyi(x)} = expljpeiu—Yoiiu’] (5.203)

Si les variables x; sont mutuellement non corrélées, C,. et Cx_1 se résument A des
matrices diagonales d’éléments 03,- et 1/0_3,‘, respectivement. La distribution conjointe
(5.200) satisfait alors Ia condition d’indépendance (5.33) :

Pri(x) = (5.202)

p(x)=p(xy)p(x;y) " p(xy)

5.7.2 Application au cas bidimensionnel
Soit un couple de variables aléatoires gaussiennes (x, y). Leur matrice de cova-
riance est, par (5.171):

c - [Gi paxoy]
Y po.o, o (5.204)
dolt ;
[Ceyl = 0o (1-p%) (5.205)
oo ] [ a; —poxoj,]
i ICyyl L—poy0y o2
- — [ Vo: _p/(oxay)] (5.206)
1-p* |-p/(oxa,) 1o} o

La densité de probabilité conjointe (fig. 5.26) de ces deux variables se déduit de
(5.200) en introduisant (5.205) et (5.206) :

-1 -, 2
p(x,y) = i(x )

exp
2no.0,f 1—p2 [2(1 -p?)

_ 2p(x —u ) (Y Hy) + (y—uy)2 H

0x0y oy

2
UX

(5.207)

5.7.3 Propriétés

L'importance des processus gaussiens résulte, d’une part, du théoréme de la li-
mite centrale qui en fait le modéle asymptotique d’un grand nombre de phénoménes
naturels et, d’autre part, des propriétés ci-apreés. v

De la définition (5.200), il ressort qu’un processus gaussien est entiérement cara
térisé par ses moments du premier (valeur moyenne) et du deuxiéme degré (covarian-
ce). Ainsi, la connaissance de la fonction d’autocorrélation —ou du spectre —d’un |
signal gaussien entraine automatiquement la connaissance de sa distribution statistique. :



SIGNAUX ALEATOIRES 155

=0

p(x,»)

oy, =25 Oys Pyy = 0

Fig. 5.26



156 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

Il en découle également que si le processus est stationnaire au sens large, il Iest
épalement au sens strict (§ 5.1.11).

La non corrélation de variables gaussiennes entraine l'indépendance statistique.
En effet, si I'on pose p =0 dans I'équation (5.207), on obtient la condition (5.33) :
p(x,y) =px(x) * p, (¥). Si'indépendance statistique entraine toujours la non corré-
lation (§ 5.4.4), la réciproque n’est pas vraie en général. Elle ’est toutefois dans le cas
gaussien!

Toute transformation linéaire (filtrage par exemple) d’un processus gaussien pro-
duit un processus gaussien [69 ]. Cette propriété se vérifie aisément (exercice 5.11.34)
en observant que toute combinaison linéaire de variables gaussiennes est elle-méme une
variable gaussienne et en étendant ce résultat a 'intégrale de convolution (sommation
pondérée ) caractérisant tout systéme linéaire.

5.7.4 Exemple

Considérons un signal aléatoire gaussien x(¢) ayant les caractéristiques spectrales
d’un bruit blanc 4 bande limitée (§ 5.3.10), additionné d’une composante continue
positive (fig. 5.27). Sa densité spectrale de puissance (fig. 5.28) est du type :

D, (f) = Ymrect[f](2B)]+A8(f)

lx(l‘)

Hyx

A5

Fig. 5.28

Par transformation de Fourier inverse, la fonction d’autocorrélation (fig. 5.29)
est

R (1) = nBsinc(2B7)+4
et la puissance totale du signal vaut, par (5.119), P, =R, (0) =B + A.
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bR ()

-1/ 0 1B
Fig. 5.29
Le carré de la valeur moyenne g est égal au poids de la composante spectrale
discréte 4 la fréquence f=0

pr=lim [ @, ()dr =4

€0 —¢

Ce terme peut aussi étre déterminé ici. selon (5.76), comme la valeur de R, (7 = ).
La fonction de covariance vaut ainsi

Ce(r) = Ry(7) ~p3 = nBsinc(2B7)
ou sous forme normalisée (fig. 5.30)
pe (1) = Co(7)/Cy(0) = sinc(2B7)

Cette fonction s’annule pour les valeurs 7= %/(2 B) pour tout & entier différent de zéro.
Ainsi, des échantillons prélevés sur ce signal périodiquement tous les Az =1/(2 B) se-
conde seront des réalisations de variables aléatoires non seulement non corrélées
(px =0) les unes avec les autres, maijs encore indépendantes puisque 1’on a affaire 2 un
processus gaussien.

La variance du processus est

62 = Cy(0) =nB
et la densité de probabilité des amplitudes du signal devient, par (5.202)

[ (x—yz)z]
exp| ————

2708

p(x) =
l2_1rnB

P (T}

o~ 12 B) /(2B) o~ T

Fig. 5.30
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La figure 5.31 représente cette loi pour 4 =4 V2, n=9- 107* V2/Hz et
B=10%Hz, ce qui donne =2 Vetag, =3 V.

p(x)

Prob(x <0)

i
I
|
1
|
I
|

x [V}

T
-

0 Hx =
Fig. 5.31

Si I’on désire connaitre, par exemple, la probabilité d’observer des amplitudes de
x(t) népatives, on calculera
0 -2/3
Prob(x < 0) = jp(x)dx=—— J exp(~z%2)dz = 0,252

en introdujsant la variable centrée réduite z= (x— . )/0, = (x— 2)/3 pour pouvoir
utiliser une table numérique normalisée telle que celle reproduite & la section 15.8.

5.7.5 Représentation d’un signal aléatoire gaussien
Une représentation approximative {14 ] d’un signal aléatoire gaussien peut étre
obtenue en considérant celui-ci comme résultant de la somme d’un nombre infini de

sinusoides de phases aléatoires &, indépendantes et uniformément distribuées entre
Oet2n

x(t) = Y apcos(2mfyt +a,) (5.208)
n=Q

avec f,, =n » Afeta, =2/®,.(f,) Af. Le signal résultant x(¢) est gaussien, en appli-
cation du théoréme de la limite centrale (§ 5.5.3), sila valeur efficace de chaque ter-
me reste négligeable vis-3-vis de celle de 'ensemble.

Une représentation en série de fonctions orthogonales d’un bruit blanc gaussien
4 bande limitée de type passe-bas se déduit du résultat (3.82) en écrivant

co

x(£) = Y  xgsinc( 2Bt —k) (5.209)
ol les x; sont des valeurs prises par des variables aléatoires gaussiennes x;. statistique-
ment indépendantes, de valeur moyenne nulle et de variance ai. Le signal x( ¢) appar-
tient certainement a un processus gaussien puisqu’il résulte de la somme pondérée de
processus gaussiens. De plus, la densité spectrale de puissance et la fonction d’autocor-
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rélation correspondent & (5.155) et (5.156)
Ry (1) = alsinc(2B71) += . (f) = (2B) ' ol rect[f/(2B)] (5.210)

car Ry (1) =E[x(£) x(t+ +7)] =T T E[xy %] sinc(2 Bt —k) sinc[2B(r + 1) —1]
=2 sinc(2 B 1) en vertu de orthogonalité ( § 3.4.9) des fonctions zy ()
=sinc(2 Bt — k).

5.8 PROCESSUS DE POISSON

5.8.1 Définition

Le processus de Poisson est le plus simple des processus ponctuels (comptage ).
Ce modele permet toutefois I’étude de nombreux phénoménes résultant de la réalisa-
tion d'événements aléatoires distribués dans le temps : appels téléphoniques, décés ou
accidents, pannes d’équipements, création de paires électron-trou dans une jonction de
semiconducteurs, etc. De tels phénomenes peuvent étre représentés par une séquence
aléatoire d’événements indépendants qui sont susceptibles de se réaliser 4 n’importe
quel instant avec la méme probabilité.

L’établissement de la distribution de Poisson est faite en détail au paragraphe
14.4.3.

Si le nombre moyen d'événements par unité de temps est A, la probabilité
(14.80) de voir se réaliser un seul événement dans un intervalle de temps infinitésimal
dt vaut Ad7. Comme la probabilité d’avoir plus d’un événement dans le méme interval-
le d7 est négligeable, la probabilité (14.81) de n’avoir aucun événement dans dr vaut
(1 —Ad7). Finalement, la probabilité de compter exactement /V événements dans un
intervalle donné 7 est alors donnée par (14.88) reproduite ci-aprés

Prob(N, 7) = p® exp(—u)/N! (5.211)

oll le paramétre u = A7 est le nombre moyen d’événements par intervalle 7.

Si I'on appelle z la variable aléatoire continue représentant P'intervalle de temps
séparant deux événements consécutifs, on obtient pour cette variable une distribution
exponentielle (14.90)

p(z) = hexp(—Az); z'>0 (5.212)

5.8.2 Représentation

Un processus ponctuel x(¢) possédant une distribution de Poisson peut étre re-
présenté (fig. 5.32) par une suite d’impulsions de Dirac de poids a; placées en des
instants aléatoires ¢; :

x(t) = Ta;8(t—t;) (5.213)

x()=T8(t—1;)

IR

0

Fig. 5.32
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En considérant x (#) comme I’excitation d’un filtre linéaire de réponse impul-
sionnelle g(t), la sortie y(¢) de ce filtre représente un processus de Poisson filtré ( ap-
plication & I’étude du bruit d’effet grenaille par exemple) :

y(t) =x(t)xg(t) = Zo;g(t—1;) (5.214)

5.8.3 Fonction d’autocorrélation et densité spectrale d’une suite aléatoire d’impul -
sions de Dirac

Cousidérons la suite aléatoire (5.213) avec a; = 1. Pour déterminer la fonction
d’autocorrélation et la densité spectrale d’une telle suite, on représentera Pimpulsion
de Dirac comme la limite d’'une impulsion rectangulaire (1.44) :

1
8(t) = Hm — rect(tfe) (5.215)
e—~0 ¢
Pour un intervalle € suffisamment petit, la probabilité d’y trouver une impulsion unique
vaut selon (14.80)
Prob(1,€) = Ae (5.216)

oll X est le nombre moyen d'impulsions par unité de temps.
La fonction d’autocorrélation cherchée est donnée, d’aprés (5.57), par

R (1) = lim R.(7) (5.217)
e—0
avec
Ex(T) = Z lei-"zj Prob(xli,xzﬁ T) (5.218)
rj

ol x =1/e ou 0. Le produit x; x; =x(¢) x(7 + 7) n’est donc non nul que si des im-
pulsions sont simultanément présentes aux temps ¢ et ¢ + 7.
Pour I71> € : les impulsions sont statistiquement indépendantes. Ainsi

R.(I71>¢€) = (1/€?) Prob(x; = 1/e) Prob(x, = 1/e) = A2 (5.219)

Pour |71< ¢, le produit x,; X, est non nul si 'impulsion rectangulaire présente
au temps t est encore présente en ¢ + 7. On peut exprimer, selon (14.6), la probabilité
conjointe correspondante sous la forme d’un produit : Prob(x;;, x5;7)
=Prob(x;) Prob(xy;lx ;5 7) ol Prob(x,;) =Ae par (5.216) et Prob(x,lx,;;7)
= tri(r/e) par analogie avec (5.87). Finalement, on a

R (7] < €) = (Me) tri(7/e) (5.220)
La fonction d’autocorrélation de fa suite aléatoire d’impulsions de Dirac est obtenue

par passage a la limite (fig. 5.33)

Re(r) = lim Ru(r) = A 2+ A8(7) (5.221)

€—0
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R, (7)

N6(7)

Fig. 5.33

La densité spectrale correspondante (fig. 5.34 ) apparait alors uniforme, de va-
leur égale 4 la fréquence moyenne X et complétée par une impulsion de Dirac 4 I'origine
de poids \2 qui représente le carré de la composante continue (valeur moyenne ) du
signal.

@, () = N 8(f) + (5.222)
lIJI(fJ
AN
- —— ) ———
f
0
Fig. 5.34

5.8.4 Signal binaire a transitions aléatoires

Ce signal (fig. 5.35) est aussi appelé : signal télégraphique aléatoire. 1l peut pren-
dre & n’importe quel instant ¢ et avec une égale probabilité les valeurs x(¢) =0 ou
x(t) = A. Les transitions de 'une 4 'autre sont indépendantes et, en vertu des hypo-
théses fajtes, leur nombre NV dans un intervalle 7 est distribué selon la loi de Poisson
(5.211). La valeur moyenne est évidemment : gy, =0 - Prob(x=0) + 4 - Prob(x=4
=A4/2.

x(1)

A~
1
].1_‘:=§A - - . - -
t
T
0

Fig. 5.35

—

La fonction d’autocorrélation s’obtient facilement, 4 partir de (5.57), en tenant
compte de la distribution du nombre N de transitions dans 7L Avec x, =x(¢) et
X, =x(t+17),le produit x; x, est non nul et égal & A 2 uniquement si V est pair ou
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nul dans |71:
Rx(T) = A2 PTOb(xl = Xq = A;T)
= A% Prob(x, =A) Prob(N pair ou nul dans |7 1)

2 N
A , = (N7
= —exp(—Al7l) ). QI (3.223)
2 N=o NI
(N pair)

Or, on peut évaluer la somme en écrivant

2

= (" i[m Y e (-

N=0 N! 2 |[N=0 N! N=0 N!
(V pair)
1
= :[exp(}\ITl)+ exp( —Al7])] (5.224)
d’oi finalement (fig. 5.36)
R.(7)= % A%[1 +exp(—=2\I71)] (5.225)

et, par transformation de Fourier (cf. exemple 4.2.19), la densité spectrale de puissan-
ce vaut

Do (fy = % AP[B(f) + N (N + 7% f?)] (5.226)
La puissance totale de ce signal est P, =R _(0) = A2/2 et la variance 0,2:

=Co(0)=R,(0) —u2=A42/4.

R (1) l (bx(f)

e

O 5.9 PROCESSUS DE MARKOV

5.9.1 Définitions

L’examen des propriétés mathématiques des processus de Markov sort du cadre
de cet ouvrage. On se contentera ici d’une bréve définition afin que ce concept impor-
tant en technique soit connu du lecteur. Pour une étude plus appropriée, on consultera,
par exemple, les références [68, 71, 72].

Dans certaines situations, I’évolution future d’un processus aléatoire ne dépend
pas de son passé, mais uniquement de I’état présent. Les processus jouissant de cette
propri¢té sont appelés processus de Markov.
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Autrement dit, soit une séquence quelconque d’instants t; <ty <t <ty 4
auxquels un processus prend les valeurs arbitraires x|, x5, ..., Xp;, Xp 41 © CE processus
est markovien (au sens strict) si la densité de probabilité conditionnelle au temps #,,, 44

P (X411 X, Xy ey waX1) = p(Xmag [ %) (5.227)

Par extension, on parle de processus de Markov du n™®™® ordre lorsque P'état fu-
tur du processus dépend des n états précédents.
Lorsque le processus est discret, on parle de chaines de Markov.

5.9.2 Nlustration

Le modéle markovien s’applique & de nombreux phénoménes naturels : particules
en mouvement, évolution génétique, processus d’usure, etc. Dans le domaine technique,
’évolution d’un systéme dynamique (de réglage automatique, par exemple ), d’un si-
gnal, d’une séquence d’information (langage écrit ), peut souvent étre assimilée & un
processus de Markov.

Le caractere markovien est généralement combiné a d’autres caractéristiques sta-
tistiques : processus de Gauss-Markov, par exemple.

Certains signaux de transmission de données relévent d’'un modéle markovien
[731].

O 5.10 SIGNAUX PSEUDO-ALEATOIRES

5.10.1 Généralités

Les signaux ou variables pseudo-aléatoires sont en fait des grandeurs parfaitement
déterministes, mais dont le comportement parait aléatoire et posséde des propriétés
statistiques bien définies. De telles grandeurs sont utilisées en particulier pour la simula-
tion (sur ordinateur ou en laboratoire) de phénoménes aléatoires [74 ] ou la génération
de signaux A fonction d’autocorrélation trés pointue applicables au codage et i la syn-

chronisation d’informations en télécommunications [75] ou 4 la détection d’échos
radar [27].

5.10.2 Séquences binaires a longueur maximum
La méthode la plus courante de génération de signaux pseudo-aléatoires est basée
sur la théorie des séquences binaires dites 4 longueur maximum. De telles séquences

Etats logiques successifs
dus bascules

fu=UTu B, By B
x(1) T R |
1 I
By | By | By nlo 10|
1y 1 0 1, Période
ty 1 1T 10t i dela
ts | | : 1 ; séquence
@ - [P O T
4 AR NN
nl1 o o

Fig. 5.37
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sont facilement produites électroniquement a 'aide d’un registre a décalage (systéme
logique séquentiel synchrone : section V.5.3) comportant 71 bascules en série complété
par un circuit de contre-réaction réinjectant dans la premiére bascule la somme modulo-
2 des états de certaines bascules. L’ensemble est activé par un signal d’horloge auxili-
aire de cadence fyy =1/Ty. Un exemple élémentaire d'un tel générateur (n=3) est
représentd, avec I"analyse chronologique de ses états, sur la figure 5.37.

Pour autant qu’un état initial comprenant au moins un | soit imposé au registre,
celui-ci prendra successivenient tous les états possibles, sauf ’état composé de zéros
uniquement, A condition que la contre-réaction soit adéquatement choisie. La théorie
permettant de déterminer le type de contre-réaction 4 utiliser pour une longueur 1 du
registre sort du cadre de cet ouvrage et peut étre trouvée dans [76 ]. Le tableau 5.38
donne quelques exemples ol la contre-réaction se limite 4 la seule addition modulo-2
gcircuit OU-exclusif) de la sortie n avec la sortie m oun—m.

Tableau 5.38

" " m n—m
3 7 1 2
5 31 2 3
7 127 lou3l 6 ou 4
10 1023 3 7
15 32767 I,4o0u7 14,11 0u B
20 1048 575 3 17
22 4194 303 1 21
25 33554431 3ou’? 220u 18
28 268435455 3,%90u 13 25,19 0u 15
29 536870911 2 27
31 2147483647 3,6,70ul3 28, 25,24 ou 18
33 8589934 591 13 20
39 5,5-10" 48o0u 14 35,31 ou 25

5.10.3 Propriétés

Les séquences binaires & longueur maximum ont les propriétés principales

sujvantes:

® la séquence générée est périodique, de période

T, =(2"-1)Ty

(5.228)

® sur une période T, on compte toujours 2" digits 1 et (277" —1) digits 0 :
ainsi, pour n suffisamment grand, ces symboles peuvent étre considérés com-
me pratiquement équiprobables et presque indépendants;

® en comparant terme 3 terme une période de la séquence avec n’importe quelle
permutation circulaire de celle-ci, on obtient une distance de Hamming
(§3.1.4) égale a 2"71 . en d’autres termes, le nombre de symboles coincidant
deux i deux est inférieur d’une unité au nombre de ceux qui différent.
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5.10.4 Fonction d’autocorrélation et densité spectrale d’un signal binaire pseudo-
aléatoire

Considérons un signal binaire x(¢), dont les niveaux antipolaires +4 et —A4 sont
la transcription des symboles | et 0 produits par un générateur de séquence a longueur
maximum. La fonction d’autocorrélation (fig. 5.39) de ce signal est facilement déter-
minée en tenant compte des propriétés mentionnées au paragraphe précédent.

v, (T)
A”
‘ T
Ty O Ty '\, = Tg=(2"-DTy
-4 (")
Fig. 5.39

La séquence étant périodique de période T, il en est par conséquent de méme de
la fonction d’autocorrélation ( § 4.4.12). Le résultat de la comparaison de a séquence
avec toute permutation circulaire de celle-ci entraine que pour

kT+ Ty < 171 < (k+DTi— Ty, 904 (1) = A Q2" 1),
Enfin, pour
kT, Ty < It | < kT + Ty, 0. (1) = A*{[27/(2" - D] tri(r/Ty) - /(2" -1}

On peut grouper ces résultats, en utilisant les notations du chapitre 1, sous la forme
générale

e (1) = A2[2"/Q2" = 1) reprs [tri (7)) ] = 4%/(2" = 1) (5.229)
T‘I),(f')
n=3

Fig. 5.40
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La densité spectrale de puissance correspondante (fig. 5.40) est un spectre de
raies d’équation
@, (f) = AX[2"/(2" = 1) Isinc® (T f) « 8 ,74(NH - [4%/2" - D]&(F)
(5.230)
La raje i Iorigine a un poids de 4%/(2" —1)2, correspondant  la puissance de [a
composante continue x qui vaut £ 4/(2" —1). le signe dépendant du niveau attribué
au symbole 1. Cette composante s'annule pratiquement pour 71 3> 1.

5.11 EXERCICES
5.11.1 Deux signaux aléatoires x(¢) et y(¢) possédent les densités de probabilité res-
pectives p(x)=a * rect[(x —2)/2] et p(¥) =b(2 —y) rect[(¥ — 1)/2]. Calculer leurs

valeurs moyennes statistiques et leurs variances.

5.11.2 Un signal aléatoire z(¢t) posséde la densité de probabilité représentée sur la fi-
gure 5.41. Calculer la probabilité pour que 1z(r)| <1,5.

r(z)

5.11.3 Démontrer la formule (5.11).

5.11.4 Déterminer avec quelle probabilité la valeur instantanée d’un signal sinusoidal
A phase aléatoire est supérieure a la moitié de fa valeur de créte.

5.11.5 Calculer la valeur moyenne et la puissance totale d’un signal aléatoire ternaire
prenant les trois valeurs x; =— 2V, x, =0,5 V et x5 =3 V avec les probabilités respec-
tives Prob(x; ) =1/4, Prob(x, ) = 5/8 et Prob(x,) =1/8.

5.11.6 Déterminer si les variables aléatoires x et y possédant la densité de probabilité
conjointe ci-dessous sont indépendantes

] 0<x< 2_;O<y<x

Ax, ) =
Pxy(%.7) 0 ailleurs

5.11.7 Sachant que les variables x et y possédent une densité de probabilité conjointe
Dxy(x,y) = 1/(ab) avec |y|< b, démontrer qu’elles sont statistiquement indépen-
dantes.
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5.11.8 Un amplificateur transforme un signal d'entrée x () en un signal de sortie
y(t)=Ax(t). Déterminer la valeur moyenne et la variance du signal de sortie en fonc-
tion de celles du signal d’entrée et du gain A de I'amplificateur,

5.11.9 Déterminer quelle est la densité de probabilité de la variable y = a/x si p,(x)
est connue.

5.11.10 Montrer que si le facteur d’atténuation (exprimé ici en nepers) d'une trans-
mission & = In(P,/P| ) fluctue aléatoirement autour d'une valeur moyenne u avec une
distribution gaussienne de variance o2, le rapport des puissances § = P, /P, posséde une
densité de probabilité log - normale

p(B) = (Bo~/2m) ' exp[- % (Ing—p)*/o?]:p > 0O

5.11.11 Quelle est, en fonction de celle d’entrée, la densité de probabilité de la sortie
d’un redresseur défini par I'équation y =x » €(x).

5.11.12 Soit un signal aléatoire x (¢ ), mesuré en volt, uniformément distribué entre 0
et A. Déterminer et représenter par un graphe la densité de probabilité et la fonction
de répartition de la puissance instantanée (normalisée ). En déduire la probabilité que
la puissance instantanée soit supérieure aA4%)2.

5.11.13 Démontrer que si x(¢) est un signal a valeur moyenne nulle et distribution
gaussienne, la distribution de y (¢) =ax2(t) est identique 4 une distribution en x2 3
un degré de liberté (§ 14.4.7).

5.11.14 Un signal r(¢) posséde la distribution (5.52) : déterminer I'équation de sa
fonction de répartition et en déduire la probabilité que r >3 .

5.11.15 Démontrer que le signal aléatoire x(t) =y cos wt + z sin wt ol y et z sont
des variables aléatoires indépendantes & valeur moyenne nulle et possédant la méme
fonction de répartition, est stationnaire au sens large mais non au sens strict.

5.11.16 Soit x (¢) unsignal aléatoire stationnaire et «» une constante. Montrer que v (f)
=x(t) cos wt n'est pas stationnaire au sens large, alors que z(£) =x(¢) cos(wt + @)
P'est si & est une variable aléatoire indépendante uniformément distribuée sur Pinter-
valle [0, 27].

5.11.17 On cherche a prédire 1'évolution d'un signal stationnaire et ergodique x () & par-
tir de ses valeurs passées x (r—T ) en formant I'approximation linéaire ¥ (f)=ax (t—-T).
Déterminer Ia valeur de @ qui minimise la puissance de I'erreur d’approximation.

5.11.18 Reprendre ’exemple 5.2.7 en admettant pour le processus la densité de pro-
babilité p(x) =z exp(—ax) pourx >0eta > 0.

5.11.19 Soit un signal ternaire cadencé occupant dans chaque intervalle consécutif de
durée T les niveaux indépendants +1, 0 ou —1 avec les probabilités respectives %, % et
%. Déterminer la puissance et la densité spectrale de puissance de ce signal.
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5.11.20 Démontrer la propriété (5.70) en utilisant le théoréme de Wiener-Khintchine

(§5.3.3).

5.11.21 Soit un signal binaire cadencé en mode NRZ prenant dans chaque intervalle
consécutif de durée T les niveaux indépendants xq =4 et x; =— A avec les probabilités
Prob(xg) = 2/3 et Prob(x; ) = 1/3. Déterminer la densité spectrale de puissance de ce
signal.

5.11.22 Un signal aléatoire stationnaire et ergodique ¥ (¢) est formé en modulant les
amplitudes d'une suite périodique d’impulsions rectangulaires (signal PAM aléatoire)
en fonction d’un signal modulant x(¢) aléatoire et stationnaire, de distribution statisti-
que quelconque, de valeur moyenne 4, et de variance 2. En supposant que les ampli-
tudes des impulsions sont statistiquement indépendantes les unes des autres et que la
durée A d’une impulsion et la période 7 sont liées par la relation A < 772, déterminer
quelle est la densité spectrale de puissance du signal y (¢) et représenter graphiquement
le résultat. Comparer celui-ci & Pexemple 5.2.7 et au résultat (5.132).

5.11.23 Retrouver lesrésultats (5.132)et (5.148) i partir de 'équation générale (5.149).

5.11.24 Déterminer quelle est la densité spectrale de puissance d’un signal binaire ca-
dencé, de cadence 1/T, oll chaque symbole logique 0 correspond a un niveau nul et
chaque symbole 1 est représenté par une impulsion rectangulaire d’amplitude 4 et de
durée égale i la moitié de I'intervalle T, suivie d’'un demi-intervalle nul (mode RZ).
On supposera les symboles indépendants et équiprobables.

5.11.25 Démontrer que pour du bruit blanc, I’équation (5.102) est satisfaite pour
n’importe quel ensemble de fonctions orthogonales.

5.11.26 Démontrer la relation (5.181) par la méthode décrite au paragraphe 5.1.20.

5.11.27 Un signal aléatoire z (#) est le résultat de la somme de deux signaux indépen-

dants x(t) et y(¢t). Le signal x(¢) est binaire antipolaire et prend la valeur A avec une
probabilité égale & 2/3 et la valeur — 4 avec une probabilité égale 4 1/3. Le signal y (1)

est gaussien et posséde une densité spectrale de puissance @y, (f) =% n tri(f/B). Déter-
miner quelles sont la densité de probabilité, la valeur moyenne et la variance de z ainsi
que le coefficient de corrélation de x et v,

5.11.28 Un signal z(¢) est le résultat de la somme de deux signaux indépendants x(¢)
et v(¢). Les amplitudes de x(¢) sont umformement distribuées avec une valeur moyen-
ne g, =0V et une variance U:‘: =1/3Vv? Les amphtudes de ¥(1) sont aussi unifor-
mément distribuées avec g, =2,5 V et aJ, =3/4 V2. Déterminer la probabilité pour
que z(¢) dépasse un seuil de 3 V.

5.11.29 Démontrer la relation (5.194) par la méthode décrite au paragraphe 5.1.20.

5.11.30 Déterminer la densité de probabilité d’un produit de deux variables aléatoires
indépendantes uniformément distribuées entrez etz + | (avec 2 > 0).
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5.11.31 Soit le produit z(#) =x(r) ¥(¢) ol x(¢) est le processus décrit au paragraphe
5.2.7 et y(¢) est une suite périodique d’impulsions de Dirac, indépendantes de x(t),
mais de méme période T. Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spec-

trale de z(¢).

5.11.32 Soit un signal aléatoire x (¢) gaussien & valeur moyenne négative dont la fonc-
tion d’autocorrélation est R (1) =4 + B sinc?(7/T). Calculer la probabilité pour que
Ja valeur instantanée de ce signal soit comprise entre 2 et 3 V et la probabilité pour
qu’elle soit supérieure 23 Vsid =4 viet B=9 V2.

5.11.33 Pour quelles valeurs de 7, des échantillons x(#4) et x (¢ + ) du signal décrit
au paragraphe précédent sont-ils des réalisations de deux variables aléatoires indépen-
dantes ?

5.11.34 Démontrer que toute combinaison linéaire de variables gaussiennes est aussi
une variable gaussienne.

5.11.35 Ecrire I'expression de la densité de probabilité conditionnelle p(x |y) asso-
ciée a des variables aléatoires gaussiennes  valeur moyenne nulle.

5.11.36 On démontre [69 | que le produit z(¢) =x(¢) y(¢) de deux signaux aléatoi-
res gaussiens a valeur moyenne nulle posséde la fonction d’autocorrélation

R:(7) = R2,(0) + Ry (1) Ry (T) + Ry (7) Ry (7) (5.231)
Vérifier que cette formule se réduit bien 4 (5.198) en cas d’indépendance de x(¢) et

y(t) et déterminer la densité spectrale de puissance de z(¢) =x2(t).

5.11.37 Déterminer la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale de puissance
d’un signal binaire & transitions aléatoires (§ 5.8.4) antipolaire (niveaux £.4).



CHAPITRE 6

BRUIT DE FOND

6.1 SOURCES DE BRUIT

6.1.1 Bruit et interférences

Au sens le plus large, tout signal indésirable limitant 4 un degré ou i un autre
I'intégrité et I'intelligibilité d’un signal utile peut étre considéré comme du bruit : terme
employé ici par analogie avec le phénoméne acoustique perturbateur du méme nom.

1l est préférable cependant d’établir une distinction entre le bruit da 4 des per-
turbations a caractére purement aléatoire — et donc imprévisible — et les interférences
provoquées par le captage accidentel d’autres signaux utiles (tels que ceux dus a des
couplages entre lignes de transmission voisines) ou la mauvaise élimination de compo-
santes périodiques parasites (par exemple : ronflement dans les installations électro-
acoustiques dil au filtrage insuffisant des tensions d’alimentation ou & de mauvaises
liaisons de terre ).

Les sources de bruit sont classables en deux grandes catégories :

® les sources de bruit localisées a I'extérieur d’un systéme de traitement donné
et agissant sur celui-ci par influence;

@ les sources de bruit internes d ce systéme, créatrices d’un bruit propre indépen-
dant des condijtions extérieures.

Si I'on peut toujours envisager d’améliorer la conception d'un systéme de traite-
ment de maniére a limiter les interférences 4 un niveau acceptable et §'il est générale-
ment possible — quoique difficile — de lutter contre les sources de bruit extérieures par
des moyens techniques appropriés (blindages, recherche de compatibilité électroma-
gnétique : abréviation anglaise EMC), il est impossible d’éliminer la contribution des
sources de bruit internes.

Celles-ci imposent une limite ultime aux performances du systéme. Leur étude
revét donc une importance considérable, tant dans le domaine des télécommunications
qu’en électronique instrumentale et en métrologie.

Dans la régle, le bon fonctionnement d’un systéme n’est assuré que si le niveau de
puissance du signal utile dépasse de plusieurs ordres de grandeur celui du bruit (rap-
port signal-sur-bruit de quelques dizaines de décibels ). Certaines méthodes élaborées de
traitement (voir par exemple chapitre 13) permettent toutefois de travailler avec de
trds faibles rapports signal sur bruit en exploitant de maniére optimale toute connais-
sance a priori disponible sur le signal utile & interpréter.

Remarquons finalement que si le bruit est généralement considéré comme un phé-
noméne nuisible, il est parfois lui-méme porteur d’informations relatives d ses origines
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(exemples d’application ; radioastronomie, surveillance des vibrations de machines in-
dustrielles, etc. ). Il est de méme souvent nécessaire de générer volontairement du bruit
{sect. 6.7) afin de contrdler expérimentalement I'insensibilité d’un systéme en fonc-
tion du niveau de perturbation ou d’analyser ’état du systéme par des méthodes sta-
tistiques.

6.1.2 Sources de bruit externes
Les causes de perturbations d’origine externe sont de deux types [77]:

® perturbations artificielles;
@ perturbations naturelles.

Les perturbations artificielles (en anglais : man-made noise) sont principalement
dues aux parasites générés par des équipements industriels tels que commutateurs, re-
lais, thyristors, moteurs i collecteur, poste de soudure i arc électrique, lignes 4 haute
tension, etc. On peut y ajouter les parasites créés par d’autres activités humaines : allu-
mage des moteurs a explosion, appareils électro-ménagers, éclairage fluorescent, etc.

Lintensité de ces perturbations est trés variable selon les endroits; elle domine
dans les zones urbaines. Elle décroit usuellement avec la longueur d’onde et est négli-
geable pour A <3 m (soit f> 100 MHz). L’'importance de certaines de ces perturba-
tions peut étre considérablement réduite par des mesures appropriées de déparasitage.

Les perturbations naturelles sont associées a des phénoménes atmosphériques
(décharges électriques de nature orageuse ) ou cosmique (éruptions solaires, sources
galactiques d’ondes électromagnétiques). Les perturbations atmosphériques sont sur-
tout importantes dans les zones tropicales : leur intensité moyenne diminue avec la
longueur d’onde et est pratiquement négligeable pour A <10 m (f> 30 MHz). Pour
A >200 m, les perturbations orageuses produisent des effets sensibles i trés grande
distance. Le bruit cosmique est surtout percu par les systémes utilisant des antennes
directionnelles.

Aux perturbations naturelles mentionnées, qui ont un caractére additif, on peut
ajouter encore les phénoménes d’évanouissement ( en anglais : fading) des signaux de
radiocommunication dus 4 des fluctuations des conditions de propagation. Cette per-
turbation a un caractére multiplicatif.

L’influence des sources de bruit externes sur des systémes de traitement particu-
liers dépend de nombreux facteurs spécifiques tels que localisation, environnement
électromuagnétique, architecture et mode d’utilisation du systéme, etc. L’évaluation
des performances n’est alors possible qu’en recourant a des formules empiriques basées
sur des mesures in situ.

Les perturbations de type impulsionnel peuvent parfois étre assimilées a des pro-
cessus de Poisson filtrés ( § 5.8.2 et exercices 8.5.9) ou combinés : impulsions grou-
pées en rafales selon une loi statistique appropriée et rafales distribuées selon une loi
de Poisson.

La diversité des causes empéche d’en établir un modéle général.

6.1.3 Sources de bruit internes. Définition
Les causes des perturbations internes d un systéme de traitement peuvent aussi
&tre classées en deux groupes :
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@ les perturbations de type essentiellement impulsionnel engendrées par des
commutations de courants {circuits logiques, comparateurs, interrupteurs
électroniques);

® le bruir de fond généré dans les cdbles et les composants électroniques en rai-
son des mécanismes statistiques de la conduction électrique (chap. [1.2).

Une conception saine des circuits et un mode de construction soigné permettent
généralement de réduire, voire d'éliminer, I'influence des perturbations du premier
groupe.

Le bruit de fond est malheureusement, quant & lui, irréductible. Il a de nombreu-
ses causes [78]. Pour 'essentiel, on peut dire qu’il résulte du déplacement erratique de
particules chargées en équilibre thermodynamique (mouvement Brownien ) ou sous
I'influence de champs appliqués. Il est assimilable, en conditions stables, 4 un processus
stationnaire et ergodique. Ses trois composantes principales affectant les circuits élec-
troniques sont :

@ le bruit thermique;
® le bruit de grenaille;
@ le bruit additionnel de basse fréquence (ou en 1/f).

6.2 BRUIT THERMIQUE

6.2.1 Mécanisme générateur. Définition

Au-dessus du zéro absolu, les trajectoires des électrons libres d’un matériau con-
ducteur sont soumises a des vibrations aléatoires (agitation thermique). L’ensemble de
ces mouvements erratiques provoque, méme en I’absence de champ électrique appliqué,
une fluctuation aléatoire de la valeur instantanée de la tension observable. Le courant
moyen qui résulte de I'application d’un champ électrique ne correspond qu’a une déri-
ve relativement lente des électrons (sect. 11.2.2).

Ce bruit thermiqgue, parfois appelé Johinson noise dans la littérature spécialisée
anglo-saxone, est présent dans tout composant passif ou actif opposant une certaine
résistance électrique R au passage du courant et porté a la température 7.

6.2.2 Densité spectrale et fonction d’autocorrélation

Par des arguments relevant de la thermodynamique statistique, on montre que la
distribution spectrale (bilatérale) de la puissance maximum de ce phénoméne est décri-
te par la loi

hifl

1 W-Hz! (6.1)
2 exp(hifl}ET)— 1

by (f) =

® N =662 1073% 1 « s = constante de Planck
® k=138-10 273K = constante de Boltzmann

A température ambiante (T, = 290 K =48, = 17° C), le produit k£ T vaut environ
KT = 4107217 (6.2)
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ce qui conduit, par intégration de (6.1) pour If] allant jusqu’a 'infini, a une puissance
maximum fournie de 'ordre de 40 nW. A trés haute fréquence (/i [f1>kT), la densité
spectrale du bruit thermique tend 4 s’annuler. Un autre bruit de densité % i {f|inter-
vient alors pour tenir compte des effets quantiques [79 ]. Par contre, pour les fréquen-
ces usuelles (h 1< kT, soit |f1<1000 GHz), la formule (6.1 ) se réduit a (fig. 6.1)

Oy (f) = WkT W-Hz! (6.3)

Yo,
7kT

[T~
7 7

Py = kTB

—

4> 0
B
Fig. 6.1

Dans la gamme des fréquences indiquées, le bruit thermique est donc un bruir
blanc ( § 5.3.10). La puissance totale de bruit thermique disponible dans une bande de
fréquence B est simplement égale a

Py, = kTB w (6.4)

La fonction d’autocorrélation du bruit thermique est, en premiére approximation,
une impulsion de Dirac

Rin(r) = %kT6(7) (6.5)

6.2.3 Fluctuations de tension et de courant dans une résistance R

L’agitation thermique des porteurs de charge dans un élément résistant de valeur
R =1/G provoque i ses bornes une fluctuation aléatoire de tension u(t) i valeur
moyenne nulle et variance ( puissance normalisée : voir tableau 5.2) 0,2, dont la valeur
dépend de la largeur de bande B considérée. On peut de méme associer cette agitation
a un courant de bruit i(t), également & valeur moyenne nulle et variance 0;". Les
écarts-types (valeurs efficaces) sont liés par la loi d’Ohm

o; = 0,/R = Ga, A (6.6)
et leur produit correspond a la puissance totale disponible (6.4)
0,0; = kTB w (6.7)

En combinant (6.6) et (6.7), la puissance totale disponible s’exprime sous for-
me normalisée :

02 = kTRB V2 (6.8)
o} = kTGB A? (6.9)

Les densités spectrales de puissance associées sont

@, (f) = hkTR V?/Hz (6.10)
O, (f) = kTG A%/Hz (6.11)
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6.2.4 Schémas équivalents d’une résistance bruyante

Pour analyser P’effet du bruit thermique dans un circuit électrique, il faut dispo-
ser d’un schéma équivalent d’une résistance bruyante R. Celui-ci peut étre établi (fig.
6.2) grace aux théorémes de Thévenin et Norton (§ 1.6.7.9 et IV.5.4.2), en considé-
rant la résistance bruyante comme une source de tension ou de courant aléatoire ayant
R comme résistance interne (ou G = 1/R comme conductance interne ).

| D

Fig. 6.2

Les valeurs efficaces 0,5 de la tension i vide et g; du courant de court-circuit
s’obtiennent en tenant compte du fait que la puissance maximum est fournie i 'adap-
tation ( § 1.6.7.13), c’est-a-dire lorsque la source réelle est chargée par une résistance
de valeur égale i la résistance interne :

Py = 02/R = Ro? = 02g/4R = Rap/d W (6.12)
d’olt

02y = 4kTRB v? (6.13)

6l = 4kTGB A? (6.14)

Les densités spectrales de puissance (normalisées) respectives valent

Duo(f) = 2kTR VZ%/Hz (6.15

D (f) = 2kTG A%/Hz (6.16)

6.2.5 Exemples
La valeur efficace de la tension 4 vide due au bruit thermique d’une résistance R
d température ambiante vaut environ

® R =10kQ et B =20kHz : 0,5 = 1.8V
® R =1MQetB =20MHz: 0,y = 566 uV

]

Les valeurs efficaces de courant de court-circuit sont respectivement oy = 180 pA
et ;9 = 566 pA.

6.2.6 Statistique du bruit thermique

Le bruit d’agitation thermique est engendré par Paction d’une multitude de per-
turbations élémentaires indépendantes dues au mouvement désordonné de chaque élec-
tron. L'effet global résulte de la somme de ces perturbations élémentaires. La distribu-
tion statistique du bruit observé (tension ou courant) est donc gaussienne (fig. 6.3),
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en application directe du théoréme de la limite centrale (§ 5.5.3) :

2
| u

plu) = —— exp[ - ] (6.17)
27 oy 20,

-------- (2roley'?

[=p
Q

oy

Fig. 6.3

En se référant 1 une table de probabilité gaussienne (sect. 15.8), on peut consta-
ter que Pamplitude d’un tel signal est comprise 99,7 % du temps a 'intérieur de I’inter-
valle [-3 a,, 3 0, ].

L’enveloppe ( § 7.3.8) d’une telle tension de bruit posséde, elle, une distribu-
tion de Rayleigh (5.52).

6.2.7 Mise en sfrie ou en parallele de résistances bruyantes

Les fluctuations de bruit thermique dans deux résistances différentes R; et R,
sont statistiquement indépendantes. Par conséquent (§ 5.5.5), la variance de leur som-
me est égale 4 la somme des variances partielles.

Pour deux résistances en série

2 _ 2 2

Oup = Ouoy ¥ Ouoz (6.18)

Pour deux résistances en paralléle

2 2 2
Gip = Ojpy ¥ Gipa (6.19)

Si les deux résistances sont A la méme température T, les formules (6.18) et
(6.19) sont équivalentes a (6.13) et (6.14), 4 la condition d’introduire les substitu-
tions R =R, + R, pour la mise en série et G =G, + G, pour la mise en paralléle.

6.2.8 Bruit thermique d’une impédance
Toute impédance peut §’écrire sous la forme

Z(f) = R(NH) +iX() (6.20)

L'effet du bruit thermique (puissance active) n’est associé qu’a la partie résistive
R(f). La densité spectrale de puissance (6.15) est alors remplacée par

®,0(f) = 2kTR() V2/Hz (6.21)

et varie en fonction de la fréquence comme la partie réelle de I'impédance.
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La variance de la tension a vide du bruit thermique est obtenue par intégration de
{6.21) sur la largeur de bande considérée B =/, —f,. Puisque ¥, (f) est paire, on
peut écrire, de maniére & ne considérer que des fréquences positives :

fa fa
02 = 2 | @uo(f)df = 4kT [ R()dSf (6.22)
j‘l j‘]

6.2.9 Exemple : bipole RC paralléle

Dans le cas de la mise en paralléle d’une résistance R et d’une capacité C, on a

. R R . RIS
Z(NH = : = — —j — (6.23)
1+j2nfRC 1 +(flfe) L+ (/1)

ol f, =1/(2m RC) est la fréquence de coupure & — 3 dB.

La variance de la tension & vide évaluée pour une largeur de bande infinie vaut

I KT
0k = 4kTR [ ———— df = — (6.24)
1 +(f1fe) ¢

Elle est indépendante de la valeur de résistance, ce qui s’explique par le fait que,
pour un tel circuit RC, la fréquence de coupure f, varie proportionnellement i Pinverse
de R.

La densité spectrale de puissance (fig. 6.4) de la tension a vide est ici

Byuo(f) = 2kTR[1 +(SIfH*] 7! (6.25)

o0

b,o0n
2kTR

"‘\
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La fonction d’autocorrélation correspondante (fig. 6.5) est obtenue par trans-
formation de Fourier inverse

kT
Rxlo(T) = —C— e-‘ip( = |7l /RC) (626)

6.2.10 Exemple d’application

Limpédance d’entrée d’un amplificateur d’oscilloscope est constituée par une
résistance de 1 MQ en paralléle avec une capacité parasite de 50 pF. En supposant que
Pamplificateur a une largeur de bande B> f, = (2rRC) ™' = 3,2 kHz et que son bruit
propre n'introduit qu’une contribution négligeable vis-a-vis du bruit thermique de I'im-
pédance, la valeur efficace de la tension de bruit & vide a entrée vaut environ g,
=9 uVv.

6.2.11 Réduction du bruit thermique

La puissance totale de bruit thermique (6.4 ) ne dépend que de la largeur de ban-
de B et de la température T. Une fois la largeur de bande fixée au strict minimum néces-
saire, le seul moyen disponible pour réduire le bruit thermique est de refroidir le cir-
cuit. Cette technique est parfois appliquée, entre autre pour certains récepteurs spé-
ciaux de télécommunijcations.

6.2.12 Notion de largeur de bande équivalente

La puissance totale normalisée de bruit d'un circuit RC peut étre comparée i cel-
le de la seule résistance R mesurée dans une largeur de bande, dite équivalente, Beq. En
égalant (6.13) 4 (6.24), on tire dans ce cas

By = (4RO)™H = (n2)f, (6.27)

Cette notion de largeur de bande équivalente peut étre généralisée pour tout opé-
rateur linéaire ( § 8.2.23).

6.2.13 Température équivalente de bruit. Définition

Le bruit thermique sert souvent de référence, alors méme que le bruit observé
résulte d'une combinaison d’effets qui n’ont pas tous les mémes causes. certains étant
en particulier indépendants de la température et différents d'un bruit blanc.

On associe cependant souvent d une source de bruit quelconque de puissance ef-
fective P,, une température équivalente de bruit T,y. Cette température fictive est défi-
nie comme celle d’une source de bruit purement thermique ayant fa méme puissance.
Par (6.4) :

P

n

- kB

T,y K (6.28)
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6.3 BRUIT DE GRENAILLE

6.3.1 Effet de grenaille. Définition

On appelle bruit de grenaille (en anglais shot noise ) les fluctuations statistiques
du nombre de porteurs de charge (électrons ou trou) qui participent a la création d’un
courant en traversant une barriére de potentiel. Une telle barriére existe a chaque jonc-
tion pn d’un dispositif 4 semiconducteur (chap. VIL.2). Elle intervient également dans
les mécanismes d’émission thermoélectrique (tubes 4 vide ) et photoélectrique (sect.
11.2.5).

Au contraire du bruit thermique, quj existe indépendamment de la présence d’un
courant de conduction moyen dans un élément résistif, le bruit d’effet grenaille dépend
directement et se superpose (fig. 6.6) au courant moyen créé.

Fig. 6.6

6.3.2 Densité spectrale et fonction d’autocorrélation

Pour autant que les porteurs puissent étre considérés comme indépendants, la
distribution de leur nombre par unité de temps suit une loi de Poisson (5.211).

On peut, en premiére approximation (hypothése : temps de transit des porteurs
i travers la barriére de potentiel négligeable), considérer le flux des porteurs comme
une suite aléatoire d’impulsions de courant représentées par des impulsions de Dirac
(§ 5.8.2) dont chacune a un poids correspondant 4 la charge e d’un électron. L’équa-
tion du courant devient ici par (5.213) :

i(t) = > e 8(t—ty) A (6.29)
k
oil les ¢, sont les instants aléatoires de passage de chaque porteur au travers de la bar-
rire de potenticl et e=0,16 - 1078 C.
La fonction d’autocorrélation du courant se déduit alors de (5.221) en tenant

.- compte de la charge e portée par chaque impulsion

Ri(1) = (eMN)2 +e2 2\5(7) =I5 +ely5(r) A2 (6.30)

ol A est le nombre moyen de charges par unité de temps et /5 = \e est la valeur moyen-
ne du courant {composante continue ).
La densité spectrale de puissance vaut alors

Bi(f) = Bio(f) + i) = I58(f) +ely A’ [Hz (6.31)




180 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

Le premier terme est la distribution spectrale de la composante continue et le
deuxiéme celle des fluctuations de courant dues a I’effet grenaille (fig. 6.7)

@ (f) = ely A%/Hz (6.32)
bo.(n
i Dip(F) = 1356
D&=ZEIDB,\ O, =el
- — - — i 0 — v —
/A 7 %; f
—D> 0 44—
B B
Fig. 6.7

Le bruit de grenaille est donc, avec I’'hypothése faite, un bruit blanc. On peut te-
nir compte d’une forme plus réaliste de chaque impulsion de courant élémentaire en
utilisant la représentation d’un processus de Poisson filtré (5.214) ol la fonction g(t)
prend une forme rectangulaire (associée au concept de mobilité des porteurs dans les
solides) ou en dents de scie (accélération uniforme dans le vide). Le spectre réel des
fluctuations (exercice 8.5.11) se met alors a décroitre 4 partir de fréquences voisines
de 'inverse du temps de transit.

La variance du courant de bruit de grenaille obtenue pour une largeur de bande B
donnée vaut simplement, par intégration de {6.32)

o = 2elyB A? (6.33)

Dans les tubes i vide, la présence d’une charge d’espace au voisinage de la cathode
tend & limiter les fluctuations aléatoires du courant. On en tient compte en multipliant
(6.33) par un certain facteur de réduction de bruit.

6.3.3 Schéma équivalent

Pour analyser I'effet du bruit de grenaille dans un circuit, il suffit d’introduire en
paralléle avec I’élément ou la jonction pn considérée une source dépendante de courant
(fig. 6.8) aléatoire de variance égale 4 (6.33).

Y

Ig
o= \/2elyB Oig %0
| élément l Rlo,= R\/u;-'; +o7

Fig. 6.8 Fig. 6.9
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Si ce courant, de valeur efficace gy, circule dans une résistance R (fig. 6.9).ily
développe une fluctuation aléatoire de tension de valeur efficace

Oug = R " 0y (6.34)

qui se superpose 1 la tension aléatoire indépendante de bruit thermique, dont la valeur
efficace i vide vaut 6, =+/4 kTR B, et i la valeur moyenne Uy =R I,.

Si I’on ne s’intéresse qu'aux seules fluctuations aléatoires (fig. 6.9), on obtient
une valeur efficace résultante

T 2
O, = \/ogg + 02”0 = R\/H,-zg +0ig (6.35)

Un exemple d’application au schéma équivalent de bruit d’un transistor en régi-
me linéaire est décrit au § 6.6.7.

6.3.4 Statistique du bruit de grenaille

A une échelle microscopique oil I'on peut tenir compte de la granularité du cou-
rant électrique, la distribution du nombre de charges traversant la barriére de potentiel
suit une loi de Poisson. Aux échelles macroscopiques usuelles, ol le courant moyen /g
résulte du flux d’un nombre énorme de charges (A =1y Je = 6,25 I+ 10'® électrons/s),
la limite asymptotique de la loi de Poisson est une loi de Gauss. La densité de pro-
babilité du courant total 7(#) est alors donnée par (fig. 6.10)

. (i—1,)°
p(i)= — exP[——: (6.36)
f2m o4y 2 6y
rp(i)

(Zﬂﬂ,-:g)_m- i
]
]
1
i
1
1
]
!
I
:

l .

1 I

. ] -
0 A
+—>
20,-g
Fig. 6.10

6.3.5 Exemple : bruit de grenaille d'une diode i jonction
On sait que la caractéristique courant-tension d’une jonction pn suit approxima-
tivement la loi (chap. VIIL1)

U
I= [S[exp(”U ) -1 ] A (6.37)
T

ol J; est [e courant de saturation inverse, 72 un coefficient compris entre 1 et 2 et Uy
=kT/e est la tension thermodynamique égale environ 4 25 mV a température ambiante.
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Le bruit de grenaille résulte en fait des deux composantes indépendantes directe
et inverse du courant [80] :

U\

2

Oig 2 el exp ) + 2¢l|B
nUs

2e(I+21) B A2 (6.38)

1

i

En polarisation directe usuelle : I> I, d’oli (6.38) se réduit a
of =2¢elB A? (6.39)

Pour un courant /=1 mA et une largeur de bande B égale respectivement i 20 kHz et
20 MHz, 1a variance du courant de bruit de grenaille vaut U,?g =6,4- 10718 A% ou
oh=64+1071° A%

Le schéma équivalent (fig. 6.11) de bruit de grenaille d’'une diode ou d’une jonc-
tion pn en régime linéaire est une source de courant de valeur efficace oy, en paralléle
avec la conductance différentielle (caractéristique dynamique, donc sans bruit thermi-

que)

a7 I U e(l +15)
gg = — = e = — (6.40)
dUu nUs nUs nkT
O
&4
Fig. 6.11

Si le courant iy () passe essenticllement par la conductance différentielle g4, il y
développe une tension de bruit de valeur efficace

Oyg = Uig/gd (6.41)

Pour/=1mA,n=1,T=293KetB=20MHz : g,, =2,0 uV.

En combinant (6.38) et (6.40), on obtient la forme équivalente

) I+ 21
Ofpg = N 2kTgaB ——— = n2kTgyB (6.42)
I+

A courant nul et pour n =1, la variance (6.42) est équivalente au bruit thermi-
que d’unc conductance normale g4. En polarisation directe (/> 1), cette variance est
la moitié de celle du bruit thermique d’une telle conductance. De plus, a trés forte po-
larisation directe, le schéma équivalent de la diode doit étre complété par une résistan-
ce série bruyante.
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6.4 BRUIT ADDITIONNEL DE BASSE FREQUENCE (EN 1/f)

6.4.1 Modulation aléatoire de la conduction de certains composants électroniques

Aux fréquences supérieures 4 quelques kilohertz, ou quelques dizaines de kilo-
herz suivant les cas, le brujt de fond des composants électriques et électroniques est
essentiellement blanc et dépend pratiquement uniquement de I'effet thermique et de
Ieffet de grenaille. Aux fréquences inférieures, on observe toutefois que la densité spec-
trale de puissance croit en fonction inverse de la fréquence. Ce phénoméne n’est que
partiellement expliqué et semble di 4 des fluctuations statistiques de la conduction pro-
voquée par des imperfections de surface ou I'inhomogénéité du matériau conducteur :

e modifications transitoires de ’état de surface des cathodes pour les tubes a
vide;

® changement du taux de recombinaison en surface des paires électron-trou pour
les dispositifs 4 semiconducteurs en raison de la présence de défauts;

® variations de la résistance de contact entre granules dans les résistances agglo-
mérées et les microphones au charbon; etc.

Ce type de bruit additionnel est donc fortement dépendant de la technologie et
des moyens de passivation des surfaces.

6.4.2 Densité spectrale. Définitions

Il n’existe pas de modéle précis permettant d’établir une expression théorique
exacte de la densité spectrale de puissance de ce bruit additionnel. On constate expéri-
mentalement que cette densité varie approximativement comme ['inverse de la fréquen-
ce (fig. 6.12)

Ja
-]
I/
avec 0 <a <2 et généralement proche de I'unité, d’ol son nom usuel de bruit en 1/f.
(On rencontre aussi le terme bruit de scintillation, en anglais : flicker noise).

B(f) =« (6.43)

Ao (r)

Fig. 6.12

La validité de la loi empirique (6.43) a été vérifiée jusqu’a des fréquences trés
basses, de I'ordre de 107 Hz. Si I'on considére le processus comme stationnaire, une
limitation doit toutefois intervenir théoriquement lorsque la fréquence tend vers zéro,
sinon la puissance de ce bruit serait infinie. On peut tourner cette difficulté en utilisant
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un modéle non stationnaire [81 ] dans lequel I'influence du passé sur ’état présent est
important.

Le bruit en 1/f impose des limites sévéres 4 'amplification directe de signaux
constants ou de trés basses fréquences. Pour certaines applications critiques (physique,
génie biologique, etc. ), on recourt 4 une technique d’amplification indirecte (amplifi-
cateur lock-in) basée sur la modulation-démodulation synchrone (§ 13.2.10).

6.4.3 Autres processus se comportant comme du bruit en 1/f
De nombreux processus aléatoires n'ayant aucun rapport direct avec des problé-
mes de conduction ont des fluctuations dont le spectre est aussi du type (6.43) :

e fréquence des oscillateurs a quartz;
® variation saisonniére de température;
@ paramétres biologiques;

® données économiques;

@ phénomenes musicaux;

® ctc.

Ceci suggére que le modéle non stationnaire [81] du bruit en 1/f est susceptible
de s’appliquer 4 de nombreux phénoménes naturels.

6.5 AUTRES SOURCES DE BRUIT

6.5.1 Bruit de répartition

Cette source de bruit apparait lorsque le courant se subdivise en deux parties ou
plus. On la trouve, par exemple, dans les transistors bipolaires ol les porteurs injectés
de ’émetteur se partagent en un courant de base (recombinaison) et de collecteur, ou
dans les tubes 4 vide ayant plus d’une électrode positive. Un porteur diffusant vers le
collecteur d’un transistor peut se recombiner ou non dans la base. De méme dans une
pentode, un électron peut étre capté indifféremment par 'une ou 'autre des électrodes
positives,

Cette répartition arbitraire du courant provoque une perturbation aléatoire qui
se superpose & I'effet prenaille.

6.5.2 Bruit d’avalanche

Un bruit important est produit par les jonctions pn fonctionnant au niveau de
leur tension inverse de claquage (diodes Zener). Il est associé au phénoméne d’avalan-
che qu’engendrent les ionisations d’atomes du cristal sous I’effet des collisions avec des
porteurs de charge accélérés par le champ électrique appliqué.

On peut le considérer comme un bruit de grenaille amplifié.

6.5.3 Bruit induit

A hautes fréquences, le courant de bruit circulant dans certains dispositifs élec-
troniques (triode, transistor a effet de champ) induit un courant de bruit de grille par
couplage capacitif.
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6.5.4 Bruit d’émission secondaire

Dans les dispositifs basés sur "amplification de courant par émission secondaire
(photomultiplicateur), le nombre d’¢électrons secondaires émis pour chaque électron
incident varie aléatoirement. Ceci provoque une composante additionnelle de bruit.

6.5.5 Informations complémentaires

La présentatjon faite des causes de bruit de fond est sommaire ¢t non exhaustive.
Pour de plus amples détails, le lecteur consultera la littérature spécialisée [78, 80]. Les
conditions de mesure du bruit de fond sont décrites dans [82]. Les principes de con-
ception de circuits 4 faible bruit sont présentés dans [83, 84 ].

6.6 FACTEUR DE BRUIT D'UN SYSTEME LINEAIRE
6.6.1 Rapport signal sur bruit
Si @ (f) est la densité spectrale de puissance d’un signal utile, la puissance dans
la bande B vaut (toute composante continue étant exclue)

Py = o = [ a(f)df (6.44)
B

Soit @, (f) la densité spectrale de puissance résultant de I'addition de toutes les
perturbations indépendantes, la puissance totale de bruit de fond

N
Py=op =Y o (6.45)

—

k=1
correspond, pour la largeur de bande B, a I'intégrale
Py = f D, (f)df (6.46)
B

Une mesure de la contamination du signal par le bruit de fond est le rapport si-
gnal sur bruit défini au paragraphe 1.1.5:

E = PP, (6.47)
que I'on mesure généralement en décibels

EdB = 10 log(Px/Pn ) dB (6.48)

6.6.2 Définition : facteur de bruit moyen

Le facteur de bruitr F'i la température conventionnelle Ty = 290 K définit la qua-
lité d’un systéme linéaire (fig. 6.13) du point de vue de son bruit propre : c’est le quo-
tient du rapport signal sur bruit 4 lentrée £, ¢t du rapport signal sur bruit a la sortie £,

F = E]& (6.49)



186 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

P.rl Psl

G —

Pul P,,:
Fig. 6.13

Ce facteur de bruit moyen mesure la dégradation du rapport signal sur bruit. Si
P,,; est la puissance de bruit propre interne du systéme et si G = Py, /P;, est son gain de
puissance, on a

Py = GPyy + Py (6.50)
et
P P
F=—2 =1+ > (6.51)
GPnl G‘Dnl
ou, exprimé en décibels :
Fgg = 10log F > 0dB {6.52)
Le terme
P
— = F— | (6.53)
GPnl

est appelé le facreur d’excés de bruit. La puissance de bruit & I'entrée qui sert de réfé-
rence est conventionnellement notée, selon (6.4), P, = kT B.q olt Byq est la largeur
de bande équivalente considérée.

Le rapport P,;/G = P, (F — 1) représente le bruit propre ramené a 'entrée, Pour
un systé¢me idéal (non bruyant) : P,;=0et F=1.

6.6.3 Systémes linéaires en cascade

Considérons la mise en cascade (fig. 6.14) de deux systémes ayant des gains de
puissance G, et G, et des facteurs de bruit F/; et F, définis pour la méme puissance de
bruit i I'entrée P, ; = kT B,q. Par (6.51)

Py = F1G1Pyy (6.54)
et par (6.50) et (6.53)
Py3 = GaPpyy + Pyip = F G (GoPy + (F3 —1)GoPyy {6.55)
Mais, on a aussi pour le systéme global
P.3 = FGPy = FG,G,P, (6.56)
— J
G.F
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En combinant (6.55) et (6.56), I'expression du facteur de bruit global devient

Fy

1
F=F +—— (6.57)

G,
On peut facilement généraliser cette expression pour un nombre quelconque m

de systémes en cascade :

Fy, -1 Fy—1 Fo-1
F =F + + + .. +m_ (6.58)
G, GG, '”1 G;
1=

Si G, > F,— 1, F=F, : le bruit propre du systéme global est principalement déter-
miné par le premier étage. C’est donc celui-ci dont la conception doit étre tout particu-
lizrement soignée afin d’en limiter au maximum le bruit propre.

6.6.4 Facteur de bruit spectral

En tenant compte des densités spectrales de puissance effectives, on obtient un
facteur de bruit dépendant de la fréquence appelé facteur de bruit spectral

F[) = Lo U {]) (6.59)

(1)3'2 (j) / (I)nz (f)

Représenté en fonction de la fréquence (fig. 6.15), ce facteur de bruit peut étre
décomposé en trois segments : un segment a pente négative en basses fréquences ol le
bruit additionnel en 1/f domine en-dessous d’une fréquence f,, un segment a pente pos-
sitive en hautes fréquences résultant de la décroissance progressive du gain G(f) qui
varie sensiblement comme 1/£? au-dela d'une fréquence de coupure f,. un domaine
constant entre f, et f; ne dépendant que du bruit thermique et du bruit de grenaille.

£

AN

f Iy
Fig. 6.15

log f

6.6.5 Schéma équivalent de bruit d’un étage amplificateur

Les principales sources de bruit d'un étage amplificateur élémentaire utilisant un
composant actif 4 trois bornes (transistor bipolaire, JFET, MOST, tube a vide ) sont le
bruit de grenaille du courant de commande /g, celui du courant contrdlé I, le bruit
thermique de la résistance séric rg de I’électrode de commande et celui de la résistance
de charge Ry (fig. 6.16). En caractérisant cn premiére approximation (chap. VII1.2)
le comportement dynamique en régime linéaire du composant par sa conductance de
transfert g, = dJ,/d U, la source de courant de bruit de grenaille associée au courant
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I, peut étre remplacée par une source de tension equivalente a I'entrée de variance

,
2ela0B (6.60)

2 —
Ouoa = P
Em

Elle s’ajoute  1a variance du bruit thermique de I'éventuelle résistance série 5 de
Iélectrode de commande 0305 =4 kTrzB

_ 2 2
0401 = Oioa + Ouog (6.61)

Comme gy, est généralement proportionnelle & 7,4, la variance (6.60) est en fait
inversément proportionnelle i g,

7
lCC

RL=GP!

ojoL =V4kTGLB

0,05 =V3ETr, B Iy,
Iy I composant /ﬂl'gu:VZL'laOB R_s
r

| actif
(sans bruit) ]

Y ot

Oipp=\/2el 0B

haas schéma équivalent de bruit

Fig. 6.16

Si la tension continue de polarisation apparaissant aux bornes de Ry, est supérieu-
re 4 50 mV (voir exercice 6.8.4), la contribution due au bruit thermique est négligea-
ble vis-d-vis du bruit de grenaille 1ié 4 /.

Les sources de bruit propre ramenées i I'entrée sont ainsi essentiellement déter-
minées par le courant de commande et la conductance de transfert.

Ce modéle simple suffit 4 analyser en premiére approximation les performances
de bruit de I’étage amplificateur dans la bande fj, — f;,. Le bruit thermique d’éventuelles
résistances de polarisation i I'entrée peut étre pris en compte avec celui de la résistance
interne de la source de signal. La contribution d’une résistance de contre-réaction R,
placée entre I’électrode <y et la terre revient d ajouter  (6.61) un terme additionnel
4kTB(Rgm>) "

6.6.6 Facteur de bruit de ’étage amplificateur
Connectons une source de signal de résistance interne R i "étage amplificateur
de 1a figure 6.16. La tension de bruijt thermique de R, posséde, a vide, une variance

020 = 4 kTR,B (6.62)

La variance de la tension équivalente de bruit propre de amplificateur ramenée
(forme normalisée de Py,;/G) i I'entrée et évaluée aussi i vide vaut

2 2 2
050'1 = Ougy T Oigg " Ry (6.63)
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Le quotient de (6.63) par (6.62) correspond au facteur d’excés de bruit (6.53)
d’o‘:l 92 el -
Op01 t 0/ag RS r elgo Ry el,
Fo= 4 el oy B TR0 0
4kTR, B Ry 2kT 2kTR. g4

(6.64)

avec o;",m donné par (6.61)et a,-?gﬂ =2elgeB.

Le facteur de bruit F' dépend ainsi de la résistance de la source. Il est minimum
pour une valeur particuliére optimum Rg, que I'on obtient pour la condition d F/d R
=0:

_ I 2kTrggl
Rep = Ou()l/oigﬁ = gml‘/ioli [+ ¢] (6.65)

Iﬁo elyg

Cette résistance optimum ne dépend pas directement de la résistance d’entrée R,
de ’amplificateur. Elle ne correspond en général pas 4 celle requise pour assurer une
adaptation de puissance (R;=R,).

Le facteur de bruit minimum vaut alors

Oyo1 * Oigp

o= 40 eR _
Fmin 2 kTB (6.66)

6.6.7 Exemple : étage amplificateur  transistor bipolaire

Pour un étage amplificateur 2 transistor en émetteur commun, le rapport Io//39
est le gain de courant 8 =1Icg/Iyq. La conductance de transfert vaut (chap. VIIL.1) 4
température ambiante

gm = IcolUr = elgo/(KT) = 40 - Icg AV~! (6.67)

et rg, usuellement dénotée ryye (§ VI11.5.3.4), est la résistance intrinséque de la base
prise en compte dans le schéma équivalent en w-hybride du transistor (fig. 6.17)

org = 2eBlcolB (6.68)
et
Oopr = 4kTB(rgy +8m 1/2) (6.69)

La résistance optimum de source vaut ici, par (6.65)

R = 8m VB ¥ 2rep’ * &m) (6.70)

£V =Em/P
b' / c

< Q- -
gmUb'e

schéma équivalent de bruit
Fig. 6.17
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et le facteur de bruit minimum, par (6.66)

Fuin = 1+VB (1 + 21y * gm) (6.71)

Sirpy =100 Q, f=100et Jog=1mA : g, =40 107> AV~ ¢t Ia résistance
de la source optimum vaut Ry, =750 £2. Dans ce cas, le facteur de bruit minimum
Fin=1,3 0u 1,14 dB. L’évolution de F en fonction de R est représentée sur la figure
6.18.

Alternativement, on peut rechercher le courant /oo qui minimise le facteur de
bruit pour une résistance de source donnée.

¥

|
|
I
1
0,1 I 10
Fig. 6.18

6.6.8 Spécification usuelle du niveau de bruit de transistors ou d’amplificateurs

On se contente généralement d’une indication globale. Dans ’hypothése ol la
densité spectrale de bruit (généralement spécifiée sous sa forme unilatérale) est cons-
tante, la variance de la tension équivalente de bruit propre ramenée i 'entrée est don-
née par

03011 = f CDJOn (f) df = @:Orz * -B V2 (672)
B

et la valeur efficace est
Ouon = V@uon * \/E (6.73)

Afin d’étre indépendant de la largeur de bande, on indique généralement la valeur

N3 VIV (6.74)

Par exemple : \/fb,fo,, =32 nV/+/Hz correspond i dJ:o,, =1024 - 107 "* V2/Hz
et pour une bande passante B = 10° Hz, on a affo,, =1024 - 1072 vZet Oyon =32 uV.

6.7 GENERATEURS DE BRUIT

6.7.1 Utilité d'une excitation aléatoire

Le bruit est généralement considéré comme un phénoméne indésirable. 1l existe
toutefois des situations ol il est souhaitable de disposer d’une source générant un bruit
de spectre et de puissance contralés [85]. C’est le cas, en particulier, lorsque 1’on veut
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soumettre un systéme de mesure ou de télécommunications 3 des essais permettant de

déterminer son degré d’insensibilité au bruit. D’autres applications concernent la simu-
lation de phénomenes aléatoires, la synthése de la parole, 'identification dynamique de
systémes linéaires, etc.

6.7.2 Types de générateurs

On distingue deux types de générateurs de bruit. Ceux simulant un bruit a partir
d’un signal pseudo-aléatoire (sect. 5.10) et ceux qui amplifient le bruit de fond fourni
par un composant approprié (diode Zener, tubes i gaz, etc.). Le lecteur intéressé trou-
vera plus de détails dans la littérature spécialisée [86].

6.8 EXERCICES

6.8.1 Calculer la puissance totale de bruit thermique obtenue pour une température
ambiante T, =290 K et une largeur de bande B, =3,1 kHz (voie téléphonique) et
B, =5 MHz (télévision).

6.8.2 Déterminer la valeur efficace de la tension de bruit thermique apparaissant aux
bornes du bipole de la figure 6.19 si la température est de 290 K et la largeur de bande
considérée est de 100 kHz.

R,=100Q
| ! - 0
—J

R, =1k Ry=1kQ

< -0
Fig. 6.19

6.8.3 Déterminer la valeur efficace de la tension de bruit totale apparaissant aux bornes
du circuit de fa figure 6.20 fonctionnant en régime linéaire si Uy =12 V, la températu-
re est de 290 K, la bande passante considérée vaut | MHz et la caractéristique de la dio-
de est I= I [exp(U/Up)—~1]avec I, =43 pA.

R=1kQ

— "]

JdO T 2

Fig. 6.20

6.8.4 Déterminer pour quelle valeur de Uy les contributions de bruit thermique et de
bruit de grenaille sont égales pour le circuit de la figure 6.20.



CHAPITRE 7

SIGNAL ANALYTIQUE
ET ENVELOPPE COMPLEXE

7.1 TRANSFORMEE DE HILBERT D’UN SIGNAL

7.1.1 Généralisation du concept de phaseur
En électrotechnique (chap. 1.8), on introduit la notion de valeur instantanée
complexe d’une grandeur sinusoidale u (¢) = U cos(wo f + @)

u(t) = Uexp[j(wet + a)] = Uexp(ja)exp(jwor)

U cos(wpt + a) +j Usin (wot + o)

(7.1)

ob U= |u] dénote le module, (wof+ @) = argu est la phase instantanée de u et « est
sa phase initiale, La grandeur réelle « () correspond ainsi a la partie réelle de la grandeur
complexe u (t).
Par (4.77), la transformée de Fourier de u (t) devient (fig. 7.1), avec fo = wo/(27):
F{u(®)} = Uexp(ja)s (f~fo)
= Us(f~fo)
ot U= Uexp (je) est le phaseur qui contient I'information d’amplitude et de phase ini-
tiale.

(7.2)

b F

US(f- fa)

0 fo
Fig. 7.1

La transformée de Fourier de la grandeur complexe u (t) est donc nulle aux fré-
quences négatives,
La transformée de Fourier de la grandeur réelle u (¢) vaut, elle, par (4.115)

F{u(t) = Ucos(wot +a)} = 3 Uexp(jaf/fo) [8(f+fo)+8(f~fo)]
(7.3)
Par conséquent, (7.2) correspond 4 la forme unilatérale de (7.3). Par (4.162)

Flu@®)} =2e(NHF{u@)}, f=0 (7.4)
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Par analogie, on peut étendre cette représentation complexe au cas des signaux
non sinusoidaux déterministes ou aléatoires [10, 17], en introduisant un signal complexe
dont la partie réelle est le signal x (¢). Cette représentation est limitée au cas de signaux
i valeur moyenne nulle dont le spectre ne contient ainsi aucune raie x 8 (f ) a I'origine.

7.1.2 Définition : signal analytique

On appelle signal analytique (fig. 7.2) une fonction complexe du temps dont la
transformée de Fourier est la forme unilatérale de celle de [a partie réelle. En notant
cette partie réelle par x (¢),1a partie imaginaire par X (¢) et le signal analytique par x ():

x(t) =x(t)+jx(r) (7.5)
avec
X(f)=F{x(®)}=X"(f) = 2e(f/)X(S) (7.6)
1 Im
\7(1)J ————————— x(1)
I
|
\
I
0 x(lt)
Fig. 7.2

7.1.3 Définition: transformée de Hilbert
En dénotant par X (f) la transformée de Fourier de la partie imaginaire X (¢),
on tire de (7.5), (7.6) et (1.20)

X(f)= X(f)+iX(f) = 2e(/)X(f) = [N+sen(HIX(f) (7.7
Par identification, on obtient: sgn(f) =] )?(f)/X(f ), d'ol
X(f) = ~jsgn(£)X(f)

= jsgn(=f)X(f)

L’expression de la partie imaginaire est obtenue par transformation de Fourier
inverse en utilisant la propriété (4.14). le résultat (4.89) et la quasi-symétrie (sect. 15.3)
des transformations directe et inverse (4.1) et (4.2) qui entraine que si X(f)=

F{x()}:X(6)=F" {x(-f)}:

(7.8)

x(t) = L=|=x(t) = 1 f *(7) dr (7.9)

mt T

L’expression (7.9) est la transformée de Hilbert du signal x (¢t), parfois dénotée
X (t)=H{x(t)}.Onla rencontre aussi en théorie des circuits (§ 1V.7.3.33) ol elle établit
un lien entre les parties réelle et imaginaire de la fonction de transfert d’un systéme
causal.
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La transformation inverse x (¢) = H™' {¥(¢)} est obtenue i partir de (7.8) en remar-
quant que

X(f) = jsen()X(f) = —jsgn(-f)X(f) (7.10)
d’olt

SR PN B 1C)
x(t) = = — () H‘J

t-7

dr (7.11)

Les transformées (7.9) et (7.11) sont définies comme des valeurs principales de
Cauchy.

7.1.4 Exemple

. Soit, par (4.117):x(t) = Acos(2nfot) ¢ “;—A [6(f+fo)+8(f—fo)] Par(7.8):
X(F)=GIDAB(f+fo) =8 (F—fo)] doi, par (4.118): ¥ (r)=A sin(2wfot). Le
signal analytique correspondant est x (f) = A exp (j2nfo1), ce qui justifie 'analogie déve-
loppée au paragraphe 7.1.1.

7.1.5 Exemple
Soit x(t)=Arect (¢/T). Par (7.9):
4 =
()="— f rect (r/T)« [t— 7] dr
T

— oo

T2 . A |t+T/2
= — f (t—7)'dr=—1In 5
LI T 1—=T/2

Ces deux fonctions sont représentées sur la figure 7.3.

bz
‘_\‘(1) t

13

-T2 0 T2

Fig. 7.3
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7.2 PRINCIPALES PROPRIETES

7.2.1 Linéarité

La transformée de Hilbert X (¢) d’un signal x (¢) est égale au produit de convolu-
tion de celui-ci avec une fonction g(¢)=(mt)™". C’est donc une opération linéaire qui
correspond (8 8.2.18) au filtrage de x (¢) par un systéme linéaire (fig. 7.4) de réponse
impulsionnelle g (¢).

x(t) ()= x(t)*Lme)!
g(t)y=(nt) \f—s

Fig. 7.4

7.2.2 Déphaseur pur
Les transformées de Fourier du signal et de sa transformée de Hilbert sont liées
par I’équatijon (7.8). On en déduit que les spectres d’amplitudes sont identiques:

X () = 1X() (7.12)

alors que les spectres de phase ne différent que par un déphasage constant
v T
arg X(f) = arg X(f) =~ sgn (f) (7.13)

Le systéme de la figure 7.4 se comporte comme un déphaseur pur de = 7/2. Le
signal x (1) et sa transformée de Hilbert X (¢) sont dits en guadrature.

7.2.3 Orthogonalité

Le produit scalaire <x, X>> est nul. En effet, en introduisant (7.8) dans le théo-
réme du produit (4.67)

<x,E> = 9(0) = [ x(F@)dr = [ XN () X(r)df

—co

i [1X()1Psen=£)df =0 (7.14)

Le signal x (¢) et sa transformée de Hilbert X (¢) sont des fonctions orthogonales
sur P'intervalle — oo <<=, Cette propriété s’observe facilement sur la figure 7.3.

7.2.4 Produit de convolution
Soit z () = x(t)*p(t), alors

It)=x(@)xy () = x(t) =y () (7.15)
En effet, par (4,14), Z(f) = X(f) Y(f) et par (7.8):

Z(f)=JiZ(f)sen(-f) =X (f)Y{f)sgn(~f)
=X(NHY() =X Y() (7.16)
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On a également:

x(t)xy(t) = —-x(t)*p(r) (7.17)

7.2.5 Produit de deux signaux dont les spectres ont des supports disjoints et I'un est de
type passe-bas
Soit z(t)=a(t)y(t)avec A(f)=0pour [f|>Bet Y(f)=0 pour [f|<B, alors

Z(t) = a(t)y (1) (7.18)
En effet, on vérifie aisément que dans ce cas
Z(f)=isen(=)Z(f) = jsen (1) [A(f)+Y(])]
= A(f)xjsgn(=f) Y (S) (7.19)

7.2.6 Intercorrélation

Soit Py, (7) =X (=7) * (1) ou vy, (7)=x(=71) %y (7) la fonction d'intercorréla-
tion de deux signaux réels 4 énergie finie ou puissance moyenne finie. Par une procédure
semblable a celle suivie au paragraphe 7.2.4, on montre que sa transformée de Hilbert est
égale a

Szxy(‘r) =.‘:’.\'§(T) = _Szf)'(T); ‘ny(T) = 50_07(7) = -‘p}y(f) (7.20)
En particulier, si ¥ () =x(¢), on obtient

Se(0) = xx(1) = —Bpa(1): Do) = @rz(1) = —gga(r) (7.21)

7.2.7 Signal causal

Envertu de (2.25) et (4.89), les transformées de Fourier des parties paire et impaire
d’un signal réel causal sont, a un facteur j prés, des transformées de Hilbert I'une de
Fautre.

7.2.8 Représentation en fonction des parties du spectre a fréquences négatives et
positives
Soit un signal réel & valeur moyenne nulle

x(ty= [ X(f)exp(j2nfrydf (7.22)

—eo
avec
0

x(t) = [ X(f) exp(j2aft)df (7.23)

—-co

x(t) = [ X(f)exp(jamfryds (1.24)
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Ces deux composantes du signal x (¢) sont conjuguées complexes ['une de ['autre:
2, (£)=xZ(¢). Elles sont directement liées au signal analytique, en vertu de (7.6 ):

¥, (t) = 7x() =73 [x(D)+Fjx() (7.25)

x_(f) = 5x* () = 7 [x()=jx@)] (7.26)
d’olt les relations:

x(1) = x () +x.(1) = T[x(@)+x* ()] (127)

£() = § L0 -x 0] = 2 [ O -2 () (7.28)

7.2.9 Autocorrélation et spectre de signanx a énergie finie

Les densités spectrales d’énergie et les fonctions d’autocorrélation d’un signal a
énergie finie x () et de sa transformée de Hilbert sont identiques. En effet, par (4.55)
et (7.12)

b (f) = 1X()I? = IX(NHI? = dz(/) (7.29)
et par transformation de Fourier inverse
o (7) = 03 (7) (7.30)

Des résultats semblables sont obtenus dans le cas de signaux déterministe ou aléa-
toire 4 puissance moyenne finie.

7.2.10 Signaux aléatoires

Bien que la définition du paragraphe 7.1.2 ne s’applique pas formellement au cas |
des signaux aléatoires — dont la transformée de Fourier n’est pas définie — le concept de
signal analytique et de transformée de Hilbert s’étend sans autre i cette catégorie de
signaux. Le signal analytique (7.5) d’un signal aléatoire stationnaire, ergodique, et a
valeur moyenne nulle x (¢) est obtenu en lui adjoignant une partie imaginaire X (¢) défi-
nie par la convolution (7.9). On a alors, de maniére analogue a (7.29) et (7.30), identité
des fonctions d’autocorrélation et des densités spectrales de puissance:

Rg(r) = Re(7) (7.31)
et donc

Dz(f) = 2x(f) (7.32)
De plus, par analogie avec (7.21)

Ry(1) = Reg (1) = ~ Rz (7) (7.33)
avec en particulier

Rez(0) = Rzx(0) = 0 (7.34)

ce qui entraine que le signal aléatoire x (¢) et sa transformée de Hilbert X (¢) sont non
corrélés (et done statistiquement indépendants dans le cas d’une distribution gaussienne
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en vertu du paragraphe 5.7.3, puisque la transformation de Hilbert est une transforma-
tion linéaire et que celle-ci conserve le caractére gaussien).
De (7.8) et (7.33), on tire également les équivalences

F{R (1)} = jsen(—f)®,(f) = ®yz(f) = — O3, (f) (7.35)

72.11 Démonstrations
Les résultats du parapraphe précédent s'obtiennent facilement en observant que,
pour un signal stationnaire et ergodique, on peut écrire, en utilisant la relation (5.59),

Rz(r) = X(-71)¥X(r) = x(=7)* (an) ' Fx(7) * (n7)”"

Ro(r)* [(=mr)™ # (m1)™'] = Ry(r) » F™' {jsgn(f)jsgn(-f)}
= Re(r) * FTH{1} = Ry (1) # 8(1) = Ry (7) (7.36)

D’autre part, en tenant compte également de (7.17)

Re(r) = Re(m)* (r1)™ = x (- 1) Fx(7) * (n7)""

x(—=7)Fx(r) = =X (~1)*%x(7) (7.37)

= Ryezx(1) = ~ Rz (7)

avec, en particulier:

ca

Ryz(0) = fF{Rx(T) # (nr)'Ydf =] fq’x(f)sgn("f)df= 0 (7.38)

—co

puisque &b, (f) est une fonction paire et sgn(—f ) est une fonction impaire.

7.2.12 Double transformation de Hilbert
D’une maniére générale, on a
$(t) = -x(1) (7.39)

Ce résultat se déduit directement de (7.15) et (7.17).

7.2.13 Fonction d'autocorrélation et densité spectrale du signal analytique
La fonction d’autocorrélation du signal analytique x (1) associé au signal aléa-
toire réel x (¢) est donnée par la relation

Ry () = 2[Re(r) +j Ry ()] (7.40)

ol féx (r)=H{R, (r)}. L’expression (7.40) a aussi la forme d’un signal analytique.
La densité spectrale du signal analytique x () est alors liée A celle du signal aléa-
toire x (¢) par la relation

Dy (f) = 4e(f) D (f) = 20%(f) (7.41)

ol €(f) est le saut unité défini par (1.20). Cette relation est illustrée par I’exemple de
la figure 7.5.
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o ()

Dy ()

-

Fig. 7.5

7.2.14 Démonstration

Le signal analytique étant une fonction complexe, sa fonction d’autocorrélation
vaut, d’apres (5.78), (7.31), (7.33):

Re(m) = E[x7 (1) x(¢+7)]
Ry (r) + Rz(7) +jRyz (1)~ Ryx (1) (7.42)
2[Ry (1) +j Ry (7)]

i

il

Par transformation de Fourier et (7.35)

Dy (f) = 2[1+ 580 ()] B()
4e(f)@u(f) = 20%(S)

]

(7.43)

7.3 ENVELOPPE REELLE ET PHASE D'UN SIGNAL '

7.3.1 Forme polaire du signal analytique
La forme cartésienne (7.5) du signal analytique est équivalente  la forme polaire
(fig. 7.6)

x(t) = ro(0) exp[i 6 (0] (7.44)
dont le module vaut
re(t) = @) = Vx*()+x* (1) (7.45)
(1 x()

Fig.7.6
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et I'argument est

¢y (1) = argx () = arctan [x(r)/x ()] (7.46)

7.3.2 Modeles de 'enveloppe et de la phase instantanée d’un signal. Définitions

Un modeéle de I’enveloppe d’un signal x (¢) est, par définition, le module r(¢) du
signal analytique x (¢). D’autres définitions peuvent aussi étre proposées [87].

Le modéle de la phase instantanée du signal x (f) est, par définition, argument
¢ (t) du signal analytique x (¢).

7.3.3 Définitions: pulsation et fréquence instantanées
La pulsation instantanée est égale i la dérivée de la phase instantanée par rapport
au temps:

wi(t) = do,(r)/dt (7.47)
et la fréquence instantanée vaut, par conséquent

PURE 1 B MO X ()% () - % (D)% (¢)
' 27 2 dt 21k (1)
ol x(r) =dx/dz.
Cette fonction correspond approximativement a la sortie d’un circuit discrimina-
teur de fréquence.

(7.48)

7.3.4 Exemple: signal sinusoidal

Pour un signal de type sinusoidal x (f) = 4 cos (wp  + @), on obtient, selon I'exem-
ple 7.1.4, X (£)=Asin (wot +a) et x(r)=Aexp[j(wot+a)], d’olt 'enveloppe r, (¢) =
|4]| et la phase instantanée ¢ ()= wot +a. La pulsation instantanée w;(t)=de, (t)/
dt = wyp et la fréquence instantanée f;(¢) = w;{¢t)/(27)=fo.

Les définitions des paragraphes 7.3.2 et 7.3.3 sont donc cohérentes avec les con-
cepts traditionnels de phase, de pulsation et de fréquence. De plus, le modéle proposé
d’enveloppe d’un signal est conforme i la notion intuitive que I'on peut s’en faire dans
ce cas.

Par (7.41), la densité spectrale du signal analytique associé au signal sinusoidal
est @, (f)=A*8(f—fo) et la fonction d’autocorrélation correspondante vaut ¢y (1) =
Arexp(j27foT).

7.3.5 Exemple: signal sinusoidal modulé

Soit un signal sinusoidal dont Pamplitude a (¢) est une fonction du temps de spec-
tre passe-bas, nul pour |f| > B avec B<[fa=wgo/(2m): x(t)=a(t) cos(wet +a). Sa
transformée de Hilbert vaut, par (7.18) et 'exemple précédent : X () = a (¢) sin (wqgt +
). Le signal analytique correspondant est ainsi x (#) =a(¢) exp [j{wo? +a)] d’olt I'on
tire 'enveloppe r, (¢) = |z (¢)| et la phase instantanée ¢, ()= wet + a.

Ce signal et son enveloppe sont représentés sur la figure 7.7.
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] x(t) = alt) cos(wyt + )

enveloppe r (¢) = la(r)l

R by

—r (1)

Fig. 7.7

7.3.6 Exemple: signal transitoire
La figure 7.8 représente un signal transitoire y (¢) produit par I’enclenchement
d’un moteur électrique et son enveloppe selon (7.45) calculée a I'ordinateur.

y{(r)

enveloppe ry, (1) = ly(nl

7.3.7 Exemple: signal aléatoire
La figure 7.9 représente un signal aléatoire (simulé en fait 4 'ordinateur par un
signal pseudo-aléatoire) et son enveloppe calculée.

‘\z(f)

enveloppe r.(4) = lz()l r

Fig. 7.9
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7.3.8 Statistique de I'enveloppe et de la phase instantanée d’un bruit gaussien

Si n(t) est un bruit gaussien a valeur moyenne nulle et variance o2, sa transformée
de Hilbert 72 () =#n (t)* (mt)”" est également un bruit gaussien, de méme variance en rai-
son de (7.31), non corrélé — et donc indépendant — en raison de (7.34).

L'enveloppe r,, (t)=[n?(¢t)+12(¢)]"/? est donc elle-méme une grandeur aléatoire
dont la distribution statistique est facilement obtenue en effectuant la transformation de
coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires décrite au paragraphe 5.1.23.

Pour 1 (¢) et 11(¢) gaussiens, la densité de probabilité de 'enveloppe est la loi de
Rayleigh (5.52) reproduite ci-dessous:

'n o
pr(ry) = — exp
n

T .
— R > .
2012! } S - 0 (7.49)

La phase instantanée est, elle, une variable aléatoire uniformément distribuée, selon (5.53),
et indépendante de ’enveloppe, selon (5.54):

1
Py (@) = Py 0< ¢ <27 (7.50)

7.3.9 Distribution.de I'enveloppe et de la phase instantanée d’un signal additionné de
bruit gaussien
Soit un signal perturbé

x(t) =s()+n() (7.51)

oi1 s () estunsignal utile et 1 (#) un bruit gaussien 4 valeur moyenne nulle et variance g2.
L’enveloppe du signal perturbé est donnée par

re() = VxE(O+32(@) = VO +n O + (O +r(0]? (7.52)
En posant:
x =§+n = rocosp;, X =§+n=rsing (7.53)

et en utilisant la transformation de coordonnées cartésiennes en coordonnées polaires
(§ 5.1.23), on obtient aprés introduction de n et 1 tirés de (7.53) dans (5.49) et évalua-
tion de (5.47),

Iy (s—rycosg)® + (5—rysing,)?
pr(b(rx»d’x) = 52 exp |~ 52
<M0n =0n (7.54)
_ Ix C‘(p|:— ri'+"§ p[rxrscos(¢x_¢:)]
2na} 202 a}

ol

rs(f) = Vs* (1) +5% (1) (7.55)

est 'enveloppe du signal utile seul, avec s =r, cos ¢, et § = rgsin ¢y,
En introduisant I’expression de la fonction de Bessel modifiée d’ordre zéro {88]

1 2T
fo(@) = 5= f exp(acosg)do (7.56)
"o
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on obtient, par I'intégration de (7.54) par rapport 4 ¢ =@, — ¢, la densité de probabilité
de Penveloppe r (¢), appelée distribution de Rice-Nakagami (fig. 7.10)

r r2+rz rer
Pr(ry) = — exp [~ ; ;s}'%( ) D e >0 (7.57)
On 204 On

Fig. 7.10 Distribution de Rice-Nakagami pour différentes valeurs du rapport signal sur bruit
e=rifo}.

En I'absence de signal utile: s (¢) =0, r(z)=0 et r,. (t)=r, (¢). La valeur I, (0)=1
et (7.57) s’identifie a (7.49).

Dans le cas d’un simple signal sinusoidal s (t) = 4 cos(wp t +a), r{t)=1Al.

La distribution de Rice-Nakagami intervient dans Pévaluation des performances de
systémes de télécommunications et de radar utilisant la détection d’enveloppe. A fort rap-
port signal sur bruit £ = r2 /03, elle se rapproche d’une loi de Gauss.

La distribution de la phase instantanée est obtenue par intégration de (7.54) par
rapport i ry [24]:

Ps (@) = (2m) " exp [~ ri/(20})]- {I+yVmexp(y?) [I+erfy]}  (7.58)
oll y=rgcos ¢/(\/50,,) et erfy est la fonction d'erreur définie par (14.108).

7.3.10 Définition : phaseur aléatoire .
Certains phénomeénes aléatoires peuvent étre représentés par une somme vectorielle

de composantes aléatoires. Chaque composante est alors décrite par un vecteur du type
(7.44)

xp = rexp(jdr) (7.59)
dont le module ry, et la phase instantanée ¢, sont des variables aléatoires. Un tel vecteur -
est appelé phaseur aléatoire.

L’étude d’'un phénoméne correspondant & un tel modéle revient a considérer le
comportement d’un phaseur résultant

rexp(j@) = kZD r exp (j ;) (7.60)

possédant aussi un module aléatoire r et une phase aléatoire ¢ (fig. 7.11).
On donne parfois & ce type de phénoméne le nom de marche aléaroire.
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Fig. 7.11

7.3.11 Applications

Ce modéle permet de décrire le comportement de ’enveloppe d’un signal d’ampli-
tude et de phase données auquel est ajouté du bruit représenté par une somme de pha-
seurs aléatoires.

It peut aussi étre utilisé pour caractériser les fluctuations aléatoires affectant la
transmission d’un signal radioélectrique lorsque plusieurs signaux de méme fréquence
interférent les uns avec les autres. Ces interférences peuvent étre dues a de multiples
réflexions, sur les couches ionisées de I’'atmosphére par exemple (fig. 7.12), ou causées
par des turbulences atmosphériques provoquant des variations locales de I'indice de
réfraction. Ces fluctuations engendrent un phénoméne d’évanouissement (en anglais:
fading).

ionosphére ou troposphére

Un modéle approximatif de ce type de perturbation est obtenu en décomposant
le signal reu en une somme de termes correspondant aux contributions respectives de
’onde directe et des muitiples ondes réfléchies:

n
rexp (i) = roexp(jgo) + 2. reexp(jdx) (7.61)
, k=1 «
onde ondes
directe réfléchies

La phase de I'onde directe ¢, peut étre prise, pour simplifier, comme phase de référence
(fig. 7.13).
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Fig. 7.13

La méthode générale de résolution fait intervenir 4 nouveau la transformation de
coordonnées cartésiennes x et y en coordonnées polaires r et ¢ (§ 5.1.23) avec:

n n

X = rcos@ = Z Xp = t;. COS@, (7.62)
k=0 k=0
n n

y =rsing = Z Yie = Z Iy Sin @y (7.63)
k=0 k=0

Connaissant les propriétés statistiques des ry et §,, on en déduit la densité de
probabilité conjointe p (x,y) de x et y. On peut ensuite, en utilisant le résultat (5.47),
déterminer la densité de probabilité conjointe p (r,¢ ) des variables r et .

Les densités de probabilité marginale sont alors données par

2m

pe(r) = f p(r,p)de (7.64)
0

pe@) = [ pn)dr (7.65)
0

7.3.12 Somme de phaseurs aléatoires indépendants: phaseur de Rayleigh
Considérons la somme (avec ry = 0, ondes réfléchies seules)

rexp(j@) = kZ reexp(i@y) (7.66)
=1

ol tous les phaseurs x, = r, exp ( j¢, ) sont statistiquement indépendants. On suppose
de plus que les variables r sont identiquement distribuées et que la densité de proba-
bilité des phases ¢, est uniforme:

1
Dy (@)= EyE 0<¢<2m (7.67)

On suppose également que les variables r;. et ¢, sont indépendantes.
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Si la sommation est effectuée sur un nombre 2 de termes assez grand, les variables
aléatoires

n

X = Z vy COSP (7.68)
k=1
n

y = 2 resingg (7.69)
k=t

sont approximativement gaussiennes en vertu du théoréme de la limite centrale (§5.5.3).
De plus, ces deux variables sont aussi non corrélées:
n n
Exy] = AZ IZ E[r. 1] E[cosgysing,] = 0 (7.70)
c=1 I=1
. car E[cos @, sing,] =0 pour tous & et /. Il s’ensuit que les variables gaussiennes x et y
sont statistiquement indépendantes. Leur valeur moyenne est nulle

n

E[x]= 2 Eln]Efcosg] =0 .1
k=1

Ely] = Z E[r,]E[sing;] =0 (1.72)
k=t

car E [cos @] =E [sin ¢, ] =0 et leur variance est donnée par

0? = E[x*] = E[y?] = %E[r;] (7.73)
car
E[x*] = ) E[r}]E[cos® §;] (7.74)
k=t
et

17 1
E[cos? @] = e f cos? ¢y dyy = 3 (7.75)
o
En procédant i la transformation en coordonnées polaires, on constate que 1’enve-
loppe r et la phase ¢ du processus possédent respectivement, comme au paragraphe 7.3.8,
une distribution de Rayleigh (7.49) et une distribution uniforme (7.50). La résultante
rexp (j@) est parfois appelée phaseur de Rayleigh.

7.3.13 Somme d’une constante et d’un phaseur de Rayleigh
Si, dans I'expression (7.61), on considére r, comme une constante et ¢ =0 (en
d’autres termes ¢ est prise comme phase de référence), on a

n

rexp(i®) = ro+ ) v exp(jgy) (7.76)

k=1

Ce cas correspond 4 une transmission avec onde directe. La densité de probabilité
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conjointe des variables aléatoires x et y devient alors

1 (x—rp)* +y*
Pxy(x,¥) = g2 P [— By a— (7.77)
La transformation en coordonnées polaires donne
1 (rcos¢—ro ) +risin®¢
Pro (r,¢) = exp |~ .
2mo~ 20° (7.78
r ﬂ-l-r%} [rorcosd)] 78)
= ex - o] exp 2
Tmg? T 20° c*

avecr=20et 0< g < 2. ;
En intégrant par rapport a ¢ et en introduisant expression intégrale (7.56) de
la fonction de Bessel modifiée, on retrouve pour I'enveloppe la distribution de Rice-

Nakagami (7.57):
rr
I ( °) (7.79)
i

r r2+r3
pr(r) = —5 exp|— 5
g 20-

La distribution de la phase ¢ est, elle, identique a (7.58).

7.4 ENVELOPPE COMPLEXE ET REPRESENTATION DES SIGNAUX
A SPECTRE PASSE-BANDE

7.4.1 Définition de ’enveloppe complexe
Soit le signal analytique x (¢) =x(t)+jx (¢) et une pulsation arbitraire wq = 27fj.
L’expression

r(t) = x()exp (—jwot) (7.80)

est appelée enveloppe complexe du signal réel x (¢). Les parties réelles et imaginaires sont
notées a (f) et b(¢), son module et son argument sont 'enveloppe réelle r(r) et une
phase instantanée « () liée a celle du signal analytique ¢ (¢) et dépendante du choix de
wp (fig. 7.14):

r(@®) =a@®+jb(e) = r)exp[ja(n)] (7.81)

avec

a(t) = ¢ (2)—wot = arctan [b(t)/a(t)] (7.82)

r(t) = Va*(@)+b*(1) (7.83)

En développant (7.80), on obtient par identification

et

a(t) = r(t)cose(t)] = x(t)cos{wot) + X (¢)sin(wet) (7.84)
b(r) = r(¢)sin [@(?)] = X (¢) cos (wot) — x (¢) sin (wo?) (7.85)
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Im
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\\ o(1) o I
- wWol } Re
0 (1)
Fig. 7.14
- ou inversément
x(t) = Re{r(r)exp(jwot)}
= r(t)cos [wot +a(r)]
= a(t)cos(wet)— b (t)sin(wet) (7.86)
et
X(t) = r(t) sin[wot + a(t)]
= b (1) cos(wpt) +a(t)sin(wet) (7.87)

Les fonctions a (¢) et b (¢) sont appelées respectivement les composantes en phase
et en quadrature du signal x (r). Si celui-ci est aléatoire et stationnaire au sens large, a (¢)
et b(r) sont aussi des signaux aléatoires stationnaires.

L’enveloppe complexe définie par {(7.80) est liée au signal analytique. Cette repré-
sentation n’est pas unique, mais elle est jugée optimale [89].

7.42 Théoréme ]
Soit x (#) un signal,aléatoire ou non, a spectre &, (f ) passe-bande (fig.7.15) c’est-
a-dire nul excepté dans 'intervalle de fréquence f; < |f | <fa,avec 0<f; <[y <o,

b (N

TN = 5 () \ /% L MOES T NUEE X oI

d\ AN

~fy —fo —fi 0 i fo 1
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Alors x (r) peut s'écrire sous la forme (7.86) avec

Ou(f) = g [P (~f~fo) + D, (f~Sfo)] (7.88)
ol

D, (f) = D (f+fo) =20, (S /o) = 2[Pa(f) +]bay ()] (7.89)

est la densité spectrale de I’enveloppe complexe, fonction réelle non négative, mais pas
nécessairement paire en f.
Les densités spectrales des composantes a (¢) et 6 (¢) sont ici identiques

b, (f) = Dp(f) = (@, (F)+ B (=1 )]
T B +fo) + Bi(fo =1 )]

(7.90)

I

Elles occupent une largeur de bande 2 B, centrée sur l'origine f=0, avec

B = max(1fi=fol, |f2 = Sol) (7.91)

Si fi <fo<fa:a(r)et b(r)sont des signaux a spectre passe-bas.
Si fo <f;, 'enveloppe complexe est elle-méme un signal analytique: r (£) = a(7) et
b(t)y=a(r) car @L(f)=2(b;(f):d>g(f).

7.4.3 Démonstration
Par (5.78),(5.198), (7.80) et (7.81) et par analogie avec (7.31) et (7.33)

Ry () = E[r"(0)r(r+7)] = 2[Re(r) + Ry (7)]

. (7.92)
= R§(T) exp(—j2nfoT7)
et par (4.17)et (7.41)
B, (1) = 20 (£) [P (N] = B[ +fo) = 205(F+So)  (793)
Ainsi
Bp(f) = FOHF)+ DU
1 (7.94)

T @, (~f=fo) + @, (f=fo)]

La densité spectrale de ’'enveloppe complexe est réelle et non négative en raison
de la symétrie hermitienne de la fonction d’autocorrélation d’un signal complexe. Elle
est paire en f si les composantes & (¢) et b (¢) sont orthogonales.

La densité spectrale de a (¢) ou b () s'établit, & partir de (7.84) ou (7.85), par
transformation de Fourier de la fonction d’autocorrélation correspondante. Par exemple

R (r) = Ela(t)a(t +7)]

L [Ry (1) + Rg(m)] cos(wo ) + 5 [Rex (1) = Rz (1)] sin (wq7)
(7.95)

Avec. par (7.31) et (7.33), R (1) = Rz (1), Ry5(7) = — Ry (7) et, par (7.35), Py, (f) =

=D :(f)=jP.(f)sgn([f), on obtient aprés transformation

1]




SIGNAL ANALYTIQUE ET ENVELOPPE COMPLEXE

M

A

. (f)

X M3

"\

=/

~fo —f 0 Hi o fo

VL (f+ 1)

/T~

-~

H—fs O f2=fe

T®, (f~fp)

fo=/fa 0 Jo N

2 O+ fo)sen(fF+ fo)

/T~

hi—fe 0 fa=fo

";_“I’x (f=fa) sen(f—fp)

— N\

fo—h 0 fo—h

b o, (1) = 0,0

f

211



I~
—
2

THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

D (f)*x 5 [6(F+fo)+8(f—fo)]

+ @ (f)sgn(f)* 5 [6(f+fo)=8(f~fo)]

T B (f o)+ B(f—fo) + 5B (f+fo)sen(f+fo)

— 3 @ (f~fo)sen(f~fo)

@ +f) + ®L(fo=f)] = )+ @, 1)) (1.96)

G, (f)

il

il

et la larpeur de bande occupée vaut 2B avec B=max (|f;—fol, |f2 —fol) ainsi que cela
est illustré sur la figure 7.16 pour le cas ot f; < fy < f>.

7.4.4 Commentaire

Un signal a spectre passe-bande est donc uniquement déterminé par ses composan-
tes en phase a (t) et en quadrature b (f), donc par sa seule enveloppe complexe r () =
a(t) +jb(t)=r(r)exp[jo(t)] quiest l'analogue du phaseur U=Uexp (jo) d’une gran
deur purement sinusoidale.

Si £ < fo < f2, ces composantes sont de type passe-bas, de fréquence maximum B
Chacune d’elles peut étre représentée par une série cardinale du type (3.82). Cette pro-
priéié est mise 4 profit dans I'établissement du théroéme d’échantillonnage des signaux
de type passe-bande énoncé au paragraphe 9.3.8.

Il résulte de (7.90) que les puissances (variances) des composantes a (¢) et b (2)
sont identiques et égales a celles de x ().

7.4.5 Cas particulier
Si la densité spectrale ®, (f) est localement symétrique par rapport a *f,. c’est-
a-dire si

BL(f+fo) = DL (fo—f) (7.97)
la relation (7.96) se réduit a

@ (f) = BL(F+fo) = 5D (f) (798)
d’oli

B (f) = TR+ FDi(-1)

T &, (f~fo) +5 D (f+So) (7.99)
() x5 [8(F~fo) +8(f+o)]

Par transformation inverse, la fonction d’autocorrélation devient dans ce cas
(fig. 7.17)

R, (1) = Ry(r)"cos(wqT) (7.100)

It

Les composantes () et b (t) sont ici orthogonales: Ry, (1) =0 et ®y, (f)=0.

Ainsi, un signal a spectre passe-bande localement symétrique est équivalent a une
oscillation sinusoidale de fréquence f. multipliée par une composante indépendante de
type passe-bas a (£). C'est le signal sinusoidal modulé de ’exemple 7.3.5, dont I’envelop-
pe réelle est |a(t)].
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@, (f)

T 1 T

—fo 0 fo

Ry (1)

7 \\\ /Ra(T)
{/ﬂ//\//\,n /\ R\\/‘\‘/\"‘r .
— _\\/“\/\\v \] V /\/”\./’__SJ_-

7/

Fig. 7.17

7.4.6 Signaux a bande étroite et cas gaussien
Sifo —fi<€ fo avec f1 < fu < f3, les composantes en phase @ (f) et en quadrature
b (t) sont & variation lente. Il en va de méme de I'enveloppe réelle r(¢) et de la phase a(t).
La fréquence instantanée (7.48) devient
1 de -a
filty = o+~ 280 o, @ 0BO 20D
2 dt 2afa(t) + b7 ()]
Dans le cas d’un signal (ou bruit) aléatoire gaussien a bande étroite de variance g2,
les composantes 2 (¢) et b () sont elles-mémes des signaux gaussiens indépendants, de
méme variance o2 et 4 spectre passe-bas. La phase a(r) est uniformément distribuée en-
tre 0 et 21 et ’enveloppe réelle r (¢) posséde la distribution de Rayleigh (7.49).
Si le signal posséde un spectre ®..(f)= -;— n {rect [(f+ f,.)/B] + rect [(f—f.)/Bl},
on a par (7.90), en posant fy = fi., ®,(f) =D, (f ) =nrect (f/B) avec 02 =02 = o; =nB.

(7.101)

7.4.7 Application a la représentation vectorielle d’un signal perturbé

Considérons un signal sinusoidal § () = A4 cos (wo £+ ) de fréquence f, et de phase
aléatoire a, perturbé par du bruit additif 52 (f) a bande étroite centrée sur f,. Conformé-
ment au modéle développé précédemment, on peut écrire (fig. 7.18)

n(t) = a,(t)cos(wet + a)— b, (¢t)sin (wet + a) (7.102)
et

x(t) = s(t)+n(r)

[A+a, (t)] cos(wot +a)— b, (¢) sin(wet + @) (7.103)
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trajectoire de x(t)

Fig. 7.18

L'extrémité du vecteur x (t) décrit dans le temps une trajectoire aléatoire dans le
plan complexe. Lorsque n1(t) est a bande étroite, la vitesse relative de I'extrémité du
vecteur x (t) est faible vis-a-vis de la vitesse angulaire wyg.

Cette représentation est d'une grande utilité pour I"évaluation de I'influence du
bruit additif sur les signaux modulés. La composante en phase intervient dans I'étude de
la démodulation d’amplitude et la composante en quadrature dans celle de ta démodula-
tion anpulaire (phase ou fréquence).

D'une maniére générale, la représentation (7.86) des signaux a spectre passe-bande
facilite 'étude théorique des méthodes de modulation utilisant une porteuse sinusoidale
(chap. 11).

o 7.4.8 Application au radar: fonction d’ambiguité. Définitions
Considérons I'émission d’une impulsion radar décrite par

5(2) = ro(t) cos [wot + a(t)] (7.104)

dont Penveloppe r¢(t) et la phase a(#) sont des fonctions réelles i variation lente vis-i-vis
de wet.

Le signal d"écho per¢u est retardé par rapport au signal émis d’'une quantité ¢,
proportionnelle 4 la distance de I'antenne i la cible et sa fréquence est décalée par effet
Doppler d’une quantité fy proportionnelle i [a vitesse radiale de fa cible (sect. XTI 8.1).
Son amplitude, enfin, est réduite par un facteur d’atténuation A.

En utilisant le formalisme d’écriture du signal analytique, les signaux d’émission et
de réception sont représentés respectivement par ’

s = r(exp|jwol] (7.105)
et
() = k,s_(r—to)exph?ﬂf‘cj(t—fo)] (7.106)
=kr(t—to)exp[i2n(fotfa)(t=to)]
ol
) =a()+jb(t) = re(e)expja(r)] (7.107)

est 'enveloppe complexe (7.80).
Si plusieurs cibles sont présentes dans le volume illuminé par le faisceau radar, un
probléme de résolution est posé puisque plusieurs échos seront a identifier. De plus, le
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signal radar est généralement formé d’un train périodique d’impulsions et non d’une
impulsion unique, ce qui peut créer des ambiguités. En effet, si deux cibles sont situées
['une par rapport a I'autre a une distance correspondant a un multiple de I'intervalle de
temps séparant deux impulsions, elles seront difficiles & discriminer. Une ambiguité du
méme ordre existe aux fréquences multiples de 1a fréquence f; lors de I'estimation des
vitesses radiales par mesure du décalage Doppler.

Supposons que le signal émis soit représenté par le signal analytique s () et que
le signal pergu en retour, di 4 la somme des échos s, (f) et §;, (¢) de deux cibles, soit le
suivant (I'un des échos est pris comme référence temporelle, les atténuations sont sup-
posées égales et seul I'écart » des décalages Doppler est pris en compte, pour simplifier)

(1) = k=s(r)exp(~—j27rvt)+k__§(t+r) (7.108)

Pour obtenir une bonne résolution, il faut que le signal s (¢) choisi, ¢’est-a-dire en
fait 'enveloppe complexe r {¢), soit tel que les contributions dues aux deux échos soient
aussi différentes que possible pour une trés large gamme de valeurs de 7 et ». On cherche
donc a maximiser la distance euclidienne (3.3)

d(sr8r2) = k2 [ 150 exp(-j2mve) - s(e+ )7 de

—oo

o oo

21c1; fl__.g(t)l’dt—Re[ fé*(r)g(wr)exp(jznut)dt]%

-0 -0

It

(7.109)

La premiére intégrale de (7.109) est I'énergie de ’enveloppe et la seconde est un
produit scalaire: une sorte de fonction d’autocorrélation bidimensionnelle en 7 et » dont
il faut minimiser le module pour 7 # 0 et v 5 0 de maniére a obtenir une bonne résolu-
tion.

Avec 5(¢£)=r (1) exp (jwot), cette seconde intégrale devient

I(r,v) = exp (jwoT) X (7,¥) (7.110)
avec

oo

x(r,v) = fr[*(t)i(t+7)exp(j2nvt)dt (7.111)

—ca

Selon les auteurs [11, 27, 67,90, 91, 92]. la fonction x (7, »), son conjugué complexe ou
son module carré | x (7, »)|* sont appelés fonction d‘ambiguité du signal.

La signification de cette fonction est la suivante: deux cibles dont les échos diffé-
rent d'un retard 7 et d’un décalage Doppler » ne peuvent pas étre distinguées si |x(7,7)]?
est égal a |x (0, O)I2 et sont difficiles & distinguer si |x(r,»)|® est presque égal a
1x(0,0)]7.

En appliquant le théoréme du produit (4.67), la fonction x (7, ») peut aussi s'écrire

o

x(r.v) = f R(f) R*(f+v)exp(j2mfr)df (7.112)

-0

o R(f) = F {1 ().
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En particulier, on tire de (7.111) la projection

oo

x(r.0) = [ r* O r@+ndr =

—co

(7) (7.113)

-
qui est la fonction d’autocorrélation (4.38) de I'enveloppe complexe. Pour une bonne
résolution dans I’estimation de distance, cette fonction devrait se rapprocher le plus pos-

sible d’'une impulsion de Dirac.
De maniére analogue. on tire de (7.112) le résultat

o

x(0.) = [ R(F)R(f+v)df = $5() (7.114)

—oa

qui est une fonction d’autocorrélation fréquentielle de la transformée (spectre) de 'en-
veloppe. A nouveau, pour une bonne résolution dans I'estimation de vitesse radiale. cette
fonction devrait aussi se rapprocher le mieux possible d'une impulsion de Dirac.

La valeur i l'origine

x©0.0) = [ 1r@1Fde= [ [R(IFdf =W (7.115)

correspond & I'énergie de ’enveloppe. Celle-ci est elle-méme égale au double de P’énergie
du signal réel s ().

La fonction |x (7,v)|? décrit une surface au-dessus du plan 7, », de valeur maximale
|x (0,0)|2. Une indication de la résolution combinée en temps et en fréquence est four-
nie par aire A de la base d’un cylindre, de hauteur égale 4 W2 = |x (0, 0)|? et de volume
identique 4 celui compris sous la surface |y (r,7|*, appelée aire effective d‘ambiguité :

A= W2 -fflx('r,u)lzd‘rdv (7.116)

On montre (exercice 7.6.10) que cette aire est indépendante du choix du signal et
toujours égale a I'unité. Ce résultat fixe une limite théorique aux possibilités de résolu-
tion conjointe en temps et en fréquence.

On définit également un pouvoir de résolution temporelle (ou en distance)

Ty = w2 [ Ix(r,0dr = W2 [ 15,01 dr (7.117)

et un pouvoir de résolution fréquentielle (ou en vitesse)

F, = w2 f [x(0,v)|?dv = W™ f |¢g ()| dv (7.118)

Les positions de deux cibles dont les échos sont d’intensités comparables pourront diffi-
cilement étre distinguées si ces échos sont recus avec un décalage temporel inférieur a 7y.
De méme, les vitesses radiales de ces cibles pourront difficilement étre discriminées si la
différence entre les effets Doppler respectifs est inférieure § F,,.

Les inverses de Ty4 et £, sont appelées respectivement largeur de bande efficace
(ou ouverture en fréquence) et durée efficace du signal.
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7.49 Exemples de fonctions d’ambiguité

A une impulsion sinusoidale de fréquence f, fixe et d’enveloppe rectangulaire de
durée T

t—=T/2

st = rect(—T/:—) «cos(2nfat) (7.119)

correspond la fonction (fig. 7.19)

Ix (T, 0)|* = T?sinc® (T—|7)] tri*(v/T) (7.120)

b iy ron 12/ g0, 0012

[ \

/i/ {,mt‘ \ %\\\
' ” \\ ‘\\ \“\\\\\\

“.' 'I)’ L \ x ““\‘}&‘

'n ¢l \\\

Fig. 7.19

Afin d’améliorer la résolution temporelle, on utilise souvent en radar une impul-
sion a enveloppe rectangulaire modulée linéairement en fréquence (en anglais: chirp
signal)

1—T/2
52 (t) = rect T scos[2m(fo+BE)t] (7.121)
a laquelle correspond I'enveloppe complexe
t=T/2 )
r(r) = rect — exp(j2npt?) (7.122)

et la fonction

Ix2 (7.9 = T¥sine [(267 +v) (T=17 )] 1i* () T) (7.123)

Celle-ci est représentée sur la figure 7.20 pour f=2/T* Hz/s.
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X2, 0)[*/[x2(0,0)(?

\
W\ \{\\\\
TR

Fig. 7.20

Dans le cas de I’émission d’un train périodique d’impulsions, la fonction d’ambi-
guité devient elle aussi localement périodique, a la fois selon I’axe 7 et selon I'axe v.

7.4.10 Autres applications de la fonction d’ambiguité

La fonction d’ambiguité a été introduite en théorie du radar [11]. Elle a trouvé
également des applications dans d’autres domaines [67] ol I'on désire estimer i la fois
les décalages temporel et fréquentiel de deux signaux. C’est le cas des signaux sonars
(acoustique sous-marine, chauve-souris). La fonction d’ambiguité est également liée &
la représentation de signaux complexes (en particulier & forte modulation de phase ou
de fréquence) dans un plan temps-fréquence conduisant au concept de spectre instan-
tané [93].

Paranalogie avec (7.111) on peut également définir une fonction d’inter-ambiguité
Xxy(7,v) pour deux signaux x (1) et y (¢). Celle-ci a été appliquée i I'identification de
systémes linéaires variant dans le temps.

7.5 LARGEUR DE BANDE ET DUREE DES SIGNAUX

7.5.1 Dispersion temporelle et dispersion spectrale

Pour les signaux physiquement réalisables, c’est-a-dire a énergie finie, les distribu-
tions temporelle x2 (¢) et fréquentielle <°I)x(f) =|X(f)|* de cette énergie tendent néces-
sairement vers zéro lorsque [¢| et | f| tendent vers 'infini. L'ampleur de la dispersion de
cette énergie sur I'axe du temps ou I'axe des fréquences est une information utile.
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En raison de la propriété (4.18) de la transformation de Fourier, a toute contraction
d’un signal correspond une dilatation de son spectre et inversément. Ceci suggére I’exis-
tence d'une relation entre les dispersions temporelle et fréquentielle de ces distributions
d'énergie [10].

La mesure de ces dispersions est toutefois délicate parce que I'on peut envisager
plusieurs maniéres de les définir, toutes aussi arbitraires les unes que les autres. Le choix
d'une définition dépend de la commodité d’emploi dans un contexte donné et de
la forme du signal. Ce probléme est étudié de maniére approfondie dans [23] et [91].
Son importance est particulierement grande en théorie du radar [90] et en transmission
de données ot les interférences entre symboles doivent étre minimisées [49].

On se limite, dans cet ouvrage. 2 la présentation de définitions relativement géné-
rales.

7.5.2 Localisation d’un signal
La dispersion temporelle de I'énergie d’un signal est invariante a toute translation
de celui-ci. Il est souvent judicieux de choisir au préalable, comme origine, une position
moyenne:
S5 ex*(nyde

fy = —— = W' | rex*(t)ds (7.124)
P Xt dr ",mf

ou W, est 'énergic totale du signal.
La position moyenne choisic est le centre de gravité de la distribution temporelle
d’énergie. Elle est analogue a la valeur movenne — espérance mathématique — d’une

2

variable aléatoire t de densité de probabilité p () = Wg'x? ().

7.5.3 Exemple
Soit un signal rectangulaire de support [z, #;]

t-T
x(1) = Arect ( )

fz - tl
Par (7.124)

(t3-11)/2 1 +n
= = =T
(t; 1) 2

Ig

7.5.4 Exemple
Soit un signal i décroissance exponentielle décalé
x(t) = e{t—1)exp[-a(r—171)]
to = 1/(Qa)+7

7.5.5 Durée utile

En statistique (chap. 14), la dispersion des amplitudes d'une variable aléatoire est
caractérisée par son écart-type o, la racine carrée de la variance. Par analogie, on peut défi-
nir une variance U? de la distribution temporelle d’énergie du signal, aprés avoir choisi
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comme nouvelle origine, pour simplifier, la position moyenne £, définie par (7.124):
2 _ py-! 2.2
o2 = w3 [ rxtyar (7.125)

—ca

La durée utile D, du signal est une grandeur proportionnelle a I’écart-type o, (fig. 7.21):

D, = 2ao0; (7.126)

Le choix de « est assez arbitraire. On peut, par exemple, choisir a =1 [57].
x*(4)
3

t

—oa, to=0 oG,
¢ o >
Fig. 7.21

7.5.6 Largeur de bande utile

De maniére similaire, 1a dispersion de la densité spectrale d’énergie peut étre carac-
térisée par un écart-type o

Pour un spectre de type passe-bas, la variance est donnée par

[or b as (o
op = .. = Wil | froe(f)df (7.127)
Jow &) dr B~

A nouveau, la largeur de bande utile B,, du signal est proportionnelle d I'écart-type
o, (fig. 7.22)

B, = kaoy (7.128)

avec k =1 pour un spectre passe-bas.

g .,
()
r
f
-8, 0 By =aoyr
< 73, >
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7.5.7 Durée et largeur de bande utile des signaux a spectre passe-bande

Dans le cas d'un spectre de type passe-bande, la densité spectrale d’énergie bilaté-
rale est semblable a (7.88). Elle comporte deux termes symétriques centrés sur des fré-
quences * f5 correspondant aux centres de gravité de la distribution spectrale d’énergie
de chaque terme (fig. 7.23)

by ()= T[S, -1~ fo) + B, (£ )] (7.129)

On peut encore utiliser les formules (7.127) et (7.128) a condition de remplacer
&)x(f) par -;* ‘il',.(f) et de poser k=2.

De méme, Ta position moyenne (7.124) et la variance temporelle (7.125) peuvent
étre redéfinies en remplagant x3(¢) par — |7 . (£)[*. Le facteur + tient compte du
fait que ’énergie de 'enveloppe complexe 7 . (¢) est le double de celle du signal x (r).

b, )
T (=1 fo) T, (7= fo)
!
~fo 0 fo
Bu ‘Bu
Fig. 7.23

7.5.8 Exemple

Soit x (¢)= A tri(¢/ T). Par (7.125), on obtient comme écart-type temporel g, =
T/+/10. Par (4.35) et (4.55), la densité spectrale d*énergie de ce signalest: d, (f)=(4AT)
sinc® (Tf ). Le calcul de I’écart-type fréquentiel est possible, a partirde (7.127), en tenant
compte de 'exercice 2.6.1 et du résultat [94]:

~ sin‘a
f —da = /4

2

0
On obtient finalement: g, = V3/(2xT).

Les distributions temporelle et fréquentielle de ce signal sont représentées sur la
figure 7.24 avec les écarts-type correspondants.

On constate que le produit o,- gy est indépendant de la durée totale 27 du signal
et vaut 1/(3,65* 7).

7.5.9 Produit durée x largeur de bande
Une relation générale entre les écarts-type temporel et fréquentiel — et par voie
de conséquence la durée utile et la largeur de bande utile — d’un signal s(¢) peut étre
établie 4 I'aide de I'inégalité de Schwarz (3.21) en posant x (t) =ds/d¢ et y (£) =¢-5(¢):
< f (01 de- f

s
r

dt *(7.130)

ds
ds

L
ts™(¢) dr
J ds
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X2 =A2ri*/T)

b (f) = (AT) sinc* (Tf)

(AT)?

0}‘

f

-yT 0 T o
Fig. 7.24

En intégrant par partie, on obtient
:l!h ds ==}
*(r) — =1L 29 _ 1 2
mf 1550 —dr = [Fels@F 1% 2_! s (£)|2 d¢ (7.131)

En limitant cette analyse aux seuls signaux pour lesquels la distribution temporelle :
de I’énergie |s (z)|* décroit plus vite que 1/ quand [¢| ==, 0ona |

2]
= —W? 7.132
s ( )

ft *(t) s dr
g -
2 dr

oli W, est I’énergie totale du signal s ().
D’autre part, par (4.13), (4.55),(4.57) et (7.127),0n a

o

/

—oo

Finalement, I'introduction de (7.125), (7.132) et (7.133) dans ’inégalité (7.130)
conduit  la relation

o0 = 1/(4m) (7.134)

2 (=]
dt = 47° f rré(r)df = an*Wo? (7.133)

Cette espression est appelée relation d'incertitude par analogie avec le principe
d’incertitude de Heisenberg, rencontré en mécanique quantique (dualité ondes-corpus-
cules).

En choisissant, par exemple, un facteur de proportionnalité o = \/Er- on obtient
a partir de (7.126), (7.128) et (7.134) pour un signal & spectre passe-bas

DyB, > 1 (7.135)

Le produit durée x largeur de bande est borné inférieurement.



[
[£9]
(%]

SIGNAL ANALYTIQUL ET ENVELOPPL. COMPLEXE

7.5.10 Commentaire

La relation (7.133) indique qu’un signal a fluctuations rapides doit posséder une
grande largeur de bande. Inversément, on peut montrer que de grandes fluctuations dans le
spectre d'amplitude ou de phase impliquent un signal de longue durée.

7.5.11 Signal a produit durée x largeur de bande minimal
La condition sous laquelle I'inégalité de Schwarz (3.21) devient une égalité est
donnée par (3.22), ce qui conduit ici 4 poser

ds
— = Ats(t) (7.136)
dr

d’olt
— = Atdt (7.137)
s

Par intégration, on obtient
5(f) = Cexp(At?/2) (7.138)

ol C est une constante et A <0 pour satisfaire la condition d’énergie finie.

Ainsi, le signal possédant un produit durée x largeur de bande minimal est I'im-
pulsion gaussienne.

Ce signal jouit d’une propriété remarquable: on peut montrer, en effet, que la
transformée de Fourier d'une impulsion gaussienne est encore une impulsion gaussienne
(exercice 4.6.9). Avec les notations introduites au paragraphe 1.3.16, on a la correspon-
dance

ig(t") = exp(—wt"™)«—ig(f') = exp(—nf'?) (7.139)
et
ig(t/T) ~— T-ig(TY) (7.140)

Par (7.125) et (7.127), on a les équivalences o, = T(2v/7)™" et op= (2V7T)!
dont le produit correspond bien a la valeur limite de (7.134). En posant & = /27 dans
(7.126) et (7.128), D, =B3!'=/2T.

7.5.12 Autres définitions: durée et largeur de bande effectives

Le choix des écarts-type définis par (7.125) et (7.127) comme mesure de la disper-
sion des distributions temporelle et fréquentielle d’énergie n’est pas sans limitation. Cer-
taines distributions peuvent ne pas avoir de variance finie. On peut vérifier, i titre
d’exercice, que cette situation apparait avec des signaux aussi simples que x (t) =4
rect (z/ T') et y (t) = e(f) exp(—at). Le premier posséde un écart-type temporel égal &
T/(2+/3) et un écart-type fréquentiel infini. Pour le second, I'écart-type temporel vaut
1/(2a) et I'écart-type fréquentiel est indéfini.

On peut remédier a cela en définissant, par des arguments relevant par exemple
de la théorie de I'information [91], une largeur de bande effective

p o L UZe@aN 1 &

Y2 Térnydr 2 [29%(n)dr

(7.141)
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et une durée effective
_ Um0
[Z8*(mdr  [2EHNASf

La largeur de bande effective (7.141) correspond & la moitié de la largeur de bande effi-
cace définie au paragraphe 7.4.8 comme l'inverse du pouvoir de résolution temporelle
(7.117) en radar.

L’avantage de la définition (7.141) est de faire correspondre 4 une densité spectrale
rectangulaire & () = rect [f/(2B)] une largeur de bande effective B, = B.

L’évaluation de B, et D, pour les signaux x () et y () mentionnés plus haut est
laissée comme exercice.

Les définitions (7.141) et (7.142) sont également applicables au cas des signaux
aléatoires a valeur moyenne nulle en remplacant b (f) par @ (f) et ¢(7) par R(7) =
C(7).

(7.142)

e

7.5.13 Définition: durée de corrélation et largeur de bande approximative
Pour les signaux aléatoires, la notion de durée utile ou effective n’est pas trés perti-
nente. On lui préfére souvent celle de durée de corrélation D, définie par

D, =c© [ 1c@ldr = [ 1p(n)ldr (7.143)

-

ol p(7)=C(7)/C(0) est la fonction d’autocovariance normalisée.

L’inverse B, de la durée de corrélation est aussi une mesure approximative de la
dispersion spectrale — ou largeur de bande approximative — du signal.

Pour tous les signaux dont la fonction d’autocovariance est non négative, la rela-
tion (7.143) se résume a

D, = B;' = ®(0)/C(0) (7.144)

Les relations (7.143) et (7.144) s’appliquent également au cas de signaux détermi-
nistes 4 énergie finie en remplagant la fonction d’autocovariance C (7) par la fonction
d’autocorrélation ¢ (7).

7.5.14 Exemples

Pour le signal binaire cadencé en mode NRZ du paragraphe 5.3.7, p (7) =tri(7/T)
et par (7.143): D, =B:'= T.Pour le signal binaire cadencé en mode biphasé du paragra-
phe 5.3.8, p(r)=2tri(27/T) —tri(r/T) d’oi1 I'on tire D, =B:'=2T/3.

Dans le cas du signal rectangulaire x (t) = A rect (¢/ T'), on obtient facilement par
(4.63), (4.64)et (7.143): D, =Tet B, =1/T.

Pour le signal 4 décroissance exponentielle y (#) = e(¢) exp(—at) on a par (4.61)
et (4.62): D, =2/a et B.=a/2.

Ces durées de corrélation et largeurs de bande approximatives peuvent étre repor-
tées pour comparaison sur fes figures 4.15,4.16,5.9,5.13. 5.15 et 5.16.
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7.6 EXERCICES

7.6.1 Déterminer quelle est la transformée de Hilbert du signal x (¢) = A4 sin (wt + ).

7.6.2 Déterminer quelle est la transformée de Hilbert et le signal analytique de x (¢) =
2Bsinc (2 Bt).

7.6.3 Si Py estlapuissance du signal x (¢), calculer la puissance du signal analytique x (¢).

7.6.4 Déterminer la fonction d’intercorrélation y,,, (7) et sa transformée de Hilbert
Py () pour x (£) = A cos (wot +a) et y (1) = Asin (wot +a).

7.6.5 Calculer avec quelle probabilité I’enveloppe d’un signal aléatoire gaussien a valeur
moyenne nulle et variance ¢} reste inférieure 4 un seuil ¥y =2g,,.

7.6.6 Un signal x (f) posséde la densité spectrale représentée sur la figure 7.25. Déter-
miner pour quelle valeur de f, x (£) peut étre exprimé par P'équation (7.86) avec

1) ®,(f) = gnrect[f/(fa~hH)]et
) D(f) = Fotri[f/(f )]

b ()

v
3

~

raw

_f1 _fl. é fl fz
Fig. 7.25

7.6.7 Démontrer que les transformées de Fourier des parties paires et impaires d'un
signal réel causal sont des transformées de Hilbert 'une de 1'autre, 4 un facteur j preés.

7.6.8 Soit x(f) et ¥ (¢) deux signaux réels 4 spectres passe-bandes et enveloppes com-
plexes r . (r) et r,,(r). Montrer que le produit scalaire <x,v>= 3 Re <71 ,,7}>.

7.6.9 Vérifier (7.120) et (7.123).

7.6.10 Démontrer que

oa

ff [x(r,v)1*d7 dv = x*(0,0) (7.145)

—ca

sachant que

o

[ explizmv(i-1)1dv = (6, -13) (7.146)

-

7.6.11 Calculerla durée de corrélation D, et la longueur de bande approximative B, du
signal x () = A tri (¢/T).



CHAPITRE 8

OPERATEURS FONCTIONNELS

8.1 MODELISATION DES SYSTEMES DE TRAITEMENT

8.1.1 Définition: systéme de traitement des signaux

Un systéme de traitement des signaux est un dispositif qui effectue sur un signal
provenant de 'extérieur ou produit de maniére interne un ensemble d’opérations de base
telles qu’amplification, filirage, transformation non-linéaire, modulation, détection,
estimation d’un paramétre, etc. Le résultat est restitué soit sous la forme d’un autre
signal, soit par l'intermédiaire d’un dispositif d’affichage approprié. On dénomme
souvent ce type de dispositif processeur de signal (en anglais: signal processor).

On peut distinguer les catégories suivantes (fig. 8.1):

@ générateurs de signal: un signal de sortie uniquement;

® fransformateurs de signal: un signal d’entrée et un signal de sortic;

® analyseurs de signal: un signal d’entrée uniquement, la sortie étant remplacée
par un affichage des résultats de ’analyse.

générateur :('”
de signal
x(1) transformateur »(r)
—s>] o 5
de signal
s(t) analyseur
—] de signal
et affichage

Fig. 8.1

Le signal primaire traité ou le signal final restitué est généralement analogique
(fig. 8.2). Le processeur peut étre, lui, analogique, numérique ou hybride: la transfor-
mation du signal analogique en signal numérique étant assurée par un convertisseur
analogique-numérique (A/N)et la transformation inverse par un convertisseur numérique-
analogique (N/A). Les conditions 4 respecter pour ce type de conversion sont précisées aux
chapitres 9 et 10. La conception électronique de tels convertisseurs est décrite dans [95].

Lorsque les résultats s’obtiennent au fur et 3 mesure de I'évolution du signal
d’entrée, on parle de traitement en temps réel. Cette appellation s'utilise surtout pour
caractériser les processeurs numériques ayant un temps d’exécution compatible avec la
cadence d’échantillonnage du convertisseur A/N.
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x(r) processeur 3(t)
analogique | =
x(1) o0 A/N (g processeur {rg) o ion N/A r(r)
convers - s conve
—=| conversion numérique conversion N/A |——

Fig. 8.2

8.1.2 Décomposition en schéma-bloc

Vu son caractére souvent complexe, le systéme de traitement est, de préférence,
décrit sous une forme décomposée dans laquelle chaque opération de base apparait de
maniére explicite. C’est le principe de la représentation en schéma-bloc (§ 1.2.4).

Une telle décomposition présente 'avantage de correspondre en pénéral assez bien
4 la structure architecturale ou logicielle interne du processeur et en fait ressortir la
modularité.

x(t x(r~ -

\()_> retard T (- Py (t,7,T)
1

= — I x(t~1)p(t)dt
T T
multiplicateur moyenneur  fe—g»
yir)
Fig. 8.3

Un exemple de schéma-bloc est reproduit sur la figure 8.3: c’est le schéma de
principe d’un intercorrélateur. Un autre exemple est illustré par la figure 8.4: c’est le
principe d’'une mesure de densité spectrale de puissance. Dans le premier cas, le dispo-
sitif calcule la valeur moyenne locale, sur une durée 7, du produit du signal y(t) et de la
version retardée d’'une quantité 7 du signal x(¢). Les opérations fondamentales sont ici:
retard, multiplication, moyennage. Une répétition de la mesure pour différentes valeurs
du retard 7 conduit 3 une reconstruction approximative de la fonction d’intercorrélation.
Dans le deuxiéme cas, le signal d’entrée x (t) est appliqué préalablement & un filtre
sélectif qui ne laisse passer que sa composante x(t, fy, B) contenue dans une bande
spectrale B centrée sur la fréquence f5. La puissance moyenne de cette derniére est
estimée en procédant i une élévation au carré suivie d’'un moyennage local sur une durée
de mesure 7. La puissance estimée correspond approximativement au produit de la den-
sité spectrale de puissance unilatérale en f'=f; et de la largeur de bande B du filtre

d’analyse. 1L
PafaB )= [ x*0fod)
T
Soefit | XS0 B X2t /4.8 =DL(f) B
x(t) ﬁltu}scll}eﬂ“ vl i quadrareur v nho =) moyenneur ___:>
0y

Fig. 8.4



1
~J
X~

DPERATEURS FONCTIONNELS

8.1.3 Définition : opérateur fonctionnel

La plupart des blocs — ou modules — fonctionnels identifiables dans un schéma-
bloc sont des unités de transformation caractérisées par une grandeur de sortie dépen-
dant d’une grandeur d’entrée ou d’une combinaison de grandeurs d’entrée.

Le modele théorique de ce type de module est appelé opérareur fonctionnel :
régle de correspondance entre deux ensembles de fonctions. La transformation d’une
grandeur x en une grandeur y par l'opérateur S est notée symboliquement (fig. 8.5)

y = S{x} (8.1)
Si les signaux sont analogiques, on écrit en dénotant le temps par la variable
continue t :
r(1) = s{x (0} (8.2)
X y =8 {x}
S -
Fig. 8.5

S’ils sont représentés sous forme numérique (ou plus généralement s’ils sont 4
temps discret), les suites de valeurs des signaux d’entrée et de sortie sont généralement
notées {xk} et {y;} oux(k)ety(k),aveck entier

(k) = S{x(k)} (8.3)

Dans de nombreux cas, I’équation (8.3) est une simple adaptation discréte de la relation
continue (8.2).

Sauf rares exceptions, la modélisation spécifique aux opérateurs numériques ne
sera pas développée dans cet ouvrage. On consultera a ce sujet le volume XX ou les
références [44-48].

8.1.4 Classification et définitions
La gamme des opérateurs usuels est assez vaste. On peut distinguer en particulier
trois classes principales:

® les opérateurs linéaires invariants qui jouissent des propriétés d’additivité
(principe de superposition), d’homogénéité et de stationnarité au cours du
temps;

® les opérateurs paramétriques qui dépendent du temps en fonction d’unc gran-
deur ou d’un signal auxiliaire de commande;

@ les opérateurs non linéaires qui forment une vaste classe sans mode de repré-
sentation universelle.

Les modules de retard, de filtrage sélectif et de moyennage des figures 8.3 et
8.4 sont modélisés par des opérateurs linéaires invariants. Le multiplicateur de la figure
8.3 correspond a un opérateur paramétrique et le quadrateur de la figure 8.4 4 un opé-
rateur non linéaire.




230 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

8.1.5 Réalisation des modules fonctionnels

La réalisation pratique d'un module fonctionnel consiste & matérialiser I'opérateur
correspondant en recourant & une solution technique adéquate. Pour l'essentiel, on dis-
pose de trois options:

® une réalisation en technique analogique, faisant appel, par exemple, dans le
domaine des basses et moyennes fréquences, aux nombreuses possibilités
offertes par les circuits électroniques exploitant des amplificateurs opération-
nels ou d’autres circuits intégrés fonctionnels (multiplicateurs, circuits non
linéaires, etc.);

@ une réalisation en technique numérique ciblée, basée sur I'assemblage de
circuits logiques élémentaires ou complexes, tels que portes logiques, bascules,
registres & décalage et mémoires, circuits arithmétiques, etc.;

® une réalisation en technique numérique programmeée; la fonction est ici définie
par un logiciel approprié dont la mémorisation et I'exécution est confiée & des
unités spécialisées (mémoires, microprocesseurs, circuits de calcul spécifiques,
etc.) dans le cas d’un traitement en temps réel ou a un ordinateur d’usage
général pour un traitement ou une simulation en temps différé.

La description de ces divers modes de réalisation sort du cadre de cet ouvrage. On peut
consulter & cet effet d'autres volumes du Traité (en particulier les volumes VIII et XIV)
ou les références [96-98].

8.2 OPERATEURS LINEAIRES INVARIANTS

8.2.1 Propriétés fondamentales
Soit S un opérateur linéaire invariant. La linéarité et 'homogénéité entrainent
que, si

x(¢t) = Z(’i xi(1) (84)
alors '

S{x(0} = 2a; S{xi(0)] (8.5)

Siy(¢)=S{x(£)}. llinvariance se traduit par
y(t=71) = S{x(r-n} (8.6)

L’opérateur est donc indépendant de 'origine des temps.

8.2.2 Définition: opérateur de convolution et opérateur de transformation orthogonale
On peut distinguer deux classes d’opérateurs linéaires invariants:

® les opérateurs de transformation orthogonale, pour lesquels les grandeurs
d’entrée et de sortie sont fonction de variables différentes comme le temps ¢ et
la fréquence f dans le cas d’une transformation de Fourier;

® les opérateurs de convolution, pour lesquels les grandeurs d’entrée et de sortie
sont fonction d’'une méme variable indépendante, usuellement le temps.
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8.2.3 Exemple: transformateur de Fourier
Un transformateur de Fourier est caractérisé par un opérateur F qui, a tout signal
x (1), fait correspondre une fonction X (f) définie par (4.1) reproduite ci-dessous

oo

X(f) = [ x(tyexp(—j2aft)dr (8.7)

— oo

Dans le cas de signaux représentés sous forme échantillonnée ou numérique, 'opé-
rateur F est défini par (§3.4.10, §9.3.11 et volume XX)

kg+N—1
~nk
X(n)y= Y x(k)ywy" (8.8)
k=kg
ol V est le nombre d’échantillons du signal pris en considération, Wy, est la Niéme
racine de I'unité

Wy = exp(j2a/N) (8.9)

et k et nt sont respectivement les indices de discrétisation temporelle et fréquentielle.
La transformation inverse est associée a I'opérateur F~! (fig. 8.6) défini dans le
cas continu par

x(1) = [ X(f)exp (j2aft)df (8.10)
et dans le cas discret par
Nj2—1t .
By =N"'S  X(n)wy (8.11)
n=—_N/2

Les opérations (8.8) et (8.11) correspondent au produijt d’un vecteur par une
matrice de transformation de dimension NV x N.

— o F F— ¥ —— F-! o

Fig. 8.6

8.2.4 Description directe des opérateurs de convolution

Un opérateur de convolution (fig. 8.7) est entiérement défini par sa réponse
impulsionnelle (sec. IV.2.2). Celle-ci est notée g (¢) ou /2 (¢) dans le cas continu: c’est
laréponse i une excitation en forme d'impulsion de Dirac (§ 1.3.12). Dans le cas discret,
elle est notée g(k) ou /2 (k) et correspond 4 la réponse du systéme & un échantillon
unité défini pard (k)= 1 pour k=0et d(k)=0 pour k #0.

'Y Yy =xxg

Fig. 8.7
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La réponse 4 une excitation quelconque est représentée par le produit de convo-
lution ¥ = x * g qui, dans le cas continu, prend la forme

y(1) = x(t)xg(r) = [ x(r)g(r-1)dr (8.12)

et dans le cas discret

©a

y(k) = x(k)#g(k) = 2 x(Dg(k=1) (8.13)
l= —c=
Le produit de convolution correspond & une sommation pondérée des valcurs
(continues ou échantillonnées) du signal d’entrée: la fonction de pondération étant la
réponse impulsionnelle. Une interprétation graphique en a été donnée a la figure 1.5.

8.2.5 Description indirecte des opérateurs de convolution: définitions

Silessignaux d’entrée et de sortie sont déterministes et possédent, par conséquent,
une transformée de Fourier, on peut associer au produit de convolution (8.12) ou (8.13)
un produit des transformées en vertu de la propriété (4.14):

Y(f) = X(f)G() (8.14)
pour le cas continu, ou dans le cas discret
Y{n) = X(n)yG(n) (8.15)

La fonction G=F{g} =Y /X=|G|exp (j0,) est la fonction de réponse fréquen-
tielle (aussi appelée fonction de transfert harmonigue) de 'opérateur de convolution.
Son module |G| est la réponse d amplitude et son argument 9, = arg G est la réponse de
phase de 'opérateur.

La représentation graphique des réponses d’amplitude et de phase est souvent faite
sous la forme de diagrammes logarithmiques (chap. IV. 3).

8.2.6 Fonction de réponse d’un systéme linéaire i constantes localisée
Une description compléte du comportement d’un systéme linéaire invariant
constantes localisées est donnée par son équation différentielle:
n
S
i=o

n—i m Lm=q

— Wty = Y bi—— x(t)
dt’ i Myt dtm i (8.16)

ou les coefficients g; et b; sont des constantes.

Dans le cas des circuits électriques (vol. 1V), cette équation est obtenue en appli-
quant les lois de Kirclihoff.

On sait que la solution y (¢) d’une telle équation différentielle est la somme de la
solution de I'équation sans second membre et d’une solution particuliére de 1'équation
avec second membre. Cette solution y (¢) peut aussi étre décomposée en la somme d’un
terme transitoire et d’un terme permanent (de régime). Le terme transitoire est la partie
de y (t) qui s'annule (ou croit indéfiniment) avec le temps. Le terme permanent est soit
une constante, soit une combinaison de sinusoides en fonction du temps.
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Si, au lieu de résoudre (8.16), nous en prenons la transformée de Fourier terme 3
terme, en utilisant la propriété (4.13)

d “x(1) ok
— > (i2n/) X([f) (8.17)
dr
on obtient:
[ Z a,-(j27rf)i ] Y(f) = [ z bi(] Zﬁf)i ]X(f) (8.18)
=0 =0

La transformation a réduit I’équation différentielle & une équation algébrique qui
permet d’exprimer 1’effet du circuit linéaire dans le domaine des fréquences. La fonction
de réponse fréquentielle est alors exprimable a partir des constantes g; et b; du systéme
sous la forme

n m

bi(j2mf) i2nf +z
owpy U 1L G5anf +2)
G() = X0 =— =Gy —, (8.19)
Y a(j2xf)’ IT Gi2ns+pi)
i=g i=1

ol Go =b,,/a,, et z; et p; sont respectivement les racines du numérateur et du dénomina-
teur, c’est-a-dire les zéros et les poles de la fonction de réponse fréquentielle.

8.2.7 Définition: transformation en z

Dans I’étude des signaux et systémes & temps discret utilisant un échantillonnage
régulier, on préfére 4 la description indirecte par transformée de Fourier celle obtenue &
Paide de la transformation en z définie par

o

G(z) =Y gkyz " (8.20)

k=—w
ou z est une variable complexe.

La transformation en z est liée i la transformation de Laplace bilatérale (sect.
1V.8.1) d’une fonction échantillonnée périodiquement. C’est une généralisation de la
transformation de Fourier. Elle s’identifie a4 cette derniére sur le cercle unité z =
exp(j27nf). Le volume XX de ce Traité renseignera le lecteur sur les propriétés et
P'utilisation spécifique de cette transformation.

8.2.8 Relations entre fonctions de corrélation
Par (4.50), (4.98) ou (5.59), la fonction de corrélation temporelle, quel que soit
le type de signaux, peut s'exprimer sous forme d’un produit de convolution du type

Oy (1) = x(—71) * ¥(7) (8.21)

En combinant ce résultat avec (8.12) et en exploitant les propriétés de commuta-
tivité et d’associativité de la convolution, on obtient les relations suivantes, si x (¢) et
Y {t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie d’un opérateur linéaire de
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réponse impulsionnelle g (7):

@y (1) = ox (7) * gg(7) (8.22)
oll @, (7) est la fonction d’autocorrélation de la réponse impulsionnelle, et
Py (1) = @ (7) * g(7) (8.23)

8.29 Relations spectrales

La relation fréquentielle (8.14) ne s’applique qu’au cas des signaux déterministes.
En revanche, une expression valable également pour les signaux aléatoires est obtenue
en prenant la transformée de Fourier de (8.22):

Dy (f) = B (NG I? (8.24)

car F{‘Z’g(f)} = F{g(-n*g(r)} = G*(f)G(f)=IG(f)|?. En transformant égale-
ment la relation (8.23), on a

Byy () = O (F)G(Sf) (8.25)

8.2.10 Application a I'identification de systémes linéaires
On observe que, en vertu de la propriété d’identité (1.47) de F'impulsion de Dirac,
si x () est un bruit blanc (§ 5.3.10) de fonction d’autocorrélation

¢x(7) = Re(7) = T 08(7) (8.26)

la réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire peut étre déterminée en évaluant la
fonctjon d’intercorrélation (8.23)

ey (1) = 718 (7) (8.27)

L’évaluation, dans les mémes conditions d’excitation, de la densité interspectrale
(8.25) permet, elle, d’obtenir la fonction de réponse fréquentielle

@y (F) = 3 1G(S) (8.28)

8.2.11 Application: déconvolution. Définition

Lorsqu’un signal est percu par I'intermédijaire d’un capteur linéaire de fonction de
transfert G,(f), 'information originale peut étre altérée par I'influence du capteur
lui-méme. Les signaux d'entrée et de sortie du capteur étant liés par une relation de
convolution (8.12), I'opération de compensation de ’effet du capteur est appelée
déconvolution.

Une correction parfaite serait réalisable, en théorie, en plagant en cascade (fig. 8.8)
avec le capteur un opérateur inverse défini par

. (f)

G2(f) =G \(f) = -

(8.29)
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x(1) capteur r() correcteur x{r)
——p

G (S TGN =671

Fig. 8.8

L application pratique de ce principe est trés délicate, le systéme de correction
théorique n’étant pas nécessairement stable et amplifiant fortement toutes les pertur-
bations additionnelles dans les bandes spectrales voisines des zéros de la fonction G,(f).

8.2.12 Simulation indirecte de convolutions ou de corrélations

Une maniére indirecte de réaliser un opérateur de convolution ou une intercor-
rélation est illustrée sur les figures 8.9 et 8.10. Elle est basée sur I'emploi de transfor-
mateurs de Fourier et sur les propriétés (4.14) et (4.18). Cette solution est souvent
adoptée pour des analyseurs numériques de signaux.

Le premier cas requiert la mise en mémoire préalable de la fonction de réponse

G désirée.

x X XG y=xxg
— F hi¢ F-! -
G
Fig. 8.9
3 X* /’.‘y ‘ij'
Y——IP E* X F-! —

v
y
— F
Fig. 8.10

8.2.13 Mise en cascade d’opérateurs de convolution

On admet généralement que I'entrée d’un opérateur n’influence pas celui qui le
précéde. Cette hypothése est vraie dans le cas numérique, mais n’est, par contre, pas
toujours vérifiée dans le cas analogique (effet de charge). Lorsqu’elle est vérifide, la
réponse impulsionnelle globale d’une cascade d’opérateurs de convolution (fig. 8.11)
est équivalente a la convolution multiple des réponses impulsionnelles partielles

y(r) = x(r)*g(r) (8.30)

avec

g(r) = g, (1) xga (1) * ... % 8, (1) (8.31)
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x(t) y(r)
o] g0, G o £2(1. Ga(f) e n(1), Gy ()
e J/
Y
g(0), G{f)
Fig. 8.11

La fonction de réponse fréquentielle globale se résume ainsi au produit des fonc-
tions de réponse partielles

Y(f) = X(f-G() (8.32)

avec

G(f) = G (NG . Gu(f) = [] Gi()) (8.33)

i=1

Cette hypothése d’indépendance n’est pas vérifiée dans certaines situations pra-
tiques, telles que la mise en cascade de circuits électriques passifs. On démontre aisé-
ment (chap. IV.6) que la mise en cascade de deux circuits RC semblables 4 celui décrit
dans ’exemple 8.2.24 ne posséde pas une fonction de réponse globale équivalente au
carré de celle du circuit simple.

8.2.14 Description statistique du signal de sortie d’un opérateur de convolution

En régle générale, il n’est pas possible de déterminer analytiquement la loi de
distribution statistique des amplitudes du signal de sortie d’un opérateur de convolu-
tion. Ceci résulte du fait que chaque valeur du signal de sortie est une combinaison
linéaire des valeurs (passées, sil’opérateur est causal) du signal d’entrée, comme ’indique
I'équation de convolution (8.12) ou (8.13). Ces valeurs ne sont en général pas indépen-
dantes. L’évaluation de la probabilité que I"'amplitude du signal de sortie se trouve dans
un domaine donné implique la connaissance de Ia loi de probabilité conjointe multi-
dimensionnelle de toutes les valeurs du signal d’entrée! Cette loi est généralement
inconnue, sauf dans le cas particulier d’un processus gaussien (sect. 5.7) ou si ces valeurs
sont indépendantes. Dans ce dernier cas, la statistique de sortie tend vers une loi gaus-
sienne en vertu du théoréme de la limite centrale (§ 5.5.3). Dans le premier cas, on
démontre (exercice 5.11.34) que toute combinaison linéaire de variables gaussiennes
est aussi une variable gaussienne. Ainsi: le signal de sortie d’un opérateur de convolution
est gaussien si l'entrée l'est aussi,

Expérimentalement, on constate que Ia statistique de sortie d’un filtre modérément
sélectif se rapproche d’une loi gaussienne pour de nombreux cas d’excitation non
gaussiens.

A défaut de pouvoir déterminer dans tous les cas la forme analytique de la dis-
tribution statistique du signal de sortie, ses principaux moments peuvent étre calculés:
valeur moyenne, valeur quadratique moyenne, variance, autocorrélation. Cette derniére
est donnée par ’équation (8.22) récrite ci-dessous en tenant compte que pour un signal
statjonnaire et ergodique: R, (1) = vy (7) et (1) = 9, (7):

Ry(1) = Re(1) % §o(1) = [ Re(r") (7 —7")dr' (839

— oo
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On sait que la valeur a 'origine de [a fonction de corrélation est la valeur quadra-
tique moyenne (alias puissance totale), qui est égale, elle-méme, i la somme de la va-
riance et du carré de la valeur moyenne

L2 2 2
Py =R, (0) = E|ly] =0, +u,

v I g ' ' i . 2. . B
= [ RNV dr = [ 0u(f) - 16N dY (8.35)
La deuxiéme intégrale se déduit de la premiére grice au théoréme du produit (4.67).
La valeur moyenne y, est, elle, donnée par

uy = E[y] = E[x(1)*g(1)] = E[x]- [ g(n)dt (8.36)

d’otr finalement
y = uy [ g(H)dt = 1, G(0) (8.37)

Ce résultat indique que la valeur moyenne de sortie (composante continue) d’un
systéme linéaire est égale au produit de celle d'entrée par le gain en continu G(0) du
systéme.

En combinant (8.35) et (8.37), la variance du signal de sortie peut s’exprimer sous
les formes équivalentes:

2
O’y

[ 12 -128(H)] - 161 *ar

| @NNG)1%df -pG(0)

— oa

o oo 2
[ Rx(T)HDDg(T)dT _/-‘xz|: _’. g(1) dT]

— o oo

oo

[ Celr)ge(r) ar (8.38)

oll C.(1) =R, (7) — 1} est la fonction d’autocovariance du signal d’entrée.

8.2.15 Cas particuliers

Dans le cas d’un filtre passe-bas, on a généralement: G(0)=1et u, =pu . Pourun
filtre passe-haut ou passe-bande: G(0) =0 et My = 0 quelle que soit u,,.

Si I'excitation d’entrée est du bruit blanc de densité spectrale /2 (variance
d’entrée infinie}: R (1) = C (1) = %né(r) et o;", = % n fpg(O) <=, D’autres cas particu-
liers sont signalés dans plusieurs des exemples suivants,
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8.2.16 Définition: opérateur de multiplication par une constante
Soit la relation symbolisée par la figure 8.12

y(t) = Kx(t) (8.39)
ol K est une constante. Elle modélise les systémes linéajres sujvants:

K > | : amplificateur idéal (sans limitation de bande passante)

K = 1: interrupteur fermé, circuit passe-tout (opérateur identitg)
0 <K < 1: atténuateur

K =0: interrupteur ouvert

K =-1: inverseur

K < 0: multiplication par une constante avec inversjon

x(t) ‘ : y(t) = Kx(1)

Fig. 8.12

Les propriétés de cet opérateur de multiplication par une constante sont résumées
dans le tableau 8.13.

On en déduit que ®,,(f) =K? D, (f), 0y (1) =K? 0 (1), 1ty = Kti, 05 =K? 0% et
Py, = K2 P..Par (5.39), la statistique du signal de sortie se déduit directement de celle
dentrée: py, (v) = 1K™ oy (W/K).

Tableau 8.13

K&

il

g0
(G{N = 1K)

K avee 0 pour K > 0

G(N

Og(f)g
—msgn(f) pour K < 0

¢g(7) = K*8(7)

8.2.17 Définition: opérateur de retard
La relation symbolisée par la figure 8.14

y(t) = x(t—1p) (8.40)
est le modele de tout systéme assurant une propagatjon sans distorsion d’un signal, mais
nécessitant un délai ¢, (ligne de transmission idéale, ligne a retard, circuit i registre a

décalage ou mémoire circulante, dispositif 2 bande magnétique avec tétes d’enregistre-
ment et lecture séparées, etc.).

x(1) r(t) = x(1—ty)
— retard ¢, —

Fig. 8.14
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Les propriétés de cet opérateur de retard sont résumées dans le tableau 8.15.

Tableau 8.15

It

g &(r—ry)

Il
—

1IG(N
G(f)

exp (—j2nft,) avec
9 (f) == 2nfty
u;g(r) = &(1)

Toutes les caractéristiques statistiques sont évidemment identiques 4 I’entrée et
a la sortie dans le cas de signaux stationnaires. Dans le domaine fréquentiel, 'opérateur
de retard se comporte (théoréme du retard) comme un déphaseur linéaire pur. On en
déduit que tout systéme satisfaisant a la condition |G (f')| = K mais n’ayant pas une
réponse de phase linéaire introduit une distorsion (§ 8.2.25).

Dans les systémes numériques — ou plus généralement a temps discret — il est
fréquent de considérer des opérateurs de retard d’un pas d’échantillonnage, appelé
opérateur de retard unité (fig. 8.16) symbolisé, en utilisant la transformation en z
définje au paragraphe 8.2.7., par la fonction de transfert G(z)=z"1,

x(k) v(k) =x(k-1)
.-l -

§.2.18 Définition: opérateur de Hilbert

La transformée de Hilbert d’un signal a été introduite au chapitre 7 en relation
avec la notion de signal analytique. Un opérareur de Hilbert H (fig. 8.17) réaljse cette
transformatjon

17 x(7)
yy =iy = — | dr (3.41)
T - [—T
x(r) v(t) = X0
o H ——a
Fig. 8.17

C’est le modéle d’un déphaseur parfait de +90°, comme I'indiquent ses propriétés,
déduites des relations développées au paragraphe 7.1.3 et résumées dans le tableau 8.18.

La densité spectrale, la fonction d’autocorrélation et, par conséquent, la puissance
totale, la variance et la valeur moyenne sont identiques 4 I’entrée et 4 la sortie.

La réalisation pratique d’un circuit effectuant la transformation (8.41) ne peut
étre qu’approximative, la réponse impulsionnelle g (¢) n’étant pas causale. Un déphasage
4 peu prés constant et voisin de 90° n’est réalisable que sur une largeur de bande limitée.
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Tableau 8.18

gty = (wr)”"
IG(fHt=1

G(f) = —jsgn(f)avec -

9 (f) = - sen(f)

ng(r) =6(7) -

8.2.19 Définition : opérateur de moyenne temporelle
L’estimation d’une moyenne temporelle est une opération fréquente en traitement

des signaux. La moyenne glissante (1.11), appelée parfois moyenne temporelle d’hori-
zon T, correspond 4 la sortie d’un opérateur linéaire

1 I
wWey==1,Ty = = [ x(r)dr (8.42)
T -7

dénommé moyenneur temporel parfait (fig. 8.19), dont les caractéristiques sont résumées
dans le tableau 8.20.

x(1) ¥ =xt, T)
—_— moyennecur >

Fig. 8.19

Tableau 8.20

g(t) = T 'rect[(t—T/2)/ T}
G(f) = sinc(Tf)exp(—jnfT)
IG(f) = lsine(Tf)I

n,?:g(r) = T 'tri(+/T)

Sa réponse impulsionnelle est rectangulaire (fig. 8.21). C’est le modéle d’un circuit
intégrateur dont I’approximation analogique est un simple filtre passe-bas (§ 8.2.24).
Une réalisation quasi-parfaite, mais impliquant une sortie échantillonnée et une remise
a zéro périodique, exploite les propriétés du montage intégrateur a amplificateur opéra
tionnel (chap. VIIL 3). Dans le cas discret, 'expression (8.42) se raméne i une simple
sommation.

g(r)

Fig. 8.21
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On déduit du tableau 8.20 et de (8.37) et (8.38) les parameétres principaux
du signal de sortie qui sont bien entendu la valeur moyenne statistique

My = iy (8.43)

et la variance. Celle-ci correspond-i la puissance de l'erreur d'estimation de la valeur
moyenne et sert. par conséquent. de critére de qualité ou d'indice de précision (§ 13.1.24)

2
Uy

it

— l Cy(7) tri (7/T) dr

[Dx() ~ue8(f) ] sinc ATHdf

It
8" 3 B;\g

by (f) sine (Tf)df —p, (8.44)

Elle décroit évidemment en fonction de la durée d’intégration T.

8.2.20 Illustration: estimation d’une valeur moyenne en présence de bruit blanc
Considérons le cas d’un signal x (7), composé d'une valeur continue a estimer en
présence d’un bruit additif blanc, de densité spectrale @,,(f)= 1/2, ou blanc a bande
limitée de type passe-bas (§5.3.10).
La fonction d’autocovariance C.(7) est la fonction d’autocorrélation R,,(t) du
bruit. Dans le cas du bruit blanc, on a

Cry(1) = %nﬁ(f) (8.45)

Alternativement, la densité spectrale du signal x (r) diminuée de la contribution
de la composante continue est égale 4 la densité spectrale du bruit &, (/). Dans le cas
du bruit blanc 4 bande limitée, de densité spectrale (5.155), on obtient

B (f)—128(f) = 5 mrect [f/(2B)] (8.46)

L’évaluation de la variance de I’estimation est facilement obtenue, dans le pre-
mier cas, en introduisant (8.45) dans {8.44)

1
oly =50/T (8.47)

Alors méme que la varjance du signal d'entrée est théoriquement infinie, celle de
I'estimation obtenue est limitée et inversément proportionnelle au temps de mesure 7.
En introduisant (8.46) dans (8.44), on obtient dans le deuxiéme cas

B
2 n
Oy T | sinc (Tj‘)dj
l-B
n ?T. 2
= ] sinc (o )da (8.48)
2T _gr

Pour RT =1, U},z = 045 /T et tend progressivement vers le résultat limite (8.47)
lorsque le produit BT augmente.
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8.2.21 Définition: opérateur de filtrage idéal

Un filtre idéal est un opérateur permettant le transfert sans distorsion de toutes les
composantes du signal d’entrée comprises dans une largeur de bande spectrale B, définie
selon (2.15), et appelée aussi bande passante. 1l atténue totalement toutes les autres.

bic,i

[

;
-B 0 B
I (S)

f

0 B

—2rBiry+ <
\\
Fig. 8.22

Pour un filtre passe-bas (fig. 8.22), on obtient, en tenant compte d’un retard
arbitraire 1y comme en (8.40), les caractéristiques résumées dans le tableau 8.23.

Tableau 8.23

1G ()] = rect([/(2B)]

g (f) = = 2aft,

G, (f) = rect[f/(2B)]*exp(=j2nft,) avec

&) = 2Bsinc[2B(t ~1,)]
¢g () = 2Bsinc(2B7)

Un tel filtre idéal est un opérateur non causal puisque g,(¢) # 0 pour £ <0
lorsque £ F oo (fig. 8.24).

0] N

Fig. 8.24
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G2
1
7
T ¥ T lennl
—Ja 0 /o
«— > +—
8 Fig. 8.25 B

On peut déduire les caractéristiques d'un filtre passe-bande idéal (fig. 8.25) a
partir de celles d’un filtre passe-bus de bande passante B/2 en utilisant la propriété de
translation de I'impulsion de Dirac

G2(f) = rect(f/B)exp(=j2afto) * [8(f+ fo) + 8 (f—1o)] (8.49)

Les résultats sont résumés dans le tableau 8.26.

Tableau 8.26

G (Y = rect[(f + fo)/B] + vect ((f = f3)/B]
g, (1) = 2B sinc |B(r—1,)]-cos2nfyt)
@ga(1) = 2B sinc(B7) cos(2af, )

8.2.22 Définition: temps de montée d’un filtre idéal

La réponse indicielle y(r) est I'intégrale de la réponse impulsionnelle (§ 1.3.12).
Pour un filtre passe-bas, elle permet de caractériser directement le temps de réaction
(inertie) du filtre, mesuré arbitrairement par un certain temps de montée t,. Pour un
filtre passe-bande, c’est la réponse d 'excitation e(¢) cos(2mfot). oll fp se situe au
centre de la bande passante. qui fournit la méme information. H est toutefois équivalent
et plus simple de considérer. dans ce cas, I'intégrale y,,, (¢) de I’'enveloppe 7, (f) de la
réponse impulsionnelle.

Cette enveloppe se calcule a partir de (7.45). En tenant compte de (7.18) et de
Pexemple 7.1.4. elle vaut pour le filtre passe-bande idéal de largeur de bande
Birg,(t)=2Bsinc [B(t —1g)].

Pour le filtre passe-bas idéal de méme bande passante B, la réponse impulsion-
nelle. tirée du tableau 8.23, est: g, (¢)=2Bsinc [2B(t —1,)]

En utilisant le résultat (1.63), on obtient par intégration

V(1) = S+ 7 Si2mB( ~ £o)]
(8.50)
1 1 “1 o
5 Y2 (1) = 5+ 7 ' Si[aB(t —1o)]
Le graphe de ces fonctions est représenté sur la figure 8.27. L'oscillation présente

dans ces réponses 4 une discontinuité est connue sous le nom de phénoméne de Gibbs
(§ 1V.7.3.36).
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tllll

Fig. 8.27

En définissant arbitrairement les temps de montée respectifs .,y et £, comme
I'intervalle entre les intersections des dérivées de y,(r) et %7,,3,2 (f)ent =ty avec les
ordonnées O et 1, on tire

tmi = d"h/df|r=ro = gi(t) = 2B

L L @51
Ima = ?d7rg2/d[|r=ro = 5 Tga(te) = B

Le temps de montée, ainsi défini, est l'inverse de la bande passante pour un filtre
passe-bande idéal et 'inverse du double de la largeur de bande pour un filtre passe-bas
idéal.

Ce résultat fournit un ordre de grandeur utile. Il s’applique approximativement
aussi au cas de filtres réels si I'on interpréte B comme la largeur de bande équivalente
définie au paragraphe 8.2.23.

Expérimentalement, le temps de montée st généralement défini comme le temps
que met la réponse indicielle pour passer de 10% a4 90% de sa valeur finale (§ XVIII.
4.1.3).

8.2.23 Largeur de bande d’un filtre réel. Définitions

Un filtre réel est un opérateur causal ayant des propriétés sélectives en fonction
de la fréquence (vol. XIX). Le module de sa fonction de réponse fréquentielle ne peut
étre discontinu. Dans ces conditions, la définition d’une largeur de bande a un carac-
tére arbitraire.

On utilise principalement en électronique, pour des raisons de facilité de mesure,
la notion de largeur de bande d — 3 dB (fig. 8.28) notéc ici B_34g et définie comme le
domaine des fréquences positives pour lequel

1G(/H)

3 =
G max

(8.52)

I
2
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En traitement des signaux, en raison de I'importance des processus aléatoires, on
introduit le concept de largeur de bande égquivalente de bruir

1 = 2. (0
Beq = —3 J IG(f)|2df—“- ‘pgz ) ’ (8.53)
max © =~ max

C’est la largeur de bande d’un filtre idéal dont le signal de sortie a la méme puissance
que celui du filtre réel lorsqu’ils sont tous les deux excités par le méme bruit blanc.

biginr
filtre passe-bas 2

7
filtre passe-bunde o
T Gl.nax
1lg?
B—}d[j 2 max
I
T T .
~Jo fo

Fig. 8.28

8.2.24 Nlustration
Un filtre passe-bas RC (fig. 8.29), en circuit ouvert posséde une fonction de réponse
fréquentielle

1 1
G(f) = = 8.54
=T j2nfRC 1+ jflf (8:34)

ot f,=(2wRC) ™ dénote la fréquence de coupure.
On obtient facilement, par le calcul complexe, [G(f)|=[1 + (f/f.)* 171,
Bg(f)=—arctan (f/f;) et
2
|G = —————5 (8.55)
1+ (7lfe)
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R
©- I i —0
x(1) C—— ()
—o
Fig. 8.29
d’otl 'on déduit que
1 )
gty =——exp[ —t/(RC}] - €(r) (8.56)
RC
1
og(7) = exp[ ~I7I/(RC)] (8.57)
2RC
B_3a8 = f¢ (8.58)
1 L
P ge T3 P o

Selon la définition (8.51), le temps de montée vaut ici
Imy = (zBuq)-1 = 2RC (8.60)

soit deux fois la constante de temps du circuit.
Un tel filtre est un intégrateur imparfait souvent utilisé pour réaliser approxima-
tivement une opération de moyennage (voir exercice 8.5.6 et paragraphe 13.1.24).
Dans le cas d’un moyenneur parfait (§ 8.2.19), le calcul de la largeur de bande
équivalente selon (8.53) donne, avec |G (f)|* = sinc® (Tf) et en tenant compte de
(1.63): Beg = (2T) ™", d’oil un temps de montée ¢, = T qui correspond bien 4 la
réalité.

8.2.25 Définition: distorsion linéaire

Tout systéme linéaire dont la réponse d’amplitude n’est pas constante ou dont
la réponse de phase n’est pas linéaire, ¢’est-a-dire n’introduit pas un retard pur, fait
subir au signal d’entrée une distorsion. On parle respectivement de distorsion d ampli-
tude ou d affaiblissement et de distorsion de phase.

La distorsion de phase résulte du retard différencié que subit chaque composante
fréquentielle du signal. Cette distorsion est sans effet perceptibles dans les systémes
électroacoustiques ou en téléphonie, en raison de 'insensibilité de "oreille 4 ce phéno-
méne. Elle doit étre, au contraire, limitée dans de nombreux autres cas: transmission
de données ou de signaux de télévision, réception de signaux radar, etc.

8.2.26 Définitions: retard de phase et retard de groupe
Considérons le cas ol le signal d’entrée d’un systéme linéaire est d bande étroite
voisine d'une fréquence f;. En adoptant la notation complexe développée i la
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section 7.4, ce signal peut étre représenté par le signal analytique
x(2) = r(r)exp(j2nfor) (8.61)

dont r (1) est I'enveloppe complexe (§7.4.1).

Si la réponse de phase du systéme n’est pas linéaire, on peut décrire approxima-
tivement son comportement dans la bande d’intérét au voisinage de la fréquence f,
par les deux premiers termes d’un développement en série de Taylor:

It

8(fo) + (/-7 9
o) v (/—Jo) o | s

=~ 2oty — 20(S~fo)e (8.62)

8(f)

oll t, et ¢, sont deux constantes, ayant la dimension d’un temps, définies par

fq) = - M (863)
27T_/0
1 d&

fp = - —— (8.64)
2w df |r=p,

Elles sont appelées respectivement retard ou temps de propagation de phase (en anglais
phase delay) et retard ou temps de propagation de groupe (groupe delay).

En considérant que la réponse d’amplitude est constante et égale, pour simplifier,
4 I'unité dans la bande d’intérét, la fonction de réponse fréquentielle du systéme devient

G(f) = exp{~j2m [fo(ty—ty) + f1]} (8.65)

b x(1) r(6)
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La transformée de Fourier du signal analytique de sortie vaut alors, par (8.14)
Y(f) = X(f) G (f)
X(f) exp(—j2afty) exp[-j2mfolty—t5)] (8.66)
Par transformation inverse et en tenant compte de (8.61), on obtient finalement
y(6) = x(t—tg)exp[=j2mfo (1p— 1))

= r(t-tg)explj2afo(t—14)] (8.67)

Ainsi I’enveloppe du signal subit le retard #; alors que la composante auxiliaire
sinusoidale a fréquence fy subit, elle, le retard ¢, (fig. 8.30). Ces deux retards ne sont
égaux que si la réponse de phase varie linéairement avec la fréquence.

It

]

8.2.27 Définition: filtre adapté ou opérateur de corrélation

Un filtre adapté (sect. 13.4) est un cas particulier de filtre linéaire congu pour opti-
miser le rapport signal sur bruit lors de la détection d’un signal s(¢), de forme connue et
de durée T, masqué par du bruit de fond. En présence d’un bruit blanc, sa réponse
impulsionnelle est I'image translatée de T du signal a détecter

g(t) = ks(T-1) (8.68)

oll k est une constante arbitraire.
La réponse du filtre adapté i la seule excitation x(z)=s(¢) est égale i la fonction
d’autocorrélation translatée du signal

y(t) = ks(T—t)xs(t) = kg (t—T) (8.69)

Le filtre adapté se comporte ainsi en corrélateur vis-d-vis du signal 4 détecter. On
démontre qu’en présence d'un bruit blanc, le rapport signal sur bruit est optimum en
t =T et ne dépend que de I’énergie du signal et de la densité spectrale du bruit. Ce résul-
tat met en évidence le role de la corrélation dans les procédures de détection et d’identi-
fication.

Les caractéristiques de cet opérateur sont résumées dans le tableau 8.31.

Tableau 8.31

g =ks(T~1t)

G(f) =kS"(Nexp(=j2nfT)
IGUNI® = k*dg(f)

Gg(r) = kgl

8.2.28 Définition : opérateur de dérivation
La transformation linéaire

d
¥(1) = —x(1) (8.70)
dt
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définit un opérateur, appelé dérivateur, dont les caractéristiques sont résumées dans le
tableau 8.32. Un tel opérateur n’est pas physiquement réalisable, puisque sa réponse
d’amplitude croit linéairement sans limite avec la fréquence. Un filtre passe-haut, tel
que Je circuit RC dérivateur de la figure 8.33, en constitue une réalisation approximative.

c
Tableau 8.32 ||
I —
d )
g ) = —208() =68()
d: x(t) R r(e)
G(f)y =jlaf
1G (N = (2nf)?
o0— & ]
Fig. 8.33

Du tableau 8.32, on déduit que la densité spectrale de la dérivée d’un processus
aléatoire (si elle existe) vaut

Dy (f) = 2nf)? 0 (f) (8.71)

d’ol, par le théoréme de Wiener-Khintchine (§5.3.3), on a pour les autocorrélations
la relation suivante

2
d Ry (7)
— (8.72)

dr

L’existence d’une dérivée, au sens d’une convergence en moyenne quadratique,

n’est donc possible que si la seconde dérivée de la fonction d’autocorrélation du proces-
sus existe.

Ru(r) = -

8.3 OPERATEURS PARAMETRIQUES

8.3.1 Définition
On appelle opérateur paramétrique tout opérateur non stationnaire dépendant
d’un signal ou grandeur de commande auxiliaire. Le signal de sortie

y(t) = S{x(t),u(n} (8.73)

est ainsi une fonction de deux signaux x (¢) et u (#), I'un étant considéré comme signal
d’entrée et I’autre comme signal de commande (fig. 8.34)

x(1) r(r)
— S ——o
T!l(t}
Fig. 8.34

8.3.2 Description générale des opérateurs paramétriques linéaires
Un opérateur est linéaire, mais non stationnaire, si la condition (8.5) est satisfaite,
mais non la condition (8.6).
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Le signal de sortie y (¢) d’un tel opérateur s’exprime alors en fonction du signal
d’entrée x (¢) par la relation [49, 53]

(1) = r h(t, 7)x(7)dr (8.74)

ol /1 (t, 7) est une réponse impufsionnelle, dépendant de la grandeur auxiliaire u (¢t).
C’est la réponse, en fonction du temps 7, @ une impulsion de Dirac appliquée i 'entrée
au temps 7. L’opérateur est causal si #2(¢,7)=0 pour 7>t

L’opérateur linéaire invariant apparait ainsi comme un cas particulier de cette
classe plus générale pour lequel /2 (t, 7)=g (¢t — 7).

Une description indirecte de 'opérateur linéaire non stationnaire est la fonction
de réponse

H(v,t) = [ h(t,7)exp( —j2mvr)dr (8.75)

qui dépend aussi du temps. On lui préfére généralement une expression dépendant des
deux fréquences f et v en effectuant une deuxiéme transformation de Fourier

H(fv) = || n(e7) expli2n(or=fr)] drde (8.76)

On vérifie (exercice 8.5.12) que les transformées de Fourier des signaux d’entrée
et de sortie x (t) et y (¢) sont liées par la relation

Y(f) =

Hf,v)X(v)dv (8.77)

8y

8.3.3 Opérateur séparable. Définition
Un opérateur est dit séparable si la réponse impulsionnelle peut s’écrire sous la
forme

ht, 7y =u(t)g(t—r) (8.78)
ou, de maniére équivalente
h(t,7) = u(r)g(t—r1) (8.79)

La fonction de transfert (8.76) devient dans le cas d’une réponse impulsionnelie
du type (8.78)

H{f,v) = U(f-v)G) (8.80)
et dans le cas de (8.79)
H(f,v) = U(f-v)G(f) (8.81)
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8.3.4 Définition : opérateur de multiplication
Si 'on pose dans (8.78) g (¢t —7) =56 (¢ — 7) on obtient

h{t,7)y = u(t)d(t—-7) (8.82)
et

H({f,v) = U(f-v) (8.83)
d’ot, en remplacant dans (8.74) et {(8.77)

(1) = u(r)x(t) (8.84)
et

Y =U@D=X{) (8.85)

Le mudtiplicateur (fig. 8.353) est donc un opérateur paramétrique linéaire (qui se réduit
4 l'opérateur stationnaire décrit au paragraphe 8.2.16 si u (¢) est une constante).

x(r) »(e)

u(t)
Fig. 8.35

Les relations (8.84) et (8.85) reproduisent la propriété (4.15). Dans le cas de
signaux x (t) et u (t) aléaroires indépendants, les propriétés statistiques et spectrales
du signal de sortie v (¢ ) peuvent se déduire de (5.195), (5.198) et (5.199) qui deviennent

IC1
oa 1 ;
P(y) = JA — Px(x) pu ( ;) dx (8.86)
|x]| X
Ry(1) = R (7)"Ry(7) (8.87)
Dy(f) = Bx(S)*Du(f) (8.88)

8.3.5 Cas particulier : opérateur idéal d’échantillonnage
En posant 1 (t) =68 (¢) dans (8.82), le signal de sortie devient en tenant compte
de la notation (1.54)

co

wit) = x(£)bp(t) = > x(kT)8(t—-kT) (8.89)

k= ~eo

C’est le modéle du signal échantillonné idéalisé décrit au chapitre 9.
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8.3.6 Cas particulier: interrupteur périodique

L'opérateur non stationnaire symbolisé (fig. 8.36) par un interrupteur se fermant
périodiquement 4 la cadence f* =1/ T avec une durée de fermeture A est un opérateur
de multiplication pour lequel (voir notation 1.56)

u(t) = repy {rect(r/A)} (8.90)

x(t) r(r)
N——»——o\“\——»

Fig. 8.36

8.3.7 Cas particulier: opérateur de pondération uniforme

L’opérateur symbolisé par la figure 8.36 permet également de réaliser une observa-
tion ¥ (t)=x (¢, T) de durée finie T d’un signal x (¢ ) en donnant a la fonction de com-
mande [a forme d’une fenétre temporelle rectangulaire de pondération:

u(t) = rect(t/T) (8.91)

La durée finie d’observation entraine une résolution spectrale limitée (exercice
8.5.14) et Papparition d’oscillations (phénomene de Gibbs, § IV.7.3.36) au voisinage
des discontinuités du spectre de x (¢).

D’autres fonctions de pondération (fenétres temporelles) sont parfois utilisées
(§ 12.1.6 et sect. XX.3.7) pour réduire cet inconvénient.

8.3.8 Cas particulier: inverseur périodique

L’opérateur symbolisé par un inverseur périodique (multiplication par * 1) cor-
respond a un multiplicateur avec fonction auxiliaire (ici pour un rapport cyclique de
50%)

u(t) = sga {cos(2mt/T)}
repr {rect(2¢/T)—rect[(2¢t—~T)/T1} (8.92)

]

8.3.9 Exemple: opérateur de multiplication avec préfiltrage

La réponse impulsionnelle (8.78) est celle d’un opérateur décomposable en une
cascade d’un opérateur linéaire invariant suivi par un multiplicateur (fig. 8.37). En effet,
en introduisant /1 (¢, 7)=u (¢) g (¢ — 7) dans (8.74), on obtient pour le signal de sortie

o

u(ty J g(t—1)x(7)dr

il

yit)

Il

u(ty < [x(t) *g()] (8.93)
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: x(t) xg(t)
x(t) () = u(t) - [x{t) +g(1)]
— glt)

u{t)

Fig. 8.37

Les propriétés spectrales du signal y (¢) se déduisent facilement
Yy = U(f) = [X(F) G(] (8.94)
Dy (f) = @, (f) # [P (NHIG(NHI?] (8.95)

8.3.10 Exemple: opérateur de multiplication avec postfiltrage
En partant de la réponse impulsionnelle (8.79), le signal de sortie devient

¥ty = J. glt—r)u(r) x(7) dr = [x(t)u(t)] * g(1) (8.96)

— oo

C’est la réponse d’un opérateur (fig. 8.38) combinant un multiplicateur suivi d'un filtre
linéaire invariant.

x{(r)u(t)

y(e) = [x(t)yult}] «g(r)
g(r) B

Fig. 8.38

Les propriétés spectrales du signal de sortie sont ici

Y(f) = [X(N) = UUNIG) (8.97)
Dy (f) = [@x(f) * (]G (F)I? (8.98)
Un tel opérateur est utile pour modéliser I’échantillonnage réel, la reconstitution

d’un signal continu 4 partir d’un signal échantillonné, la modulation d’amplitude et le
changement de fréquence.

8.3.11 Cas particulier : opérateur d'échantillonnage réel
En posant 1 (2) =87 (¢) dans (8.96), on obtient

W)y = [x()sp(1)] #eg(r)y = > x(kT)g(t-kT) (8.99)
k=

— oo

Chaque échantillon est ici le facteur multiplicatif d’'une impulsion de forme g ().
Dans le cas d'impulsion de Dirac, g (¢) =8 (¢) et ’on retrouve ’échantillonnage idéal
(8.89).
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8.3.12 Définition : opérateur de modulation

Un modulateur (fig. 8.39) est typiquement un dispositif paramétrique, linéaire ou
non linéaire suivant les cas, qui produit un signal de sortie dont un ou plusieurs para-
metres varient en fonction du signal d’entrée.

x(¢) ¥
—

Tup(t)

Fig. 8.39

Le signal auxiliaire est appelé la porteuse u,(¢) en télécommunications (chap.
XVIIL4). Les signaux d’entrée et de sortie sont appelés signal primaire (ou modulant)
et signal secondaire (ou modulé), respectivement.

La porteuse up () est généralement une sinusoide de fréquence f;, et le signal de
sortie p (¢) est A spectre passe-bande. En utilisant le concept d’enveloppe complexe
r (¢)introduit a la section 7.4, le signal de sortie peut se mettre sous la forme

y(t) = Re{r(t)exp(i2nfyt)} = a(t) cos(2nfpt) = b (t) sin(Qnfpt) (8.100)

our (t)=a(t)+jb(r)=f{x (#)} est une fonction complexe du signal d’entrée typique
4 chaque genre de modulation (chap. 11).

Le signal d’entrée n’influencant que Penveloppe complexe, on peut simplifier les
notations en définissant [99] un opérateur de modulation (fig. 8.40) par la relation
r(t)= Smix (2)}. Inversement, on peut définir un opérateur de démodulation (fig. 8.41)
par la relation x (¢) = Sq4 {_r; (£)}. Ce dernier est soit de type paramétrique, soit de type
non linéaire.

3 L) ' t
x{1t) S, () s, x(4)

Fig. 8.40 Fig. 8.41

8.3.13 Définition : opérateur de sommation
Un sommateur (fig. 8.42) ou un soustracteur (fig. 8.43) est un opérateur qui ajoute
ou retranche u (¢) au signal d’entrée x (¢)

y() = S{x()u)} = x(t)xu(t) (8.101)

x(t) + y(t) = x(¢) +u(r) x(t) + (1) = x(t) —u(t)

Fig. 8.42 Fig. 8.43

Vis-a-vis du signal d’entrée, cet opérateur n’est pas linéaire homogéne puisqu’il
ne satisfait pas (8.5) et il est non stationnaire si 1 (¢) n’est pas une constante. II est donc
logique de le classer parmi les opérateurs paramétriques, encore que dans certaines applf_
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cations (filtres actifs), il soit préférable de le considérer comme un dispositif linéaire
vectoriel.
Par (4.12), on a pour des signaux déterministes

Y() = X(f) £ U(f) (8.102)

D’une maniére générale, valable aussi pour les signaux aléatoires, on a par (5.189)
et (5.190)

Ry (1) = R (M) + Ry (1) £ Ry (1) £ Ry (1) (8.103)
et

Dy () = Bx (F)+ Dy (f) £ Dy () £ Py () (8.104)

Ces deux derniéres expressions se résument aux deux premiers termes seulement
lorsque les signaux x () et u (2) sont indépendants et que I'un au moins est & valeur
moyenne nulle (§5.5.5).

8.4 OPERATEURS NON LINEAIRES INVARIANTS

8.4.1 Définitions et classification

La modélisation des systémes non linéaires se heurte a des difficultés considérables.
Aucune théorie globale n’existe qui permette, comme dans le cas linéaire, de déterminer
simplement les relations liant la sortie a I'entrée du systéme. C’est un domaine ardu qui,
bien qu’étudié depuis fort longtemps, nécessite encore un important effort de recherche.
Des approches partielles ont été tentées [100-102]. Le sujet est si complexe qu’il ne
peut étre abordé en détail dans le présent ouvrage.

Un moyen de relier 'entrée x (¢) 4 la sortie y (¢) d’un opérateur non linéaire — ici
supposé invariant — est la représentation en série de fonctionnelles de Volterra

o oo

y(t) = X f f By (Try ooy T ) %t = 71) o X (¢ =7)dTy .. d7,, (8.105)
n=1 o
C’est une extension de la représentation intégrale des opérateurs linéaires (8.12);
ce cas correspondant au premier terme de la série. Elle implique 'existence des intégrales
et la convergence — en moyenne quadratique - de la série. La fonctionnelle générale

oa =

f fh,,(n, v T X(t=T1)) o x(t —7p)d7y ... dTy, (8.106)

—eo

définit un opérareur non linéaire homogéne de degré n caractérisé (fig. 8.44) par le
noyau f1,, (1, ..., t,;)-

x(r) r(e)
—w N, )

Fig. 8.44
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On démontre [102] que la réponse d'un tel opérateur d une excitation sinusoidale
permanente de fréquence f, est composée de termes sinusoidaux de fréquences
nfo, (1 —2)fa, ..., fo (n impair) ou O (11 pair). Si le degré n est impair, la réponse ne
contient donc que des harmoniques impaires et, si 71 est pair, elle ne contient que des
harmoniques paires et une composante continue. Une illustration de ce résultat appa-
rait aux paragraphes 8.4.4 et 8.4.5.

Certains circuits non linéaires (par exemple a réactance non linéaire) sont suscep-
tibles de produire également des sous-harmoniques de la fréquence d’excitation. Ils ne
sont donc pas représentés par ce modéle.

La formule (8.105) suggére une représentation (fig. 8.45) par opérateurs homo-
génes branchés en paralléle 4 P'entrée et dont les sorties sont sommées.

— Iy ()

e Tty (£, 17)

x(1) ()

—-| 1,(1y, ... ty)

Fig. 8.45

Un cas particulier d’opérateur non linéaire décrit par (8.105) est celui ol le signal
de sortie est exprimable en série de puissance

y(t) = Y a,x" () (8.107)

n=1

Le noyau caractéristique devient ici simplement
hy(ty, .o ty) = a,6 () ... 6(8,) (8.108)

La relation (8.107) permet de décrire une large gamme d’opérateurs non linéaires
amnésiques (ou sans mémoire, statiques, non inertiels, instantanés): le signal de sortie
Y (t) a Vinstant ¢ ne dépend que de I'entrée au méme instant et aucunement du passé.
En électricité, un circuit non linéaire est en principe de ce type §’il ne contient pas d’élé-
ments réactifs.

Or, il est souvent possible [ 33] de modéliser un systéme non linéaire par une cas-
cade de deux ou trois opérateurs (fig. 8.46): par cxemple, un opérateur linéaire, suivi
d’un opérateur non linéaire amnésique et d’un deuxiéme opérateur linéaire. On parle ici
de systéme séparable.
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@ systéme o

eme [ sté 2

?’S, me - non linéaire - f;}"},""
inéaire amnésique inéaire

N e’

v

systéme non linéaire
Fig. 8.46

On est ainsi amené a considérer la classification suivante:

e opérateurs non linéaires amnésiques;

e opérateurs non linéaires séparables;

@ opérateurs non linéaires non séparables.

Laderniére catégorie ne sera pas abordée. La seconde se raméne donc 4 une cascade
d’opérateurs ol toute I'inertie (mémoire) du systéme est prise en compte par l'opérateur
linéaire alors que la non linéarité est représentée par le ou les opérateurs amnésiques. On
se limite dans ce qui suit a examiner quelques propriétés de ces opérateurs.

8.4.2 Opérateurs non linéaires amnésiques
Un tel opérateur est caractérisé par une relation instantanée entre les signaux d’en-
trée et de sortie (fig. 8.47) qui est I’équation de la non linéarité

y =g(x) (8.109)

x(r) ¥
——] y = g(x) g

Fig. 8.47

C’est le modele d'un grand nombre de dispositifs électroniques réalisables analogi-
quement (vol. VIII) avec des circuits a diodes, des amplificateurs opérationnels, des
comparateurs, des multiplicateurs, etc., et numériquement & I'aide d’une table de cor-
respondance mise en mémoire ou d'un algorithme de calcul approprié. Les principaux
d’entre eux sont regroupés dans le tableau 8.48. Si la sortie est retardée (temps de réac-
tion,durée de calcul),onen tient compte en combinant en série un opérateur amnésique
idéal (sans retard) et un opérateur de retard (8§ 8.2.17).

8.4.3 Non linéarité développée en série de Taylor
Le développement en série (8.107) ne converge pas au voisinage de discontinuités.
Il ne peut donc Etre utilisé que dans le cas de caractéristiques non linéaires g (x) 4 varia-
tion progressive. Dans ce cas, les coefficients a,; sont liés a la non linéarité g (x) par
I d%g(x)
@, = — — (8.110)
n! dx =0
La transformée de Fourier du signal de sortie de ['opérateur excité par un signal
déterministe devient simplement, en vertu de (4.15)

oo n

Y(fy=Ya H X(r) (8.111)
=1

n=|



Tableau 8.48

Fonction Caractéristique Symbole graphique
Redresseur bipolaire y ) = {x()l N ¥ ree)
(opérateur de valeur absoluc) — v
D
Redresseur unipolaire y (t) = e(x)-Ix(t)] X ¥ vir)
= :—[x(t) + x(6)1] —] { x fp—
0
Détecteur de signe y () =A-sgn{x()} x(0) S ()
(limiteur idéal) —_— Ut.[-. |
Comparateur y () = sgn{x(t)-a} (1) 1ﬂ‘-“ v yir)
—_— —e
—_% a
a six <a 3y
x(t) b3 . (0
Ecréteur y@)={x@ sia<x<bh - :?7%,3 —
4 h
b six>b 4
Opérateur quadratique y () = x2(t) (0 1)‘ ¥e1)
—b XN
0
Opérateur de racine carrée y)y=vVx{t); x>0 x(1) % )
0
, ; . _ . 4 .
Opérateur logarithmique y () = logg{x(n};x >0 (1) . v )
—_— W b
Opérateur trigonométrique par exemple: x(t) 13N« y(t)
—b ——
y (1) = sin{x()} o,

XNVNOIS §3d INJWAIIVHUL L3 3n03IHL
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ou
Hx() =x(r«xiu)s ..« X(f) (8.112)
i=1 ———
n fois

dénote une multi-convolution d'ordre (17 —1).

Le spectre complexe du signal de sortie contient donc un premicr terme propor-
tionnel au spectre X ( f) du signal d’entrée, puis un terme proportionnel a la convolu-
tion de X (f ) avec lui-méme, eic. En vertu du théoréme de la limite centrale (§ 5.5.3),
les contributions spectrales (8.112) d’ordre élevé se rapprochent d'une loi de Gauss
lorsque X (f) est réel (ou imaginaire).

Une propriété caractéristique des systémes non linéaires est de faire surgir des
composantes spectrales totalemens absentes du spectre d ‘entrée.

Cette propriété est parfois indésirable et interprétée comme [a source d’une
distorsion (§ 8.4.6) du signal désiré. Elle est, par contre, mise a profit dans d’autres
circonstances (modulation. changement et multiplication de fréquence, etc.).

8.4.4 Exemple: opérateur quadratique
Si

y(r) = x7(r) (8.113)
le développement (8.107) se résume au seul terme quadratique. La transformée de
Fourier du signal de sortie est ici un simple produit de convolution

Y(f)=X(f)*X(S) (8.114)

Lorsque le signal d'entrée est purement sinusoidal x(f)= A cos(2afpt):
X(f)=5A[B(f+fo) +6(f~fo)] et, par (1.50) et (8.114), ¥ (f)=5 A 6(f ) +
%Az [6(f+2fu)+8(f—2fs)]. Ce résultat (fig. 8.49), facilement vérifié a I'aide
d’identités trigonométriques, correspond au signal de sortie y (¢)= %AZ + %Al
cos(4mfot). Le terme continu -;,1—.42 mesure la puissance du signal d’entrée.

XN Y
.’_,12
44 4 , i o
f 17,’12 -5 A? 7
- 0 4 Y ~h 0 L 2 -
Fig. 8.49

Si I’entrée est la somme de deux termes sinusoidaux: x (f) = A, cos(2nf t) +
Az cos(2mfat),onobtient X (f)=5 A, [8(f+/)+8(f~f)]+F A [8(f+f1) +
6(f-fa )]

Par convolution (fig. 8.50), la transformée du signal de sortie devient ici:
Y(f)=FAT+4D)8(f )+ TAT[B(f+2H)+8(f-2M]+ T A3 [(f+2f2) +
S(f=2f )N+ g AAS(fHfi+f) +8(f-fi-f1) +8(f~fi+f)+8(f+Hh~F)].
Le premier terme représente i nouveau la puissance moyenre du signal composite d’en-
trée. Le dernier ternie résulte de ce que I'on appelle des produits d'intermodulation : il
fait apparaitre des composantes aux fréquences (fa = f1 ) et (f2 +£1).
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$xon ‘} Y(f)
1) ] 4
A Ay f f
~fr=fi 0 i S e R T
=(fi+f2) 2=/ fa-h Ni+fr
Fig. 8.50

D’une maniére plus générale, si

X(f) =X +X(f) (8.115)

alors
Y(f) =X (NH+X () + X)) = X () +2X()+ X2 (f) (8.116)

Le troisiéme terme caractérise le phénoméne d’intermodulation.

Considérons encore (fig. 8.51) le cas d’un signal d’entrée i énergie finie
x(t)=2aBsinc(2Bt) avec X(f)=a-rect[f/(2B)].Par(1.33), on obtient ici Y (f )=
2a*B-tri[f/(2B)]. La valeur a 'origine représente ’énergie du signal d'entrée,

XN
u

-B 0 B -28 -B 0 B 2B
Fig. 8.51

f“n

Finalement (fig. 8.52), prenons 'exemple d’un signal d’entrée 4 spectre passe-bande
avec X(f)=a {rect[(f+fo)/B]+ rect [(f—f0o)/B]}. La transformée du signal de sortie
devient Y(f)=a’B{2 tri(f/B) + tri [(f+2f0)/B]1+ tri [(F - 2f5)/B]}.

XN YN
B B 2B 2B
<+ > R — 1428 <———>
4 2
! /\ A !
— T e — — T - — —
—fo 0 i -2fe LB 0 B fo 2fo
Fig. 8.52
8.4.5 Exemple: opérateur cubique
Pour un tel opérateur, on a
y(r) = x%(@) (8.117)

3

Y(r) = HX() = X(H) =X ()« X (1) (8.118)

i=1
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Sil’entrée est une simple sinusoide x () =4 cos(2nfqt), la transformée de Fourier
de la sortic devient Y (f)=(3A3/8) [6(f+fo) +8(f—fo)]+(A8)[6(f+3fo)+
5 (f—370)] correspondant 4 y (1) =(3A43/4) cos (2mfyt) + (A3/4) cos (6mfot). Dans le
cas d’'une somme de deux sinusoides i I’entrée, les produits d’intermodulation apparais-
sent aux fréquences 2f) +f+,. 2fi—f5. 2f>+ fi et 2o —fi.

La détermination de Y (f) correspondant a dautres signaux d’entrée est laissée
comme exercice.

8.4.6 Distorsion non linéaire. Définitions

De nombreux dispositifs de traitement de signaux utilisés en instrumentation ou
en télécommunications sont supposés linéaires. Pratiquement, toutefois, ils sont toujours
affectés d’une 1égére non linéarité. Cela se produit pour diverses raisons: non linéarité
naturelle des caractéristiques des composants, phénoméne de saturation ou d’écrétage
di & un domaine linéaire borné (par exemple, par des tensions d’alimentation dans les
amplificateurs ou autres circuits électroniques), etc. Les signaux d’entrée et de sortie de
ces dispositifs ne sont donc pas exactement isomorphes: le spectre du signal de sortie a
été enrichi de composantes dues aux contributions non linéaires en x2, x3, etc. C'est ce
que I"on appelle la distorsion non linéaire.

On distingue plus particulierement

® [a distorsion harmonique;
@ [a distorsion d’intermodulation.

La distorsion harmonigue est due a la création, en cas d’excitation par une sinusoide
pure de fréquence f, de composantes aux fréquences harmoniques kfp. On peut définir
alors un taux de distorsion harmonique, indexé a k, en faisant le rapport de I'amplitude
de ’harmonique & et de celle de la fondamentale (généralement exprimé en %). Un
taux global de distorsion harmonigue est obtenu en faisant le rapport des valeurs effica-
ces du signal de sortie sans fondamentale et avec fondamentale. Par (3.76), on a

fIY L] 1/2
Ll FAE
d=|22—— =|1--— 1| <I (8.119)

2 1Yl 21 Yil?
k=1 k=1
La distorsion d'intermodulation est liée i 'existence de produits d'intermodula-
tion. Ceux-ci apparaissent lorsque I'entrée est constituée par une somme de termes, Si
ceux-ci sont sinusoidaux et de fréquence anharmonique fj, f. etc. (signal d’entrée qua-
sipériodique). le signal de sortie contiendra, en plus de composantes harntoniques, des
termes d'intermodulation de fréquence (mnf; = nf;).

8.4.7 Distribution statistique du signal de sortie

Lorsque le signal d’entrée d’un systéme non linéaire amnésique de caractéristique
Y =g (x) est aléatoire et de densité de probabilité connue, la distribution du signal de
sortie peut se déterminer en appliquant la régle de transformation introduite au para-
graphe 5.1.20, ol J est le Jacobien de la transformation:

py(¥) = 1T 1pe[x = g7 (1] (8.120)
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Si la non linéarité est décrite par la loi g(x) et si la densité de probabilité du signal
d’entrée est p (x), les divers moments du ler ordre (§ 14.3.3) du signal de sortie sont
donnés par

my, = E[y"] = fg"(‘x)px(x)dx (8.121)

et d’'une maniére générale, la valeur mayenne de toute fonction f () du signal de sortie
est exprimée par P'espérance mathématique.

EFM] = [ F0py(0dy = [ Flg(x)]pe(x)dx (8.122)

- oo —-—co

8.4.8 Fonction d'autocorrélation du signal de sortie

Un probleme central dans 'analyse des effets d'un opérateur non linéaire dans une
chaine de traitement est la détermination de la densité spectrale du signal de sortie lors-
que I’entrée est aléatoire. Cette densité spectrale est, en vertu du théoréeme de Wiener-
Khintchine (§ 5.3.3), 1a transformée de Fourier de fa fonction d'autocorrélation R, (1)
du signal y (r). Le probléme est donc ramené d celuj de I"évaluation de ce moment du
deuxieme ordre.

Par définition avec x; = x{f), X, =x(f +7), vy =g(x;) et y, =g (x2 ):

Ry(r) = E[ y(+) y(t+ 1)] = E[ vy v2]
Elg(x;)28(x2)]

]

[[exi)g(x) plxy xa 5 T)dxydxy (8.123)

La résolution de cette intégrale nécessite, outre la connaissance de la loi de non
linéarité, celle de la statistique du 2éme ordre [densité de probabilité conjointe de x(t)
et x(z+ 7)] du processus d’entrée. Cette loi est malheureusement rarement connue,
sauf dans des cas particuliers comme celui des processus gaussiens (sect. 5.7).

La détermination de R, (1) par solution de (8.123) est appelée : méthode directe.
Il est parfois préférable, en particulier lorsque la non linéarité contient des discontinui-
tés. de passer par une méthode indirecte ol la statistique du 2éme ordre est indiquée
par la fonction caractéristique (14.66).

Supposons que la non linéarité y =g (x) posséde une transformée de Fourier
G (v), alors g(x)=F 7' {G (v)} et en remplacant dans (8.123) avec u = 2nvet v= 27y,
on obtient I'expression équivalente

o

E JJ'G(Ll)G( viexp[ jluxy+vxy)]dudy }

I

'R.V ( T) 4_”2

1 oo
F ,U G(”)G(]") He(u, 1') du dv (8.124)
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oll

]

Me(u,v) = E{exp[j(ux; +vx3)]}

ij(.\‘] s Xy 5 T)exp[j(uxy; +vxy)] dxpdx, (8.125)
est précisément la fonction caractéristique du 2éme ordre du processus d’entrée.

8.4.9 Signal d’excitation gaussien a valeur moyenne nulle

La solution de (8.123) ou (8.124) est en principe possible lorsque le signal d’entrée
est gaussien. Dans ce cas, la densité de probabilité conjointe peut s’écrire, d’aprés (14.98)
et avec puy =0:

! R (0)[x1-¥3]+ 2R (1) X)Xz

T REQ)-REM T 2[RE(0)-RZ (D]
(8.126)

px,xa,7) =

Ol Ry(0)=Cr(0) = 03 et Ry(r) = Ci(r) = 0f p (7).
La fonction caractéristique du deuxiéme ordre correspondante est, selon (14.104)

M, (u,v) = exp{—+ R, (0) [u*+v* |- R (r)uv} (8.127)

8.4.10 Exemple: redresseur unipolaire
Ce type d'opérateur (tab. 8.48) posséde une caractéristique
g(x) = x+e(x) (8.128)

En remplacant dans (8.123), on obtient

Ry(r) = [ [ xixap(a,xair)dx dxs (8.129)

00

Le signal redressé p (¢) posséde alors, dans le cas d’une entrée gaussienne 4 valeur moyen-
ne nulle, la fonction d’autocorrélation (exercice 8.5.24)
“R.(7)

1
Ry(r) = —2; % [RZ(0)— R2(r)]'* + R, () arccos —m (8.130)

8.4.11 Exemple: non linéarité en x”
Dans le cas olt

y =g(x)=x" (8.131)
il est avantageux d’exploiter la relation (14.70) qui lie le moment du deuxiéme ordre
E [x} x¥] a la valeur a l'origine de la dérivée partielle de degré (12,1) de la fonction
caractéristique:
n.n i-2n aznﬂx(u,v)
Ry(T) = E[Xl x:] i (8.132)

n n
du"ov u=v=0
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Si le signal d’entrée x (¢) est gaussien a valeur moyenne nulle, la fonction caracté
ristique est donnée par (8.127). La solution générale de (8.132) peut étre mise sous la
forme [27, 104]:

n —k _! 2
R, (1) = Z {(nt/[(n=k)/21'}

S E L RY*(0)RE (1) (8.133)

ot k=0,2,4 .. pourn pairet k=1,3,5 .. pourn impair (et 0! =1).
Le tableau 8.53 résume les résultats obtenus pour quelques valeurs de 7.

Tableau 8.53

n  Ry(r) poury = x

Ry (7)

IRL(1) + RL(D)

6RL(T) + IRL(0) Ry(r)

24 Ry (1) + T2RLOIRE(7) + IR (D)

120R5(7) + 600RE(0) R () + 225 RE(B) Ry (1)

D R W9 -

On a par exemple dans le cas d’une transformation cubique:
Ry (1) = 6RI(1)+ IRZ(0) R, () (8.134)

d’otl I'on tire 'expression spectrale par transformation de Fourier:

3
D,(f) =6 Mo, (r)+9IRZ () D (f) (8.135)
i=1

Ce résultat est 4 comparer 4 (8.118), valable pour une entrée déterministe.

8.4.12 Théoréme de Price

Le théoréme suivant, basé sur approche indirecte, se révéle particuliérement
commode d’emploi lorsque la loi non linéaire g (x), ou I'une de ses dérivées, est com-
posée de segments de droites. Si Pexcitation x (¢) est gaussienne et i valeur moyenne
nulle, la fonction d’autocorrélation R, (7} du signal de sortie peut étre déterminée par
intégration de la relation

3%R, (1) _
ORY (1)
ol g(") (x) est la k-iéme dérivée de g(x) par rapport d x.

D’une maniére similiaire, la fonction d’intercorrélation R, (1) des signaux de
sortie ¥, (7) et ¥4 (¢) de deux systémes non lincaires g,{x,) et g, (x1) excitée respec-
tivement par les signaux gaussiens a valeurs moyennes nulles x,(¢) et x, (¢) s’obtient
par intégration de la relation [avec %), =% (¢) et Xy =X (£ + 7)]

akRylyz(T) —
aRchcle (T)

E (g™ (%)) g® (x,)] (8.136)

E[gl("')(xu)g;fk)(xn)] (8.137)



OPERATEURS FONCTIONNELS 265

8.4.13 Démonstration
En introduisant (8.127) dans (8.124) et en dérivant & fois par rapport 4 R, (1),
on obtient

M = —1~“ ff Gu)Gw) (- D u* vk N, (e, v) dudy (8.138)
dRE(r)  4r® e '
En remplagant I, (u,v) par I'espérance mathématique (8.125), en écrivant
(-1 )k =j2* en séparant les variables u et v et en tenant compte de la propriété (4.13)
avec ici u =27v et v =27y, on a finalement
¥R, (7)
AR (1)

I . .
F E[fG(u)jkukexp(juxl)du-fG(v)j"vkexp(vaz)dv]
TI'

E[g%(x,) g™ (x2)] (8.139)

La relation (8.137) se démontre de maniére analogue.

8.4.14 Autre relation générale valable en cas d’excitation gaussienne

Puar une approche voisine de celle exposée ci-dessus, mais en faisant intervenir le
développement en série de (8.127), on peut mettre la fonction d’autocorrélation du
signal de sortie sous la forme [69]

oo

1
Ry = L — Elg®@0a)]E (g™ ()] RE(M) (8.140)

k=0 K:
A Pinverse du théoréme de Price, cette expression se préte mal 4 ["étude de non
linéarités dont les dérivées contiennent des discontinuités. Elle est, par contre, assez com-
mode d’emploi, si la non linéarité est développable en série de puissances.

8.4.15 Exemple: détecteur de signe
Un tel opérateur est répertorié dans le tableau 8.48. Sa caractéristique est

y = g(x) = Asgn(x) (8.141)
Si x (¢) est gaussien, avec u, =0, on peut appliquer le théoréme de Price avec ici
gM(x) = 24 6(x) (8.142)

d’ol, en tenant compte de (8.126) et (1.35)

R, (1)
——— =44%E[$ &
R0 (6 (x1) 8 (x2)]
= 44° [ 8(x0)8(x2) Py (1 x2,7) Ay dxa
= 44% p,(0,0)
247

= 8.143
7 [R2(0) - R (1)]'/? (8:143)
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Par intégration, on a
24?2 o R.(1)
arcsin
R, (0)

La constante d'intégration est égale a la valeur particuliére de R, (1) obrenue en
imposant R, (7)=0. Or, puisque x (f) est gaussien et i valeur moyenne nulle (§ 5.7.3),
R, (1)=0 entraine I'indépendance de x; =x(¢) et x, = x(¢+ 7). On a ainsi

K = Ry(1)|r (n=0 = Elg(x1)g(x2)]ry(n=0 = E[g(x)]E[g(x;)] = 0
car (8.145)

=)

E[g(x)] = f sgn(x)p(x)dx = 0 (8.146)

—-0a

Ry (r) =

+K (8.144)

puisque sgn (x) est une fonction impaire et p (x) est ici une distribution paire. Finale-
ment

242 ~ R.(7)
arcsin ,
R.(0)

La densité spectrale correspondante peut étre déterminée en développant la fonc-
tion arcsinus en série.

R, (1) = (8.147)

8.4.16 Exemple: opérateur quadratique :

Cet opérateur de caractéristique y =x? a déja été pris comme exemple au paragra-
phe 8.4.4 dans le contexte d*une excitation déterministe. La fonction d’autocorrélation
du signal de sortie obtenu en cas d’excitation gaussienne 4 valeur moyenne nulle peut
étre tirée du tableau 8.53

R,(r) = 2R} (1) + R (0) (8.148)

On peut aussi I'obtenir (exercice 8.5.26) par application du théoréme de Price ou
de la formule (8.140).
La densité spectrale correspondante est simplement

D, (f) = 2@, (f)* @ (F) +RZ(0)8(S) (8.149)
On tire de (8.148) les paramétres suivants

P, = R,(0) = 3R} (0) = 30} (8.150)

1y = Ry (0) = o} (8.151)

o; = 2RE(0) = 204 (8.152)

Le cas d’un signal d’entrée gaussien a spectre blanc borné de type passe-bande est
illustré par la figure 8.54.

8.4.17 Opérateur quadratique excité par un signal additionné de bruit gaussien
Soit x (£) =s(£)+1(t), ot s(¢) et n(f) sont indépendants et a valeurs moyen-
nes nulles, s(¢) étant un signal quelconque et n (£} un bruit gaussien. La sortie de
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b, (f)

Fig. 8.55
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I'opérateur quadratique est
y() =x*(@) = s () +2s()n(t) +n2 () (8.153)
Sa fonction d’autocorrélation vaut

Ry(r) = Ely(0)y(t+1)] = E[v1v2]
Efsis3]+E[nin3]+E[sin+nisi+4s5n;n;]

fl

= R (1) + Rz (1) + Ry (7) (8.154)
avec
Rg(r) = E[s* (1) §* (t+7)] (8.155)
Ry (1) = 2R} (1) + R (0) (8.156)
en fonction du résultat (8.148), et
Ry (1) = 2R(0) R, (0) + 4Ry(7) R, (7) (8.157)

La densité spectrale résultante devient

®,(f) = ®a(f)+ [R;(0) +2R;(0) R, (0)] 8(f)
28, (f)* @ () +4D(S) + Dy (S)

La figure 8.55 résume les résultats obtenus dans le cas d’un signal s (t) = A cos(2nfot)
et d’'un bruit blanc gaussien n (¢) a spectre passe-bande.

(8.158)

8.5 EXERCICES

8.5.1 Soit un systéme linéaire caractérisé par la réponse impulsionnelle g(r)=c,
exp (— wet)*e(r) avec w = 27f.. Déterminer la relation liant les fonctions d’autocorré-
lation d’entrée et de sortie ¢ (7) et g, () ainsi que la largeur équivalente de bruit. Si
'entrée x (¢) est un bruit de densité spectrale de puissance constante ¢, (f)=n/2, en
déduire la fonction d’autocorrélation Ry, (r), la densité spectrale de puissance &, (f) et
la puissance totale Py, du signal de sortie y (¢).

8.5.2 Démontrer que le systéme composite de la figure 8.56, ol le signe £ symbolise
une sommation, est encore un systéme linéaire.

[

) am— 5 r)
—

x(r)

=] g,(1)

Fig. 8.56
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8.5.3 Déterminer la fonction de réponse fréquentielle G (f) du systéme linéaire de Ia
figure 8.57 et en déduire la forme particuliére correspondant a ¢, =0. Quel genre de
filtre obtient-on dans ce cas-1a?

RIC
—

x(t) ¥(1)

W[ EEE ],
| [

£ retard 1,

Fig. 8.57

8.5.4 Lafonction de réponse fréquentielle d’un amplificateur de signaux acoustiques est
la suivante: G (f)=Go (i fIf) (1 +jflf)™" (1+jf/f2)™" ol f;=30Hz, f, = 20 kHz et
G, =1000. Déterminer ’équation de la réponse impulsionnelle g (¢). Calculer la puissance
P, du bruit obtenu a la sortie si I'entrée x (¢) est un bruit blanc de densité spectrale
@, (f)=10"7 V?*/Hz. Déterminer également la largeur de bande & ~3 dB et la largeur de
bande équivalente de bruit de cet amplificateur.

8.5.5 Soit x(z)=A+n () I'entrée d’un moyenneur temporel parfait, défini par (8.42)
ol A est une constante i estimer et n(¢) est un bruit additif de densité spectrale

®, (f)=n[1+(f/B)*]". Sachant que [x exp (ax)dx =a~*(ax — 1) exp (ax), déter-
miner quelle est, en fonction de la durée d’intégration T, ’expression du rapport signal
sur bruit i la sortie et calculer la valeur de 7 assurant un rapport signal sur bruit de sor-
tie supérieur de 20 dB 4 celui de I'entrée pour 4 =0,1V, p=10"%V?/Hz et B=100/7 Hz.

8.5.6 Reprendre I'exercice 8.5.5 dans le cas ol le moyenneur n’est pas parfait, mais réa-
lisé approximativement par un filtre passe-bas RC, défini par (8.54), en remplacgant la
durée d’intégration par la constante de temps RC du filtre.

8.5.7 Déterminer les temps de propagation de phase et de groupe d’un filtre passe-bas
du ler ordre défini par (8.54) et comparer les résultats obtenus pour fy =f.

8.5.8 Montrer que la fonction de cohérence (5.178) liant I’excitation x (¢) et la réponse
¥ (£) d’un systéme linéaire (sans bruit interne additionnel ) vaut 1'unité.

8.5.9 Un modeéle de bruit impulsionnel 4 caractéristique spectrale quelconque peut étre
construit 4 I'aide du schéma-bloc de la figure 8.58 ol uy, (z) = £8(z —1;) est une suite
aléatoire d’impulsions de Dirac (processus de Poisson). Le bruit produit 7 (¢) est une
somme d’impulsions de forme «;g (¢ —1;) ol ¢; est un instant aléatoire arbitraire et

a(t) n(t) = Zogg(t—1;)
~>®—> g —=

uy (1) = za(r—ri)T

Fig. 8.58
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a; = a(t =1;) est la valeur échantillonnée d’une grandeur indépendante « (¢). Détermi-
ner I’équation générale de la densité spectrale de puissance du bruit 1 (¢) si le nombre
moyen d'impulsions par seconde est dénoté par A.

8.5.10 Indiquer sous quelles conditions le résultat obtenu a I'exercice 8.5.9 s’identifie
avec la formule (6.31).

8.5.11 Déterminer, a partir du résultat de I'exercice 8.5.9, le spectre d'une suite pois-
sionnienne d'impulsions de forme triangulaire de durée A et d’amplitude unité pour
«(t) =e (charge d’un électron) et Ae =7Jj.

8.5.12 Démontrer la relation (8.77).

8.5.13 Déduire de (8.90) la densité spectrale de puissance du signal de sortie d’un inte
rupteur périodique dans I’hypothése ot le signal d’entrée x (¢) et le signal de commande’
u (t) sontindépendants. Interpréter graphiquement le résultat pour A =T/2 et avec pour
x (¢) un bruit blanc borné & spectre passe-bas idéal de largeur de bande B=(2T)'. ‘

8.5.14 Déterminer la densité spectrale d’énergie du signal de sortie y (¢) d’un opérateu
de pondération défini par (8.91) lorsque le signal d’entrée x () est de type périodique
(période T). Interpréter graphiquement le résultat pour T=T7, et T=107T,.

8.5.15 Le signal quasi-périodique x (t) =4, cos(2wfi1)+ 4. cos(2nf-1) est appliqué
d 'entrée d’un opérateur de pondération dont la fonction de commande est u;(¢). Dét
miner analytiquement et comparer graphiquement les spectres d’amplitude obtenu
pour f; =100Hz, f, =150Hz, 4, =10V, A, =1V. Pour les trois cas: u, () =rect (t/T
Uy (D =tri(¢/T),us(t)=ig(t/T)avec T=50ms.

8.5.16 Un signal cosinusoidal redressé peut étre considéré comme le produit d’une
fonction cosinusoidale 4 cos(2n¢/T) par la fonction signe de cette méme fonction, E
déduire la transformée de Fourier.

8.5.17 Quelle est la fonction d’autocorrélation, la densité spectrale de puissance et la
puissance totale du signal y () obtenues a la sortie du systéme représenté sur la figure
8.59, si x () est un signal aléatoire avec une fonction d’autocorrélation R, (7)=
o285 (r)+p2 etsiu(t)=Acos(2nfyr+ o) est indépendant de x (r)? Esquisser gra-

phiquement le résultat pour fo =2/RC.

y(t)

30|
— R c

u(r)
Fig. 8.59

8.5.18 Déterminer 'expression du signal de sortie y (¢) du systéme représenté sur la
figure 8.60 (modulateur de Hartley), ainsi que celle de sa fonction d’autocorrélation.
Montrer que ce signal posséde un spectre a bande latérale unique.
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-

w(t) = cos(2r fy t +a)

x(r) _

Fig. 8.60

8.5.19 Soit x(r)=Aig(t/T) le signal d’entrée d’un opérateur quadratique. Détermi-
ner et esquisser graphiquement le signal de sortie y (f). sa transformée de Fourier et sa
densité spectrale d’énergie.

8.5.20 Déterminer et esquisser graphiquement la transformée de Fourier du signal de
sortie d’un opérateur cubique, si a) x (f) =A; cos(2nfit) + Aacos(2afar); b)yx(t)=
2 ABsinc (28t).

8.5.21 Le courant de sortie d’'un composant électronique commandé par une tension
d’entrée 1 est donné par I’équation { =g+ bu +cu*. Déterminer I'expression littérale
du taux de distorsion dii au deuxiéme harmonique en cas d’entrée sinusoidale d'ampli-
tude U. Evaluer la valeur de ce taux pour U=1V,si imin=045a,1 max =1,7a,etsile
courant de sortie en 'absence d'excitation d’entrée vaut 10 mA.

8.5.22 La caractéristique réelle d'entrée-sortie d’'un amplificateur peut, au voisinage
de l'origine, se mettre sous la forme y (x)= AF arctan (x/ V') ol 4 =100 est le facteur
d’amplification et V'=1 volt est un facteur d’échelle. Calculer approximativement les
taux globaux de distorsion harmonique de cet amplificateur obtenus pour une excita-
tion sinusoidale d’amplitude égale a: a) 0,1 Vet b)02V.

8.5.23 Déterminer en fonction du paramétre b la valeur moyenne, la valeur quadrati-
que moyenne et la variance du signal de sortie des opérateurs non linéaires définis par
y=xtet ya=1 +x?+x3 dontle signal d’entrée est & distribution uniforme p (x) =
a rect (x/b).

8.5.24 Vérifier (8.130) par le théoréme de Price.
8.525 Déterminer la fonction d’autocorrélation de sortie R, (7) d’un vpérateur de

valeur absolue (redresseur bipolaire) de caractéristique 3 = x| dans le cas d'une excita-
tion gaussienne & valeur moyenne nulle de fonction d’autocorrélation R (7) connue.
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8.5.26 Vérifier la relation (8.148) en appliquant: a) la formule (8.133); b) le théoréme
de Price et ¢) la formule (8.140).

8.5.27 Soit y () =x () + x3(¢) ot x () est un signal gaussien 4 valeur moyenne nulle

et fonction d’autocorrélation connue R, (7). Déterminer R),(7): a) par le théoréme de
Price (8.136), sachant que E [x*"]=1-3 ... (217 —1) RZ(0); b) en considérant la sortie
¥ (t) comme la somme de deux signaux y, (¢} =x(¢) et y, () =x3(¢) et en exploitant

la relation (8.137); ¢) en appliquant la formule (8.140).

8.5.28 Deux signaux paussiens x;(t) et x, (), i valeurs moyennes nulles, variances U,fl
et g2, et fonction d’intercorrélation R, ., (), sont appliqués aux entrées de deux
détecteurs de signe. Déterminer la fonction d’intercorrélation des signaux de sortie

yi(t)=sgn [x,(1)] et y2 (1) =sgn [x2 (£)].

8.5.29 Montrer que la fonction d’intercorrélation des signaux y, (t) =x,(r) et y,(£) =
Asgn [x,(¢)], ol x (¢) et x, (t) sont gaussiens a valeurs moyennes nulles, est propor-
tionnelle a R, xo (7).




CHAPITRE 9

ECHANTILLONNAGE DES SIGNAUX

9.1 INTRODUCTION

9.1.1 Motivation et définitions de I'échantillonnage

Les signaux primaires porteurs d’informations sont pratiquement toujours de type
analogique (amplitude et temps continus). Un ordinateur, ou tout autre systéme électro-
nique numérique, est un dispositif qui traite des données, c’est-a-dire des suites de
nombres. Il y a apparemment incompatibilité. Si I’'on veut traiter un signal par voie
numérique, il faut le représenter au préalable par une suite de valeurs ponctuelles préle-
vees réguliérement (fig. 9.1) ou irréguliérement. Un tel prélévement est appelé échantil-
lonmage. On parle d’échantillonnage régulier ou périodigue lorsque les prélévements
sont effectués selon un rythme régulier. L’intervalle entre deux échantillons successifs —
appelé pas d échantillonnage — est dans ce cas constant. L échantillonnage irrégulier ou
@ pas varigble est rarement utilisé.

La représentation numérique des échantillons requiert une opération complémen-
taire de quantification et de codage dont la nature et les conséquences sont examinées
au chapitre 10. L’ensemble réalise une fonction de conversion analogique-numérique
(A/N).

If existe, par ailleurs, des dispositifs tels que les circuits a transferts de charges et
les filtres a capacités commutées, qui travaillent naturellement avec des signaux échan-
tillonnés, mais non quantifiés et codés. -

x(t)

sy

; N

{x (k)

pas d’échantillonnage T,
—

A0l

Fig. 9.1

il
P
o—
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9.1.2 Transformation réversible ou irréversible

Lorsqu'un signal doit étre échantillonné, la premiére question 4 résoudre est de
savoir si la transformation ainsi réalisée doit étre réversible ou non. En d’autres termes,
doit-on pouvoir reconstituer, si nécessaire, le signal analogique de départ & partir des
échantillons prélevés ou non.

Le deuxiéme cas sous-entend que seule une information partielle sur la nature
du signal sera extraite par le traitement ultérieur. Un exemple classique est la mesure de
'histogramme (§ 14.2.6) du signal ou d’autres caractéristiques statistiques du ler ordre
(valeur moyenne, puissance, etc.).

La réversibilité d’une telle transformation n’est pas évidente. On montre dans ce
qui suit que seules des conditions théoriques, irréalisables parfaitement dans la pratique,
permettent une reconstitution exacte du signal analogique a partir de ses échantillons.
La procédure d’échantillonnage introduit donc toujours une distorsion inévitable qu'il
convient de limiter 4 un niveau acceptable.

9.1.3 Echantillonnage et modulation

Il est courant, dans les ouvrages de télécommunications, de présenter I'échantillon-
nage dans le contexte d'un chapitre traitant de la modulation. Il y a & cela autant une
raison historique (invention de la méthode de représentation numérique des signaux
appelée modulation par impulsions codées) qu’un parfait bien-fondé. On verra, en effet,
que I'opérateur idéal d'échantillonnage est assimilable 4 un opérateur de modulation
d’amplitude travaillant avec une porteuse constituée par une suite périodique d'impul-
sions de Dirac. L’échantillonnage est associé 4 toutes les techniques de modulation
d’impulsions (sect. 11.4).

9.1.4 Echantillonnage théorique et réalités pratiques

La suite d*échantillons représentée sur la figure 9.1 n’a pas de réalité physique
(durée nulle = énergie nulle). Il s’agit donc d'un concept abstrait. Le prélevement expé-
rimental d’une valeur échantillonnée implique une opération de mesurage qui prend un
certain temps. Pratiquement, les valeurs échantillonnées x (k) = x (¢, ) sont représentées
par un paramétre (amplitude, surface) d’une suite x, (r) = Zg (¢ —1,,) d’impulsions de
forme g(t) et d’énergie non nulle. Un exemple en est donné par la figure 9.2 o
la forme des impulsions est rectangulaire.

A Xu(t) = %g(r—tk)

 —
—
——
o

—

—
——
— |
—
~
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9.2 MODELES DE SIGNAUX ECHANTILLONNES

9.2.1 Opérateur général d’échantillonnage

Le modéle général (fig. 9.3) d'un échantillonneur est celui d’un opérateur para-
métrique séparable (§ 8.3.10) comprenant un multiplicateur suivi d’un circuit linéaire
de mise en forme ayant une réponse impulsionnelle g (z).

x(¢}) v = x, (1)
g(r) ———
e(r) mise en forme
Fig. 9.3

Le signal analogique x (¢) est multiplié par la fonction d’échantillonnage e (1), puis
filtré. Le signal échantillonné est dénoté x,(¢). Il est 1ié 2 x(¢) et e(¢) par 'équation
(8.96) qui devient ici

X (1) = [x(2)-e()] = g(r) (9.1)

Dans le cas de signaux déterministes, la forme générale de la transformée de Fourier
du signal échantillonné devient, selon (8.97)

Xe(f) = [X ()« E-GS) 9.2)

Si x (#) est un signal aléatoire statistiquement indépendant du signal déterministe
d’échantillonnage e (¢), on a par (8.22) et (8.87)

Rye(r) = [Ry(7) 0, (7)] + 04 (7) (9.3)
et

Do f) = [Dx(f) « ()]G (94)

9.2.2 Echantillonnage réel périodique. Définition

Un échantillonnage réel périodique (fig. 9.4) d’un signal analogique x () est
obtenu en multipliant x (¢) par une fonction d'échantillonnage e (f) qui est une suite
périodique, de période T, =1/f, d’impulsions rectangulaires d’amplitude unité et de
durée D :

e(t) = repre {rect(¢/D)} (9.5)

Le schéma général de la figure 9.3 se résume ici au seul multiplicateur qui symbo-
lise, dans ce cas, un simple interrupteur périodique (§ 8.3.6). Le filtre linéaire est un
circuit passe-tout (court-circuit) de réponse g (1) = 8§ (). Le signal échantillonné réelle-
ment est dénoté x. (¢).

Par (4.128) et I'exemple 4.4.17, les formules (9.2) et (9.4) deviennent dans ce cas

Xee(f) = X(F)= ). feDsinc(uDf,)5(f—nf.)

n=-=

= Y f.Dsinc(nDf.) X (f~nfs) (9.6)

n=-
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Fig. 9.4

et

Guor(f) = O (f)« Y f2D*sinc® (nDf) §(f - nf,)

n=-e

Y. f2D%sinc* (nDf,) @, (f - nfe) (9.7)

TERES

On constate immédiatement I'importance que joue la cadence ou fréquence
d’échantillonnage fo, =1/ T,.

Le spectre du signal échantillonné réellement est donc obtenu par une somme pon-
dérée de termes correspondant a la répétition périodique, de période f, =1/ T, du spec-
tre du signal analogique. Le facteur de pondération dépend de la densité d'impulsions
fe*D=D/T,, quiest compris entre O et I, et varie en fonction de n selon une loi en
sinc pour la transformée de Fourier et en sinc? pour la densité spectrale de puissance.
Ce résultat est illustré par la figure 9.5.

Une généralisation de I’échantillonnage réel est la multiplication du signal x (¢} par
un train périodique d'impulsions de forme g (¢} quelconque.

9.2.3 Echantillonnage périodique idéalisé. Définition
La suite de valeurs ponctuelles {x, }, o x;. =x (t;.), ne constitue pas un signal
physiquement réalisable ainsi qu’on I'a relevé au paragraphe 9.1.4. En effet, on peut




ECHANTILLONNAGE DES SIGNAUX 377

b (1)
7
1
~Simax 0 JSaax
Dyo(f) pourf,D = If3
N (n/9)sinc?(Df)
<

=3f=2e ~fe O N4 2 34 4n 5K
~fmax Smax

Fig. 9.5

imaginer obtenir un tel signal 4 partir d’'un échantillonnage réel dans lequel on fait ten-
dre la durée D des impulsions de la fonction d'échantillonnage vers zéro. Il est évident
que la puissance du signal ainsi créé tend aussi vers zéro!

Une maniére, toute théorique, de mettre en évidence malgré tout les propriétés
spectrales d’une telle suite, consiste & multiplier chaque impulsion d’échantillonnage
par un facteur 1/D. Le passage a la limite, pour D tendant vers zéro, transforme alors
chaque impulsion rectangulaire en une impulsion de Dirac.

On peut ainsi assimiler théoriquement la suite idéale d'échantillons prélevés avec
une cadence fixe f, =1/ T, a un signal x.;(¢) obtenu par la multiplication du signal ana-
logique x (¢) par une fonction d’échantillonnage idéalisée

ei(t) = 87e(t) = 2 §(—kTy) (9.8)
k:—m

Le modele général de la figure 9.3 se résume icia celui d’un échantillonneur idéalisé
(§ 8.3.5) et (fig. 9.6) dont le signal de sortie est

oo

Xei (1) = x(Obre(t) = L x(kT.)8(t~kT) (9.9)

k=-ca

x(1) xXgi(1)

Fig. 9.6

Les propriétés spectrales de x,; (#) sont obtenues comme dans le cas précédent. La
transformée de Fourier et la fonction d’autocorrélation d’une suite périodique d’impul-
sion de Dirac § . (¢) sont données respectivement par (4.123) et (4.138)

F{(STE(I)} = Te-lﬁl/Te(f) = feﬁfc(f) (910)
OsTe (1) = T ' 87e(1) = fobpe(r) (9.11)
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Ce sont également des suites périodiques d’impulsions de Dirac, de poids f, =1/ T,
et de périodicité f, dans le domaine fréquentiel et 7, dans le domaine temporel. Par
(1.57),(9.2) et (9.4), la transformée de Fourier et la densité spectrale du signal échantil.

lonné idéalisé deviennent

Xei(F) = X(f)# febpe(f) = 2 feX(f—nf)

n=-c

= fe repre {X ()} (9.12)
Buai ()= ©x(F) 2 [387e(f) = X fEbs(f=nL)
= 12 repre (24 ()} (9.13)

Ces deux fonctions correspondent donc a la répétition périodique, de période égale d la
cadence d’échantillonnage, de la transformée de Fourier ou de la densité spectrale, res-
pectivement, du signal analogique (fig. 9.7).

"\'ci(”
x(r) x(t ) 8(t—11)
1T W/T
/‘ }\\P T ,,4/1 L
1.2 -T, N } t=kT,
\\\ //
ks, = S 6(-kT)
Asmen
RESREEENREENEN
-7, 0 T, o
£, 8ol
b I Y
-2/, =1 0 fe 27, 3f,
D.(f)

“foax O Jmax

‘b,v:ci(f) =f3 repyre {‘I’_‘(f)}

-

e

YRV Yt

'2fc _fc “fmax O fmax fe 1fe 3}1:

Fig. 9.7
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On observe également que la fonction d’autocorrélation (9.3) du signal échantillonné
idéalisé est simplement la version échantillonnée idéalement de la fonction d’autocorré-
lation du signal analogique

Ryei(T) = Ry(1)wsre(r) = ), R (kT.)8(t—kTe) (9.14)

k=—co

9.2.4 Echantillonnage périodique avec maintien. Définition

Dans I'échantillonnage avec maintien, la valeur échantillonnée instantanément est
ensuite mémorisée temporairement sous forme analogique. Ce type d’échantillonnage
représente un cas pratique trés important.

Le modéle du signal échantillonné avec maintien est facilement obtenu a partir de
la figure 9.3 en considérant & nouveau la fonction d’échantillonnage e (f) comme une
suite périodique d’impulsions de Dirac. Le signal d’excitation du filtre de réponse impul-
sionnelle g (¢) est ainsi le signal échantillonné idéalisé. Le signal de sortie x, (¢) corres-
pond 4 la convolution du signal d’excitation avec g (f). La fonction de maintien pendant
une durée D est obtenue en choisissant comme réponse impulsionnelle du filtre de mise
en forme la fonction

g(t) = rect[(t-D/2)/D] (9.15)

qui est, 4 un facteur D prés, égale 4 celle d'un moyenneur temporel (§ 8.2.19).
Par (4.29), (9.2), (9.4), (9.12) et {9.13), la transformée de Fourier et la densité
spectrale du signal échantillonné avec maintien deviennent

Xem (f) = Dfe sinc(Df ) repye {X (f)} exp(=jnfD) (9.16)
et

Byom(f) = D*f¢ sinc*(Df) fePre {®. ()} (9.17)

Le terme exp (— jnf D) traduit Ieffet du retard moyen D/ 2 introduit par le circuit
de maintien (fig. 9.8).

\xci([)
x(r)
,/{ T WO T ,/flfzf !
i’ “Te N i |2
~§./
1xcm(”

ﬂ,’ﬂl H\O T.c*D*rT’ﬂ/HWWL

. TN




280 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

Ainsi, dans le cas de I'échantillonnage avec maintien, la densité spectrale obtenue
correspond a celle du cas idéal, pondérée de maniére continue par une fonction en sinc?
dont les zéros dépendent de la durée de maintien D (fig. 9.9). Ceci correspond a une
distorsion linéaire d’affaiblissement (§ 8.2.25). L'échantillonnage réel (fig. 9.5) fait lui
intervenir une pondération discréte.

i @ (f)

L

“fmax 0 Simax

Do () pourf,.D=1/3
9

n/
/\ (n/9)sinc? (Df)
\/

~3f, ~2f, -1 | 0 \fe 11, 3f,=D"' 4f, 5/,
fmﬂX l'“ﬂX

Fig. 9.9

"

9.2.5 Echantillonnage périodique avec moyennage. Définition

Une situation intermédiaire entre 'échantillonnage réel et I’échantillonnage avec
maintien est 'échantillonnage avec moyennage. L’amplitude de chaque impulsion rec-
tangulaire du signal échantillonné x,, (¢) correspond & la valeur moyenne du signal
analogique mesurée sur un intervalle de durée équivalente D. Le modéle (fig. 9.10)
d’un échantillonneur de ce type est obtenu en placant en amont de I’échantillonneur
avec maintien un deuxiéme circuit moyenneur de réponse impulsionnelle g, (¢) =

“lrect [(+ — D/ 2)/D].

x(1) Xgu (1)
—| g1(1) g, (1) —

moyenneur bopelr) maintien

Fig. 9.10

Le signal échantillonné avec moyennage devient

Xep(t) = [x(8) « g1(0)] Bre(#) + g2 (1) (9.18)

et, en tenant compte de (9.15), on obtient pour la densité spectrale

Byep(f) = D? [ sinc® (Df ) repy. {sinc® (Df ) B, ()} (5.19)
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9.2.6 Transformée de Fourier et transformée en z d’un signal échantillonné idéalisé
Le signal échantillonné idéalisé s’écrit, selon (9.9)

o

xei(t) = 2 x(kT)8(t—kT,) (9.20)
Par transformation de Fourier des deux membres, on obtient, en tenant compte de
(4.76), 'expression suivante équivalente i (9.12)

oo

Xea(F) = X x(kT.)exp(-j2nfkT.) (9:21)
k=-e
Il est d’usage, dans les ouvrages consacrés au traitement numérique des signaux
(vol. XX), de normaliser I'axe du temps par rapport 2 la période d’échantillonnage. En
posant ainsi 7, =1 dans (9.21), on obtient la définition conventionnelle de la transfor-
mée de Fourier d’un signal numérique (alias signal échantillonné idéalisé)

Xei(f) = X x(k)exp(—j2nfk) (9.22)

k=—co

En introduisant la méme normalisation dans (9.12), on a I'expression équivalente
Xei(f) = rep {X(F)} (9.23)

qui met mieux en évidence sa périodicité égale 4 'unité.

On a déja mentionné, au paragraphe 8.2.7, I'intérét de la transformée en z pour
I'étude des signaux et systemes échantillonnés [105]. Elle s’écrit sous forme d'une série
de puissances négatives

o)

Xi(@) = 2 x(k)z7* (9.24)

o= -

ol z estune variable complexe. Cette transformation, dont les propriétés sont présentées
dans le volume XX de ce Traité, s'identifie avec la transformation de Fourier (9.22) sur
le cercle unité z =exp (j2nf ). Elle permet, entre autres, de caractériser un signal échan-
tillonné par les pdles et les zéros de X, (z) et d’exprimer simplement les conditions de
stabilité d’un systéme de traitement échantillonné (souvent numérique).

9.3 THEOREMES D’ECHANTILLONNAGE ET CONSEQUENCES

9.3.1 Recouvrement spectral. Définition

Chaque spectre de signal échantillonné est une fonction de la répétition périodique,
de période égale d la cadence d’échantillonnage f, =1/ T, du spectre original du signal
analogique. Selon le support fréquentiel de celui-ci, les motifs spectraux ainsi répétés
sont a supports disjoints (cas des figures 9.5, 9.7 et 9.9) ou, au contraire, se recouvrent
partiellement (fig. 9.11). La présence d'un tel recouvrement spectral (on dit aussi effet
de repliement, en anglais: aliasing effect) entraine la non-réversibilité de la transforma-
tion. L’échantillonnage, méme idéal, de tout signal dont le spectre n’est pas strictement
a bande limitée implique 1'apparition du phénoméne de recouvrement spectral et, donc,
la non réversibilité. Pour réduire le risque de recouvrement spectral, on place, en pratique,
un filtre adéquat (§ 9.3.6) en amont de I’échantillonneur.
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9.3.2 Inexistence de signaux a énergie finie et i bande limitée

Tout signal 4 énergie finie peut étre représenté comme le produit d’un signal 4 puis-
sance moyenne finie non nulle et d’'une fonction de pondération du type (8.91). Il en
découle, par (8.85) ou (8.88), que son spectre est le résultat d’un produit de convolution
dont I'un des termes est une fonction fréquentielle de support infini. Méme si le signal a
puissance moyenne finie non nulle posséde un spectre a support borné (exemple limite:
signal sinusoidal), le signal & énergie finie qui s’en déduit par produit posséde nécessaire-
ment un spectre a support infini. Ainsi, rout signal physiquement réalisable ne peut étre
simultanément a bande limitée. Ce résultat est un corollaire d'un théoréme connu sous
le nom de théoréme de Paley-Wiener [22].

L'échantillonnage d’un signal physiquement réalisable entraine donc toujours un
certain recouvrement qui exclut toute possibilité de réversibilité parfaite.

La condition d’énergie finie impose, toutefois, que le spectre tende vers zéro lors-
que {f | tend vers I'infini. Il existe, par conséquent, une fréquence au-dela de laquelle le
spectre est quasiment nul, d’oi la possibilité de choisir une cadence d’échantillonnage ne
provoquant qu’un recouvrement négligeable et garantissant une réversibilité acceptable.

9.3.3 Théoréme d’échantillonnage pour signaux de spectre passe-bas i support borné
Ce théoréme, dont la démonstration est due au mathématicien Shannon [5], peut
s’énoncer comme suit:

® un signal analogique x () ayant un spectre de type passe-bas s'étendant jusqu'a
la fréquence limite fi,, est entiérement décrit par la suite compléte de ses
valeurs instantanées x (¢;) prélevées & intervalles réguliers de durée T, inférieure
ou égale 4 1/(2 frax)-

En d’autres termes, la condition de réversibilité est assurée si

Je = UTe 2 2 fnax (9.25)
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Remarquons que la largeur de bande totale occupée par le spectre d’un tel signal
est Bm = fmax- Ainsi, (9.25) peut aussi s’exprimer sous la forme f, = 2 B, . Une démons-
tration mathématique de ce théoréme, valable dans le cas d’un signal x (r) déterministe,
avec transformée de Fourier X (f) =0 pour |f|> fiax =Bm, est donnée au paragraphe
3.4.9. Le cas des signaux i spectre passe-bande est traité au paragraphe 9.3.8.

Une généralisation valable pour tout type de signaux peut étre établie en observant
que si la condition (9.25) est satisfaite, aucun recouvrement spectral ne se produit. Il est
ainsi théoriquement possible de recréer un signal possédant le spectre @, (f) en filtrant
le signal échantillonné 4 I'aide du filtre passe-bas idéal défini sur la figure 8.22 (cas de
I'échantillonnage réel et de I’échantillonnage idéalisé). Dans le cas de I'échantillonnage
avec maintien ou de P'échantillonnage avec moyennage, la méme restitution est possible
en exigeant, en plus, que ce filtre compense la distorsion d’affaiblissement introduite.

En reprenant le cas de ’échantillonnage idéalisé (fig. 9.3) suivi d’un filtre passe-bas
idéal dont la réponse harmonique d’amplitude est

[G () = T, rect (fIfe) (9.26)

on obtient le schéma de la figure 9.12.

x(t) r)
g(1) —
Gr.(r) filtre passe-bas idéal
Fig. 9.12
b o,

.

“Sfmae O Smax By

o, qir) =rirens (0.0}

\/_\/_“\/—\/a

fnmx X jfmu
ﬂ G
2=fc-2
il
_]Tfu 0 ‘;‘fe
ldxym =0 (NGO TP =)
7
AL
“fmax 0 Soax

Fig. 9.13
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Le signal de sortie y (¢) a, par (9.13) et (8.24), la densité spectrale
D, (f) = repfe { D (F)} rect(f/fe) (9.27)

qui est égale a b, (f ) si le support de celle-ci est borné & £ =f1,ax =B et si fo > 2 .,
(fig. 9.13).
La réponse impulsionnelle du filtre idéal est ici (cf. tab. 8.23)

g(r) = sinc{(t —10)/ 7] (9.28)
et le signal de sortie devient, en posant o =0 pour simplifier,

y(6) = x(0)= [x(Dbre(n)] = g ()

=]

= Y x(kTy)sinc|(t/T)—k] (9.29)

f=—

Cette formule définit 'interpolation idéale examinée a la section suivante.

9.3.4 Observation

Dans le cas de I’échantillonnage d'une sinusoide de fréquence fy, la cadence
d’échantillonnage ne peut étre exactement égale 4 2 fo en raison du recouvrement spec-
tral apparaissant dans ce cas théorique.

9.3.5 Conséquences pratigues

L’importance pratique du théoréme d’échantillonnage, caractérisé par le résultat
(9.25), est considérable. Il impose une contrainte fondamentale a tous les systémes
numériques de traitement, de transmission ou d’enregistrement devant travailler en
temps réel. Pour des raisons liées a la reconstruction du signal analogique (sect. 9.4), la
cadence effective d’échantillonnage doit étre généralement nettement supérieure 4 la
limite théorique fi =2 frnax-

Ainsi, un signal téléphonique dont la fréquence est limitée 4 environ 3400 Hz doit
étre échantillonné 4 une cadence supérieure a 6800 échantillons par seconde (normalisa-
tion internationale: fe = 8000 Hz). Avec un débit moyen de quelques mots par seconde,
une petite phrase nécessite déja plusieurs dizaines de milliers d’échantillons!

Le signal vidéo de la télévision posséde un spectre s’étendant jusqu’a environ 5 MHz.
La cadence d’échantillonnage doit donc, dans ce cas, étre supérieure a4 10 MHz (pratique-
ment de 'ordre de 18 MHz). Une trame de 20ms représente, a elle seule, plusieurs -
centaines de milliers d’échantillons! Le stockage d’une seule trame dans une mémoire
d’ordinateur impose des exigences de place disponible importantes.

Par contre, il se révéle inutile d’échantillonner certains signaux de mesures associés
i des phénoménes physiques de grande inertie (température, par exemple) 4 des caden-
ces dépassant quelques échantillons par seconde, voire quelques échantillons par minute.

On voit qu’une bonne connaissance des caractéristiques spectrales du signal analo-
gique 4 traiter est essentielle afin de pouvoir effectuer un choix intelligent de la cadence
d’échantillonnage.
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9.3.6 Filtre antirepliement. Définitions

Dans de nombreuses circonstances, le spectre du signal a échantillonner n’est pas
parfaitement connu. 11 contient souvent une composante a large bande due a la présence
additionnelle de bruit de fond généré dans le milieu de mesure, le capteur, les circuits
d’amplification, etc. 1l est alors indispensable d’introduire un pré-filtrage du signal analo-
gique avant de procéder & I'échantillonnage (fig. 9.14) afin de supprimer tout risque de
recouvrement spectral sans devoir imposer une cadence d’échantillonnage abusive.

xu()
g2t} —

x'(t) x(f)
— g(1) —e

filtre untirepliement mise en forme

5Tl:(’)

Fig. 9.14

Le filtre antirepliement (aussi appelé: filtre de garde) parfait serait un filtre passe-
bas idéal de bande passante B = f./2. On sait toutefois qu'un tel filtre n’est pas réalisable,
car non causal (§ 8.2.21). Tout filtre antirepliement réel comporte donc une bande de
transition (fig. 9.15) qui reporte la bande passante limite B, bien au-deld de la bande
passante effective B. La cadence d’échantillonnage pratique minimale doit donc étre
égale a

fe,min = 2By > 2B

Y6,

filtre idéal

T
I
!
F

B

¥

|

|

I

I ]

I i

I |

} | ;
-8, -B 0 B 8,

[ EEE——

bande de transition
Fig. 9.15

La largeur de la bande de transition dépend du type de filtre utilisé et du critére
choisi pour fixer By, .

On utilise parfois, pour la réalisation de ce filtre, V'approximation de Butterworth
(8§ X1X.4.3.2) de degré n:

|G ()P = [T+ (1) (9.31)

Celle-ci maintient dans la bande passante une réponse plate optimale (fig. 9.16)
avec une atténuation de —3 dB pour f=f, et une pente asymptotique d’atténuation de
—20n dB/décade (—6n dB/octave) pour f> f,. Le cas n =1 correspond au filtre passe-
bas RC du paragraphe 8.2.24.

Si le spectre du signal d’entrée x'(f) est constant, on peut montrer [106], en
identifiant B a f, que le rapport &, de la puissance P, de l'erreur introduite par le
recouvrement sur la puissance totale P, du signal filtré est approximativement, pour
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1MG;()’)lz//n=m

m ¥
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- 40 dB }
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Fig. 9.16
(2£./£.)*" < 1, donné par
P 1 T 2n~1
Erx = —_r' = 22" ~—— sin |— £‘ (932)
Py 7 (2n “1) 2n fa

En exprimant ce rapport en décibels (£, qg =1010g10 £+ ), on obtient la loi repré:
sentée sur la figure 9.17:

1 n2*sin( L nfn) £
log1o L) o og1o 2 _ rxan | (9.33)
fe 2n-1 (2n—-Dn 10 J
dsir.
n=1
200 /-
/
100
/’ i
10+ Ln=3
|/ /VL n=4
1 . . =35
8 Lo ,.:—::_é/— n=10
; ~ ErcaB
| .
0 20 40
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Dans le cas d’un simple filtre RC (1 =1), un rapport de puissance de 1% (E;ygp =
—20dB) impose une cadence d’échantillonnage f, = 127f.. Pour n=2 et n =4, le
méme rapport de puissance conduit 3 une cadence d’échantillonnage de 'ordre de 6 f
et 3 f., respectivement. Il y a donc un compromis & trouver entre I'abaissement de la
cadence d’échantillonnage vers la limite théorique et la complexité du filtre antireplie-
ment requis.

D’autres approximations du filtre idéal sont possibles ( filtres de Tchebycheff,
filtres elliptiques, etc.). Leurs fonctions de transfert possédent une transition plus rapide
entre bande passante et bande bloquée, au prix d’une ondulation résiduelle dans la bande
passante et, pour les filtres elliptiques, dans la bande bloquée également.

9.3.7 Distorsion due au recouvrement spectral

Les figures 9.18 et 9.19 illustrent deux types de distorsion due au non respect du
théoréme d’échantillonnage. Dans le premier cas, une sinusoide de fréquence f, est
échantillonnée a une cadence f, =1/ T, =1,25f;. Il existe en fait une infinité de sinusoi-
des, de fréquences 11f, * f, passant par les mémes échantillons. En ’absence d’une infor-
mation plus précise, on interprétera toujours cette suite comme provenant de la sinusoide
de plus basse fréquence fo = f, —fp. C’est ce que tendra 4 faire naturellement tout filtre
passe-bas de reconstitution.

XN Xe(H)

SRR AR A

—fo 0 Jo ~futo ~f00fd  fole 27,

4 x(1)=: cos(2m fyt + o)

dINAWAND%Y
d*\-f N7 AVAVE

\ (1) = A cos(2x fyt + )

N

-~

Fig. 9.18

La figure 9.19 montre la déformation subie par le signal reconstitué x'(f) méme
aprés filtrage passe-bas idéal, lorsque le signal analogique initial x (¢) posséde un spectre
de support non borné et que la cadence d’échantillonnage choisie laisse subsister un
recouvrement important.
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x(1) | XN =T {sinc(sTH
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Fig. 9.19

9.3.8 Théoréme d'échantillonnage pour signaux de spectre passe-bande a support borné:
Une application aveugle du théoréme d’échantillonnage (9.25) conduit. lorsque le .
signal analogique est 4 spectre passe-bande borné par la fréquence inférieure f; et la fré
quence supérieure f», a une cadence d’échantillonnage f, = 2.
En fait, la condition de non recouvrement spectral est satisfaite [35] pour une -
cadence d’échantillonnage minimale

Je = 2fa/m (9.34)

ou m est le plus grand nombre entier inférieur ou égal a - /B, avec B =f; —f,. Toutes
les cadences supérieures ne sont pas nécessairement utilisables. Pour f; > B, la cadence
d’échantillonnage minimale tend vers 2B.

Cette limite peut, de fait, étre atteinte théoriquement quelle que soit la largeur de
bande B sil’on fait intervenir la représentation introduite 4 la section 7.4:

x(t) = a()cos(2afot)—b(t)sin(2nmfot)
Re {r () exp(j2mfot)}

En choisissant ici la fréquence arbitraire fy =% (/1 + f2), les composantes en phase:
a(t) et en quadrature b (t) sont de spectre passe-bas borné a fi,,, = B/2. Elles sont donc

chacune représentables par une suite d’échantillons prélevés a la cadence f, =2 f.x=8 °
en vertu de (9.25). Le théoréme suivant s’en déduit

(9.35)

@ soit x (t) un signal & spectre passe-bande & support borné, de largeur de bande

B=f1-f, et fy=— (/1+f>) la fréquence centrale de cetie bande; alors x (¢)
peut étre représenté par la série cardinale
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oo

x() = ¥ [a(kT.)cos(2afot)=b(kT,)sin(2nfor)] sinc [(¢/ Tp) - k]
A Jos—oe (9.36)
ou

T. = fe = 1B (9.37)

La différence par rapport au théoréme énoncé au paragraphe 9.3.3 est qu’ici, a
chaque pas d’échantillonnage, on préléve un échantillon sur chacune des deux compo-
santes a (t) et b (). Chaque paire d'échantillons définit une valeur ponctuelle (partie
réelle et partie imaginaire ou, alternativement, module et argument) de ’enveloppe com-
plexe 7 (t)=a(¢)+jb(t) =r(t) expja(t). Sila cadence d’échantillonnage est f, =B, le
taux d’échantillonnage, mesuré en nombre d'échantillons réels par seconde, est encore
égala 2B.

Les composantes a (¢) et b (f) peuvent étre obtenues a I'aide du systéme schématisé
sur la figure 9.20.

filtre passe-basidéal | 4(r)
Bl2<[fmax |
x(1) < 2fy — B2

: CO;‘:{IO“ filtre passe-bas idéal b{t)
X B2 <fmax [—>
Y <2fs—B)2
=2s8in(27 for)
Fig. 9.20

9.3.9 Dimension d’un signal de durée finie et de spectre a support borné

Bien qu'un tel signal ne puisse exister, c'est un concept abstrait commode. Il
découle des théorémes d’échantillonnage énoncés que si la durée du signal est T et la lar-
geur de bande de son spectre est B, le signal est entiérement déterminé par

N = 2BT (9.38)

échantillons. Ce nombre NV correspond  la quantité minimale d’informations nécessaires
pour reconstituer le signal et en mesure, en quelque sorte, la dimension.

On a montré, au chapitre 3, qu’a tout signal de durée T correspond un développe-
ment en série de Fourier de coefficients complexes X, associés aux fréquences discrétes
k/T. Si la largeur de bande est B, ce développement comprend (pour k= 0) BT coeffi-
cients complexes, donc 4 nouveau 2BT éléments d’information.

Un signal d’une durée d’une minute et d’une largeur de bande de 10 kHz ne peut
pas étre correctement représenté par moins de 1200 000 éléments d'information (si 'on
ne prend pas en compte 'éventuelle dépendance statistique entre échantillons introdui-
sant une redondance de I'information).

9.3.10 Théoréme réciproque
Compte tenu de la dualité temps-fréquence, on démontre aisément que le spectre
complexe X (f) d'un signal x (¢, 7') de durée finie T est uniquement déterminé par la
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suite de ses valeurs échantillonnées sur 'axe des fréquernces avec un pas Af=1/T:

oa

X(f)= Y X/ T)sinc(Tf—n) (9.39)

n=-c=

Par analogie avec (9.12), la transformée de Fourier inverse de la fonction d’échan-
tillonnage idéalisée

X(f)bap(f) = X X@IT)6(f~n/T) (9.40)

H=-e

est un signal périodique :
xp(t) = Terepyp {x(£,T)} (9.41)

Par (4.77), cette transformée de Fourier inverse peut encore s’écrire sous la
forme

xp() = Y. X(n/T)exp(j2mnt/T) (9.42)
n=—o
qui est le pendant de I'expression (9.21) et s’identifie avec le développement en série de
Fourier (3.74) en divisant les deux membres par 7. La période principale x (¢, T) peut
ainsi s’écrire '

oo

Z X(n/TYexp(j2mnt/T) (9.43)

~]|~—

x(t,T) =

9.3.11 Représentations échantillonnées conjointes dans le temps et en fréquence:
transformation de Fourier discréte. Définitions

En combinant les résultats des paragraphes 9.3.3 et 9.3.10, on peut faire corres-
pondre 4 une suite temporelle de N = T/ 7, échantillons x (kT,) prélevés sur une duré
T 4 une cadence f, =1/ T, une suite fréquentielle de N échantillons complexes X (nn/
prélevés sur une bande de largeur f, avec un pas Af =1/ T=f,/N. Par (9.43) et (9.21)
on obtient la paire de transformées

ng+N-1
x(kTL.,T)=NT Y X(/T.f.)exp(j2nkn/N)
e (k = ko, oy ko +N=1)  (9.44)
kKo +N-1
XW/T.f)= Y x(kT.,T)exp(-j2nkn/N)

=k,
* (1 = 1o, oy 1o+ N=1)  (9.45)

La notation utilisée met en évidence le fait que (9.44) et (9.45) représentent ch
cune une période d’une suire périodigue (fig. 9.21). Si x (r) est réel, les échantillons
complexes X (n/T)=|X(n/T)lexpj 8, (n/T) situés symétriquement par rapport d
mf.(m=0,+1,%2 ) forment des paires conjuguées. A NV éléments d'information
temporels correspondent donc toujours V éléments d’information fréquentiels. On
choisit généralement 710 = — N/ 2 de maniére a faire apparaitre la période principale
du spectre complexe. Il est de méme usuel de faire coincider &y avec I'origine des
temps.



ECHANTILLONNAGE DES SIGNAUX 291
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Fig. 9.21

En normalisant ’axe du temps par rapport 4 la période d’échantillonnage (T, =1)
et en introduisant les simplifications de notation

x(k)E x(kT,,T) (9.46)
X)) 2 XWTL) (9.47)
Wy = exp(j2n/N) (9.48)

on obtient la définition conventionnelle (§ XX.3.2.12) de la transforination de Fourier
discréte (abréviation TFD, en anglais DFT) déja mentionnée au paragraphe 8.2.3:

Ni2-1 ky+ N =1
x(B) =N Y XOWF— X)) = 2 x(k)WyF (9.49)
n=-NJ2 k=k,

caveck=kgy, ..., kog+N—-letn=—-N/2,...,N2-1.

Des algorithmes de calcul efficaces, connus sous le nom de transformations de
Fourier rapides (en anglais: Fast Fourier Transforms ou FFT) sont décrits dans les
ouvrages spécialisés consacrés au traitement numérique des signaux (voir, en particulier,
la référence [107] et le volume XX). L’efficacité est obtenue en éliminant les calculs
redondants.
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9.3.12 Sous-échantillonnage d’un signal périodique .
Soit T la période d’un signal périodique x (f) et T, le pas d’échantillonnage. Sj °

T, > T, un seul échantillon sera au mieux prélevé a chaque période. Une reconstitution

x (¢) de la forme du signal selon une nouvelle échelle de temps ¢ est toutefois possible

dans ce cas si

I. =mT+e (9.50)

ol /1 est un nombre entier positif et € joue le role de pseudo-période d’échantillonnage -
(fig. 9.22). En effet, une période entiére du signal peut étre reconstruite a partir des
échantillons prélevés a la cadence f, = 1/ T, lorsque N = T'/e échantillons sont disponibles,

Cette technique est principalement utilisée pour 'acquisition et la visualisation de
phénoménes périodiques de trés haute fréquence (oscilloscope 4 échantillonnage) et dans
certains dispositifs de détection de 51gnaux périodiques noyés dans le bruit de fond
appelés moyenneur 4 échantillonnage (en anglais: boxcar integrator). Elle s’apparente i
I'effet stroboscopique employé pour I'observation du mouvement de machines tour-
nantes.

k\(1‘ e

=2T+e¢
r(-———————————»
‘.\'(r')
© o O?Q
T t "=(T,/e)t
r: N3
) i TTIHQ”' -
ol7. [ l T'=(T )T } | |
1o
( 4
le]
Fig. 9.22

9.4 RECONSTITUTION PAR INTERPOLATION OU EXTRAPOLATION

9.4.1 Interpolation et extrapolation. Définitions

La reconstitution (fig. 9.23) d’un signal analogique y (¢) 4 partir d'une suit
d’échantillons {y (k7;)} implique la restitution de toutes les valeurs intermédiaires
entre deux échantillons successifs. Cette restitution ¥ (¢) est généralement approxima
tive et introduit donc une distorsion d () =y (£) =¥ (¢).

Si le systéme de restitution détermine les valeurs du signal dans le pas d’échantil
lonnage suivant I’échantillon d’abscisse k7, 4 partir de cet échantillon et des m écha
tillons antérieurs, ¢’est un extrapolateur d ordre m.
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Y1)

y(kTy) systéme de
el o

reconstitution

Fig. 9.23

Si les valeurs reconstruites sont déterminées a I’aide de m +1 échantillons dont
certains postérieurs 4 I'abscisse k7, le systéme de restitution est un interpolateur
d’ordre m.

Un interpolateur n’est apparemment pas un systéme causal, puisqu'il a besoin de
connaitre 1'avenir pour calculer le présent. On le rend causal en admettant un retard ¢,
adéquat 4 la reconstitution.

Un retard, méme important, ne pose en principe pas de probléme lorsque le trai-
tement n’est pas effectué en temps réel. Méme dans ce cas, beaucoup de systémes de
traitement ou de télécommunications peuvent tolérer des retards substantiels. Les exi-
gences sont, par contre, beaucoup plus sévéres dans les systémes en boucle fermée
(réglage automatique, par exemple) ot le retard introduit peut poser des problémes de
stabilité.

9.4.2 Reconstitution par opérateur linéaire : filtre de lissage. Définition
Par (9.9), le signal échantillonné idéalisé s’écrit

Yei(t) = y(0) 87 (t) = k_Z_ v (kT) 8 (t = kTy) (9.51)

En présentant ce signal a I’entrée d’un opérateur linédaire (fig. 9.24) de réponse
impulsionnelle g (), on obtient le signal reconstitué

Fa-t) = X y(kT)g(—kT.) ©.5)
k=—oa
Poi{2) =2 (1) B (2) }r(/_,o’
— = &) —
Fig. 9.24

L’opérateur linéaire utilisé dans cette fonction est usuellement appelé filtre de
lissage. Ce filtre est de type passe-bas si le signal est a spectre passe-bas et de type pusse-
bande si le spectre du signal Iest aussi. On n’examinera, plus loin, que le cas du filtre
passe-bas.

Par (9.13) et (9.24), la densité spectrale du signal reconstitué est donnée par
(fig. 9.25)

Dy (f) = f& reppe (D ()} 1G(F)I? (9.53)

et 'erreur quadratique moyenne de reconstitution vaut

ca

&= [ [25(F)-2,(/)]df (9.54)

-0
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La qualité de la reconstitution dépend, comme au paragraphe 9.3.6, d’'un compro-
mis entre cadence d'échantillonnage et complexité du filtre de lissage. Une cadence nette-
ment supérieure a la limite théorique f, = 2 f1,,ax €5t pratiquement requise pour limiter a
la fois la distorsion de recouvrement spectral et la distorsion de reconstitution.

9.4.3 Reconstitution par approximation polynomiale

Par m+] échantillons, il n’est possible de faire passer qu’un seul polynome de
degré m. Cette approche peut étre utilisée pour obtenir une approximation du signal
analogique 4 reconstituer.

Si les m =+ 1 échantillons y {{n —m)T.], ..., y (nT,) sont connus, "'approximation
de y(t~ty) pour nT, << (n +1)T, et 0<\r <m peut étre calculée en utilisant la
méthode des polynomes de Lagrange (§ XI1X.5.1.8 et [105, 108]):

m

F-rTo—t5) = 2 yl(i+n-m)Tqp;i[t—n+r-m)T.]  (9.55)

i=0
avec
m t-1T,
H{t) = S ouri =0,..,.m 9.56
an.l() l£!) (i-D)T. P ( )
1#i
et
do,0(t) =1 (9.57)

Pour 0<r < m, on obtient une interpolation. Le cas » =0 correspond i une extra-
polation qui peut se ramener 4 la formule de Newton-Gregory [109]
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. t—nT,
V(-t) =ymT)+{ynT)~y[(n—-1)T.1} T
(t—nT,)t
T {y(T) -2y [(n-DT ] +y[(n—-2)T.]1} o + ..

(9.58)

Le retard global o =rT, +to dépend du choix de r et de m.
En identifiant (9.52) et (9.55), la reconstitution polynomiale apparait équivalente
a un lissage par un filtre linéaire de réponse impulisionnelle

nt

g(t) = ,Z -1t =1 Te) (9.59)
=0
ol
Em.i (n = Qm i [t=(—m)T.] rect [(t ~ Tc/2)/ T.] (9.60)

Puisque g,,, ; (f) est nulle en dehors de intervalle 0<¢t<T,, g(¢) est nulle en
dehors de l'intervalle 0<¢ < (m +1)T,.

Une reconstitution polynomiale d’ordre m élevé n’est possible qu’a la condition
de disposer de moyens de calcul appropriés. On se contente généralement, en pratique,
d’une extrapolation d’ordre zéro ou éventuellement d’une extrapolation ou interpola-
tion d’ordre 1, souvent combinée avec un lissage complémentaire réalisé par un filtre
conventionnel.

9.4.4 Exemple: extrapolateur d’ordre zéro

La reconstitution la plus simple (fig. 9.26) consiste & maintenir, dans tout I'inter-
valle n7T, < t<(n+1)T,, la valeur de 'échantillon y (nT;). C’est ce que 1’on appelle
I’extrapolation d’ordre zéro, qui correspond au cas r =0 et m =0 du paragraphe précé-
dent et est analogue au principe de ’échantillonnage avec maintien (§ 9.2.4).

Tt =5 T

Fig. 9.26
La réponse impulsionnetle du fiftre équivalent est (fig. 9.27):
golt) = rect[(t — T,/ 2)/ T,] (9.61)
11 lui correspond la fonction de réponse fréquentielle (fig. 3.28):

Go(f) = Tesinc(Tef)exp(—jnT.f) (9.62)



296 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

beat) Gy ()]

p g0l
Fig. 9.27 Fig. 9.28

qui introduit un déphasage linéaire ~n7,f, entrainant un retard to = 7./2. On obtient

ainsi l'approximation

= t~Tf2— kT,
Folt=Tol2) = Y. y(ch)rect(—“T—°) (9.63)
k=-po e

avec, par (9.53)
Dy (f) = repre (@, (f)} -sinc® (T f) (9.64)

Un exemple de densité spectrale résultante est représenté sur la figure 5.29.

F1d,() 1‘ by if) =S Erepg, (0,0}
Y
AW WAWAW
~fo ~fax 0 fam fe= VT, 27, -
1Go (£ WP
filtre idéal
r
A 2f,
7
~fe Fms O fma e 2 B
Fig. 9.29

On constate que, pour que @5 (f) = ®,,(f), la cadence d’échantillonnage f, doit
étre netrement plus élevée que le double de la fréquence maximum fr 4.

La fonction de maintien impliquée par (9.61) est naturellement réalisée par un con-
vertisseur numérique-analogique (§ 10.1.3) a I'entrée duquel les valeurs numériques sont
maintenues pendant toute la durée du pas d’échantillonnage 7. Aussi la reconstitution
par extrapolation d’ordre zéro est-elle de loin la plus couramment employée. On fait sou-
vent suivre le circuit de maintien d’un filtre de lissage additionnel dont le role est d’atté-
nuer les composantes spectrales de hautes fréquences indésirables (fig. 9.30). On peut
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également chercher a compenser 1'atténuation introduite par la fonction de réponse fré-
quentielle (9.62) dans la bande passante désirée en imposant localement au deuxiéme
filtre une fonction de réponse fréquentielle d’égalisation dont le module est 4 peu prés
proportionnel & [Go ()|,

y(kT,) extrapolateur Talt = ",.1‘ T,) | filtre additionnel | ¥(t—ty)
d’ordre zéro de lissage et F——>
{convertisseur N/A) d’épalisation
Fig. 9.30

9.4.5 Exemple: extrapolateur d’ordre un

En posant »=0 et m =1 dans 'approximation polynomiale (9.55), on obtient
Pextrapolation d’ordre un (fig. 9.31):

Fiwt—ty) = y(T) +{y T) —y [(n )T} t —nT.)/ T, (9.65)
pour nT, <t <(+1)Ts.

Fralt = 1g)

Fig. 9.31

La réponse impulsionnelle équivalente (fig. 9.32) se déduit de (9.60)

t+T)H/ T, pour 0 <t < T,
gia(t) = 1 ~(@—T)/ T, pour T, <t < 2T, (9.66)
0 ajlleurs

et conduit 4 la fonction de réponse fréquentielle (fig. 9.33)

G (f) = T. V1+ Q2afT.)* sinc® (T, f) exp {—j [2nf T, —arctan 27fT;)]}
(9.67)
qui n’introduit pas un déphasage linéaire.
Ce type d'extrapolateur agit approximativemnent, dans la bande passante d'intérét,
comme un filtre passe-haut. Il est donc déconseillé en raison de la distorsion qu’il intro-
duit, tout particuliérement en présence de bruit.
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| [Gw ()

| o0 (S)
Fig. 9.32 Fig. 9.33

On lui substitue parfois une version modifide qui se situe entre 'extrapolation
d’ordre zéro et celle d’ordre un:

F@=to) = y(nL) +aly mT)~y[(n—1T.1} (¢ —nT)/T, (9.68)

avec 0 <a <.

9.4.6 Exemple: interpolateur d’ordre un ,

Si Pon peut accepter un retard 4 plus important, correspondant i un pas d’échan-
tillonnage, une relativement bonne approximation est obtenue en reliant les échantillons
par des droites. C’est le principe de l'interpolation linéaire (fig. 9.34) qui est obtenue
pour r=letm=1don

In@-T) = y[ot D]+ {y (nT) —y [(n -DT]} (¢ —nT)/ T, (9:69)
pour nT, <t<(n+1)7,.

e

Fig. 9.34

La réponse impulsionnelle de I'interpolateur linéaire est simplement (fig. 9.35)
g (t) = it~ T2)/ Te] (9.70)
sa fonction de réponse fréquentielle vaut (fig. 9.36)

Gu(f) = Tpsinc® (I.f)exp(=j2nT.f) (9.71)
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Fig. 9.35

La densité spectrale du signal reconstitué devient ici
D5 (f) = repre (@, ()} sinc*(T.f) (9.72)

Les composantes de fréquence supérieure d f, sont beaucoup plus fortement atté-
nuées que dans le cas des extrapolateurs d’ordre zéro ou un.

On peut, 4 nouveau, compléter le circuit d’approximation par un filtre additionnel
de lissage et d’égalisation.

9.4.7 Interpolateur idéal

On peut encore imaginer bien d’autres fonctions d'interpolation correspondant aux
réponses impulsionnelles de différents types de filtres passe-bas. Un exemple est le filtre
de Butterworth décrit au paragraphe 9.3.6. Dans la régle, on pourra dire que la qualité
de I'approximation est d’autant meilleure que l'ordre du filtre est élevé. Il convient
toutefois de ne pas négliger le retard introduit et P'erreur provoquée par linévitable
distorsion de phase.

TIGi( Nl

T

[

"'-l.n_fu 0 _-I;fr.
Fig. 9.37

L’interpolateur idéal est bien entendu, pour autant que le théoréme d’échantillon-
nage soit respecté, un filtre idéal de fonction de réponse fréquentielle (fig. 9.37):

Gi(f) = Torect (f/fe)exp(=j2nfto) (9.73)
et de réponse impulsionnelle (fig. 9.38):
£i(t) = sinc[(t —10)/Te] (9.74)
créant le développement cardinal (9.29) illustré par la figure 9.39:
- t—kT,—t
Fit—to) = 2 y(kT.)sinc (—~7"—9) (9.75)
k=-o0 e

ou le retard ¢, devrait étre infini pour rendre le filtre causal!
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Pyt +t)=plt+1)

Bgir+ 1)
1
\_TE N\ o .t_
< 0| .. ~—
Fig. 9.38

Bien qu'irréalisable, une telle interpolation peut étre approximativement réalisée
(en principe, par voie numérique) en se limitant a une fonction d’interpolation tronquée
(fig. 9.40)

t-mT./2 t—mTy/2
~—'—/—] - rect [——i] (9.76)

g (£) = sinc
gi(t) [ mT,

e
iEi(f)
(m=28)

,D=_;mrc mT,
b
T(:
Fig. 5.40

Au lieu d’une fenétre de pondération rectangulaire, on peut avoir avantage a choisir
une fenétre ne présentant pas de discontinuité et dont la dérivée est elle-méme sans
discontinuité. Ceci de maniére a limiter les ondulations résiduelles du module de la
fonction de réponse fréquentielle en dehors de 1a bande passante, au prix, toutefois,
d’un élargissement de la bande de transition.

La reconstitution du signal analogique peut étre alors effectuée en deux temps
(fig. 9.41): un interpolateur numérique quasi-idéal alimente 4 une cadence fo = Lf, (L>1) :
un extrapolateur d'ordre zéro (convertisseur numérique -analogique) suivi éventuellement :
d’un filtre additionnel de lissage. Le suréchantillonnage introduit par 'interpolateur rem- °
place la période de répétition f. du spectre du signal échantillonné idéalisé par Lf, sans
modifier la fréquence limite f ;4. La distorsion introduite ensuite par I’extrapolateur
d’ordre zéro et le filtre de lissage devient négligeable pour L > 1.

EP(kL™ Ty)rect[Lt/T, —5(mL + 2k + 1)]

y(kT,) interpolateur exfrapolateur Y- ty)
quasi-idéal d'ordre zéro (con- »| filtre de lissage ——o

numérique f vertisseur N/A)

il (kL“—%m) T,

Fig. 9.41




ECHANTILLONNAGE DES SIGNAUX 301

9.4.8 Représentation d’un bruit blanc gaussien

On sait (§ 5.7.3) que les échantillons prélevés sur un processus gaussien sont indé-
pendants si les prélévements sont distants les uns des autres d'un pas T, tel que la fonc-
tion d'autocovariance soit nulle. En particulier, pour un bruit blanc gaussien borné par
une fréquence limite supérieure f,, = B, cette condition est réalisée si

T, = 1/(2B) (9.77)

On peut donc, en s’inspirant de (9.73), construire le modéle suivant d’un bruit
blanc gaussien 4 spectre borné:

x(t) = ) xpsinc[2B(t - +k/B)] (9.78)
k=-e
ol les x;, sont des échantillons de variables gaussiennes, statistiquement indépendantes,
de valeur moyenne nulle et variance o_iA
Le signal x (¢) appartient certainement 3 un processus gaussien puisqu’il résulte de
la somme pondérée de processus gaussiens (ex. 5.11.34).
De plus, la fonction de corrélation est donnée par

Ry(r) = Ex(r) x(t +7)]

Y Y EDx]sinc[2B(t— =k/B)]sinc[2B(t+7 - 51/B)]

I

k=noa |=-oo
= 02 sinc(2B87) (9.79)
d’oli
o2 .
b, (1) = 38 rect (5 f/B) (9.80)

avec 02/B = n.

Ceci justifie I'hypothése de bruit blanc gaussien, stationnaire, 4 spectre borné par
une fréquence maximum fp., = B.

9.4.9 Chaine de traitement échantillonné
Une chaine compléte de traitement échantillonné comprend les opérateurs repré-
sentés sur la figure 9.42.

x(kT,) Y(kT,)
x'(1) filtre x(1) traitement filtre de »(r—to)
—| antircpliement échantillonneur sehantillonné reconstitution ——
(garde) (lissage)

15,

Fig. 9.42

9.5 EXERCICES

9.5.1 Un signal x(r) =exp(—a|t|) avec a =2 Hz est transmis au travers du systéme
représenté sur la figure 9.43.
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x(1) r(1) z(t)
@ : =~ 7
gchantillonneur Nltre passe-bande
Fig. 9.43

L’échantillonneur est réalisé par un interrupteur qui s'ouvre et se ferme périodi-
quement a la cadence f, = 20 Hz avec un temps de fermeture égal 4 7 = 20 ms. Le filt
passe-bande idéalisé posséde un gain unitaire et une réponse de phase nulle dans
bande de fréquence B = fiux — fmin = 10 Hz centrée sur la fréquence f, =20 Hz. Latt
nuation en dehors de cette bande est totale. Esquisser I'allure de y (¢) et de son spectr
d’amplitude | ¥ (f)]; esquisser 'allure de z (¢) et en donner I'expression mathématiqu
approchée.

9.5.2 Un signal x (¢), dont la densité spectrale de puissance & (f) est représentée su
la figure 9.44, est échantillonné a une cadence f,. Le signal échantillonné (idéalisé )} po
séde 1a densité spectrale ®,.; (f ) représentée également sur la figure 9.44. Détermine
quelle est la fréquence d’échantillonnage utilisée et indiquer si ce choix est judicieux;
pour permettre une reconstitution du signal par filtrage idéal (justifier votre réponse).

@) L D)

1
I
flkHz) I

;

T T T T T T

A e =

Fig. 9.44

9.5.3 Peut-on reconstituer exactement le signal x () = B sinc? (¢/Ar) s'il est échan-
tillonné idéalement 4 une cadence f, =1/A¢”?

9.54 Soit le systéme de traitement représenté sur la figure 9.45, avec X (f)=
D {rect [§ (f+fo)/B] + rect [5(f=fo)/B}, Gy (f ) =rect [f/(4B)] et fo =3B.
® Déterminer la cadence d’échantillonnage minimale f, du signal z (¢) permettan

de reconstituer ce signal sans distorsion a la sortie d’un filtre passe-bas idéal
G, (f) de largeur de bande adéquate.

x(1) u(t) = cos(2mw for)

»(1)=sinc?(81) N2 3]

Gy(f) —n

échantillonneur
idéalisé

Fig. 9.45
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@ Quelle cadence d’échantillonnage proposez-vous de choisir si le filtre G4 (f) pos-
séde la fonction de réponse fréquentielle représentée sur la figure 9.46 et que
I'on désire également reconstruire z (¢) sans distorsion?

® Esquisser graphiquement I'allure du spectre d’amplitude a la sortie de I’échantil-
lonneur idéalisé pour les deux cas ci-dessus.

816,00
1

—
T t

—4f, -, 0 f.=B 4f.

] |
1 1
) H
i t
) {
1 t

‘ )

Fig. 9.46

9.5.5 Rétablir le résultat (9.32), ou la puissance de lerreur de recouvrement P, est défi-
nie comme la puissance des composantes du signal de fréquences supérieures & fo/2,
suchant que [;~(1+x™)" dx =7 [m sin (w/m)]™".

9.5.6 Un signal x(t) a spectre uniforme @, (f)=n/2 est filtré par un filtre de Butter-
worth avant d’étre échantillonné & une cadence f,. Si f; est la fréquence de coupure 4
-3 dB du filtre, déterminer quel devrait étre le rapport f./f. pour que le rapport £,,4p
de la puissance de 'erreur de recouvrement sur la puissance totale du signal soit de
~30dB pour n=1,2, 3, 4.

9.5.7 Démontrer le résultat illustré par la figure 9.20.

9.5.8 Déterminer (sans tenir compte des termes négligeables) la densité spectrale de
puissance du signal y () du schéma de la figure 9.47 sachant que

x(t) = Z Acos(2nf;t)

pouri=1,2,3 et que g(¢) =tri[(t ~ A)/A] avec f, =1/ T, =3 kHz, fi=0,3kHz, f» =
0,5kHz, f3=1,5kHz, A=1mset A =]0V.

x(r) » )

gty [—

BTL:(”

Fig. 9.47

9.5.9 Un signal aléatoire gaussien #(t) a comme fonction d'autocorrélation

R, (t)=4+165sinc* (1/T) V2, avec T=1ms. Déterminer la valeur moyenne, la variance
et la densité spectrale de puissance de ce signal. Quelle est la cadence minimale a laquelle
ce signal peut étre échantillonné idéalement et reconstitué parfaitement? A guelle
cadence d’échantillonnage obtient-on des échantillons statistiquement indépendants?



CHAPITRE 10

NUMERISATION DES SIGNAUX

10.1 CONVERSION ANALOGIQUE-NUMERIQUE
ET NUMERIQUE-ANALOGIQUE

10.1.1 Principe et définitions

Les systémes numériques de traitement de I'information opérent sur des nombres.
Tout systéme de traitement de signaux faisant appel & un ordinateur ou i un processeur
numérique spécialisé implique donc nécessairement une opération préliminaire de
conversion analogique-numeériqgue (A/N) — on dit aussi en franglais: analogique-digitale
(A/D). Lorsque l'information traitée doit étre restituée sous forme analogique, on pro-
céde a 'opération inverse de conversion numeérique-analogique (N/A) ou digitale-
analogique (D/A). Le schéma de principe d’un systéme de traitement numérique de
signaux analogiques est représenté sur la figure 10.1.

. ) ,
x(1) conversion L) traitement - ’L conversion y(1)
A/N 1 numérique N/A
Fig. 10.1

La conversion analogique-numérique (fig. 10.2) fait correspondre au signal analo-
gique d’entrée x (¢) une suite de nombres {x}, }, usuellement codés sous forme binaire.
Chaque nombre correspond a I'amplitude x (¢, ) d’un échantillon du signal prélevé a un
instant donné 7. On procéde généralement a cet échantillonnage & intervalles de temps
réguliers T, (chap. 9).
Comme la détermination du nombre correspondant a 'amplitude d’un échantitlon
prend un certain temps, il est souvent nécessaire de mémoriser cette valeur analogique
entre deux prélévements successifs.
Chacun des échantillons prélevés peut prendre en principe une infinité de valeurs
du fait de la nature analogique du signal. Toutefois, la précision avec laquelle ces ampli-
tudes doivent et peuvent étre connues est nécessairement limitée par toutes sortes de
considérations pratiques. On est amené a remplacer la valeur exacte de ['échantillon par
la plus proche valeur approximative tirée d’un assortiement fini de valeurs discrétes: il y
- 4 quantification. Chacune de ces valeurs discrétes est désignée par un nombre exprimé

sous forme binaire par un codage approprié. Ce nombre est compris entre deux valeurs
- limites qui fixent la plage de conversion. Chaque nombre x; représente ainsi un ensem-
ble de valeurs analogiques contenues dans un intervalle de largeur A, appelé pas de
quantification. Lorsque la plage de conversion est subdivisée en pas de quantification
égaux, on parle de quantification uniforme (§ 10.3.4).
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Fig. 10.3

La conversion numérique-analogique (fig. 10.3) est en principe un peu plus directe.
La suite de nombres {y,} est transformée en une suite d’échantillons d’amplitudes
discretes y ().

La reconstitution finale du signal analogique de sortie J'(¢) est ensuite réalisée
par une opération d’extrapolation ou d’interpolation entre les échantillons (comme
indiqué au paragraphe 9.4.4). Une simple extrapolation d’ordre zéro est souvent utilisée
i cet effet. Elle est facilement réalisée par la mémorisation numeérique de la valeur de
chaque échantillon 4 entrée du convertisseur N/A, complétée par un filtrage analogique
(lissage).

Les représentations graphiques symboliques normalisées des convertisseurs A/N et
N/A sont indiquées sur la figure 10.4.
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convertisseur A/N converrisseur N/A

[N B
H N
Fig. 10.4

10.1.2 Principales méthodes de conversion A /N. Définitions

On distingue les méthodes de conversion directes et indirectes. Une étude détail-
lée de celles-ci sort du cadre de cet ouvrage. Le lecteur se reportera, pour plus de détails,
a la littérature spécialisée {95, 110, 111].

Dans les méthodes indirectes, la valeur de la tension du signal d’entrée est initiale-
ment convertie en une fréquence par un oscillateitr commandé en tension (en anglais:
voltage controled oscillator ou VCO: voir paragraphe VII1.6.5.5) ou en une durée pro-
portionnelle obtenue par intégration. Dans le premier cas, la valeur numérique corres-
pondante est déterminée en comptant le nombre de périodes du signal fourni par
l'oscillateur pendant un intervalle de temps prescrit. Dans le deuxiéme cas, cette valeur
numérique est donnée par le comptage du nombre d’impulsions fournies par un généra-
teur auxiliaire entre le début et Ia fin de I'intégration.

De par leur principe, les méthodes indirectes se prétent i la réalisation de conver-
tisseur A /N de haute précision. Elles sont, par contre, nécessairement lentes en raison de
leur nature sérielle et ne conviennent pas, en général, pour les applications usuelles de
traitement numérique des signaux. On les utilise essentiellement dans l'instrumentation
de précision (par exemple: voltmétres numeériques, cf. volume XVII).

U, (tension de référence)

l R 2" =\ comparateurs
x(¢) .

("= 1) U2 ——7

>——>
, sortie
décodeur numérique
. r (codée en
R logique . binaire)
+
20, /2" ——7] 1% -
[] R L d,
+
Uy/2" —

ER

Fig. 10.5
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Le convertisseur A/N direct le plus simple dans son principe — mais non dans sa
réalisation technologique — est le convertisseur paralléle (fig. 10.5). La tension d’entrée
est comparée simultanément 4 2" — | valeurs du type '

k

;UO avec k =1,2,..2"-1 (10.1)
déduite d’une tension de référence Ug par un diviseur de tension a résistances. L’état
des 2/ — | variables binaires de sortie des comparateurs (§ VII1.6.2.3) est finalement
traduit en un mot binaire de 1 bits, ou chiffres binaires notés conventionnellement 0 et [,
par un décodeur logique.

L’avantage des convertisseurs paralléles (en anglais: flaslt converters) est leur rapi-
dité, puisque le mot binaire de sortie est déterminé presque instantanément. L'échantil-
lonnage peut se faire alors en aval du convertisseur par prélévement périodique des
valeurs numériques. Le nombre de comparateurs a mettre en ceuvre limite toutefois la
résolution 4 environ 256 niveaux discrets {z1 = 8 bits). Ce type de convertisseur se préte
bien 4 la conversion analogique-numérique de signaux de haute fréquence (vidéo, radar)
ne nécessitant pas une précision trop grande. :

Pour des raisons de complexité — donc de colt — et de précision, on emploie plus
généralement, lorsque la cadence d’échantillonnage requise n’est pas trop élevée, des
convertisseurs d approximations successives (fig. 10.6). La tension d’entrée est ici com
parée successivement 4 une combinaison convergente des 2" ~ | valeurs de référence
pondérés kUq/2". C'est un systéme bouclé qui inclut un convertisseur numérique-
analogique ( § 10.1.3).

ordre de début
comparateur ; de conversion

horloge et logique
de commande

x(t)

interne

- [1’

sortic
U, : numérique
d"
ertissen 1
COHVIL\‘r/l:XSS " |la———— tension de
référence Uy
Fig. 10.6

Sous contréle d'une horloge interne, le dispositif détermine d’abord le premier
bit d, en décidant sil'entrée analogique x (¢) est supéricure (d; =1) ou inférieure (d, =0)
d la moitié de la tension de référence Uy. A la période d’horloge suivante. on détermine
si x (t)—dy - Up/2 est supérieure (d2 =1) ou inféricure (d, =0)a Uqy/4. La procédure se
répéte ainsi 17 fois dans un convertisseur a n bits. Le mot binaire définitif n’est donc di
ponible a la sortie qu’aprés 1 périodes de I'horloge interne. Ce type de convertisseur
permet d’obtenir des précisions plus élevées (la valeur maximale de n atteignable est de
Pordre de 16 ) qu’avec les convertisseurs paralleles. Ils sont par contre au moins # fois
plus lents, une nouvelle conversion ne pouvant étre ordonnée qu'une fois la précédente
entiérement terminée. Des structures hybrides peuvent étre utilisées pour obtenir un
bon compromis entre vitesse et précision.
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Fig. 10.7

Mentionnons qu’en plus des convertisseurs purement électroniques décrits précé-
demiment, on utilise pour certaines applications des dispositifs électromécaniques
comme le disque de codage angulaire représenté sur la figure 10.7.

La lecture, sous forme numérique, de la position angulaire du disque se fait 4 I'aide
de détecteurs photo-électriques placés, i raison de un par anneau, sur une ligne passant
par le centre de rotation du disque. Chaque anneau est décomposé en 27 segments trans-
parents et opaques alternés, avec i = 1 (anneau extérieur déterminant le bit d, dans
notre exemple) jusqu’a 2 (anneau intérieur déterminant le bit d,,). Le disque de la figure
10.7 comprend dix anneaux: sa résolution angulaire est donc de 360/2'%= 0,35 degré.

Sila plupart des convertisseurs décomposent la plage de conversion de la variable
i numériser en ¢ = 2" intervalles égaux (quantification uniforme), il existe des applica-
tions ol il est avantageux de recourir & une loi de quantification non uniforme [112].
L’exemple le plus courant est la conversion avec compression logarithmique utilisé pour la
transmission numérique des signaux téléphoniques (modulation par impulsion et codage:
section XVIIL.7.5).

10.1.3 Conversion N/A

Un convertisseur numérique-analogique est un dispositif produisant une grandeur
de sortie quantifiée ¥ qui posséde ¢ = 2" valeurs distinctes. Il est a loi uniforme si ces
valeurs sont réguliérement réparties sur une plage allant de zéro i 2" + A selon la loi

Yy =A@ 2"+ +d,20) (10.2)

ot A est le pas de quantification. Cette grandeur de sortie est généralement un courant
ou une tension. Le mode de réalisation usuel est basé sur le principe illustré par la figure
10.8.

Des commutateurs commandés par les variables binaires &, aiguillent le passage
des courants pondérés Io/2%. provenant de sources de courant dépendant d’une réfé-
rence [y, soit contre terre (dy = 0), soit vers un point de sommation {(dj. = 1: Kirchhoft).
Le courant résultant correspond i la loi (10.2). Une conversion courant-tension est
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Oaee

1o/4

I= dily2+dyIg/4 + ... +d, 1, )7

Iy /2"

Fig. 10.8

ensuite généralement réalisée, soit i 'aide d’une simple résistance (plage d’amplitude
limitée en pratique), soit a I'aide d’un montage a amplificateur opérationnel (chap. VIIL.3).
Les sources de courant et les commutateurs commandes sont réalisés selon différentes
techniques électroniques. On se reportera a la littérature spécialisée pour plus de détails
[96, 103].

Le convertisseur N/A est a structure paralléle. A 'application simultanée des bits
dy ... d,; i son entrée correspond presque instantanément la grandeur analogique de
sortie I =d o/ 2+ ...+ d,, [5/2". La conversion courant-tension entraine, elle. certaines
limitations de vitesse (charge de capacités, vitesse limite des amplificateurs opérationnels).

Dans la pratique, tous les commutateurs ne réagissent pas exactement au méme ins-
tant. Il en résulte des parasites de commutation (en anglais: glitches) qui doivent étre
éliminés par filtrage ou ré-échantillonnage avec maintien décalé (échantillonneur-
bloqueur: paragraphe 10.2.4).

10.2 CADENCES LIMITES DE CONVERSION A/N

10.2.1 Variation du signal pendant la durée de conversion. Définition

La conversion A/N n'est pas une opération instantanée. Elle peut étre relativement
rapide dans les convertisseurs paralléles et nettement plus lente dans les convertisseurs a
approximations successives.

Soit I la plage de conversion disponible. Si la loi de quantification est uniforme,
cette plage est subdivisée en ¢ = 2" intervalles de largeur constante A = /2", La procé-
dure de conversion assigne alors la valeur x, = & A a chaque échantillon d’amplitude com-
prise entre kA——‘? A et kA+ 5 A. Sile signal varie pendant la durée de conversion 7.,
le résultat numérique obtenu risque d'étre incorrect (fig. 10.9).

En premiére approximation. la variation Ax du signal analogique pendant la durée
T vaut
dx
dr

Une exigence de précision courante est de limiter la variation de Ax a iTA:

Ax = 1, (10.3)

Ax < $A (10.4)
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u b
(k+1)A 1 x(e)
D 2 S Ax
(k=1 A4

s '
/L
77 N -
to+ 7. = fin de conversion
ty = début de conversion
Fig. 10.9

L’erreur globale introduite est ainsi inférieure ou égale 4 A en valeur absolue. En
combinant (10.3) et (10.4), on obtient la relation
A V
= = S— (10.5)

dx
) Il+l- .
max 27, 2 T

dr

c

10.2.2 Exemple: signal sinusoidal
Si I'on considére un signal sinusoidal dont I'amplitude créte d créte correspond 4
la plage de conversion V' du convertisseur, sa pente maximum vaut

> - [V in(2nf )} 1V (10.6)
— = — | —sin(2nft =T .
dz max dr 12 t=0
En combinant (10.5) et (10.6), on obtient
1
Smax = _—2"”'171C (10.7)

Ainsi, pour une conversion effectuée en | ys par un convertisseur binaire 7 = 8 bits,
la fréquence maximum tolérée d'un signal sinusoidal de valeur créte 4 créte égale a la
plage du convertisseur est de 622 Hz seulement! Elle est quatre fois plus faible pour
n =10 et dix fois plus faible pour 7, = 10 ps.

L’abaque de la figure 10.10 illustre la relation (10.7).

10.2.3 Exemple: signal aléatoire gaussien

Dans le cas d’un signal aléatoire, la pente est aussi une grandeur aléatoire et I'on
doit raisonner en terme de probabilité de dépassement d'une limite fixée.

Considérons un signal gaussien x (¢) d spectre blanc borné &, ()= % nrect (f/2B)
et variance o2 =nB. La probabilité que |x |>3a, est inférieure 3 3%o et I’on peut choi-
sir pour le convertisseur la plage de conversion V=6 0,.

Par (8.71), la dérivée x =dx/d¢ posséde un spectre (27f 2@, (f), d’ott une
variance

B
ol = 4n’g ffzdf = 47%nB3/3 = 47°B%0Y/3 (10.8)
0
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Fig. 10.10

Or ¥ =dx/dt est également a distribution gaussienne, puisque la dérivation est
une opération linéaire. La pente ne dépasse donc, en valeur absolue, 30, qu’avec une
probabilité inférieure @ 3%o. En choisissant cette valeur comme pente maximum ne
devant pas introduire d’erreur de conversion, on a

dx 3 6m B VnB (10.9)
—_— = g = — a = .
A fmay V3T VB
En égalant ce résultat 4 (10.5), on tire la condition
V3A 1
B = — =173 ——— 10.10
X anvr, BEECLAY S ( )

On constate que (10.7) et (10.10) sont du méme ordre de grandeur. L’abaque de
la figure 10.10 semble donc un bon indicateur de la fréquence maximum du signal que
peut convertir, sans autre précaution, un convertisseur ayant une durée de conversion 7,.
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10.2.4 Mémorisation analogique temporaire par échantillonneur-bloqueur. Définition

Un convertisseur ayant une durée de conversion 7, est en principe capable de tra-
vailler 4 une fréquence d'échantillonnage f, = 1/7.. En vertu du théoréme d’échantillon-
nage, la fréquence maximale du signal analogique d’entrée pourrait donc atteindre la
valeur B, = 1/{27;). C'est une valeur de 'ordre de 2" 7 plus élevée que les fréquences
limites tolérées (10.7) ou (10.10). Les possibilités du convertisseur sont donc dans ce cas
largement sous-employées.

On évite cet inconvénient en utilisant un circuit de mémorisation temporaire de la
valeur de chaque échantillon pendant la durée de conversion. Un tel dispositif porte le
nom d'échantillonneur-bloqueur (cn anglais: sample-and-hold). Le principe de fonc-
tionnement d’un tel circuit est illustré par la figure 10.11. I effectue une opération
d'échantillonnage avec maintien (§ 9.2.4).

échantillonneur .
() )
x(1) 1 i=0 ——0
o———»—-—-—o\—— £ .
amplificateur
p L de lecture
ﬂ —_— (Ay=1)
signal de
S
commande

durée d’acquisition 7,

b transitoire
: d’acquisition

durée d’ouverture
(retard mayen 74 + erreur 7,.)

signal de commande

maintien

acquisition t

m i3

Fig. 10.11

Lorsque le signal de commande est au niveau bas, I'interrupteur [ est fermé et le
signal de sortie xp, (f) de Pamplificateur de lecture (gain de tension unité) suit le signal
d’entrée x (¢). L'ordre de mémorisation (signal de commande passant au niveau haut en
I';m ) entraine I'ouverture de 'interrupteur. La capacité C maintient alors a ses bornes la
valeur de la tension présente a I'instant d’ouverture (le courant d’entrée de amplifica-
teur de lecture est trés faible); cette valeur, disponible & la sortie de amplificateur de
lecture peut 2tre convertie sans risque de variation par un convertisseur placé en aval
(fig. 10.12).
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dy
x(1) |échantillonneur: xm(tl convertisseur :
bloqueur o A/N N
L 11 dy
commande
Fig. 10.12

Iy a, toutefois, un certain retard entre 'instant ¢,, d’application de l’ordre d’ou-
verture et la mémorisation effective. Ce retard, appelé durée d ‘ouverture (aperture time),
se décompose en un retard moyen 74 et un retard variable 7, qui crée une certaine incer-
titude sur l'instant exact d’échantillonnage. Cette incertitude est appelée errewr ou gigue
d’ouverture (aperture uncertainty ou jitter). Elle joue, en ce qui concerne 'erreur d’am-
plitude de ’échantillonneur-blogueur, le méme réle que la durée de conversion 7 pour
le convertisseur, selon (10.5).

La cadence limite de travail de I’échantillonneur-bloqueur dépend surtout de la
durée d ucquisition (acquisition time) 1, qui est intervalle qui sépare la fin du maintien
(instant d’application de l'ordre d’acquisition t,) et le moment ou la sortie x, (?)
a rattrapé l'entrée x (¢). Cette durée est lide a la réponse transitoire du circuit et dépend
de la valeur de la capacité de mémorisation employée.

Par exemple: si le convertisseur 4 1 = 8 bits et durée de conversion 7. =1ps de
I'exemple 10.2.2 est précédé d’un échantillonneur-bloqueur ayant une gigue d’ouverture
inférieure a I ns et une durée d’acquisition 7, =1us, la cadence d’échantillonnage pourra
étre de l'ordre de 500 kHz, autorisant I’échantillonnage d’un signal de fréquence maxi-
mum avoisinant 250 kHz.

10.3 QUANTIFICATION

10.3.1 Principe général et définitions

La quantification est une régle de correspondance entre le nombre infini des valeurs
possibles du signal d’entrée x (¢) et un nombre fini de valeurs assignées au signal de sortie
X, (t). L’opérateur correspondant est du type non linéaire amnésique (§ 8.4.2.). La régle

v,
Xo+
Xg
Xq+ J
A Ay Ay Yt ["J_- X
-1/2 TXs A, A, Ay V2
+ X3
1y,
Ly,

Fig. 10.13
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de correspondance (fig. 10.13) est obtenue en subdivisant la plage de conversion V des
variations du signal d’entrée en g intervalles juxtaposés A; avec [ =1, ..., g et en assi-
gnant au signal de sortie la valeur x; lorsque I'amplitude du signal d’entrée appartient au
domaine A;. Toutes les valeurs d’entrée appartenant au méme intervalle sont donc repré-
sentées par le méme niveau quantifié, qui correspond généralement a la valeur médiane
de 'intervalle (quantification par mrondi) ou a sa valeur minimale (quantification par
troncature).

Un tel processus introduit naturellement une distorsion intrinséque qui dépend
autant de la nature du signal que de la loi de quantification adoptée.

10.3.2 Distorsion ou bruit de quantification. Définition
La différence

ng(r) = xq_(r)—x(t) (10.11)

est appelée distorsion ou bruit de quantification. Cette distorsion dépend de I'amplitude
du signal et peut étre considérée comme la sortie d’un opérateur non linéaire de caracté-
ristique (10.11) excité par le signal x (¢). La figure 10.14 illustre le cas de l1a distorsion
engendrée par la loi de quantification de la figure 10.13.

“t

Fig. 10.14

Lorsque le signal x (z) est aléatoire, il est commode de considérer le signal quanti-
fié comme résultant de la somme de x(r) et d’un bruit aléatoire de quantification
(fig. 10.15). Dans bien des situations, le bruit de quantification se révéle pratiquement
non corrélé avec le signal d’entrée.

Le bruit de quantification apparait non seulement lors de la conversion analogique-
numeérique d’un signal, mais également dans les opérations de calcul subséquentes
(erreur d’arrondi ou de troncature).

Fig. 10.15
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10.3.3 Variance du bruit de quantification

Le bruit de quantification ng €tant considéré comme un processus aléatoire, il
posséde une valeur moyenne g, et une variance Ua‘ Une valeur pq # 0 indique la pré-
sence d’un biais systématique. Cette situation se présente, en particulier, dans le cas
d’une quantification par troncature. Ce biais est nul lorsque deux conditions sont satis-
faites: le signal d’entrée a une densité de probabilité paire par rapport i Ia valeur moyernne
. et la loi de quantification est 4 symétrie impaire par rapport 4 .. La variance, elle,
s’identifie avec la puissance des fluctuations (tab. 5.2):

q

03 =Y [ &-x)Ppedy (10.12)

i=1
Aj

Si le nombre g d’intervalles est élevé, une approximation raisonnable peut étre faite en

considérant p (x) = p (x;) = constante dans U'intervalle A;:

q

oo = Z p ;) f (x —x;)*dx (10.13)
=t Ai

Si, de plus, les valeurs quantifiées x; correspondent 4 la valeur médiane de I'inter-

valle A; (quantification par arrondi), la variance du bruit de quantification devient
simplement

q xp+Apf2

o~ Lol [ (x-x) dx
! xi=Af2 (10.14)
q

= 3 pC) A2
i

I

Lorsque la densité de probabilité p (x) dusignal d’entrée est connue, il est possible
de rechercher la loi de quantification optimale [112] qui minimise aé pour un nombre
de niveaux de quantification donnés.

Dans certains cas, il peut étre avantageux d’obtenir un rapport de la puissance du
signal d’entrée & celle du bruit de quantification constant. C'est I'approche utilisée en
téléphonie numérique (PCM) qui conduit 4 une loi de quantification de type logarithmi-
que (sect. XVIIL.7.4).

10.3.4 Quantification uniforme. Définitions

La loi de quantification de loin la plus fréquemment utilisée est la loi uniforme
(parfois qualifiée de /inéaire) dans laquelle les pas de quantification A; sont constants
(fig. 10.16).

A= A Vi (10.15)

En remplacant dans (10.14), on obtient, puisque par (14.14) Zp (x;)A =1
AZ

— (10.16)

% % 3
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Cette formule approximative, largement utilisée, est en fait exacte lorsque le bruit
de quantification, distribué entre £ Af2 (fig. 10.17), posséde une densité de probabilité
uniforme. Cette situation est exactement ou presque parfaitement réalisée dans de nom-
breuses situations pratiques, comme le démontre ’analyse du paragraphe 10.3.10.

ping)

Fig. 10.17

Le rapport signal sur bruit de quantification est défini par

ou I'écart-type o, s’identifie (tab. 5.2) avec la valeur efficace du signal d’entrée x (¢). En
introduisant (10.16), on obtient

£q = 12(04/A) (10.18)
et
Equ = lO]ogw Eq ~ 2010g10 (Ux/A) +10,8 dB (1019)

Si la plage de conversion ¥ est décomposée en g = 2" intervalles de largeur A,
la relation (10.19) devient, en posant V/o, =a:

Eqap =~ 6n+10,8 —20log o a dB (10.20)

Ainsi, pour un convertisseur analogique-numerique, ot n représente le nombre de
bits des valeurs de sortie, le rapport signal sur bruit de quantification mesuré en décibels
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varie linéairement avec n er augmente de 6 dB avec chaque bir supplémentaire. Dans
’analyse ci-dessus, on a négligé la distorsion d’écrétage intervenant si la plage des amplj-
tudes du signal d’entrée est supérieure a la plage de conversion V.

10.3.5 Exemples
Considérons premiérement un signal d’entrée 4 distribution uniforme p (x) =
V™'rect (x/ V) dont la variance vaut o3 = V*/12. Par (10.18), £, = (V/A)?=q*=2" ¢t -

Eqap = 61 dB (10.21)

Ce résultat est souvent cité sans faire allusion aux conditions particuliéres pour lesquelles -
il est obtenu!

Il est rare d’avoir affaire & des signaux uniformément distribués. Une répartition
approximativement gaussienne est assez fréquente. Une estimation du rapport signal sur .
bruit de quantification peut aussi étre facilement obtenue dans ce cas sous ’hypothése
d’une distribution quasi-uniforme de I’erreur sur un pas de quantification. Par exemple, -
supposons que la plage de conversion ¥ corresponde a 6 écarts-type o, (fig. 10.18). On:
obtient alors, d’aprés (10.20):

Eqap = 61~ 4,76 dB (10.22)

Pglx)

Fig. 10.18

Si I'on fait passer la plage de conversiond V,=80,,0na
£qa =~ 6n—727 dB (10.23)
Dans le cas d’un signal sinusoidal d’amplitude créte-i-créte ¥, on a o, = V/(2+/2), d’oll -
£qap = 60+ 1,77 dB (10.24)

Ces résultats sont résumés sur la figure 10.19.

Une quantification d 16 niveaux (n = 4 bits) se révéle suffisante en télévision indus-
trielle. Des valeurs de 7 =8, 10 ou 12 bits (g = 256, 1024 ou 4096) sont courantes en
traitement des signaux et des images et en acquisition de données en général. Le haut de
gamme (2 =14 416, ...) est réservé a des applications trés particuliéres (mesures de haut
précision, signaux acoustiques & haute fidélité).
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o 10.3.6 Distribution du signal quantifié

Dans le cas d’une quantification uniforme avec arrondi pour laquelle le nombre de
niveau ¢ est, pour simplifier, considéré comme illimité, la densité de probabilité du
signal quantifié est la loi discréte (fig. 10.20)

p(xg) = 2 prd(xq—kA) (10.25)
Jo=—2o

ol (fig. 10.21)

(k+1/2)A =
Pk = f plx)dx = fp(x)-rect [(x —kA)/Aldx (10.26)
(k-1/2)A -
\p(xq) ‘.D(-\')
A
Po
D1 2y >
Pa
P2 P ‘?/
P-J1 TPJ //
| . o 75 > x
“34-24-A 0 A 2434 ! ~3A-2A-A 0 A 2A3A
Fig. 10.20 Fig. 10.21

Les probabilités p, sont donc équivalentes aux échantillons en x = kA d’une fonc-
tion

it

w(x)

fp(x')rect [(x—x")/A]dx'
p(x) * rect (x/A)
Prob(x ~A/2 < x < x +A/2) (10.27)

it

il

Les résultats établis au chapitre 9 concernant I"échantillonnage idéalisé d’un signal
temporel peuvent donc étre transposés dans le cas de la quantification. Celle-ci est équi-
valenre a une opération d ‘échantillonnage idéalisé d'une loi de probabilité w (x).
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La fonction caractéristique Tl q() du signal quantifié est, par (14.64), la trang.
formée de Fourier (inverse) de la densité de probabilité p (xg). Par (9.12), (10.25) ¢f
(10.26)ona

[q) = Z I, (v —n/A)sinc (Av —n) _
n==o (10.28)
repa-1 {11, (v)sinc (Av)}
ott Tl () est la fonction caractéristique du signal d'entrée x (¢). _

La fonction I1, () sinc (Av) s’annule, en particulier, pour toutes les valeurs v = k/A
avec k entier. Par ailleurs, si la plage des amplitudes du signal d’entrée x (¢) est V, la dis
persion de [1.(v) sur I'axe v est, selon (4.185), de 'ordre de V! (fig. 10.22). Comme
en pratique A <V, on a approximativement (fig. 10.23)

qu (U) = Tepp- {Hx (U)} (10.29) '

plx) ?
|

\\/ n_g(U)
/ o \
// \ __sinc{Av)
/ \h\
hY / \ —_—. U
, ———
I hansl 1 < P -
0 - 0 [JA ~_-7 2/A
P > +“——
/v
' Fig. 10.22 /
bng )
xq
v
T T T T -t
-2A" —aAT! 0 (2a)"'a™ 247
Fig. 10.23

0 10.3.7 Théoréme de la quantification
Par analogie avec le théoréme d'échantillonnage du paragraphe 9.3.3, on peut
énoncer le théoréme suivant:

® la densité de probabilité p (x) d’une variable continue x est entierement décrite
par la densité de probabilité p (x4 ) de la variable x , quantifiée uniformément
avec un pas A, si la fonction caracréristiqgue 11,(v) est a support borné tel que:

M.w) =0 pour jul = (24)”" (10.30)

Pour les mémes raisons que celles mentionnées au paragraphe 9.3.2, lorsque la
dynamique du signal est bornée, la fonction caractéristique ne peut en fait s’annuler sur
un intervalle non nul. Elle tend toutefois vers zéro lorsque v tend vers l'infini de telle
sorte que (10.30) peut étre satisfaite avec une bonne approximation.
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o 10.3.8 Théoréme des moments du premier ordre

Par (14.68), le moment du ler ordre et de degré & : m, = E [x*] est porportion-
nel (facteur j— k) & la kiéme dérivée de la fonction caractéristique IT, (1) évaluée en
u=2mv=0.Cette dérivée peut étre évaluée sans erreur & partir de I, (v) si les trans-
latées qui la composent ne se superposent pas au voisinage de v =0. La condition est
donc ici moins sévére que (10.30)

M.(w) =0 pour |[p[>A'—-e; e> 0 (10.31)

On obtient alors les formules de Sheppard [64], reproduites ici seulement pour
k=lethk=2:

My = Myq (10.32)

Myy = Myga —AY12 (10.33)

010.3.9 Extension i la statistique du second ordre
Par une analyse similaire, on montre en tenant compte de (14.70) que si la fonction
caractéristique du 2éme ordre

M, (v,p)=0 pour (o] > Al-e v >A'-€e; >0 (10.34)

les moments du 3éme ordre E [x¥ y ], avec x; =x(¢) et y, =y (¢+7), peuvent s'obtenir
directement par dérivation en v =» =0 de la fonction caractéristique I ,q (v, »).

En particulier, on a dans ces conditions la relation suivante entre les fonctions de
corrélation des signaux non quantifiés et quantifiés

Ro(r) = Rayq(0)=4%/12 r=0 (10.35)
w Ryyq(T) T#0 '

i

d’ou, dans le cas de 'autocorrélation

R,q(0)—A%/12 T=0

(10.36)
Ryq(7) T#0

R, (1) = ;

Ce résultat indique que, lorsque la condition (10.34) est satisfaite, le bruit de quan-
tification ng =x5~x est un processus a valeur moyenne nulle et variance A?/12 4
distribution uniforme, assimilable a un bruit blanc non corrélé avec x (¢).

010.3.10 Propriétés du bruit de quantification
Lorsque x5 =kA, 1y =x4 - x est distribué selon la loi conditionnelle
Py (g — kA)rect (ng/A). La densité de probabilité du bruit de quantification uniforme
avec arrondi est, toujours en admettant un nombre infini de niveaux de quantification,

plng) = Z Px(ng —kA)rect (1ng/A) (10.37)
k=-o0
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Par conséquent, sa fonction caractéristique est, par (4.15), (4.17), (4.121) et (1.36):

oo

Z exp (j2mukA)|=* Asinc (A-v)

k=-o=

M, (v) * 6 ot (V) * sinc (A= v)

|
fun |
X
)
~

an(v) =

Y M (kA )sinc(A-v-k) (10.38)

k=-oa

Les composantes de 1, (v) pour £ =0 et k=1 sont représentées sur la figure 10.24.

}

— 1 (0) sinc(Av)

“~ M (A" )sinc(Av—1)

7 \
v

—_— ——

\
2N\ ! NN\ em
- SN

Fig. 10.24

Une condition nécessaire et suffisante [113] pour que le bruit de quantification
soit a distribution uniforme

p(ng) = A'lrect(nq/A) (10.39)

est que la fonction caractéristique I1.(v) du signal d’entrée soit nulle pour v =kA™!,
avec k entier différent de zéro. Dans ce cas, en effet. avec I, (0)=fp (x)dx=1:

M, q(v) = sinc(A-v) = F7 {p(ng)} (10.40)

Cette condition est, bien sr, aussi satisfaite forsque la condition (10.31) est
valable.

Il apparait donc clairement que le bruit de quantification peut étre considéré
comme uniformément distribué méme dans des conditions de quantificarion grossiére.

Sa valeur moyenne est nulle, en cas de quantification par arrondi, et sa variance
0% = A%12 est précisément égale au membre de droite de (10.16).

Par une généralisation d deux dimensions, on démontre que sous les mémes condi-
tions peu séveres. l'erreur de quantification est assimilable a un bruit blanc non corrélé
(mais pas sratistiquement indépendant) avec le signal d’entrée x (t).

©010.3.11 Exemple: signal gaussien
Soit x (1) tel que

12 exp (- T x%/62) (10.41)

avec, selon (14.97) et u =27y,

p() = (2mod)

M. (v) = exp(-27°civ?) (10.42)
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Pour v=(26,)7", T, (v) < 1%. On en déduit qu’une quantification trés grossiére avec un
pas

A< oy (10.43)

est déja suffisante pour garantir un bruit de quantification 4 distribution pratiquement
uniforme, d spectre blanc, faiblement corrélé avec x (7).

Dans une telle situation, la mesure par voie numérique des propriétés statistiques
du premier et du second ordre du signal d’entrée peut s’effectuer avec une précision
satisfaisante en se limitant a 8 niveaux de quantification par exemple (V=g¢A =80,),
ce qui implique une conversion A/N i 3 bits seulement.

010.3.12 Quantification uniforme 4 référence stochastique
L’addition avant quantification (fig. 10.25) au signal d’entrée utile s (¢) d’un bruit
aléatoire auxiliaire @ (¢) est analogue a la présence d'une fluctuation stochastique (en
anglais : dither quantization) de I'origine de la loi de quantification.

s(t)y + x(r) xg (1)

quantificateur f——s>

Fig. 10.25

Sia(t) et s(t) sont staristiguement indépendants, on a, par (5.187), pour x (f) =
s(t)+a(t)

M, () = Mg(v) - M, () (10.44)
Il suffit que I1,(v) = 0 pour v = kA", avec k entier différent de zéro, pour que
N, (v=kA™") =0 quelle que soit Tl ;(v) et, par conséquent, que le bruit de quantification

soit distribué uniformément selon (10.39) avec une valeur moyenne nulle. Le signal
quantifié est

Xq (@) = x(2) +nq(t) = s(1) +a@)+ ng(¢) (10.45)
Par (14.46), on obtient P'identité des valeurs moyennes

Heg = U (10.46)

si a () est épalement a valeur moyenne nuille. Une distribution évidente de a (¢) satisfai-
sant la condition énoncée est la loi uniforme

p(a) = Alrect(a/A) (10.47)

Cette approche est utilisée [114] en calcul stochastique, ol les grandeurs sont
représentées par les valeurs moyennes de variables aléatoires quantifiées grossiérement

{(souvent avec ¢ = 2), ou pour améliorer les performances de corrélateurs simplifiés
(8§ 13.2.4).
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10.4 CODAGE BINAIRE

10.4.1 Représentation binaire des niveaux de quantification

A chacun des g = 2" niveaux discrets définis par la loi de quantification, on peut
faire correspondre un mot binaire distinct de 7 bits. Le choix d’une solution parmi les g
théoriquement possibles est 1ié a des considérations pratiques ou interviennent le mode
de fonctionnement du convertisseur A/N ou N/A et "origine ou ta destination de l'infor-
mation numerique.

Tous les codes utilisés en pratique se déduisent du code binaire pur {tab. 10.26).
Une différence notable est introduite entre le codage de signaux strictement unipolaire
et le cas, plus fréquent, des signaux bipolaires.

Tableau 10.26 Principaux codes pour signaux unipolaires et bipolaires (n = 4).

M m= j—t—]— binaire code de BCD 8421 BCD 2421
2" d,d,d,d, Gray
15 15/16 1111 1000
14 14/16 1110 1001
13 13/16 1101 1011
12 13/16 1100 1010
11 11/16 1011 1110 . :
10 10/16 1010 1111 0001 0000 0001 (00O
9 9/16 1001 1101 1001 1111
8 8/16 1000 1100 1000 1110
7 7/16 0111 0100 0111 0111
6 6/16 0110 0101 0110 0110
5 5/16 0101 0111 0101 0101
4 4/16 0100 0110 0100 oloo0
3 3/16 001t 0010 0011 0011
2 2/16 0010 0011 0010 0010
1 1/16 0001 0001 0001 0001
0 0 0000 0000 0000 0000
M . - . .
M m=-— hmmr'e bln;u'rc complément complément
2 décalé symétrique a2 al
7 7/16 1 111 0 1t1 0 111 0 111
6 6/16 1 110 0 110 0 110 0 110
5 5/16 1 101 0 101 0 101 0 101
4 4/16 1 100 0 100 0 100 0 100
3 3/16 1 011 0 011 0 011 0 oll
2 3/16 1 010 0 010 0 010 0 010
1 1/16 1 001 0 001 0 001 0 001
=0 (=)o 1 000 (1)0 000 0 000 0 000(1111)
-1 -1/16 0 111 1 001 I 111 1 110
-2 -2/16 0 110 i 010 1 110 1 101
-3 -13/16 0 10l 1 01t 1 101 1 100
-4 —4/16 0 100 1 100 1 100 1 01t
-5 - 5/16 0 01t 1 101 1 011 1 010
-6 -6/16 0 010 1 110 1 010 1 001
-7 -17/16 0 001 1111 1 001 1 000
| } { }
L | \ _ ]

1
bit de signe
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10.4.2 Définitions: code binaire pur
C’est la méthode la plus simple et la plus connue de représentation d'un nombre
M sous forme binaire (chap. XIV 2). En normalisant I'échelle des nombres entre zéro et
un en posant m =M/2" le code binaire pur correspondant est I’ensemble des chiffres
binaires, ou bits. d; ({ =1, ..., n) défini par
n
m= Y d;-27" id; =0 ou ] (10.48)
=1
Les puissances de deux sont appelées les poids du code. Dans la notation utilisée,
d, est le bit de poids le plus fort (1/2) et d,, est le bit de poids le plus faible (1/2"). En
anglais: d, = MSB = Most Significant Bit et d,, = LSB = Least Significant Bit.
Ainsi, pour une loi de quantification uniforme avec plage de conversion ¥, le niveau
Xqm estégal

Xqm = mV = MA (10.49)

ol A est le pas de quantification.

10.4.3 Définition: code de Gray

Le code de Gray, appelé aussi code réfléchi, n’est pasun code pondéré. Il se déduit
du code binaire pur en examinant successivement chaque bit, en partant du poids le plus
fort pour aller vers le poids le plus faible. Pour tout chiffre binaire égal 4 0, le chiffre de
rang immédiatement inférieur est inchangé. Pour tout chiffre binaire égal 4 1, au contraire,
le chiffre de rang immédiatement inférieur doit &tre complémenté (0—1 et 1=+0). Ce
transcodage est défini par les relations

dyg = dip (10.50)
dig = dib D d(i-l)b = 2, 3, s 1 ([051)

ol les indices b et g désignent les codes binaires purs et de Gray, respectivement. et le
symbole @ caractérise 'opération logique Ou-exclusif: I @1=000=0,120=0e]1=]
(§ V.1.6.1).

Le transcodage inverse est obtenu de maniére analogue, avec (10.51) remplacée
par

n (10.52)

)

dip = dig ®dopyy 0= 2,3, .

Ces relations sont facilement réalisées en électronique logique.

Le code de Gray a la propriété que le passage d’un niveau a son voisin n’implique
que le changement d'un seul bit. Il est pour cette raison utilisé dans les systémes de con-
version continue (convertisseur paralléle, codeur angulaire électromécanique, etc.) pour
limiter 4 £ A les erreurs éventuelles de lecture effectuées au moment d'un changement
de niveau.

10.4.4 Définition: code BCD

Dans le code BCD (Binary Coded Decimal), ou code décimal binaire, chaque
chiffre décimal (unités, dizaines. centaines, etc.) du nombre entier M est traduit en code
binaire. On utilise 4 cet effet le systéme de pondération 8-4-2-1 (code binaire pur) ou
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parfois 2-4-2-1. Ce type de codage est utilisé principalement dans les voltmétres numé-
riques et autres dispositifs a affichage numérique, car il permet ’emploi d'un décodeur
simple pour traduire chaque groupe de quatre bits en chiffre décimal. [l est également
utilisé, pour des raisons semblables, dans les calculatrices de poche et de bureau.

10.4.5 Définition : code binaire décalé

Le code binaire décalé correspond simplement i une translation du code binaire
pur d’une quantité égale a la moitié de la plage totale. Le bit de poids le plus élevé, qui
vaut | pour toutes les valeurs positives ou nulles et O pour toutes les valeurs négatives,
caractérise le signe de la valeur encodée. Ce code est facilement obtenu a partir d’'un
convertisseur unipolaire auquel est appliqué une tension de décalage analogique.

10.4.6 Définition: code binaire symétrique

Dans le code binaire symétrigue, les nombres positifs et négatifs de méme valeur
absolue ne se distinguent que par le bit de signe. Ce type de code, qui n’est pas trés fré-
quemment utilisé en traitement numérique, permet de maintenir une bonne précision
et une bonne linéarité autour du niveau zéro, alors que tous les autres codes bipolaires
impliquent un changement de tous les bits en passant du niveau M =0 au niveau M=—1.
Ce code peut étre obtenu directement a 'aide d’un convertisseur unipolaire et d’un
circuit séparé pour l'inversion de la polarité.

Un transcodage du code binaire décalé au code binaire symétrique implique
Pinversion du MSB et, si le nouveau MSB vaut 1, I'inversion de tous les autres bits et
l’addition d’une unité.

En inversant le bit de signe, on obtient le code binaire replié dont une variante
est utilisée en modulation PCM pour la téléphonie (sect. XVIIl 7.5).

10.4.7 Définition: code complément 3 2

Le code complément @ 2 est largement utilisé pour la représentation numérique
des signaux bipolaires. Il facilite en particulier les opérations arithmétiques ultérieures
d’addition et de soustraction de nombres négatifs (sect. XIV 2.3), le résultat tenant
compte automatiquement du signe (exemple 10.4.9).

Si M est un nombre positif, le nombre négatif —A{ est représenté par le code
binaire du complément 3 2 de A défini par

M =2"-M (10.53)

La représentation de la valeur négative d’un nombre positif est obtenue pratiquement
en complémentant chaque bit (complément 4 1) et en ajoutant une unité dans la posi-
tion du bit le moins significatif.

On passe du code binaire décalé au code complément a 2 simplement en inversant
le bir de signe. Les convertisseurs A /N 4 approximations successives fournissent naturel-
lement un code binaire pur (décalé ou non selon que la plage a convertir est bipolaire ou
unipolaire). {Is sont donc aussi directement utilisables en code complément a deux
moyennant une simple inversion du bit de poids fe plus fort (MSB) qui joue le role de
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bit de signe. Les fabricants incorporent généralement eux-mémes un circuit inverseur
logique a leurs convertisseurs de maniére a fournir simultanément les variables MSB et
MSB.

10.4.8 Définition: code complément a 1

Pour le code complément 4 1, 1a valeur négative d'un nombre positif est simple-
ment obtenue en inversant tous les bits. Ce code a le désavantage, comme le code binaire
symétrique, d’offrir deux représentations du nombre zéro. Le code complément i 1
différe du code complément a 2 d’une seule unité pour les nombres négatifs. 1l est parfois
utilisé en raison de sa simplicité lorsqu’une erreur systématique d'un pas de quantification
peut étre tolérée.

10.4.9 Exemple

SiM=5et n=4,—M=-35 est représenté en code complément & 2 par le code
binaire pur de M'=16 —5=11+1011. M =5 correspond en binaire pur 4 0101. le code
complément & 1 de = =—5 est 1010.

Si'on a deux nombres positifs, par exemple M| =35+ 0101 et M, =2+ 0010, les
opérations d’addition et de soustraction sont équivalentes en code complément a 2:

® M, +M, =7+010] +0010 = 0111:
e M, —-M, =3+M, +My+0101+1110 = (1)0011 (le 5éme bit est ignoré);
e M, —M, =-3«M,+M,«0010+1011 = 1101.

10.5 ACQUISITIONS DE DONNEES

10.5.1 Systémes multi-voies

Un systéme d’acquisition de données (fig. 10.27) est une installation groupant
généralement plusieurs voies de conversion analogique-numeérique reliant des capteurs a
un processeur central doublé d'une mémoire. Celui-ci assure premiérement la gestion de
installation et des données recueillies. Selon ses capacités de traitement, on peut égale-
ment lui assigner des tiches de filtrage, de compensation des nonlinéarités des capteurs,
d’analyse statistique, de controle, etc. Il est souvent connecté a un ordinateur principal,

1 (0) yilt)
capteur et sctionne
l;undilionnexnem\ AN — = N/A gctionneur  f——e-
processeur
central
et
mémoire
x"(f) )'m (1)
capteur et - X
;onclitionrmmcmI A/N = == N/A actionneur f——e
\ T E |
ordinateur —
voies d'acquisition principal, voies de restitution

affichage, etc.
Fig. 10.27
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qui se charge des traitements importants, a des dispositifs d’affichage, etc. Selon les
besoins, le systéme comprend également des canaux de restitution de ’information traj-
tée avec conversion analogique-numérique et actionneurs.

Ces installations sont surtout employées en technique des mesures (vol. XVII), en
automatisation industrielle et pour le contréle de grands systémes (production d’énergie,
équipement aéronautique et spatiaux, etc.). Si une ou quelques voies suffisent dans les
applications simples, il n’est pas rare de rencontrer des installations comprenant plusieurs
centaines, voire, exceptionnellement, plusieurs milliers de voies.

Selon les besoins, les convertisseurs A /N sont reliés aux capteurs de mesure par
I'intermédiaire de circuits de conditionnement des signaux (amplification, filtrage, con-
version courant-tension, etc.).

Lorsque le nombre de voiesest élevé, I'information acquise est souvent multiplexée,
soit au niveau analogique (fig. 10.28), soit au niveau numérique (fig. 10.29).

Xy (1) »i(1)
o . ———
processeur
multiplexeur central multiplexeur
anilogique > A/N = et N/A analogique
mémoire
Y1) Y1}
e e
Fig. 10.28
X () ()
—e AN =D = NA -
processeur
multiplexeur central multiplexeur
numérique = et F== > numérique
mémaoire
X)) Yo ()
—] A/N e N/A —

Fig. 10.29

La premiére solution est utilisée lorsque le convertisseur A/N est I’organe le plus
couteux. Une mémorisation temporaire sur chaque voie analogique par échantillonneurs-
bloqueurs est en principe incorporée au multiplexeur. La solution décentralisée permet-
tant d’attribuer a chaque capteur un dispositif de pré-traitement complet comprenant les
circuits de conditionnnement ad-hoc et un convertisseur A/N, complété au besoin par
un microprocesseur, est une tendance actuelle qui offre de nombreux avantages (pré-
traitement effectué directement d proximité du capteur. transmission et multiplexage
numérique, meilleure insensibilité aux perturbations dues 4 I'environnement électro-
magnétique, etc.).

Dansla plupart des systémes, les cadences d’échantillonnage disponibles sont faibles
et ne conviennent que pour des signaux d’assez basse fréquence.
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10.5.2 Enregistrement de phénomeénes transitoires

L’enregistreur de transitoires est un dispositif de mémorisation particulier destiné
i servir d’interface entre une source analogique de signaux éphémeéres et un équipement
de visualisation (par exemple, oscilloscope, enregistreur graphique) ou d’analyse. Son
principe est illustré par la figure 10.30.

entrée mémoire
analogique numérigue
— AN de N mots => N/A >
F=———| arclecture sortie
cyclique analogique
(liaison avec
, L. oscilloscope
) 'sortle numerl_que ou enregistreur
(Hiaison avec ordinateur graphigue)

ou processeur spécialisé )
Fig. 10.30

En phase d’acquisition, le signal d’entrée est échantillonné et numérisé, dés son
apparition, a une cadence f,; compatible avec ses caractéristiques fréquentielles et tem-
porelles. Un suréchantillonnage important ( f,; > 2B,,) est souvent utilisé pour garantir
une bonne reconstitution ultérieure avec simple extrapolation d’ordre zéro (§ 9.4.4).
Lorsque les V échantillons correspondant a la capacité de [a mémoire interne sont
acquis, le dispositif est prét a fonctionner en phase de restitution, avec une nouvelle
cadence f.5 qui est choisie, suivant les besoins, supérieure ou inférieure 4 f,;. La
mémoire bénéficiant d’un circuit de relecture cyclique (recirculation), c’est un signal
périodique dont on peut disposer en sortie, ce qui facilite I'observation du signal sur un
oscilloscope ou son analyse spectrale par exemple. La conversion temporelle réalisée
permet aussi bien d’enregistrer et d’observer commodément ensuite des phénomenes
éphéméres trés lents (par exemple secousse sismique, transitoire thermique) ou, si le
convertisseur d’entrée est suffisamment rapide, des impulsions trés courtes (foudre, etc.).

Xy (r)

ol T =NTs,

Fig. 10.31
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Si T, est le pas d’échantillonnage d’acquisition, le tron¢on de signal enregistré en

mémoire x, (¢, 77 ) a une durée Ty = NT,, (fig. 10.31). Le facteur d’accélération ou de
ralentissement est

a = T/Toy = faalfa (10.54)

avec 2 > 1 en cas d’accélération et 0 <<g <1 en cas de ralentissement. Le signal repro-
duit devient ainsi x1 (¢, 72 ) =X (at, 71 /a). La relecture cyclique crée, elle, un signal

périodique x5 (t) =rep 7, {xa (¢, 72)}. Par (4.18) et (4.125), les transformées de Fourier
(fig. 10.32) de x4 (¢, T2 ) et x5 (¢) se déduisent de celle de x, (¢, T}):

X: (£ T2) =2 X1(f]a, T\)
X3(f) =Ta X (]"»T?.)'fsl/:r3 (f)
= T' X, (fla, T8y 7, (f) (10.56)

La dilatation spectrale que permet d’obtenir la mémoire recirculante avec un fac-
teur d’accélération 2 > | est mise a profit dans certains analyseurs de spectre (§ 12.3.6).

(10.55)

Xy (O

T T

Al f

k]
-2/, 0 24

Ix, (NI
/\ s

T T T T T T
_3/T1 _2/T1 _I/Tg 0 l/T'.' 2/T2 3/T2

|X35(f) pour T3=T4

P S
\
/ 8 .
/ \
/7 \
———g—— // \\ . ———— f_
-3/T, =2/T, -—1T; 0 1/ T, 2T, 3)T,
Fig. 10.32

10.5.3 Erreurs d’acquisition

En plus de la distorsion par recouvrement spectrale (§ 9.3.1) et de la distorsion de
quantification, qui sont propres aux opérations d'échantillonnage et de quantification
(numérisation), il existe d’autres sources d’erreurs d’acquisition. Celles-ci sont dues aux
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imperfections des circuits convertisseurs A/N et N/A. Leur description détaillée sort du
cadre de cet ouvrage et peut étre trouvée dans le volume XVII ou la littérature spécia-
lisée [103, 111]. On retiendra simplement pour mémoire, qu’elles ont principalement
pour effet de faire dévier la caractéristique de quantification réelle de la loi idéale envi-
sagée au paragraphe 10.3.4:

décalage (offset): la caractéristique de quantification n’est en fait pas symétri-
que par rapport i l'origine (fig. 10.33);

modification de pente (gain error): la caractéristique moyenne croit plus vite —
ou moins vite — que la loi théorique (fig. 10.34);

non linéarité : les pas de quantification ne sont pas tous égaux et Ja caractéris-
tique moyenne ne suit pas, de ce fait, la ligne droite théorique (fig. 10.35);
non linéarité différentielle : les ondulations excessives (> £ A ) de la caractéris-
tique moyenne par rapport d la droite théorique provoquent I’absence de
certains mots-code en conversion A /N (missing codes) ou une croissance non
monotone des niveaux en conversion N/A (fig. 10.36).

————————— - /
141 4 ! 7/3-1 L
110 4 6/8 -
101 - ! 5/8 -
100 4 | 4/8 4
o011 : 3/8
010+ [ 2/8
001 4 : décalage 178 4
000 — 0k
ol | "4 v g
décalage »
AN Fig. 10.33
“““““““ A [~ oA
HE 7/8 4 crreur |
1 6/8 de gain : }
110+ % 1 i
101 - - : 5/8 ! \
1
]
100 + = erreur : 4/8 1 ¢ !
011 de gain 3/8 ; '
H
010 : 2/8 :
001 - I 1/8 :
oo — 0 S —
° v v 8BS Z2g8::
! - N/A
A/N Fig. 10.34 /
1“4 non linéarité 278 - non lindarité /Ir
i
110 l 6/8 4 '/ {
|
101 4 ) 5/8 /] |
100 \ $/8 - ‘ I
011 : 3/8 ) )
0104 \ 2/8 4 | I!
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Une méthode efficace de test de circuits convertisseurs est de leur imposer une
grandeur d’entrée ayant une distribution statistique connue (par exemple uniforme) et
de controler 1a distribution de la grandeur de sortie.

10.6 EXERCICES

10.6.1 On désire enregistrer sous forme numérique binaire un signal sinusoidal de
fréquence fo = 500 Hz et d’amplitude créte a créte égale 3 20 V:

e quelles caractéristiques principales (plage de conversion, temps de conversion,
nombre de bits) doit posséder le convertisseur analogique-numérique utilisé, si
le signal est échantillonné sans mémorisation et si le rapport signal sur bruit de
quantification doit étre supérieur a 45 dB?

® Sil'on désire pouvoir restituer ensuite ce signal par une conversion numérique-
analogique avec interpolation linéaire, quelle doit étre la fréquence d’échantil-
lonnage pour que la valeur absolue de Perreur de reconstitution ne dépasse pas
un pas de quantification? Comparer le résultat obtenu avec la limite inférieure
théorique indiquée par le théoréme d’échantillonnage.

10.6.2 Veérifier les résultats (10.21), (10.22), (10.23) et (10.24).

10.6.3 Calculer le rapport signal sur bruit de quantification £gqp obtenu dans le cas
d’une plage de conversion V et d’une densité de probabilité du signal d’entrée égale a:
a) p(x)=2V"trect (2x/V); b) p(x)=2V"1tri(2x/ V); c) une distribution gaussienne
a valeur moyenne nulle avec V=10 o,.

10.6.4 Un signal x (1), possédant une distribution statistique uniforme entre — V/4 et
V/4, est quantifié uniformément par un dispositif de quantification disposant de 256
niveaux discrets représentant une plage totale V. Déterminer le rapport signal sur bruit
de quantification £gqp ainsi obtenu.

10.6.5 Un signal x () a pour densité de probabilité p (x) = % aexp(—alx]|). lest
quantifié uniformément en g = 2" niveaux discrets compris entre —=S/a et +5/a. Déter-
miner a partir de quelle valeur de # on obtient un rapport signal sur bruit de quantifi-
cation Eqqp supérieur a 30dB.

10.6.6 Vérifier (10.32) et (10.33).




CHAPITRE 11

MODULATION ET CHANGEMENT
DE FREQUENCE

11.1 PRINCIPES GENERAUX

11.1.1 Objectifs et définitions

La modulation est un procédé dans lequel un signal primaire, appelé signal modu-
lant, modifie un signal auxiliaire, appelé signal portewr ou simplement porteuse, pour
créer un signal secondaire, ou signal modulé, dont les caractéristiques sont mjeux adap-
tées aux conditions désirées d’utilisation (fig. [1.1).

signal modulé
signal signal
modulant ® transmission démodulé
— modulation »| © enregistrement » démodulation —n
o amplification
A
|
|
—— e 1

porteuse auxiliaire

Fig. 11.1

La modulation est donc un moyen de représentation de I'information; elle s’appa-
rente ainsi au codage.
On recourt principalement 4 la modulation pour:

® transposer sans perte d’information le spectre d’un signal dans un autre domaine
de fréquences pour s'adapter aux contraintes d’émission-réception (efficacité et
dimension des antennes), satisfaire des conditions imposées par une voie de
transmisson (propagation, largeur de bande disponible) ou faciliter certaines
opérations de traitement du signal (changement de fréquence pour syntonisation
en réception radio ou dans les analyseurs de spectres 4 balayage, par exemple);

® assurer le partage d’un canal de communication entre plusieurs signaux transmis
simultanément (multiplexage fréquentiel : allocation d’une bande de fréquence
différente 4 chaque message transmis simultanément, multiplexage temporel :
transmission séquentielle de valeurs échantillonnées de chaque message);

@ obtenir 'amplification et le filtrage efficace de faibles signaux de basse fréquen-
ce en s'affranchissant, en particulier, du bruit de fond en 1/f décrit & la section
6.4 (amplificateur synchrone : § 13.2.10);

@ cnregistrer des signaux, dont le spectre s’étend jusqu’a la fréquence zéro, sur
des supports magnétiques (enregistreurs de mesure);
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® modifier le spectre du signal émis afin d’améliorer les conditions de détection
(radar, par exemple : cf § 7.4.8 et sect. 13.4) et d'immunité au bruit (modula-
tion angulaire et d’impulsions) ou de rendre la communication plus confiden-
tielle et difficile & brouiller (systémes a étalement de bande, § 13.2.11);

® varier une grandeur appropriée pour la commande ou le réglage automatique de
machines ou de processus industriels.

La démodularion est I'opération inverse de la modulation: ¢’est la reconstruction
du signal modulant 4 partir du signal modulé. Selon les cas, cette reconstitution requiert
I’emploi d’un signal auxiliaire identique a, ou déduit de, celui utilisé dans la phase de
modulation. L'addition éventuelle de bruits, d’interférences et de distorsions limite la
fidélité de la reconstruction.

11.1.2 Domaines d’application

La modulation est principalement utilisée en télécommunications (chap. XVIIL8)
dans le cadre des systémes de

@ télégraphie;

e téléphonie;

@ radiophonie;

® télévision;

® transmission de données;

@ télémesure et télécommandes.

Elle est également employée pour améliorer la résolution des systémes de détection :

® radar;
8 spnar,
@ télédétection.

L’ instrumentation électronique et la métrologie (vol.XVII) y font également
appel pour réaliser des transpositions de fréquence facilitant le traitement du signal.

11.1.3 Procédés. Définitions
Les méthodes de modulation sont souvent classées en deux catégories:

® modulations analogiques;
@ modulations numériques.

Le terme un peu malheureux de modulation numérique est utilisé en télécommu-
nications pour désigner les divers procédés de représenrarion codée d’informations
analogiques. La forme la plus usuelle de cette représentation, connue sous le nom de
modulation par impulsion et codage, abrégé MIC (en anglais: pulse code modulation,
PCM) est une variante des techniques de numérisation décrites au chapitre 10. [l n’y
sera, par conséquent, fait mention que briévement.

Les modulations analogiques satisfont & la définition donnée au paragraphe 11.1.
Le signal porteur est soit sinusoidal (modulation continue), soit une suite périodique
d’impulsions {imodulation échantillonnée). Selon la nature du parameétre du signal por-
teur que I’on fait varier en fonction du signal modulant, on distingue divers types de
modulations.
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Pour les modulations a porteuse sinusoidale :

e modulations linéaires: d’amplitude (AM) ou & bande latérale unique (SSB);
@ modulations angulaires: de fréquence (FM) ou de phase (& M).

Pour les modulations d'impulsions:

e modulation d’impulsions en amplitude (PAM);
@ modulation d’impulsions en durée (PDM);
® modulation d’impulsions en position (PPM) ou en fréquence (PFM).

Lorsque le signal modulant est numérique, ou simplement quantifié, on obtient
une modulation discréte. C'est le cas rencontré tout particuliérement en transmission de
données (sect. XVIII 11.4), o1 P'on fait principalement usage de modulations discrétes
de fréquence et de phase.

11.1.4 Modulations a porteuse sinusoidale : modéle général

En utilisant la représentation d’un signal a spectre passe-bande (sect. 7.4), le signal
secondaire s (¢) d’un modulateur (§ 8.3.12) dont les enirées sont le signal modulant
m(t) et la porteuse u, (t) = I:/p cos(2nf,t + ap) peut sécrire (fig. 11.2), selon (8.100)

s{t) = Re{s(t) = r(exp [j(2mfyt + ap)]} aLn
= a(t)cos2mfpt +ap)—b(t)sin(Qafpt +ayp) '
ou
r(@)=a@)+jb@) = r()exp[jAg(1)] (11.2)

est 'enveloppe complexe associée au signal analytique s (¢), qui contient toute 'informa-
tion apportée par le signal modulant. Selon les procédés de modulation, cette informa-
tion est portée par I’enveloppe réelle r (¢) ou par ’écart de phase instantanée A¢ (), ou
encore par une combinaison des deux.

m(r) s(t)
— 3 —p

T up(r) = Oy cos(2m fo t + )

Fig. 11.2
Chaque type de modulation est ainsi caractérisée [99] par une loi du type

r(#) = Sy{m ()} (11.3)

ot Sy, représente "opérateur de modulation adéquat (fig. 11.3). Inversement, la restitu-
tion du signal modulant est obtenue par une loi

m(t) = Sa{r ()} (11.4)

ol S, représente 'opérateur de démodulation nécessaire (fig. 11.4).
La densité spectrale du signal modulé est simplement liée a celle de I’'enveloppe
complexe par (7.88):

Oo(f) = [0, (/=) + B (1] (11.5)
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Cette formule simple ne s’applique toutefois qu’au cas de signaux stationnaires. La
présence d’une non-stationnarité pédiodique peut entrainer des corrélations spectra-
les qui ajoutent & (11.5) un terme correctif [149].

mit) ro r(n m(t)
Sm fF—— — S —

Fig. 11.3 Fig. 11.4

11.1.5 Modulation a porteuse impulsionnelle : modéle général
Lorsque la porteuse (fig. 11.5) est une suite périodique d’impulsions de période T
et de forme g (¢/A), le signal modulé s (#) peut se mettre sous la forme générale

= t—kT—
s = Y akg(—i)

k=-mo Ay

Y apg(t/Ay) #8(t~kT—1y) (11.6)
k=-c

!

oll g, est un paramétre d’amplitude, A, un paramétre de durée et 7, un paramétre de
position, susceptibles de varier en fonction des valeurs échantillonnées m (£T') du signal
modulant (fig. 11.6).

m(t) s5(1)

Tk
— —— % ai —
| : ‘ Vg
Tup(t) =repy {g(1/A)} ' —

Fig. 11.5 Fig. 11.6

Aucune expression générale de la densité spectrale du signal modulé ne peut étre
donnée ici. On remarque toutefois que dans le cas particulier (PAM) ol 7, =0 et A, =
A= constante, le modéle (11.6) devient analogue a celui du signal échantillonné (9.1),
avec foriction d’échantillonnage périodique e (f) =& (¢). Le spectre correspondant se
déduit donc directement de (9.4). Si a5 =a et A=A sont des constantes (PPM, PFM),
I’expression (11.6) est analogue 4 I'équation du signal de sortie d’un systéme linéaire
invariant, de réponse impulsionnelle ag (¢/A), excité par une suite apériodique d’impul-
sions de Dirac. En dénotant par &4 (f ) la densité spectrale d’une telle suite, celle du
signal modulé devient, par (4.18) et (8.24): &,(f)=a>A*|G(Af)|**®5(f). Dansle
cas otl seule A, varie (PDM), lexpression (11.6) est analogue au signal de sortie d'un
opérateur paramétrique linéaire (§ 8.3.2) excité par une suite périodique d'impulsions
de Dirac 8 r(?).

11.2 MODULATIONS LINEAIRES

11.2.1 Introduction

Les modulations linéaires — parfois improprement appelées modulations d’ampli-
tude — forment une famille de techniques apparentées de modulation dans lesquelles
Pamplitude d’une porteuse sinusoidale varie en fonction du signal modutant. Les membres
de cette famille sont désignés par les appelations conventionnelles suivantes (les acronymes
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mentionnés proviennent généralement des appellations utilisées en langue anglaise):

e modulation d’amplitude avec porteuse (AM);
® modulation d’amplitude sans porteuse (AM-P);
@ modulation 4 bande latérale unique (SSB);

@ modulation 3 bande latérale résiduelle (VSB).

Ces modulations sont obtenues par une opération linéaire qui préserve, en général, la
morphologie du spectre unilatéral du signal modulant m2(¢) en lui faisant subir une
translation fréquentielle. Le tableau 11.7 résume les expressions de 'enveloppe complexe
r () etlesspectres ®¢(f) dusignal modulé correspondants a chaque type de modulation.

Tableau 11.7

Signal m(t)=Ug=mg (t) ®,, ()
modulant

— p
0
AM r®)=Uy[1 +m, (D) (1)
/N Y e
-ty 0 £
AM-P r(0)=Up-my (@) (1)
/ ' \ | / . \
. 7 0 5
- p o~ B,00)
SSB ri)= 5 [y () + jmg ()] ﬂ T ,
-/, 0 Iy
0. v 0
VSB = ——;E {(Y+ma (0) +30m, (1) *+ h (0]} | T 5() i ,
—f‘P 0 fo

L’opération fondamentale impliquée par toute modulation linéaire est la
multiplication (§ 8.3.4) du signal modulant — ou d’une fonction de ce signal — par une
porteuse sinusoidale (fig. 11.8). Cette multiplication est obtenue, soit directement i
I'aide d’un dispositif paramétrique approprié (multiplicateur analogique), soit indirecte-
ment en superposant la porteuse et le signal modulant a I'entrée d’un opérateur non liné-
aire amnésique (§ 8.4.2) de caractéristique y =g (x) — ou d’un circuit a réactance non
linéaire — suivi d’un filtre éliminant les composantes spectrales indésirables (fig. 11.9).
La non-linéarité pratiquement utilisée est celle d’'un composant électronique (transistor
bipolaire ou a effet de champ, tube a vide, capacité non linéaire d'une diode bloquée).

fIm(1)) Up cos(21rfp r+ ap)

flm(n)]

m{r)

r=g(x) 2 filtre e

: up(t) =
U, cos(2m fip t + atp)

up(t)=
DP cos(’_’.nfpr+ap) f[m(!)][lp cos(Zﬂ'fpr+0<p)

Fig. 11.8 Fig. 11.9



338 THEORIE ET TRAITEMENT DES SIGNAUX

Un exemple simple est celui d’'un modulateur quadratique de caractéristique
y=mx +azx Six(t)=m(t) + U cos(wpt+ap), ¥y (t)={aym(t) +a; mi()+
as U"' cos?(wpt +ap)} + {ay U cos (wpt+ ap) [1+ (2az/a)m (1)1}

Le deux1eme terme entre accolades contient le signal modulé désiré, le premier terme
doit étre éliminé par filtrage.

11.2.2 Définition: modulation d’amplitude avec porteuse

La modulation d’'amplitude avec porteuse, désignée par son abréviation anglaise
AM (Amplitude Modulation) est la forme la plus classique de modulation linéaire.
Son principe est illustré par le schéma de la figure 11.10.

up(r) = [/pcos(znfpt +ap)

Fig. 11.10

Le signal modulé s (¢) correspond au produit de la porteuse sinusoidale u, (f) par
la fonction du signal modulant x () =1+ mq (¢) supposée statistiquement indépendante
Le signal mo () =m () /U,, est ici sous forme adimensionnelle (obtenue en divisant le
signal original par une valeur caractéristique U, ):

s@) = [1+mo(@)]U, cos(2nfpt + ) (11.7)

En I'absence de signal modulant [m (£) = 0], le signal s(z) est ici égal i la porteuse seule
(fig. 11.11).

Tmo(l) s(1) ) cr(r)y=Ha(n)l

.M /L ﬂgp WWW Mm\h\m’ﬂff
= R

E—r()

Fig. 11.11

La comparaison de (11.7) avec le modéle général (11.1) montre que I'on a dans ce
cas

r@) =a@® = [1+me®M10, (11.8)

La densité spectrale de 'enveloppe complexe est @, (f)= f/; B(f)+Dm, (e
le spectre du signal modulé (fig. 11.12) devient, par (11.5)

Ug Up
®(f) = B AL+ )+ 77 [Py (S + o) + By (/= Jp)]
(11.9)
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Fig. 11.12

ol I'on a tenu compte du caractére pair de @,, (f) et de §(f ). La dimension de la den-
sité spectrale du signal adimensionnel my(¢) esten Hz™' et &, (f)=U: G (f)

La modulation d’amplitude avec porteuse se caractérise ainsi, sur le plan spectral,
par une simple translation du spectre bilatéral du signal modulant, d'une quantité
correspondant a * f,, la fréquence porteuse, accompagnée de I'apparition de raies & ces
mémes fréquences £ f,,. La puissance totale de ce signal vaut £ = (U;'/ 2)(1+ Py, )ou
P, =P,/ U2 est le coefficient de puissance du signal modulant.

On constate facilement que si B,, est la largeur de bande du signal modulant, la
largeur de bande B, occupée par le signal modulé est deux fois plus large:

By = 2By, (11.10)
La modulation d’amplitude avec porteuse présente ’avantage, pour autant que
a(t) = [1+me() U, >0 (11.11)

de permettire une simple démodulation par détection d’enveloppe (§ 11.2.7). Elle est
encore largement utilisée pour cela en radiodiffusion (ondes longues, moyennes et
courtes).

L’un de ses inconvénients est que la puissance du signal modulé est pour une large
part concentrée dans les raies situées & f =% f, qui ne contiennent pas d'information.

Le rapport de la puissance contenue dans les bandes latéales sur la puissance totale
fournit une mesure du rendement de cette modulation:

T = Pmo/(l_l'Pmﬂ) (11.12)

ou £, =B, (f)df estle coefficient de puissance du signal modulant. Par exemple,
dans le cas d'un signal nig(#) sinusoidal d’amplitude unité [valeur maximale satisfaisant
encore (11.11), donc autorisant une détection d’enveloppe], Py, = 3 et myy, =33.3%.
Sil’on considére un signal m14(t) aléatoire paussien a valeur moyenne nulle atteignant la
limite imposée par (11.11) pour des amplitudes égales i 30y, le rendement tombe 3
M =10%.

11.2.3 Définition: modulation d’amplitude sans porteuse
La modulation d amplitude dite sans porteuse AM-P (en anglais DSBSC = Double
Side Band Suppressed Carrier) se résume a une simple multiplication (fig. 11.13):

s(t) = mo(t)-up(t) = iizo(t)Up cos(2mfpt +ap) (11.13)
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my(¢) 5(t)

up(r) = Up cos(ZTrfpt +ap)
Fig. 11.13

L’enveloppe complexe est ici directement proportionnelle au signal modulant
r{)=a(t) = 0p)710(t) (11.14)

Le signal modulé est donc nul en I’absence de signal modulant (fig. 11.14) et son
spectre ne contient plus que les contributions translatées du spectre bilatéral du signal
modulant (fig. 11.15)

»

|":1 3

o(f) = [P, (f +15) + Py (F=Sp)] (11.15)

/|

I

b i) b s(e)

A\ /.
\/ N\

(r(r)=|u(t)l

Fig. 11.14
., ()
b.(f)
bandes latérales
N W] !
1 T ¥ ! T
-8, 0 B, "fp 0 fp
—> —
18, B,=18,
Fig. 11.15 i

La largeur de bande B, occupée est la méme qu’en modulation d’amplitude avec porteuse,
mais les raies & f= = f, ont disparu. Ceci permet de concentrer la totalité de la puissance
émise dans les bandes latérales contenant toute I'information: le rendement est ainsi de
100%.

Il n’est, en revanche, plus possible de démoduler par simple détection d’enveloppe.
Il faut recourir 4 une détection isochrone (§ 11.2.6) qui ex