Les signaux aléatoires : Rappels et formules M2 ST/TRM (2014/2015)

Chapitre I : Rappels sur les variables et vecteurs aléatoires
1. Variables aléatoires et probabilités

Une variable aléatoire est caractérisée par I'ensemble des valeurs qu’elle peut prendre et par I'expression
mathématique de la probabilité de ces valeurs p(x) ou prob(x;)

def. N, Ou A un résultat possible d'une expérience aléatoire, N le nombre de réalisation de
N-+o N l'expérience et nale nombre de fois que le résultat A est apparu

T n
p(A, B) = ,\!'m”ﬂ Ot A et B deux événements distincts avec nag = nombre de fois que A et B sont apparus

Npg N n N, %
AB)=lim| 222 1= |im | —& |Oim | -2 | = p(B/A)(pA
p( ) N = +o0 nA N N = +o0 nA N+l N p( )Ep( )

Ou (B/A) une probabilité conditionnelle c'est la probabilité que B ait lieu sachant que A a eu déja lieu.

Si A et B sont indépendants p(A/B)=p(A) de méme p(B/A)=p(B) d'ot p(A,B)=p(A). p(B)

VA discrete VA continue
_ Y prob(x) =1 - [ {Xdx=1
i o X
- Fonction de répartition F, (x)=Prob(X < x) - Fonction de répartition F (X) = j [( X)dx
i dF(x -
Fy (%) =D Prob(x;) = p(x) =%
j=inf
2. Moments statistiques E{f (X)} = J' f (X) F(X)dx
o] VA discrete: - o] VA continue x [ [a,b]
N b
moy= 4, = E{x} =3 % p(x) moy= 1, == E{x} = [ x p(xdx
2 21~ 2 ) b
Var=0," = E{(x- )’} =3 (x - 14" plx) Var=a,” = E{(x- 11,)2} = [ (x— 1,)? p(xdx
N a
_ 2 2 b

Var = Iz X p(xl) M Var = .[XZ p(X) _ﬂxz
Propriétés de l'espérance E{X+Y}=E{X}+E{Y} E{aX}=aE{X} OaOR Ef{aj=a OaOR
3. Lois de probabilité usuelles
Loi Gaussienne — )2

1N Py (X) =—— > expi- L XA LQX) ) K q

270, 2 o,
Loi uniforril/eb 1 a+b (@b
(b-a) p(X =5, Pour asx<b M(=7 q= o
Loi exponentielle | = 0 x<0 _ 2 a2
1\ px(x): ax :ux_:l'//1 g, =1/
Ae x=0
Loi de poisson - _
/]Xe /’Ix =A 2 —
Py (X) = ' g, =4
X!
Loi Binomiale . ¢ 0. (X) = C*p* (L p)™™ |
11 x (X) =L, - k n -
Ck=__"" =n a=np(-
" kin-k AP P

]
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Théoréme central limite et approximations : Chaque fois qu'un phénomeéne peut étre considéré comme la

résultante d’un grand nombre de causes aléatoires, il suit une loi de distribution normale.

4, Vecteurs Aléatoires

Une variable aléatoire a plusieurs dimensions (vecteur de VA) est le résultat dépendant de plusieurs

caracteres aléatoires. Elle est caractérisée par :

- fonction de répartition conjointe : Fxix2,....xa(x1, x2,...... xn) =P(X1<x1, X2<x2,...... ,Xn<xn)
-densité de probabiltié conjointe : pxixz,....xn (X1, X2,...... ,xn) liée par:
x1 Xn
Feixe. xn (X1, X2,..... Xn) = J'J' Py1xz...xn Upy Upyennne U)du ..., dy,
Loi de distribution marginale Pxixz,..xm X1, X2,..... Xm) = II Pxxz,...xn (Ups e U Uppogoeeeoos Uy) AU dy

Changements de variables : Soit X une VA continue caractérisée par sa densité de probabilité px(x) alors la VA

continue Y=f(X) a une densité de probabilité donnée par: p (y) = | J|[ p, ( X)]xzf’l(y) - g_)Y< [ p, ( X)]xzf’l(y)

Généralisation pour n VA: Soit (X1,X2,...,Xn) un vecteur de VA continue caractérisée par sa densité de
probabilité pxix2...xn(x1,X2,...xn), alors le vecteur de VA continue(Y1,Y2,...,Yn)=£f(X1,X2,...,Xn) a une densité

de probabilité donnée par : [ox1
oY1

Py (VL. yn) = |'J|[ Px1..xn (L....... ’Xn)]xl ......... xn=f (YL yn) avec J=det
oxn
LOY1

Covariance et coefficient de corrélation Pyyo = Coxo! (U T x2)

+00+00

ax1]
" 9Yn

axn
" oyYnl

Coxz =00 = E{(X1 — )X, _,uxz)*} = E{Xl'xz*}_/'lxl/'lxz* = J- J- Xlxz* P(X;, X, )dx dx, _:uxl':uxz*

Si X1 et X2 sont indépendants=C.ax=0. On dit que les variables sont décorrélées. _012 C

Le coefficient de corrélation mesure le degré de
dépendance linéaire entre X1 et X2. Pour un vecteur
aléatoire

Cas d'un vecteur aléatoire Gaussien : Un vecteur

aléatoire réel de dimension n (X1,.....,Xn) est un vecteur
gaussien si toute combinaison linéaire de X1,.....,. Xn est
une variable aléatoire gaussienne réelle.

n
La variable aléatoire : Y = Za’ka =a' X est une
k=1

variable aléatoire réelle Gaussienne.de moyenne et sa
variance qui ont pour expressions respectives :

FEl, USTHB [akourgli@usthb.dz; assiakourgli@gmail.com

—00—00

12
C21 0-22
.
c, =E{x. x."}=
_Cnl Cn2
1

P(Xs Xy yeeeniX) =

J@m)"de(C,)

=Y X} =a"u,

g, = zn:ajak c:ov{Xj , Xk} =a'C.a

k=1
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Chapitre I1 : Processus aléatoires

Un processus aléatoire ne posséde pas de représentations temporelles analytiques. Chaque signal aléatoire

observé représente une réalisation particuliére de ce processus.
- Chaque tracé fournit un signal aléatoire

- a l'instant t;, le processus se réduit a une v.a x;
dont la densité est (X t. ) p(x)

- Deux instants t; et ¢; permettent de définir deux variables aléatoires
xiet xj on peut définir des p(x; t,t. ) P(x, X;)

Statistiques de 1er ordre

- moyenne statistique: M, (ti ) = E{X(ti )} = E{X : J-x Ep(x
- variance: 0’5 (ti ) = E{ X — M, ('[i )2} {Xl } /JX( ) ou E{ } .[ X Ep Xt )dXIaleur quadratique moyenne

—00

Statistiques de 2éme ordre: 2 instants t; et t> donc probabilité conjointe.

- Fonction d'autocorrélation statistique C, (tl’ tz) = E{ [ X(t,) — 4, (tl )] [ﬁ X(t,) — 4, (tz )] } =R, (tl ’ tz) ~ Hy (t1) L, (tz)

-F . | . o g : . . +00+00 .
onction d'autocovariance statistique R, (tlitz) - E{X(tl) k (tz)} - E{Xl X, }: .[ .[Xl X, Ep(xi Xzitlitz)mxl eix,

—00—00

Si processus centrés (ux(t)=0): Cx(t1, t2) = Ru(ty, t2)

- Fonction d'intercorrélation statistique: tl,t { x(t,) O/ (t, )} { 0 }

- Fonction d'intercovariance statistique : (tl,t ) R, ( ) ( ) ( )

- Le coefficient de corrélation est définie par : Psy (tl,tz) = % —-1=<p,, (tl’tZ) =1
O-X 1 Jy 2

(x)

N

Processus stationnaires :. Un processus aléatoire est dit stationnaire au sens - p(x,ti ) =
strict lorsque toutes ces caractéristiques statistiques c'est a dire tous ses U (

P

1 tout ordre sont indépendants de l'origine d )=z
moments a fout ordre sont indépendants de 1'origine du temps. R (t t )—R (T) avecr=t, -t
xy\'1: 2/ = Py -2 1

- Un processus stationnaire est stationnaire d'ordre 1 /4, (t) =u, =cste et o’ (t; -)-= o}

- Un processus stationnaire est stationnaire d'ordre 2 R, (tl,tz) =R (T) avecr=t, —t,
Propriétés de la fonction d'autocorrélation pour x aléatoire réel SSL
- R(r)=R(-7) avecr=t,-t, et R(0)2|R(7)]

- R(0)=EX®Y) =g + 0, MR () = im E{X(OX(t +D)} = 1”22

T - T >0

Rx(T)

Cas discret :

u(n)=u =cste et R(n,n,)=R (k) avec k=n,-n

R,(0) RO ... R (N -1) i
L RO ... N-2
Ry RO RO RN-D| o
""" Matrice de Toeplitz 1
R(N-) R(N-2) ... R.() I n
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Bruit blanc : R (7)=025(r) décorrélé et 14x=0 Sx(f ) =03

Discret: R (k)=02d(k) =R (k)=0 pour k#O0et s,(k)=0

Puissance et DSP: P, = E(X(t)%) = RX(O) = ,LIX2 +0'X2 E, =I P, dt =I E(x(t)?)dt

s.(f)=[ R (r)e*"dr P, =[s,(f)df =R, (0)

Processus ergodiques :Assimiler les résultats obtenus sur une réalisation a ceux obtenus pour un instant
donné ¢t; pour différentes réalisations. Un processus aléatoire stationnaire est dit ergodigue lorsque les valeurs
moyennes statistiques et temporelles sont identiques.

uo=x R@=g,0) R=["sf)df=lim 2" x ) dt S,(F)=TF{R (7} = lim —|x ()

Tﬂ+ooT -

Chapitre 111 : Filtrage linéaire des signaux aléatoires

Si x(t) est un signal aléatoire SSL, le signal en sortie y(t) est forcément un signal aléatoire SSL avec :

Y(t)

avec M, (t) = 4,H(0) (f =0 X(t) -

S,(f) =TR(R, (1)) =[H(F)"S,(f)
La puissance moyenne du signal de sortie est : E{y(t)z} =R, (0) = J.|H (f )| ? S, (f)df

Formule des interférences

Syyo (1) = Hi(D)Suo(F)HL(F) S (f)=S(F)H'(f) et R, (7)=R (1) *h(r)=S,(f)=H(fS(f)

Si le signal en entrée est un bruit blanc b(t) alors Sy(f) = constante | H(f) | 2

Amplitude (dB)

Filtrage adapté et filtrage optimal

But : Rehausser le signal utile x(t) noyé dans le bruit b(t) SSL : s(t) = x(t)+b(t)

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000
o

Recherche d'un filtre H(f) qui maximise le SNR a un instant To.

H(F)opima =KX (DE™IS () SNRT)pe, = j'x((ff)l

Si le bruit b(n) est blanc, filtre adapté: A x(t) h(t)=x(To-t)
H () agapar = kg, X" (f)e? " = h(t) agaptar = k/g,?x (T, -t)

SNRT,) e = E, /07 N /

Application : x(t) signal émis signal recu y(t) bruité atténué (de a) et retardé de Tar y(t) = a.x(t —Tar)+b(t).
h(t) = X*(To —t) alors : Ryx(t—To) = lZ.Rxx(t =Ty - TAR)+be(t—T0) maximum en Ty + Tar
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Chapitre IV : Processus générateurs AR, MA et ARMA

1. Modele auto-réqressif (AR)

N .
Signaux obtenus par passage d'un bruit blanc dans un filtre purement récursif : H(z) = 1/(1+ z az" j
N i=1
ot1 x(n) est un bruit blanc R (k) = 0°d(k) y(n) = x(n) - z ay(n-i)
i=1

L'obtention des parametres a; et 02 par la résolution de ces équations :

R,0 R,@O ... R,(N) T[17] [o?
R, R, 0 . Ry(N-2) || a, | _| 0
R,(N) R,(N-D ... R,0 |[la,| |0

2. Modele a moyenne ajustée (MA)

Les signaux a moyenne mobile sont obtenus par passage d'un bruit blanc dans un filtre purement

transverse. H(z) = i hz" y(n) = i B x(n-i) =R, (k) = o’ hg‘fbhk.bj

j=0
Remarques :
-Equations non linéaires.

M . * .
- Tout modele MA peut étre identifié a un modele AR d'ordre infini: z hz™ =1/ z qz"

Amplitude

Amplitude

0.5

o

0.5+

0.5

o
T

-0.5F

3. Modele ARMA

|
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4000 6000
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8000 10000 12000
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M N
Ces signaux sont une combinaison des signaux AR et MA  Soit y(n) = z Qx(n-i) - z ay(n-i)
i=0 i=1
M _ N _ N Mk
H(2)= 2 bZ"/(1+z az"j R, (k) ==Y aR,(k-i)+a?> b, b,
i=0 i=1 i =

Applications: Modélisation, prédiction de série temporelle, estimation du spectre d’un signal aléatoire, etc.
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Chapitre V et VI : Estimateurs

L’estimateur X a pour biais b = E { X — x} et pour variance: 02 = E {( X - E{ X})3}=E {)A(2 }- E{X )2
Le biais est la moyenne de l'écart et la variance est la puissance de 1'écart (mesure les fluctuations de
im by, = lim o, =0

l’estimateur autour de la valeur souhaité). Un estimateur est consistant si ,\! n Jam

1. Estimateurs des moyennes statistiques

Soit N échantillons (xo, X1, ....,Xn) indépendants et identiquement distribuées (méme loi avec méme
parametre) d'un signal aléatoire stationnaire

R N-1 A2 1 N-1 5 a2 1 N-1 e
* Estimation de Moyenne m= —z XEstimateurs de variance: 01 =——2 (X% ~—m)* 0," = —Z (% —m)
k=0 N k=0 N-1 k=0
. N-k-1 . 1 Nkt
* Estimateurs de la corrélation Ry (k) =— Z X X Ry (K) = N-kx X Xpek
n=0 n=0

 Estimateurs de la densité spectrale

oy _ 1 2 _ = —27ifk
- périodogramme Su(f) = N|Y( f )| avec Y(f)= g Y€
- corrélogramme éxx(k) = TF[@XX(k)]

- périodogramme moyenné : Séparer le signal en K tranches (de longueur N/K), a calculer le
périodogramme sur chaque tranche et a faire la moyenne.

2. Estimateur du maximum de vraisemblance :

On utilise cette estimateur lorsque que 1'on cherche a déterminer une variable Y déterministe mais
inconnue dépendant de mesures aléatoires (observations) X :(xi, . . . , Xn).

Définition : On suppose que pour toute réalisation x = (x1, . . ., x,) de "’echantillon X de densité p(x/y), il
existe une unique valeur y qui maximise la vraisemblance de la réalisation x. La vraisemblance s’écrit :

Lwy)=|j p(X[y)

Ainsi, le principe de la vraisemblance revient a déterminer la valeur du parametre y et ce en fonction des
observations (xi, . . ., Xn); qui assure la plus grande probabilité d’apparition de ces observations (xi, . . . , Xn).
Comme la fonction logarithme est strictement croissante, il revient au méme de maximiser la
vraisemblance Y — L(x/y) que maximiser la log-vraisemblance Y — In(L(x/y))

3. Estimateurs Bayesiens :

On fait appel aux estimateurs Bayésiens pour estimer une variable aléatoire notée y aléatoire possédant une
loi a priori et dépendant des observations x de dimensionn : (x, ..., Xn

Estimateur MAP  L'estimateur du maximum a posteriori est obtenu en minimiser le risque de
Bayes B(y/Xx)=1-p(y/X).

p(Xy) p(y)

o0 cela revient & maximiser In( p(x/ y)) + In( p(y))

p(Yx) =
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4. Estimateur linéaire a variance minimale

Lorsque les probabilités précédentes p(y/%) et p(y) ne sont pas connues mais que 1'on dispose des moments
d'ordre 1 et 2 (moyennes supposées centrées des covariances R., et Ri), on utilise alors souvent
l’estimateur linéaire non-biaisé a variance minimale. On recherche une estimée {j de y qui soit une fonction

linéaire des observations, c'est-a-dire y = z hx =h'x=h= {yT X}/{ X' X} =R, /R,
i1
_Filtre de Wiener :On cherche donc un filtre qui minimisera 'erreur quadratique moyenne &(n) = E(e*(n)).

Si on suppose que le filtre recherché H est un filtre RIF de longueur N, on peut en calculer les coefficients
par résolution d'un systéme linéaire d'équations. h = [bo b .. bN_l]T
N-1

Le signal estimé y(n) peut alors s'écrire : y(n) = Z hx(n-i)
i=0

R, (0) R, . R, (N-D][ b, R, (0)
Ru(@ R0 ... I:QXX(N-Z). b |_| RO

R(N-1) R (N-2) .. R,0) ||bys| |R.(N-1)

Hypotheses supplémentaires : On suppose que 'observation x(n)=y(n)+bb(n) et que le bruit additif bb(n) est
centré et non corrélé au signal. On peut alors simplifier les équations de Wiener-Hopf :

Ryx(k)=E{y(n)(y(n-k)+bb(n-k))}= Ryy(k) Rux(k)=E{(y(n)+bb(n))(y(n-k)*+bb(n-k)) }= Ryy(k)+Ren(k)

Soit le systéme a résoudre suivant :

R, (0) Re@ e Ro(N=1) || by R, (0) - R, (0)
Rxx (1) Rxx (O) """ Rxx ( N - 2) ' bl _ Rxx (1) - I:abb (1)

Rxx(N _1) Rxx(N_Z) """ Rxx(o) bl\;—l Rxx(N _1)_Rbb(N _1)

5. Estimateurs au sens des moindres carrés

Le filtrage de Wiener requiert des statistique de second ordre des processus (moyennes et covariances).
Une autre approche consiste a minimiser, non plus la moyenne stochastique, mais temporelle de cette
erreur, ¢’ est la méthode des moindre carrés qui se place en déterministe.

On suppose connues les données [x(0), x(1), ......, x(N-1)} et en adoptant a nouveau un filtre FIR de longueur

L-1

M,ona €n)=y(n) - Z_:b, X(n—=1) ,on cherche a minimiser ¢ = ZN:ez(n) = ZN:[ y(n) - fb, x(n- I)J

RO RO . R(L-D|[b ] [ RO
R@ RO . R.(L-2|| b |_| R.(D

donc un systeme d'équations

Ro(L-D) Ry (L=2) ... R0 |[bva] [R,(A-L)

Ot Rux et Ryx sont respectivement des autocorrélations et intercorrélations temporelles .
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