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Introduction et rappels divers
- Analyse temporelle des signaux discrets
- Systemes linéaires et invariants discrets (SLID)
- Filtres a réponses impulsionnelles finies ou infinies
- Rappels succincts sur la Transformée de Fourier (TF)
I. Analyse fréquentielle des SLID
- Quelques rappels sur 1'échantillonnage idéal
- Transformée de Fourier a temps discret
- Transformée de Fourier Discrete
- Calcul de 1a FFT (TFR)
- TFD des signaux de longueur illimitée
- Fenétres de pondération
- Exercices
II. Analyse des filtres numériques par la transformée en Z (TZ)
- Transformées en Z
- Propriétés de la TZ
- TZ rationnelles
- Détermination de la réponse en fréquence des FN
- Détermination de la réponse impulsionnelle des FN(TZ inverse)
- Caractéristiques des FN
- Exercices
III. Synthese des filtres numériques RIF
-Filtres RIF a phase linéaire (les quatre cas)
- Synthese des filtres RIF par la méthode des fenétres
- Synthese des filtres RIF par la méthode de I'échantillonnage fréquentiel
- Constitution et réalisation de filtres RIF

- Exercices
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IV. Synthese des filtres numériques RII
- Rappels sur les filtres analogiques
- Synthese des filtres RII par la méthode des poles et des zéros
- Synthese des filtres RII par la méthode de la réponse impulsionnelle
- Synthese des filtres RII par la méthode de la transformation bilinéaire
- Constitution et réalisation de filtres numériques RII
- Exercices
V. Filtres numériques multicadences
- Sous échantillonnage et suréchantillonnage
- Systemes multicadence et analyse spectrale
- Banc de filtres et décomposition polyphases
- Applications de traitement multicadence
- Exercices
VI. Transformation en ondelettes discretes (DWT)
- Dualité temps-fréquence et transformée de Fourier a court terme. Inconvénients.
- Ondelettes continues, discretes (DWT) et ondelettes dyadiques
- Exemples de DWT (Haar, Daubechies, ...etc)
- Analyse multi-résolution
- Exemples d’applications
- Exercices

Travaux Pratiques

1. Analyse fréquentielle des filtres numériques (TFD) et Fenétrage
2. Analyse des filtres numériques par la TZ

3. Conception de filtres numériques RIF

4. Conception de filtres numériques RII

5. Filtrage Multi-Cadences

6. Analyse temps-fréquence et temps-échelle
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Introduction et rappels divers

Un signal est la représentation physique de I'information qu’il transporte de sa source a son destinataire. Il
sert de vecteur a une information. Il constitue la manifestation physique d’une grandeur mesurable (courant,
tension, force, température, pression, etc.). Les signaux sont des grandeurs électriques variant en fonction du
temps x(t) obtenues a 1’aide de capteurs. Sur le plan analytique : Un signal sera une fonction d'une variable réelle,
en général le temps.

. T T T T L T T T T
Exem les - 05 ‘ phrase: Vous avez du courrier en attente [
51 '
. . . . 3 |
] Onde acoustique : délivré par un microphone (parole, musique, ...) 2 |
=
"1 Signaux biologiques : EEG, ECG aadi

'] Tension aux bornes composant électronique

'] Signaux géophysiques : vibrations sismiques

Amplitude

1 Finances : cours du pétrole

I
0 Images, VldeOS 0.954 0.956 0.958 0.96 0.962 0.964 0.966 0.968 0.97 0.972 0.974
Temps (s)

Remargue: Tout signal physique comporte une composante aléatoire (perturbation externe, bruit, erreur de mesure,
etc ...). Le bruit est défini comme tout phénomeéne perturbateur génant la perception ou l'interprétation d’un
signal, par analogie avec les nuisances acoustiques (interférence, bruit de fond, etc.). La différentiation entre le
signal et le bruit est artificielle et dépend de l'intérét de I'utilisateur : les ondes électromagnétiques d’origine
galactique sont du bruit pour un ingénieur des télécommunications par satellites et un signal utile pour les

radioastronomes.
Systemes Capteur — Récepteur Traitements
yst »  Transmission >
Pysiques
f ! }
Bruit Bruit - Analyse,

- Extraction d'informations
- Reconnaissance de formes
- Détection

- Filtrage

- efc.

Schéma d'un systéme de génération et de traitement du signal

Les fonctions du traitement du signal peuvent se diviser en deux catégories : 1'élaboration des signaux
(incorporation des informations)et l'interprétation des signaux (extraction des informations). Les principales
fonctions intégrées dans ces deux parties sont les suivantes [1]:

Elaboration des signaux : synthése, modulation, codage/compression, etc.

Interprétation des signaux : filtrage, détection, identification, analyse, mesure, etc.
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La numérisation d"un signal est I'opération qui consiste a faire passer un signal de la représentation dans
le domaine des temps et des amplitudes continus au domaine des temps et des amplitudes discrets. Cette
opération de numérisation d"un signal peut étre décomposée en deux étapes principales : échantillonnage et

quantification.
Analogique Numeérique

\ E i ."‘
\ : Cod B

% : ! ificati odage :
Echantillonnage — Quantification Numédaus: "

? |

i |

Convertisseur A/N

La restitution (ou l'interpolation) constitue le processus inverse qui intervient lors du passage du signal
numérique au signal analogique : commande d'un actionneur. Ces trois étapes sont indissociables. En effet, le
signal, étant le support physique d’une information, doit conserver au cours de ces modifications tout le contenu
informatif initial. Cette condition, ajoutée a la notion de cofit limite d'un systéme, va étre a la base de la
numérisation des signaux et de I'étude du traitement numérique [1].

Continue Discréte

x(t) x(t)

Continu

échantillonnage

1

Myg, 2
T Tyt T\TL

» n | » n

>

Discret
4
——e.

quantification
Les traitements numériques sont aisément réalisés grace a des additionneurs, des multiplieurs numériques, et
des mémoires. En outre, les systémes numériques possédent de nombreux avantages comparées a ceux
analogiques, entre autres [2]:

- Simplicité: Les systémes numériques sont intrinsequement plus simples a analyser (et donc a synthétiser) que
les systémes analogiques

- Possibilités de traitement accrues: Il est possible de réaliser, en numérique, des opérations beaucoup plus
complexes qu’en analogique, notamment des opérations non-linéaires.

- Robustesse aux bruits. Les systéemes numériques sont par essence insensibles aux bruits parasites
électromagnétiques. Le transcodage de l'information sous forme numérique joue un peu le role de « firewall ».

- Précision et stabilité. Puisque les seuls « bruits » sont liés a la précision des calculs, cette derniere dépend
uniquement du calculateur utilisé ; elle est insensible a la température et ne varie pas avec I'age du systeme.

- Flexibilité. Dans un grand nombre de systémes numériques, le traitement est défini par un logiciel chargé en
mémoire. Il est des lors tres facile de modifier ce traitement, sans devoir modifier la machine qui le réalise.
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Rappelons que les signaux déterministes renferment une information dont I'évolution en fonction du temps

peut étre parfaitement prédite par un modele mathématique (au contraire des signaux aléatoires/stochastiques).

Nous présentons dans cette section quelques fonctions mathématiques supports de signaux élémentaires et
utilisées tout au long du cours de traitement du signal numérique. Nous y introduisons, également, quelques

outils permettant de caractériser et d'établir une analyse temporelle des signaux numériques.

Rappelons qu'un signal a temps discret provient souvent de 1'échantillonnage a la cadence f. = 1/T., d'un
signal x(t) déterministe a temps continu qui est supposé a bande limitée (—f./2, f./2). Nous noterons x(n) = x(nTe).

Fonction Si

igne

0.8

0.6

0.4

0.2

- Fonction signe 0
- 1 nz=0 o

sgn(n) = N
8 -1 n<0 o8

- Fonction échelon (unité)

Un) =T (n) "=0
n=1I(n) =
0 n<0
- Fonction porte
1 -N/2<sn<N/2
M) = .
N+ ailleurs
- Fonction rectangle causal
1 0snsN-1
rect(n/ N) = .
0 ailleurs
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- Fonction Dirac (impulsion unité) 1 Foncton e
sm={ ' "7 Un)-U(n-1)
n)= = n)-— n-— 07
0 nz0 06
s x(n). dn-no)=x(no) x(n)* dn-no)=x(n-no) .

2 0 2
Fonction Sinc

- Fonction sinus cardinal

sin(710n)

sinc(@n) = oo
n

K L L L L L L L L L
-50 -40 30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Energie et puissance

Toute transmission d’information s’accompagne de transferts d’énergie. En effet, les signaux continus ou
discrets sont essentiellement caractérisés par 1'énergie ou la puissance qu’ils véhiculent. Ce sont les seules
grandeurs physiques auxquelles sont sensibles les détecteurs. Beaucoup de capteurs physiques mesurent une
énergie ou une quantité quadratique. Par exemple, les capteurs optiques mesurent une intensité, les compteurs
d’électricité mesurent une énergie, etc. Compte tenu de la définition fondamentale, I'énergie du signal entre les
instants t et t+dt est: |x(t) | 2 dt (puissance instantanée multipliée par le temps).

+00
2
Soit un signal x(n) a temps discret, tel que Z|x(”)|existe et converge. Alors le signal est dit a énergie finie
- +00
et la valeur de cette somme est appelée énergie du signal : E = Z|x (n)|2

Exemples:

x(n) = Rect(n/N) énergie finie. x(n) = a (constante) et x(n) = A sin(21fon) ne sont pas a énergie finie

Pour un signal périodique, cette somme ne converge pas. On peut néanmoins définir la puissance d'un
signal x(n) périodique de période N par :

N/2-1

=3 Jatof ou P =

LS e
—N/2 2 -N

Dans le cas général, on parle de signaux a puissance moyenne finie définie par:

N/2-1 e
P =lim, Z |x(n)| ou P =lim, —Z:|x(n)|2
N 5% 2.N =

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

Exemples:

signal continu x(t)=a, A sin(2mtfot) , signaux périodiques,échelon unité, peigne de Dirac.

Il existe des signaux ni périodiques, ni d'énergie finie, pour lesquels la puissance ne peut étre définie, comme par
exemple la rampe x(n)=n. Il s'agit la de définitions mathématiques, en pratique, un signal mesuré ne I'est jamais
sur un intervalle de temps infini. On peut commencer a visualiser un signal & un instant qu'on prendra comme
origine des temps, et dans ce cas on arrétera son examen au bout d'un temps Tops :

Nobs

£, = Sy
Remarques n=0

Signal a énergie finie = puissance nulle  Signal a puissance finie = énergie infinie

Le calcul de I'énergie ou la puissance permet d'obtenir une premiere caractérisation du signal. Par ailleurs,
la théorie du signal a largement développé des méthodes d’étude basées sur la corrélation pour caractériser le
comportement temporel du signal.

Exercice d'application : Calculer 1'énergie et la puissance des signaux : I:I (n) ,A cos(2rton) .

Corrélation et auto-corrélation

La fonction de corrélation permet de mesurer le degré de ressemblance entre deux signaux en fonction d'un
décalage. Considérons x(n) et y (n) deux signaux d'énergie finie, la fonction d'intercorrélation R,y (k) est définie

par: R (k) = ZX(n)y*(n —k)

n=-o0

L’inter-corrélation entre x(t) et y(t) atteint un maximum pour un retard k si x(n)=y(n-k)

N/2-1
Pour des signaux & puissance moyenne finie, elle vaut : ny (k)= lim — Zx(n) y*(n -k)
» PN p=-N/2

Exemples:Soient un signal aléatoire et sa version décalée de 50s. On remarque que les signaux se ressemblent le
plus quand y(n) est décalé de 50 secondes.

Intercorrélation maximum & 50 s
3 T T T T 200 T T T T T

2 150 -

100+
50+ b

2 4 ° 1
0

3k 4 2 4

4 L

L
200, 250

o v e 3 . .
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Pour l'auto-corrélation, on remplace y(n) par x(n) on obtient I'expression de I'auto-corrélation pour les

signaux a énergie finie: R, (k) = z:x(n)){k (n—k)

n=—o

L'auto-corrélation permet de détecter des régularités, des profils répétés dans un signal comme un signal
périodique perturbé par beaucoup de bruit (Voir TP n°0)

Propriétés :

- Pour k= 0, on retrouve I'énergie du signal R.«(0) = Ex et Rux(k) est maximale en k=0
- 5i x(n) est réel, 'auto-corrélation est réelle et paire.

- L’auto-corrélation d’un signal de durée N aura une taille 2*N-1

Auto-corrélation des signaux périodiques : Le calcul sur une seule période suffit. L’auto-corrélation d'un
signal périodique est-elle méme périodique. Par définition, le signal périodique ressemble parfaitement a lui-
méme, décalé d'une ou plusieurs périodes. :

‘ x(n) périodique ‘ [ Autocorrélation de x(n) [
. L. . 1 B 1k
- signaux périodiques
— 1 L * 0.8 B 0.8 q
R.(k)=—> x(n) x (n—k)
N

n=1 0.6f E 0.6 E
0.4 0.4 B

0.2 0.2

[} [0}

o 0.05 0.1 -0.1 -0.05 o 0.05 0.1

Exercice d'application Soit le signal x(n)=(n+1) pourn=02a3

Calculer I'auto-corrélation de x et déduire son énergie

Exemples d'application : Extraction d'un signal noyé dans du bruit, mesure d'un temps ou retard, détection d'un
signal périodique(Voir TP n° 0).L'exemple ci-dessous illustre I'auto-corrélation d'un signal sinusoidal d'amplitude
1 noyé dans du bruit Gaussien de variance 1.

4 T T T T T 200 T T T

T
sinusoide bruitée

T
Autocorrélation de x(n)

150

100+

50+

50+

3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -100 ‘ : s ‘ ‘
0 0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
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La corrélation est largement utilisée dans les systemes radar. Ainsi, pour détecter un avion, on envoie une
impulsion, puis on recoit une version retardée, atténuée et bruitée de cette impulsion . L'intercorrélation su signal

requ et émis présentera un pic a l'instant correspondant au retard.

%

i
. . . . . . . . . 1.5 T T T T T T T T T
signal regu: bruité et retardé de 50S
1H 1 T
0.8 b 05-
0.6 1 ol
0.4+ 1 0.5+
02t A Ak B
0 L L L L L L L L L 15 L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 ~o 50 100 150 200 250 300 350 400 450

500

T
Intercorrélation du signal recu et émis avec pic en 50s

0

1
50 100

I 1 I 1 I 1
150 200 250 300 350 400

I
450 500

Remarques : La notion de bruit est relative, elle dépend du contexte. Le rapport signal/bruit désigne la qualité de

la transmission d'une information par rapport aux parasites. Il est défini par:

SNRgp=20 LOg(Ps/ PB)

3 L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

0.014

2.Théorie des systemes linéaires et invariants discrets (SLID)

0.5t

-0.51

L L L
0.006 0.008 0.01

L
0.012

Un systeme linéaire est un modele de systeme qui applique un opérateur linéaire a un signal d'entrée.
Clest une abstraction mathématique tres utile en automatique, traitement du signal, mécanique et
télécommunications. Les systemes linéaires sont ainsi fréquemment utilisés pour décrire un systeme non linéaire
en ignorant les petites non-linéarités. Un systéme est discret, si a la suite d'entrée discrete x(n) correspond une

suite de sortie discrete y(n).

x(n)

—»

y(n)

Systeme discret
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- Sil'entrée x(n) produit une sortie y(n), quand on applique une entrée k.x(n) , la sortie sera k.y(n). Si deux entrées
x1(n) et x2(n) engendrent deux sorties yi(n) et y>(n) alors xi(n) + x2(n) engendrera yi(n) + y2(n)

x1(n)+a x2(n) yz(n)+gyz(n)

Systeme discret

y1 réponse a x1 y2 réponse a x2 Yy1+y2 réponse a x1+x2

30 ao 50

- Sil y ainvariance dans le temps, une translation de I'entrée (x(n)=x(n-m)) se traduira par une méme translation
dans le temps de la sortie (y(n)=y(n-m)).

x(n-m) y(n-m)

Systeme discret

\ 4
v

Si le systeme est invariant, cela implique que le systéme réagit de la méme fagon quel que soit I'instant auquel
nous appliquons ses excitations. Cette propriété exprime que la caractéristique du systeme ne dépend pas de
I'origine du temps, on parle encore de stationnarité.

Convolution

Si les hypotheéses de linéarité et d'invariance temporelle sont vérifiées, on peut caractériser le systeme par sa
réponse impulsionnelle h(n).

A\ 4

h(n)

x(n) T/(Tl)

On peut en déduire l'effet d'une entrée quelconque sous la forme d'une convolution. Cettederniére est
'opération de traitement de signal la plus fondamentale. Elle indique que la valeur du signal de sortie a I'instant
n est obtenue par la sommation (intégrale) pondérée des valeurs passées du signal d'excitation x(n). La fonction
de pondération est précisément la réponse impulsionnelle h(n):

00

y(n) = h(n)Ux(n) = i h(im)x(n—m) = z x(m)h(n—m)

m=—oo m=—oo
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La réponse impulsionnelle h(n) est le signal qu'on obtient en sortie y(n)=h(n) si on applique en entrée une

impulsion "de Dirac" x(n)=0(n). Le Dirac est I'élément neutre de I'opération de convolution:

o(n) Cx(n) = x(n)

Le calcul de la convolution consiste donc a calculer la somme du produit x(m)h(n -m). Le signal h(n-m) est

simplement le signal initial h(m), retourné dans le temps pour donner h(-m) puis translaté de n. En calculant alors

I’ensemble des produits obtenus en faisant « glisser » h, c’est-a-dire pour tous les décalages de n, on obtient le

produit de convolution pour tout n.

Exemple 1:
x(n) = rfvcl(n) h(n) = a"U(n) 0<a<l
A A

] ISt

v

—

On distingue 3 cas :

L el

z(n) = x(n)Oh(n)

A

nTT”"

A

n<0 = z(n)=0

0snsN-1= z(n)=(a"1-1)/(a-1)

v

v

Al

n>N-1= z(n)=a"N+1(1-aN)/(1-a)

0.8 x(n)
0.6 V
0.4l
Exemple 2 : ool
1 1 N/2 00 50 160 1“50 2(50 2“50 300
h(n)=——1IMNn)= yn)=—— x(n+m)
NI = YW= 2
. 2
(Voir TP n°0)
1 i
00 5‘0 1 60 1 éO 260 2‘50 300
Exemple 3: Soit le signal x(n) = {2, -1, 3} et h(n) = {1, 2, 2, 3} h[[n} = ; 2 g 3
x|n = -1
=x(n)* 2 4 4 6
Calculer y(n)=x(n)*h(n) 1 2 2 3
- - - _ 3 6 6 9
FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/ 5 3 5 10 3 9
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Pour des séquences finies, on peut utiliser la méthode des colonnes

Y(n)={2, 3,5, 10, 3,9}

Remarques:

- Les opérations de corrélation et convolution sont liées. Mathématiquement, on peut écrire une relation qui
permet d’exprimer la fonction de corrélation comme un produit de convolution (et réciproquement).

Eneffet: R, (k) =x(n)*y (-n)

On peut donc considérer 1'opération d'un SLI comme une mesure de la corrélation entre deux signaux (x*(-n) et
h(n)). En fait, le signal de sortie est "construit" a partir des composantes fréquentielles communes au signal
d'entrée et a la réponse impulsionnelle.

- Si on applique a un SLIT une entrée sinusoidale réelle ou complexe de fréquence fo, alors, la sortie sera une
sinusoide dont 1'amplitude et la phase pourront étre modifiées mais qui conservera la méme forme (une
sinusoide) et la méme fréquence fo. On dit que les sinusoides sont les fonctions propres des SLIT.

- Un systeme linéaire invariant est un systéme dont le comportement dans le temps, peut-étre décrit par une

M N
équation aux différences : Zaiy(n -i)= Zbl.x(n -1,

i=0 i=0

Stabilité et causalité d'un SLID

Une contrainte importante pour la formalisation de nombreux problemes est de respecter la notion de
causalité (les effets ne peuvent pas précéder la cause). Dans le cas des SLIT, cette causalité se traduit par le fait que
pour: h(n)=0 pour n<0.

n +00

x(n) =0, n<njalors y(n) =0, n<n, = h(n)=0, n<0, y(n) = Zx(m)h(n -m) = Z x(n—m)h(m),

m=—oo m=0

- si h et x sont causaux y(n) = Z h(n—m)x(m)

m=0

Remarque:

Nous pouvons envisager mémoriser les signaux d’entrée et faire un traitement de ceux-ci en temps différé, les
systemes utilisés ne sont plus alors nécessairement causaux car pour élaborer la sortie a l'instant n;, nous
disposons en mémoire des entrées aux instants suivants. C’est souvent le cas en traitement d'image, en traitement
de parole effectué aprés mémorisation du signal a traiter.

Une autre notion fondamentale est la stabilité des systémes. La propriété de stabilité des systemes bouclés
est non seulement une performance mais une exigence pour le bon fonctionnement d’une boucle
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d’asservissement ou de régulation. Une boucle instable est une boucle inutilisable. La définition la plus courante

v

de cette stabilité est la suivante : ; Syseme siae Syseme rtele
6.5 9
8
6
A 55 ;
x(n) x(n) y(n) ; ;
—| h(n) — .
3
2]
1

0 ‘5 |‘U 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 4‘0 4‘5 5‘0 0 ‘5 |‘U 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 4‘0 45 5‘0
On dit qu'un systeme est stable si, en lui appliquant une entrée bornée quelconque, la sortie reste bornée,
ce qui implique dans le cas des SLIT: 2|h(n)| <o

n

3. Filtres a réponses impulsionnelles finies ou infinies
- Siles a;sont # de 0, le systéeme est dit récursif (RII), il est non récursif s'il ne dépend que des x(n-i) (RIF)
- Si le systeme est a réponse impulsionnelle de durée finie (RIF), alors: y(n) = i h(m)x(n—m)
m=0
Dans ce cas, le systéme numérique est une fenétre centrée sur les K plus récents échantillons.

- Si le systeme est a réponse impulsionnelle de durée infinie (RII):  y(n) = z h(m)x(n—m)
m=0

Dans ce cas, il est nécessaire de connaitre tous les échantillons présents et passés, le systeme a une mémoire de
longueur infinie.

Exemplely(n)=x(n)+aix(n-1)+axx(n-2)+....... +arx(n-k)est I'équation aux différence finies d'un filtre RIF

avec comme réponse impulsionnelle i(n)=n)+a10 (n-1)+a20 (n-2)+.......+axd (n-k) qui, on peut le constater,est bien
finie.

Exemple 2y(n)=x(n)+aiy(n-1) est I'équation aux différence finies d'un filtre RII

avec y(n-1)=x(n-1)+a1y(n-2) = y(n)=x(n)+ax(n-1)+a:2y(n-2)

de méme y(n-2)=x(n-2)+ary(n-3)= y(n)=x(n)+ax(n-1)+a2x(n-2))+a’y(n-3)

= y(n)=x(n)+ax(n-1)+a2x(n-2))+ar’x(n-3)+ar*x(n-3)+.....+ ayy(n-m)

En poursuivant le procédé a l'infini y(n) dépend d'une infinité de x(n-k) ce qui en fait un filtre RIL

Exemple d'application

Les séquences x(n) (réel) et y(n) représentent respectivement 1'entrée et la sortie d’un systéme discret. Pour
chaque cas, identifiez celles représentant
a) des systemes linéaires, b) des systémes causals, c) des systemes invariants aux translations de 7,
d) des systemes assurément ou possiblement stables (en fonctions des constantes)
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1. y(n) = x(n) + bx(n-1) 2. y(n) = x(n) + bx(n+1) 6. y(n) = bx" b : constante réelle
3. y(n) = nx(n) 5. y(n) = x(n)en 7.y(n) = |x(n)|
4. y(n) = x(n) sin(21on) N : constante entiere

a) Tous sauf 6 et7 b) Tous sauf 2
c) Les systemes 1, 2, 6 et 7 d) 1 (b finie), 2 (b finie), 4, 6 (b finie) et 7.

4. Rappels sur la Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une technique mathématique permettant de déterminer le spectre de
fréquences d'un signal (par exemple un son). La transformation de Fourier correspond a un changement de base
dans I'espace des fonctions de carré sommable. La définition mathématique est la suivante :

(s = X (P2 ) @ a A)=TE ()= [x(r)e
x(t) et X(f) sont deux descriptions éauivalentes du méme signal. Ainsi, tous les si_g;ronaux a énergie finie possede
une transformée de Fourier. Cette derniére est une fonction complexe méme si x(t) est réel

Si X(f) = fonction réel < x(t) est paire Si X(f) = fonction imaginaire pure < x(t) est impaire

Remarques :

X(f) pourra étre exprimée sous la forme:

{|X(f)|=JA2(f)+BZ(f) et ¢=arg(X(f))=arctg%

Ot | X()| et ¢ sont respectivement le module et la phase de X(f).

La TF d'un signal périodique est divergente, mais on peut définir une TF au sens des distributions en utilisant
la décomposition en Série de Fourier. Le résultat correspond a un spectre de raies (non continu):

T/2 |t )

sachant que: C, = % Ix(t) exp(—27gnf ,t)dt et X (f): Ix(t)e'z”-’ T'dr - alors X (f) =1Lm(T.C,)
-T/2 ) T

Pour les signaux a énergie finie, la TF conserve 1'énergie (relation de Parseval): g = J' | x(t)|2 dr = Js X ( f)|2 df

On peut donc définir une notion d'énergie par unité de fréquence, la densité spectrale c_iﬁoénergie (DS_E) La DES
estla TF de 'autocorrélation (Theoréme de Wiener-Kintchine)

+oos

S.N=XA] = [R@e ar

Pour les signaux a puissance moyenne finie, on définit alors une densité spectrale de puissance (DSP):

X 2
P =lim XYL (f)‘
- La propriété de changement d'échelle indique que plus le support temporel d'une fonction est étroit plus le

support de sa TF est large.
FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/
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- La translation d'un signal temporel se traduit par un déphasage en fréquence. Une translation en fréquence
équivaut a une modulation temporelle.

- La propriété de dualité permet d obtenir facilement de nouvelles paires de transformées de FOURIER a partir
des paires déja connues.

Exemple d'Application

Soient x(t)= A I;I (t)ety(t)=A g//\z (r) signal porte et signal triangulaire d’amplitude A>0 et de largeur 6.

* Tracer x(t) et y(t) sur le méme graphe

« Utiliser les dérivées pour trouver X(f) et Y(f) qui seront représentés sur le méme graphe puis commenter et
interpréter les deux graphes pour A=1 et 6=20.

* Soit z(t)=cos (21tot), tracer Z(f), Zi(f) la TF de x(t).z(t) et Z>(f) la TF de y(t).z(t) sur le méme graphe et comparer
Z(f) et Zy(f) puis Z(f) et Zx(f).

20
[ — Rectangle
Solution 18} L Triangle |
X (f)=A0sinc(f0) Y(f)=A§sinc2(f6’/2) 167
14} I
1 1 .
Z(f):EJ(f_fo)"'Ed(f"'fo) 1ol “ “
20(f) = 265in c(O(f = fo)) + 2 Osin c(6(f + fo)) o
8l P
AL A, o
Z,(f) =" Osin e’ (O] = f,)) + - Bsin” (B(f + /) .
27 Ve
Exercices d'application %5 o : 0.5

+o0 to +o0
1. Soit le signal x(f) = 25(1‘ —nT), montrer que : Zeﬂm/T = TZ O(t —nT) et déterminer la TF de x(t)

Solution id(t -nT) O - X(f) :% ia_(f —nf,)

n=—oo

2 (t) = 2 +cos(27T)........ ... l|<1/2
Ot e e ailleurs
. Déterminer H(f), la transformée de Fourier de h(t)
. Esquisser H(f) pour l'intervalle 0 <= f <=3 et Donner la valeur numérique de H(f) pour f = 2.5

Solution H (£) = 2sin ¢(f) + %Sin c(f -1+ %Sin c(f+1)

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

161




Traitement Numérique du Signal

Principales propriétés de la TF

oLinéarité: ax () +bx,(t) O - aX (f) +bX,(f)
oDécalage temporel :  x(t —t,) O - X (f)e™ /"
oDécalage fréquentiel : x()e”™ /" O - X(f = f,) (MA)

o Dualité temps-fréq : () OF - X ()= X O - x(=f)

1
o Changement d'échelle : x(at) U M H X(fla)
a

d"x(t)
dt"

O -Qmj )" X(f)

oDérivation :

x(-n 08 - X(-f)
(08~ X (=)

oInversion et conjugaison :

o Convolution : X(f) LJ(7) Dﬁ—»X(f)H(f)

TF au sens des distributions

Pour les signaux a puissance moyenne finie (Dirac, Echellon,
signaux périodiques, etc.), on peut définir une TF au sens des
distributions.

) O -1

oDirac: J(t—to)Dﬁae_Z”jftO =

1 1 _ L
oEchelon et signe: U(t) Dﬁ_}Z_iff +E of) Sgnf)= 7

o Périodiques : ZC,, exp@rgnf,t) i ZCnJ(f —nfy)

n=—o0o n=—oo

oPeigne de Dirac : 2”5(1‘ -nT) O - X(f) :% Z”J(f —nf,

n=—oo n=—oo

0 cos( 277 ,t) O - %5(]‘ —f0)+%5(f+f0)

o sin@7f,r) OFf ai,d(f -fo)-i.cf(f + 1)
2j 2j
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Master ST M1 2021/2022

Espace temporel

Espace fréquentiel

x(t) IX(f)
o " 0 ]
Re{X (f)} est une fonction paire
Im{X (f)} est une fonction impaire
x(t) = ax(t) + bx,(t) X(f)=aX\(f)+bXy(f)
ici 1 f
x(at) icia> 1 & X(F)
0 i 0 %
x(t—a) e~ X (f)
dx(r) R
— jafX(f)
dr
x(1) ' AX(f)
0 t 0 7
; x(t) X(f)
0 " 0 I
x(t) = cos(27 fot)
X(f)
AN N P
\J \/ \ " = 0ot T
x(t)cos(27 fot) X(f=fo)+X(f+ fo)
|
-f o f f
A sin(7Ty f)
X(f)=T; -
(f) 0 FT“f
- /Y\
1
s N >
-T2 o T2t VARV f
0

x)=Ty Y ot —KTy)

----- |

k=+0

it

n=+00

X(fy="Y_ &(f -nfo)

1]

, 0T

----- i

—-f o

0

7

= Xl

u=+00
y(t) =/ h(u)x(t — w)du
u=-00

1) *h(t)

Y(f)=H(f)X(f)

v(t) = h(t)x(t)

Y(f)=H(f)*X(f)
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Série 0

1. Représenter les signaux suivants pour les cas continus et discrets
Q(n 1), n.U(n), (n-2).Un-3), ((n+3)U(n-2)U(-n+3), eanU(n-1)

2. Donner I'expression du signal échelon U(n) en fonction du signal signe Sgn(n).

3. Les signaux suivants sont-ils a énergie finie, & puissance moyenne finie, ou ni I'un, nil'autre ? Calculer, dans
chaque cas, Iénergie totale et la puissance moyenne totale (a>0).

e Arect(n/N+1) Asin(2mfon) Asin(2mfon).U(n) U(n)

* nU(n) Ae-anu(n) Ae-an

4. Calculer I'autocorrélation des signaux suivants pour les cas continus et discrets
*  Arect(n/N) Asin(2mfon) 5 6n(n) Bcos(2mfon)

5. Calculer la sortie y(n) lorsque : x(n) =0 (n-nop) +d(n-n1) et h(n) = e-an

6. Soit le signal échelon f(n)= Eo U(n), d’amplitude Eo.
- Représenter graphiquement et calculer le produit de convolution de f(n) par lui-méme (auto-convolution).
- Faire de méme pour le cas continu

7. Soit le signal x(n)=e-an U(n) transmis a travers le systéme h(n) dont la réponse impulsionnelle est h(n)
est donnée par h(0)=h(1)=h(2)=1/3.

» Calculer I'énergie et la puissance du signal d'entrée

* Calculer et tracer I'autocorrélation de h(n)

* Déterminer le signal y(n) résultant de la convolution numérique x(n)*h(n).

8.Etudier la linéarité, la causalité, 1'invariance et la stabilité des systemes définis par les équations aux
différences finies:

Linéarité Invariance Causalité Stabilité
y(n)=2 .n. x(n-1)
y(n+1)=2 x(n+1)?
y(n)= | x(n-1)-0.5x(n+1) |
y(n)=1/en. x(n)
Solutions
2. U(n)=1/2(sgn(n)+1)
3.E=A2(N+1) Pm=0, E=c0 Pm=A2/2, E=00Pm=A2/4, E=c0 Pm=1/2
E=c0  Pm=c, E=A2/(1-e-%2) Pm=0 , E=o0 Pm=oo, E=2A2N(1+N) Pm=0
4. A2N.AN(K) A2/2.cos(2mifok) 256n(k) B2/2.cos(2mok)
5. x(n) =e "0 476, f(n)*(n)= E2.(n+1) pour n=0 et O ailleurs
7.  E=1/(1-e2a) P=0 Rn(0)=1/3, Ru(*¥1)=2/9, Ra(¥2)=1/9 y(n)=1/3 (x(n)*+x(n-1)+x(n-2)
8. O-N-O-N N-O-O-N N-O-N-O O-N-O-N
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Exercices supplémentaires

1. Donner I'expression du signal x(n) = Arect[(n-ng)/N+1]=A [](n —n,) al’aide du signal signe seulement.
N+1

Justifier graphiquement la solution trouvée (N supposé pair).

9 Soient x,(n)=e ™" U(n) x,(n) = e U(n) Calculer x,(n)*x,(n)avec(a,b)000%era > b

3. Calculer et esquisser graphiquement pour les cas no< n; et n¢> n le produit de convolution z(n) =
x(n)*y(n) pour les cas suivants :
X(n) = A[d(n+ng) + 6(n-no)] et Y(n) = B 6(n) + ¥2B[6(n+n1) + &(n-ni)]

E’(n+1+N) -N<n<0
E’NA,(n)={ -E*(n-1-N) 0<n<N

ailleurs
- Vérifier analytiquement et graphiquement la relation E2N. An(n) = E.lNn+1(n) * E.lNn+ (n),

- En déduire l'auto-corrélation du signal et son énergie (devoir a rendre)

5. Soient x(n) et h(n) deux sighaux numériques provenant respectivement de I’échantillonnage d’un signal
x et de la réponse impulsionnelle h d'un systeme :
x(n)={0,0,0,0.5,1.5,0.5,1.5,0,0,0} et h(n)={0.5,0.5}
- Calculer I'énergie de chaque signal

4. La fonction triangulaire est définie de la maniére suivante:

- Calculer et tracer I'autocorrélation de h(n)
- Calculer la séquence y résultant de la convolution numérique x(n)*h(n).
- Interpréter ces résultats du point de vue des plages de fréquences éliminées et conservées.
- Quel est le signal d’entrée qui permettrait de connaitre le signal h(n) ?
- Proposer un signal h(n) permettant de réaliser un filtrage passe haut du signal x(n)
6. On désire déterminer la vitesse de propagation d'une impulsion dans un cable coaxial sans perte.
L’intensité est alors une fonction de la longueur de céble traversé ‘1" et du temps ‘t’. Les mesures relevées donnent
I’évolution de cette intensité pour 1=0 correspondant au signal en entrée du cable et pour une longueur 1 =100m

en fonction du temps.
A A

A A

> Cable coaxial
0.1 ten us I ] o 0.5 ten us

[ "

- Ecrire les 2 signaux sous forme de 2 portes de mémes amplitude et largeur

- Calculer la fonction de corrélation entre les 2 signaux.

- Montrer que la détection du maximum de la fonction de corrélation permet de calculer la vitesse de
propagation dans le cable. Calculer cette vitesse.

Solutions

0 n<0
(b—a)n+l

1. x(n)= A/2 [sgn(n-(no-N/2))- sgn(n-(ng+N/2+1))] 2. x(n) = o l-e

- n>0

3. X(n)*Y1(n)=AB[6(n+no) + d(n-ng)]+AB/2[6(n+no+n1) + &(n-no-n1)+ d(n-no+ni) + d(n-no-ny)]
5. Voir interrol S1 2016/2017 6. Voir examen S1 2017/2018
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TP n°0 : Analyse temporelle des SLID (Sous Matlab)
Convolution, Energie, Puissance et Corrélation

L. Rappel )
appels 0

[
Un signal discret s(n) est une suite de N échantillons régulierement (3) %(2) x(D) x(1) *4)
espacés de Te secondes: x(0),x(Te),x(2Te),.........., x((N-1)Te) ou x(2) x(3) 5

X

Fe=1/Te est la fréquence d’échantillonnage. Le tracé graphique X I I I I 1
d'un signal discrétisé en temps peut s'effectuer simplement a l'aide >

de la fonction stem sous matlab.

- L’énergie d'un signal x(n) est fournie sous matlab par sum(x.A2). Concernant la puissance moyennxg,) it thut

diviser I'énergie par le nombre d’éléments de x(n).

- Pour la corrélation et la convolution, on utilisera, respectivement, les fonctions xcorr et conv. A noter que la

convolution ou la corrélation de x et h de durée respective N et M est un signal y(n) de durée (N+M-1)

- La fonction b=m+ s*randn(N,1) permet de générer un vecteur bruit b de distribution pseudo normale

(Gaussienne) de taille N de moyenne m et de variance s2 dont la puissance est Ps = m?2 +s2.

II. Exemples a tester avant le TP

1. Le programme suivant permet de générer un Dirac en 0: d(n) =1 pour n=0 et vaut 0 ailleurs
clc ; clear all ; close all ;

t=-10:10;

x=[zeros(1,10),1,zeros(1,10)];

stem (t, x);

axis([-10 10 -0.5 1.5]);

title ('Dirac');

xlabel ('n');ylabel ('Amplitude');

2. Le programme suivant permet de générer un échelon U(n)=1 pour n=0 et 0 pour n<0
clc ; clear all ; close all ;

t=-20:20;

x=[zeros(1,20),ones(1,21)];

stem (t, x);

title ('Echelon unite');

xlabel ('n');ylabel ('Amplitude');

3. Pour générer N=128 échantillons d'une sinusoide de fréquence f,=1000, on peut procéder de la facon suivante,

choisir une fréquence d'échantillonnage : Fe = 8000 (le pas de temps Te=1/Fe) Créer le vecteur des temps : t =

(0:N-1)Te. Te. Calculer les échantillons: x = cos(2*pi*t*fo) ; Puis, regarder le résultat : plot(x) ou plot(t,x).

Ce qui nous donne :

clc ; clear all ; close all ;
N=128; fo=1000; Fe=8000; Te=1/Fe;
t=(0:N-1) *Te; x=cos(2*pi*fo*t);
plot (t,x) ;

figure; plot (x);

figure; stem(t,x);
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1. Le programme suivant permet de créer une porte de largeur 2s, centrée en 3 s, d’amplitude 4, échantillonnée

avec Te=0.1s avec N=50 et de calculer son auto-corrélation et son énergie.

clc;clear all; close all;
Te=0.1; N=50; A=4;
t=(0:1:N-1) *Te;

porte=A*[zeros(l,15),ones (1,20),zeros(1,15)];

subplot (2,2,1) ;plot (t,porte);

subplot (2,2,2);stem(t,porte);

yl= xcorr (porte); tt=(-N+1:1:N-1)*Te;
subplot (2,2, 3) ;plot (tt,vl);
Energiel=sum(porte.”"2)

- Quelle est la différence entre plot(x) et plot(t,x)?

- Quelle est la différence entre plot et stem?

- Utiliser le workspace pour visualiser la taille et le contenu des vecteurs t, tt, porte et y. Commenter

- Calculer l'auto-corrélation théorique et comparer avec y1.

- Retrouve-t-on les propriétés de 'auto-corrélation?

- Calculer I'énergie théorique et comparer avec Energie 1

2. Commenter le programme suivant :
Clear all; close all; clc;
N=500; x=zeros(N,1);x(1:10)=1;

figure; plot(x);axis([0 N 0 1.2]);legend('signal émis');

y=circshift (x,50);
y=y+0.4*randn (N, 1);

figure; plot(y);legend('signal recu: bruité et retardé de 50s'")

z=xcorr (y,x);z=z(N:end) ;
figure; plot(z);

-Induire un autre retard et observer.

- Changer la puissance du bruit et commenter.
- Donner un exemple d'application de ce programme.

3. Soit le programme ci-dessous
clearall; close all; clc;
N=300; T=3;Te=1;

X=rand (N, 1l); t_x=(0:N-1)*Te;
h=(1/T) *ones (T,1);t_h=(0:T-1) *Te;

subplot (3,1,1); plot(t_x,X); subplot (3,1,2);

Y=conv (X, h) ; t_y=(1-T:N-1) *Te;

subplot (3,1,3); plot(t_y,Y); axis ([0 N min(Y)

stem(t_h,h, 'r');

max (Y)]);

- Commenter le programme. Changer la valeur de T et observer.

- Comment nomme-t-on le signal h? Quel est son role?

4.Générer et visualiser le signal x composé de 50 échantillons d"une sinusoide de fréquence fo =0.1 avec fe=10.fo

- Calculer et afficher son auto-corrélation et comparer avec I'auto-corrélation théorique.
- Retrouver les caractéristiques du signal (puissance et fréquence) a partir de l'auto-corrélation.

- Générer le signal z=x+b ou b est un bruit avec (m=0, s=0.5) . Calculer l'auto-corrélation du bruit et commenter.

- Calculer et visualiser I'auto-corrélation de z pour s=0.5, s=1 puis s=2 en commentant.
- Retrouver dans chacun des cas précédents la fréquence du signal a partir de I'auto-corrélation de z.
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TP n°0 : Analyse temporelle des SLID (sous Python)
Convolution, Energie, Puissance et Corrélation

L. Rappels 4 0
X
<
. . . ) . PRI 1 x(4)
Un signal discret s(n) est une suite de N échantillons reguheremer;?_a) £2) %(1) x(1)
espacés de Te secondes: x(0),x(Te),x(2Te),..........., x((N-1)Te) ot Fe=1/Te x2) x(3) 5
X
estla fréquence d’échantillonnage. X I I I I 1
) . o s ¢
Au début du programme python, importer les bibliotheques nécessaires. n
x(6) x(7)

Pour alléger I'écriture leur donner un nom plus court:
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

NumPy est une bibliotheque destinée a manipuler des matrices ou tableaux multidimensionnels ainsi que des
fonctions mathématiques opérant sur ces tableaux.

SciPy regroupe un ensemble de bibliotheques Python a usage scientifique avec un environnement tres similaire
a Matlab. Elle comporte des modules pour I'optimisation, 1'algebre linéaire, les statistiques, le traitement du signal
ou encore le traitement d'images. Scipy utilise les tableaux et matrices du module NumPy.

II. Exemples a tester avant le TP

1. Le programme suivant permet de générer un Diracen 0: &(n) =1 pour n=0 et vaut 0 ailleurs
import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt

N=32;

x = np.zeros(N); x[0]=1;

plt.figure (1)

plt.stem(x)

plt.title('Un Dirac.'); plt.grid(True); plt.xlabel('n'); plt.ylabel ('Amplitude'); plt.show()

2. Rajouter les lignes suivante pour générer un échelon U(n)=1 pour n=0 et 0 pour n<0

x=np.zeros(N); y = np.ones(N); z=np.concatenate ((x,V));

plt.figure(2); plt.stem(z)

plt.title('Un Echelon'); plt.grid(True); plt.xlabel('n'); plt.ylabel ('Amplitude’'); plt.show()

3. Générer une sinusoide de fréquence f;=1000 et une fréquence d'échantillonnage : Fe = 1200 (Te=1/Fe)
import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt

N = 128; £f0=1000; fe=12000.; Te=1l/fe

t = np.linspace (0.0, (N-1)*Te, N) ; x = np.cos(2.0*np.pi*f0*t)

plt.figure (1)

plt.subplot (211); plt.plot(t,x); plt.grid(True); plt.xlabel ('Seconde(s)"');

plt.ylabel ("Amplitude')

plt.subplot (212); plt.stem(t, x); plt.grid(True); plt.xlabel ('Seconde(s)"');

plt.ylabel ("Amplitude')

plt.show ()

I11. Programmes a réaliser
1. Le programme suivant permet de créer une porte de largeur 1s, centrée en 2,5 s, d’amplitude 4, échantillonnée
avec Te=0.1s avec N=50 et de calculer son auto-corrélation et son énergie.

import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt
N = 50; A=4; Te=0.1; t = np.linspace (0, N*Te, N)
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x = A*np.concatenate ((np.zeros (20),np.ones (10),np.zeros (20)))

plt.figure (1)

plt.subplot (221); plt.plot(x); plt.grid(True); plt.xlabel('S'); plt.ylabel ('Amp"')

plt.subplot (222); plt.plot(t, x); plt.grid(True); plt.xlabel('S'); plt.ylabel ('Amp')

plt.subplot (223); plt.stem(t, x); plt.grid(True); plt.xlabel('S'); plt.ylabel('Amp')

plt.show ()

tt=np.linspace((1-N)*Te, (N-1)*Te, 2*N-1); Rx=np.correlate(x,x,mode="full');

plt.subplot (224); plt.title('Autocorr');plt.plot (tt, Rx) ; plt.grid(True); plt.xlabel('S"'");
plt.ylabel ("Amp')

Energie=sum(abs (x) **2)

- Quelle est la différence entre plt.plot(x) et plt.plot(t,x)? et la différence entre plt.plot et plt.stem?
- Utiliser I'explorateur de variables pour visualiser la taille et le contenu des vecteurs t, tt, x et Rx.
- Calculer l'auto-corrélation théorique et comparer avec Rx.

- Retrouve-t-on les propriétés de I'auto-corrélation?

- Calculer I'énergie théorique et comparer avec Energie.

2. Commenter le programme suivant :

import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt

N = 500; sigma = 0.5 ; mu = 0;

x = np.zeros(N); x[0:9]=1; y = np.roll(x,50)+ sigma * np.random.randn (N) + mu

Ryx = np.correlate(y,x,mode="'full') ; Ryx=Ryx[N-1:2*N-1]

plt.figure(l); plt.subplot (131); plt.plot(x); plt.title('signal émis')

plt.subplot (132); plt.plot(y); plt.title('signal regu')

plt.subplot (133); plt.plot(Ryx); plt.title('Intercorrélation entre signal émis et signal regu');
plt.show ()

- Induire un autre retard et observer.
- Changer la puissance du bruit et commenter.
- Donner un exemple d'application de ce programme.

3. Soit le programme ci-dessous

import numpy as np;import matplotlib.pyplot as plt

N = 128; £0=500; fe=10000.; Te=1/fe; T=3; sigma = 0.3 ;

t = np.linspace (0.0, (N-1)*Te, N); x = np.cos(2.0*np.pi*f0*t)+ sigma * np.random.randn (N) ;
t_h = np.linspace (0.0, (T-1)*Te, T); h = 1.0/T*np.ones (T)

t_y = np.linspace (0.0, (N+T-2)*Te, N+T-1); y = np.convolve (x, h, mode='full')
plt.figure(1l);

plt.subplot (311); plt.plot(t,x); plt.grid(True); plt.title('Signal d entrée x(n)"')
plt.subplot (312); plt.stem(t_h, h); plt.grid(True); plt.title('Le filtre h(n)"')
plt.subplot (313); plt.plot(t_y,y); plt.grid(True); plt.title('Signal de sortie y(n)"')
plt.show()

- Commenter le programme. Changer la valeur de T et observer.
- Comment nomme-t-on le signal h? Quel est son role?

4.Générer et visualiser le signal x composé de 64 échantillons d'une sinusoide de fréquence fo =0.1 avec fe=20.fo
- Calculer et afficher son auto-corrélation et comparer avec I'auto-corrélation théorique.

- Retrouver les caractéristiques du signal (puissance et fréquence) a partir de I'auto-corrélation.

- Générer le signal z=x+b ou b est un bruit avec (m=0, s=0.5) . Calculer l'auto-corrélation du bruit et commenter.
Calculer et visualiser I'auto-corrélation de z pour s=0.5, s=1 puis s=2 en commentant.

- Retrouver dans chacun des cas précédents la fréquence du signal a partir de I'auto-corrélation de z.

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/
23




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

I. Analyse fréquentielle des SLID

Dans la réalité, les signaux n'ont pas toujours une forme simple en raison de la nature de I'information qu'ils
portent. Dans de tels cas, la représentation du signal en fonction de la fréquence est peut s'avérer tres utile. Pour
cela, on fait appel a la transformée de Fourier. Elle a pour but de mettre en évidence des caractéristiques du signal
non évidentes dans la représentation temporelle : les propriétés fréquentielles (spectrales). L'utilisation de cette
description fréquentielle permet de caractériser simplement les filtres linéaires, et faciliter leur étude.

Dans le but de calculer la transformée de Fourier X(f) d'un signal x(t) a I'aide d"un ordinateur, celui-ci
n‘ayant qu'un nombre limité de mots de taille finie, on est amené a discrétiser le signal (échantillonnage), a
tronquer temporellement ce signal et a discrétiser sa transformée de Fourier [1].

1. Quelques rappels sur I'échantillonnage idéal

L’échantillonnage est un élément important en traitement numérique de signaux. Il constitue la premiere
opération a effectuer lors d’une conversion analogique a numérique (A/N).II est conditionné, principalement,
par deux contraintes majeures : Ne pas détériorer le signal (conserver l'information utile) tout en limitant I'espace
mémoire nécessaire au stockage. On s’attachera dans une chaine d’acquisition a minimiser cette valeur tout en ne
détériorant pas le signal [3]. Ainsi, pour transformer un signal analogique en un signal numérique, on va donc
prélever régulierement des échantillons du signal analogique pour le rendre discret et permettre, ainsi, sa
numérisation.

r

Signal original x(f) —| Echantillonnage — Signal numérique x.(t)=x(nT.)

Soit x(t) un signal analogique de transformée de Fourier X(f). Echantillonner le signal x(t) consiste a choisir
une fréquence Fe et de construire un nouveau signal avec les x(nT¢) avec n un entier et T.=1/fe.

On peut écrire le signal échantillonné x.(t) sous la forme : X, () = ZX(HYZ Yot —nT)

n

que l'on peut schématiser : \/|/\/ . ,—T\\
T e

! >
x(t) x4(t) 3Te-2Te -Te Te 2Te 3Te

TTTMTT;

-3Te-2Te -Te Te 2Te 3Te Z J(t - nTe)
n
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/T\X(ﬂ

Cette expression montre que le spectre X.(f) est périodique de période f.et 1 >
'fl‘mu fmm f

x,(t) =x(t).Y &t —nT)), =X, (=L X(f-nf)

qu’il est la somme des répliques (copies) du spectre original X(f) décalées
de nf, . L'échantillonnage dans le domaine temporel se traduit par une

Xe(f)
"périodisation" de période f. dans le domaine fréquentiel. A
ANANI NTANIAN
-2fe -fe

f 'fruu )f mmrfe th’

Théoréme de Shannon

On considere que x(t) est un signal réel dont le spectre est borné en fréquence, de fréquence maximale fiax
soit 0| f|> fowe  X(f)=0

X
Deux cas de configurations : p X0
- fe> 2 fmax
Les motifs étant disjoints, on peut extraire X(f) grace a un
filtre passe-bas idéal et donc reconstituer parfaitement le : .
signal x(t) a partir des x.(t). Sofuae fo fotfuar Frafar fouafe  fotfmas

- fe< 2 fmax

Les motifs élémentaires de |Xe(f)| se recouvrent
(Repliement de spectres). Il n'est plus possible de récupérer
le spectre X(f) par un filtrage approprié.

N /( VAN N S

of, o o fotfowe fomn o

L

Remarques :Si le support du spectre X(f) n’est pas borné (s’étale sur ’axe réel) il y a un repliement du spectre des
échantillons (aliasing), on ne peut pas isoler le spectre original a partir de celui des échantillons. Dans la pratique,
on ne peut pas se contenter de prendre une fréquence d”échantillonnage égale a la fréquence de Nyquist (f/2>fua),
mais en prendre une supérieure car on ne peut réaliser un filtre passe-bas idéal avec une fréquence de coupure
trés nette. Par exemple, pour numériser la parole dans le réseau téléphonique, on utilise une fréquence
d'échantillonnage 8kHz alors que le spectre de la voix est compris entre 300Hz et 3400Hz.

Filtre anti-repliement Les signaux étudiés en réalité sont rarement a support fréquentiel borné, c’est-a-dire que

fmax = infinie. C'est par exemple le cas d"un signal rectangulaire périodique dont les raies fréquentielles s’étendent
a l'infini ou encore un signal bruité. Ceci implique que quelle que soit la fréquence d’échantillonnage il y aura
repliement de spectre puisque fe> 2 fnax = 0 est une condition impossible a réaliser. Pour remédier a ce probleme,
on utilise a I’entrée d'un systeme numérique un filtre passe-bas appelé filtre anti-repliement ou anti-aliasing. Ce
filtre est analogique, idéalisé il doit avoir un gain de 1 sur une bande de fréquence Fe, centrée en zéro. Son role
va étre de limiter le contenu spectral du signal a la partie utile. Il va participer aussi a limiter I'influence du bruit

[3].
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Exemple d'application

On échantillonne un signal sinusoidal de fréquence 200Hz avec une fréquence d’échantillonnage f. = 500Hz
puis avec f. = 300Hz. Quel signal obtient-on lors d’une reconstruction parfaite dans les deux cas ?

Solution

fe=500Hz =x,.(t) = cos(2mfyt)avec fo=200Hz
fe=300Hz =x,.(t) = cos(2mfyt)avec fo=100Hz

2. Transformée de Fourier a temps discret (TFTD)

Lorsque le signal a traiter n’est plus analogique mais numérique, la relation de la TF devient :

+oo

TF{x()} = x ()= J.x(t)e_z’”f’dt

—00

+oo R ) +00

= X,(fH)= J‘xe (t)e_z'”f’dt = J. Zx(nTe)J(t —nT,)e ™/'dt = Zx(n]“g)e_z'”f"n

-0 —oon=—00 n=-co

L'échantillonnage périodise le spectre du signal avec une période de répétition f. ainsi X.(f)=X.(f+f.), par
ailleurs, 1'amplitude est multiplié par un facteur f.. Sachant que tout signal périodique peut étre décomposé en

séries de Fourier, on a:
1 fel2

+00 —2minTe _x(n’];) :Cn - Xe( )eZITjnTefd
X,(f)= che 27 jnTe f Avec e _f‘!j/z f If

Cette transformée de Fourier appliquée aux signaux discrets est donc une fonction a fréquence continue,
périodique de période f.. Il est d'usage de la représenter sur un intervalle de longueur f., de -f/2 a +f,/2.

Cependant, si on veut calculer la TF d'un signal discret a 1'aide d'un calculateur, on se retrouve confronté
aux problemes suivants : Le calcul de la TF nécessite une infinité de points de mesures x(n) (pas toujours possible
dans la pratique : contraintes temps réel, etc.). En outre, le calculateur ne peut calculer une TFID car sa réponse
fréquentielle est forcément discrete = un nombre fini de points fréquentiel alors que f varie contintment [5]. La
solution est de limiter la durée de x(n) i.e. considérer un nombre fini N de points temporels et de discrétiser la
fréquence (considérer un nombre fini L de points fréquentiels) d'ou la TFD.

3. Transformée de Fourier discréte (TFD)

Cette transformée, popularisée par son calcul rapide (TFR ou FFT : Fast Fourier Transform), fait
correspondre une suite de N valeurs a une autre de suite de N valeurs numériques également.

On consideére un signal numérique s(n) défini par N échantillons temporels, obtenus par échantillonnage
avec la période Te. La numérisation du signal X(f) passe par 1'échantillonnage de X(f). On divise l'intervalle f. par
N, ainsi X(f) est échantillonné a la cadence 4f=f/N=1/NT.. Ce dernier résultat entraine une périodicité du signal
temporel de To=1/4f = NT..

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/
26




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

A X(t) X(f)
! f
2+ x(nTe) 5 X
> fe(f)
/I \ i
n /I‘ \
/ [\ >
) > " > -
Te t N € ” f
4  Xqo(nTe) D X (KAF)
A R /M M AT \ | \'\ 1l \'.\ v
\ \ \ \ ¥ ; ' . .
/H |‘[\/H_ [\/r [\/, ..IL 4] L [ I [t H T,
—>| t Af=fe/N f

Sachant que f. = N.4f,f devient k4, les formules précédentes donnent:

N-1
N-1 . N-1 ' X k - —2mjnk/N
XL, (kfe /N) - Zx(n)e—ZlTj nTek fe/ N — Zx(n)e—Zﬂj nk/N — Xe (k) ( ) Z:(;X,,e

" "0 — N
1 N2 1 N2 x(n) =_k—;/§k e’
Et x(n)=— ZXe (k)e2”jnk/N.Af - er(k) p2TinkIN Z
e k=—N/2 N .=

X(k) - Ifx(n)e—Zﬂjnk/N

Ce qui nous permet d'obtenir la TFD et la TFD inverse : =0

x(n) :% ZX(k)eZITjnk/N

k==-N/2

On remarquer aisément que 1'on perd toute notion de temps relatif aux échantillons. Nous obtenons au
final une relation entre une suite indexée par une variable entiére n et une suite indexée par k. Les N termes X(k)
correspondent & une approximation (a un facteur multiplicatif Te pres) de la transformée de Fourier de ce signal
aux N points de fréquence k 4f, avec k entre 0 et N —1, c'est-a-dire f entre O et fe.
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Exemple

Soit le signal x(n)=1 pour n = 0 et n= 3 et 0 ailleurs.
- Calculons d'abord la TFTD, ce qui nous donne X (f) = Zx(n];)e_znjf"n =1+ =2cosB7T,)e "

- Calculons maintenant la TFD sur N=4 échantillons (4 échantillons de la TFD a partir de 4 échantillons du
signal)

X(0)= ix(n)eo = x(0) + x(1) + x(2) + x(3) =2
s X()= 23“;c(;1)(e"f"’2 = x(0) +x(De™"? +x(2)e ™" +x(3)e™'? = 2cos(3rr/ 4)e "
X (k) =) x(n)e™™'* = ")
=0 X(2) =) x(n)e™ =2cos(31/2)e” "
X(3)= 23“)c(n)e‘3’f‘*”2 =2cos(971/ 4)e”""

Modules des 4 échantillons de X(k): 2, \/5 ,0, \/5

—— TFD -—TFTD
1.8¢ 4 a
161

1.4+

Module
Phase
=4

0.8

0.6

0.4

0.2

I I I I I I I I I I I
08 09 1 0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 09 1

On peut observer que les quatre échantillons de la TFD (en rouge) se superposent a la courbe de la TFID (en
bleu). On confirme que la TFD n'est que I'échantillonnage de la TFTD limitée a N. On note en outre, que la
précision fréquentielle est de 4f=f/N. Pour améliorer cette précision, il faudrait diminuer le pas en fréquence.

Remarque x(n) est périodique de période N et X(k) est aussi périodique de période N :

1 JELLACL R jAk Rk
x(n+N)==>X(k)e ¥ ==>Xke Ve ¥ =x(n)
N k=0 N k=0

Sachant que x(n) et X(k) sont calculés sur le méme nombre de points N, on peut augmenter la précision, par
la technique du zéro-padding : on calcule la TFD sur un nombre NF pouvant étre bien plus grand que le nombre
de points N disponible du signal (NF>>N). La figure suivante en donne un exemple (Voir TP n°1).
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—® TFD d une porte (largeur 4) calculee sur 4 points

1

—® TFD d une p

orte

(largeur 4) calculee sur 16 points

1]

I I I I I I
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2

03 04 05

T T @
—= TFD d une porte

(largeur 4) calculee sur 32 points

(0]

0.5F

o]

0.5

il

ﬁﬁ]ﬁj

T T R—— 0 T T T T
—= TFD d une porte (largeur 4) calculee sur 64 points

0]

j} %ﬂﬂ WTT?

05 02 03 04 05 05

1 I
-04 -03 -02 -0.1

0

I 1
0.1 03 04 05

Autres propriétés :Toutes les propriétés se déduisent des propriétés de la transformée continue en se rappelant

que chaque signal manipulé, de durée finie, doit étre considéré comme une période d'un signal périodique, et

cela en temps et en fréquence. La conséquence en est que la translation d'un signal ( lors d'une convolution ou de

corrélation) se traduit par un décalage circulaire [6]

oLinéarité : ax,(n)+bx,(n) U i - aX,(k)+bX,(k)

=2 jkm
N

oDécalage temporel : x(n-m) 0l -~ X (k)e

2 jky n
N

oDécalage fréquentiel : x(n)e Ot - X(k-k,)

oDualité temps-fréquence : x(n) [J - X(h)y= X)) OH -
oChangement d'échelle : x(an) [ i |—1|X (k/a)
a

o Convolution périodique : x(n) Dh(n) O M - X (k).H (k)
od(n) O - 1 O(n—-m) Ol - e72mm/V

N-1 Nl
oPar ailleurs, 1'énergie se conserve: Z|Jc(n)|2 = %Z|X (k)|
0 0
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4, Calcul de la FFT ou TFR

La TFD est restée un outil peu utilisé jusqu’a I'apparition d’algorithmes « rapides » permettant son calcul.
Le plus connu est du a Cooley et Tuckey et date de 1965. Le calcul direct de la TFD sur N points nécessite N2
opérations complexes. L’algorithme proposé réduit a Nlog2(N) le nombre d’opérations. Ainsi, pour N = 1024, le
temps de calcul de 'algorithme rapide peut étre 100 fois plus court que le calcul utilisant la formule de définition
de la TFD.Pour en donner un exemple, prenons le cas de N=8, il faut calculer :

N-1 _jZITnk 7 _jZITnk
S,=)se N = ane N
n=0 n=0
2 X
Soit : Wy = exp(— ]W alors S, = ZS,IW,\',"<
n=0

Pour N=8, explicitons la relation précédente :

S [we we owe ow oW oW W W s
S, WSO Wsl W82 W83 W84 W, 5 W86 W87 5,
S, WSO Wgz Wg4 Wgé WSS ng Wgu WS14 5,
S, | | w 0 W, 3 W86 ng Wgu W815 WSI 8 W821 55
S, - WSO Wg4 W88 ngz W816 W820 W824 W828 54
S, WSO WSS ngo W815 W820 W825 W;O W;S S5
S, WSO W; ngz ngs Wgz4 Wgso Wgss W84z 56

RRRA 0 Ws7 W, 14 W, 21 W, 28 Ws35 W84z Ws49 s, |

Les facteurs W, présentent un certain nombre de propriétés dont certaines sont mises a profit dans

I'algorithme : WY =1, WAR = -1, W =
_SO— _WSO WSO WSO WSO WSO W80 WSO Wgo" So_ N
A AN A AR AN /A /AN AN /AN ) e
S2 WSO W82 W84 W86 WSO W82 W84 W86 ) e e \
53 _ Wg0 W83 Wg6 ng W84 W87 W82 W85 85 ng r\xwguﬂ/vss
S 4 ) Wso W84 WSO W84 WSO W84 WSO W84 54 A\\ // Réel /
Ss W Wy W W W W W W s, Wy el {/
Se | |We WY W W oW W W W s, W
_S 7] _Wso W87 VV&;6 WSS W84 ‘/Vg3 W82 Wsl ALS7 ]

L’algorithme suppose que N est pair : posons N=2 P. Introduisons les 2 sous-suites de s, en fonction de la

parité de n. N-1 Pl P-1
u = {S } — nk — 2ik (Qi+)k
n 2nd o0, P-1 Sy =) s Wy = Z”isz + Zvisz
n=0 i=0 i=0
1% {S } P-l P-1
n 2n+l1 . .
n=0,...,P-1 — ik k ik
Se =D uWi+Wy > v W,
i=0 i=0
. . - k
On obtient ainsi : S, =U, +WV,
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; N-l Pl Pl
Par ailleurs, ¢ 3 W kP = WGP 4 )
(k+P) — z :Sn N = z :ui 2P z :Vi 2p
i=0 i=0

n=0

Pl P-1
_ ikyy7 iP kyps P ikyyr iP
Sapy = ZuiWP W, +WyWy ZviWP W

i=0 i=0

P-1 " ‘ P-1 "
Swry = 2 uWL 1+ W (=D v Wikl

i=0 i=0

Swry =Uy _WA]/(Vk

Le calcul de la FFT revient donc a calculer Uy et Vi qui sont les TFD sur P points des suites de termes de
rang pair et impair. On s’apercoit qu'il ne reste qu’a exprimer les Ux et Vi.

H > 1>
So R ><: + \ + 0 \ / +1, Sy
s T i N2 P
Se T w, " > > T to—=>5,
S ) W42 ) U6 * S
° + + > V G
S WZ > - V? » 0 // \\ - S
3 + 0 > > > | s
s > ><: - o Ve /\$ - Ve ) / A -+—|s
5 Wy 5 Vv 8 6
S7 W, 7 w2 S,
8

Or, ce sont des TFD sur P points, qui peuvent subir le méme schéma que précédemment a condition que P
soit pair. On peut réitérer le processus a chaque sous-niveau si N est une puissance de 2 (Dans le cas contraire,

on rajoute autant de 0 que nécessaire pour obtenir une puissance de 2). 1
a a+ Wb

Avec cette représentation, I'algorithme FFT se représente par :

b WN a- W: b

g
7
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L’algorithme papillon de FFT dit aussi a entrelacement temporel peut s’écrire sous forme matricielle. On

obtient

7t w" o o o o o o ]ftow o oo o o0][tooo w o 0 0 ] [s]
S|t -w"0 0 0 0 0 0 01 0 W 00 0 0 0100 0 W 0 0 5)
SS{1o o 1w 0 0 0 0 10-w 0 00 0 0 [|[0010 0 o w0 5,
Sy|_jo 0o 1 -w*0o 0 0 o0 |01 0 -W 00 0 0 | Jo00 1 o0 0 0 W s
S,/ 1o o 0o o 1 W, o0 o0 00 0 10 w 0 1000 -w, 0 0 0 54
Ss/jo o 0o o0 1 -w,£ 0 0 00 0 0o 01 0 w2|lo1oo o -w0 o0 0 55
S/ jlo 0 0 0 0 0 1 W' ||00 0 0 10 -w2 0 0010 0 0o -w" 0 S6
;] o o 0o 0 0 0 1 -W'][0o0 0 0 01 0 -W[|lo0o01 0 0 0o -w,"] s

En opérant de la méme fagon sur la TFD-1, on arrive a réduire considérablement le cott.

5. TED des signaux de longueur illimitée

Le nombre d’éléments d'une séquence transformée par la TFD est implicitement limité, la fenétre
intrinseque a la transformée discrete de Fourier est donc la fenétre rectangulaire de durée To=NT..

TFTD{x(n). Rect(n)} =|X(f)* Nsinc(fT,)|

T,=NT,

La troncation du signal échantillonné par une fenétre de largeur To a pour effet de convoluer le spectre avec
un sinus cardinal qui s’annule tous les 1/Ty avec Tp = NT, soit tous les f,/N.

Exemple :

En rouge est illustré X(k) le module de la TFD de {x(n) = e?¥fn}, pour n= {0, ... ,N — 1}, avec N =16 et fo=0,2. En
bleu X(f), le module de la TFTD de x(n). L"allure de X(f) fait apparaitre un lobe principal de largeur 2/N (ou
2f./N) autour de la fréquence fy et des lobes secondaires de largeur 1/N (ou fe/N).

— TFD
141 — TFTD |}

Phase
(o)

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
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Dans le cas général, le spectre, obtenu par transformée de Fourier discréte, est donc un ensemble de fonctions
sinc(Tof ) centrées sur les fréquences qui composent le signal théorique initial.

20 16
18} B
14}
16 B
12+
14} ]
o 12 il 10
Q
2 o
2 10 ] S8
‘Q ™
o 8 1
6,
6 il
4,
4r 1 1)
ol
2r b ) (
% { 1 : fl\ Fany Fai M a ay 0 L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1
Exemple:

Considérons I'exemple suivant: x(n)= Ao €250 + Aq e2¥finpour n (0:N-1) ou foetf; O [-fe/2, f./2]

Le tracé du spectre par TFD montre que si 1'écart en valeur absolue entre fo et f; est supérieur a f./N, il sera
possible de distinguer les deux fréquences sur le tracé. Cette résolution en fréquence est liée au nombre de points
N du signal (voir les 2 figure ci-dessous)

’ — fe=1 N=16 0=0.16 f1=0.2 A0O=A1 —© fe=1 N=16 f0=0.18 f1=0.3 A0=A1

14} ] 14] ]
12 B 12 i
10 b 10 i

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 L L L L I I
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

On considere maintenant I'exemple suivant (figure ci-dessus, a droite):
s(n)= Ao e25f0n + A e2"fIn pour n (0:N-1) ou Ap> Ay

Un masquage du lobe principal de la composante en f; peut survenir en raison des ondulations présentes
dans le spectre de Agexp(2jufon). Une « fréquence » d’amplitude faible au voisinage d"une d’amplitude plus élevée
sera masquée par le premier lobe secondaire.
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—6 fe=1 N=16 f0=0.18 1=0.3 AO=10*A1
14+ ]

Ce phénomeéne se révélera génant lorsque le spectre est composé de nombreuses raies, proches les unes des
autres. L'importance des lobes secondaires peut étre réduite par I'emploi d'autres fenétres.

Mais cela se fera au détriment de la séparation de « fréquences » trés voisines mais d’amplitude semblables
car les 2 raies seront confondues dans un lobe principal plus large (la fenétre rectangulaire posséde le lobe
principal le plus étroit).

6. Fenétres de pondération

Lors de I'analyse spectrale d"un signal de longue durée, nous n’avons acces, en pratique, qu’a une portion
limitée de ce signal. Le spectre obtenu correspond donc au spectre du signal a analyser auquel une fenétre a été
préalablement multipliée [7]. Pour ne pas altérer le spectre original, il faudrait que W(f) (spectre de la fenétre) se
rapproche le plus possible d"une distribution de Dirac. La distribution de Dirac étant I'élément neutre du produit
de convolution. Il y a deux éléments importants pour se rapprocher de la distribution de Dirac. La finesse du lobe

principale et la hauteur des lobes secondaires.

En effet, plus la largeur du pic principal est fine, plus la résolution
est grande, c’est-a-dire que I'on peut séparer des raies proches. Et plus les
lobes secondaires sont élevés plus on dégrade la forme du spectre et la
détection d'un signal d’amplitude faible en présence d'un signal
d’amplitude élevée sera ardue [8].

- Fenétre Rectangulaire 35 04 03 02 —o'JE 0 g1 0z 03 04 05

Pour la fenétre rectangulaire, on voit que la finesse du lobe principale (2 fe/N).peut étre réglée par le nombre
d’échantillons N. Ainsi, plus on observe le signal longtemps, plus la résolution du spectre augmente ce qui parait
logique. Par contre, Ar varie tres peu en fonction de N (-13dB) donc toujours une distorsion de spectre.
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- Fenétre Triangulaire

Pour obtenir la transformée de Fourier de la fenétre triangulaire de
largeur N, rappelons que
rectangulaires donne un signal triangulaire. Ainsi,
exprimer cette fenétre sous la forme d’une convolution de deux
rectangles de largeur N.Te/2. On observe une atténuation des lobes

secondaires

Malheureusement, ceci se fait au prix de I'élargissement du pic

central (4fe/N).

- Autres fenétres

(-24dB) par rapport a

la convolution de deux signaux
on peut

la fenétre rectangulaire[8].

Master ST M1 2021/2022

TFD Fen réctangulaire

— — — - TFD Fen Triangulaire ||

Fenétres Largeur de Lobe
Transition :LAf Principale/Secondaire
Rectangle N -1 2fe/N -13 db
pour ‘n‘ <
WRect (l’l)
ailleurs
Triangulaire -1 4f. /N -25db
1= ﬂn‘ /(N -1) pour‘n‘
wTrtan ) -
0 allleurs
Hanning N -1 4f. /N -31db
0.5+0. 5cos( ) pour ‘n‘ <
wHan l’l) 1
ailleurs
Hammming N -1 4f. /N -41db
0.54 +0. 46cos( ) pour ‘n‘ <
WHam (n’ l
ailleurs
Blackman 47R N-1 6f. /N -57db
0.42+0. SCos( )+0.0800s( ) pour ‘n‘ <—
Wit (1) = N-1 2
0 ailleurs
: 10 — : :
Rectangle ] \ — — — TFD Rectangle
e Hanning 9 ‘/ \‘ TFD Hanning |
1 F5 add S — — — Hamming [ | \ —— — TFD Hamming
7 NS Blackman 8 ! \\ TFD Blackman ||
,/. '; 7 \r | 4
081 . » | \
/‘ \.\ 6 ! ‘ B
0.6 d B 5 ]
/ﬁ 'o\ 4l i
/. -\
0.4+ . . 3l i
\.\\ ol |
0.2} . “
ol :\\ T, R
0ot : i ! ! ! ! ! ! ! ! ‘e 0 : o

Dans un probléme d’analyse spectrale, on utilise généralement plusieurs fenétres I'une apres I’autre afin d’obtenir

un bon compromis résolution/déformation.
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Série n°1

1. On considére un signal de parole de durée Imn et ayant une bande passante de 10 kHz échantillonne comme
suit :
1\

Xe(t)

0 € Te e+Te 2Te e+3Te

- Calculer le nombre minimal d’échantillons nécessaires pour représenter ce signal.

- Exprimer le signal échantillonné x.(t) ot € est un retard puis calculer sa TF

On suppose que I'échantillonnage se fait sans retard (€ = 0)

- Exprimer le signal échantillonné et montrer que 1'on peut reconstituer théoriquement le signal x(t) a partir des
échantillons x(nTe).

On se propose de reconstituer le signal de la fagon suivante, exprimer x(t).

4\
X (t)

x(0)

0 Te 2Te 3Te 4Te t
2. Calculer la transformée de Fourier a temps discret (TFTD) de x(n)=4(n) + 6d(n -1) + 38(n -2)

3. Soit x(n)=1/N pour 0 < n <N-1 et 0 ailleurs.
- Calculer et tracer la TFTD
- Calculer sa TFD X(k) pour N quelconque puis pour N=4 et tracer la.

4. On a le signal suivant x(n)=e-=nU(n), avec U(n) I'échelon unité, échantillonné a Te = 1.
- Calculer la TFTD

- Calculer la TFD pour N et comparer si N—oo

Signal S1 Signal S2
1 1
5. La figure ci-contre représente 2 signaux discrets. Le signal S1  ,| o9l
est obtenu avec un échantillonnage a la fréquence f.=1200Hz. 0.8l 0.8l
- Calculer I'énergie du signal. i [
- Déterminer et tracer l'auto-corrélation du signal S1. o 1%
- On décale le signal S1 de 2 vers la droite, sans 05y 1 %9
faire de calcul, tracer son auto-corrélation. 0-4¢ 1o
- Déterminer la TFTD de S1 et tracer son module. 0.3 108
- Calculer la TFD pour tout N. Tracer la TFD pour N=6. 0.2 102
- Le signal S2 est obtenu a partir du signal S1, comment ? o.1f 104t :
- Tracer approximativement la TFD de S2 (N=12). o s s o L okl seccoso

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

36




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

6. Calculer la TFD du signal s(n)=n pour N=2, 3, 4, 8.

7. Etant donné les signaux s(n)={1,-2,3,2} et v(n) ={-2,1,2,3}, déterminer w(n)=s(n)*v(n) par
- la méthode directe
- la méthode de la TFD

8. Etablir la correspondance entre chaque signal (gauche) et sa TFD (droite)

x(n) X(K)

0; LU0 :

L1 ] Il | |

T | 1: ;

“HM lﬂmﬁl NH :

R N R [T
Lkl | | z

l } | } ) } | T I T 1 Mmﬂl ]

9. Un signal analogique est échantillonné a une fréquence f.=7500 Hz et N échantillons sont collectés.
- Quelle est la résolution fréquentielle pour N=1250?
- Déterminer N permettant d'atteindre une résolution fréquentielle de 4.5 Hz.

10. Un signal analogique est échantillonné a une fréquence f.= 500Hz et N=980 échantillons sont collectés.

On veut connaitre la valeur du spectre a 120 Hz.

- Quel indice k de la TFD est le plus proche de 120Hz?

- Quel est le nombre minimum de 0 a rajouter obtenir une valeur de la TFD a 120 Hz exactement?
- Donner alors la valeur de l'indice k correspondant.

11. Soit x(n) = sin(2m f; n) + 0.5 sin(2m f2n) avec 0<n<127,f; = 0.223, f, = 0.240
- On veut employer un fenétrage, calculer la largeur du lobe principale de chaque fenétre
- Déterminer alors le fenétrage permettant de visualiser les 2 sinusoides.
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12. Soit x(n)=Ao €200 + Ag 2§l pour n (0:N-1) ou f0=0.25, et £;=0.70 et f.=2 N=20.
- Donner I'allure de la TFTD et de la TFD.

- Quel est le but du fenétrage ?

- Quelle est la meilleure fenétre a utiliser pour ce signal ? Justifier.

Solutions

1.D=60s et fiuux=5kHz =Nyin=D/Temin=6.105
x,(0) =) x(nT, =&t —nT, =& = X, ()= f.Y ™™ X(f =nf.)g=0 = x,(t) = D _x(nT,) &t —nT,)

Reconstruction théorique = Xz (f) = Xe(f)fig(f) = X, (1) :Z x(nT))*sind f,(t —nT)))

Bloqueur d’ordre 0= X (f) = Z X(HT){I(Z‘ -nT,-T,6/2)

50

— X _ sin(pi*N*f)/sin(pi*f)
2. X(f)=1+6.e2Te+3 e-47Te i e

30-

1 sin(7VfT, )e-muv—l)m ~

3. X(f)= sinc(NfT, )e /N D%

N sin(7fT),) ol

2 Zoomentre 0.38 et 0.5

220 I I I I I I I I I
0 005 01 015 02 025 03 03 04 045 05

L L L L L L i
0.38 04 042 044 046 048 05

_i sin(7k) o TKN-DIN ~7Tjk(N-1)/ N X(k):l sin(7k) o3 Tkl

X(k)= - =sinc(k)e -
N sin(7k / N) 4 sin(7k/4)
I A4 v .
_ 1 1_ e—aN
4. TFTD X(f)_m TFD X(k)zl_e—aT/k/N

5. E=3, Rs1(0)=2, Rs1(1)= Rsi(-1)=1, identique, Ss1(f)=2cos(1tTe)e>"Te, Ss;(k)=2cos(rdk/N)e5k/N

Ss1=[2,1.731,0,1, 1.73] , zéro padding, Rajouter des points entre la TFD de N=6.

6. N=2, X(k)=[1, -1] N=3, X(k)=[3,;(—3 +\/§j),%(—3 —\/37)} N=4, X(K)=[6,2j-2.-2, -2-2/]

7. Convolution circulaire w(n)=s(n)*v(n) =[0, 18, 0, -2]

wy w) ow) o wyo(wyowy ow) w11l
wy ow, owp oW (wyow oW W L - - w1 [
we owrowl owel o lwe owZowd w1 -1 1 -1
W40 Wf VV46 W49 VV40 VV43 W42 W41 1 j -1 -j
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Sv=[4, 4j-2, 4, -2-4j] Vi=[4, -4+2j, -4, -4-2j] -2 4 -6 -4
1 -2 3 2
Wi=[16, -20j, -16, 20j]= w(n)=[0, 18, 0, -2] 2 -4 6 4
+ 3 -6 9 6
Convolution Normale =————————— -2 5 -6 -2 2 13 6
+ 2 13 6

Convolution Circulaire —_— =SS 0 18 0 -2

8.1-3, 2-7, 38, 41, 52, 64, 75 86

9. Af=6 N=1667 10. k=235 ,Rajouter 20 zéros et prendre k=240

11. Rect=0.0156 Tri, Han, Ham= 0.03125 Black=0.0469 f;-£,=0.017 >LAf/2= Hamming

12. 2 sinc I'un en fo et I'autre en fis'annulant tous les f./N=0.1, Atténuation des lobes secondaires, Blackman.

Exercices supplémentaires
1. Calculer la TFD du signal x(n)=1 pour 0sn<6 et x(n)=0 pour 7<n<29 puis représenter la.

2. Calculer la TED de la suite x=[2,3,-1,1] sur N=4 pts

3. Calculer la transformée de Fourier discrete (TFD) de la suite x(n) formée de N = 8 points (n U [0,7]),obtenue en
échantillonnant a la fréquence f. = 16 Hz le signal s(t) = 2sin(8mt)+8cos(41t)

x(n) y(m)
4.0n considere le systeme suivant : »| 11(11) >

On suppose que H(0)=H(1)=1 et H(2)=H(3)=0.
- Déterminer et tracer h(n) pour 0 <n<3
- On pose H(4)=H(5)=...... = H(N-1)=0. Donner le nom de cette technique.

- Quelle est le but de cette opération ? Donner, alors, I’allure approximative de h(n) pour N assez grand.

7

5. Le signal suivant représente la TFD X(k) d'un signal x(n) I S e A RRREEEE
calculée sur 24 points P S T TR
- Représenter la TFTD X(f) du signal x(n). N O I Lo

- Représenter sa TFD sur 6 points.
- Sans calcul, identifier x(n) :

| i
| |
R S
[ | o !
b | |
|
1 i 1 &
00 5 10 15 20

6. On souhaite calculer la TFD du signal suivant : €250 +0.1 e2'511n gvec fo=0.26, £;=0.3 , N=100 (f.=1) et NF=1024.
A cette fin, on teste différentes fenétres (Rectangulaire, Hamming et Hanning). Les TFD obtenues sont illustrées
ci-dessous.

- Identifier les fenétres utilisées (en justifiant vos réponses)

- Quelle est la meilleure fenétre pour ce signal ? Justifier
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T T T T T T T T T 07 T T T T T T T T T 1 T T
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| | [ [ [ [ [ [ [ | | | | | | | | | 0ok — — - — — - — —
e S L e B o NN Y1 Sy By Iy Iy ) SOy ) Y DR | |

! ! ! ! ! ! ! ! ! | | | | | | | | | | |

! ! ! ! ! ! ! ! ! | | | | | | | | | o

! ! ! ! ! ! ! ! ! | | | | | | | | | | |
I | e et et e e e i i Sy R 4 I e

! ! ! ! ! ! ! ! ! | | | | | | | | | | |

[ [ [ [ [ [ [ [ [ | | | | | | | | | 06 — — — — — - — —
i el el el el e B 1 It Bl Rt B | e L e e e R e | B e P | |
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! ! ! ! ! ! ! ! ! | | | | | | | | | | |

! ! I I I I I I I | | | | | | | | | s e e
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05 04 -03 0.2 01 0 01 02 03 04 05 05 0.4 03 02 0.1 0 0.1 02 03 0.4 05 05 0.4 0.3

7. On donne les signaux et les TFD suivantes, associer chaque signal & sa TFD

SIGNAL 1 SIGNAL 2 DFT 1 DET 2
15 1.5
25 25
1 1
oo WA s gl ; ;
0 0 1| II | | 15 15
™ - -
-1 -1 5 ‘ ‘ 5
—15~ : . : : - -15~ . - . . . ol A sl . ol . . . . .
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
SIGNAL 3 SIGNAL 4 DFT 3 DFT 4
15 1.5
25 25
1 1
Hl IH“I |H| |H! . .
l: | | I ] ] | 15 15
AL i : T
-05 -05 10 10
-1 -1 5 5 ” ’
-15 - L L L A L -15 L - L . . . 0 i " i n n 0 1 [ll'lllllllllllll][ll
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
SIGNAL 5 SIGNAL 6 DFT S DFT&
15 1.5
25 25
1 1
el bl el ; ;
0 [] 1 1l ll 0 15 15
[ L . :
-1 -1 5 5
-15 -15 ol s 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
SIGNAL7 SIGNAL 8 DFT7 DFTs
15 1.5
1 1 25 25
i e [T :
0 III Ill 0 15 15
. . L L
-15 -15 0 il llllllnnnrlllll[ | 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 ) 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
1 4 .
A
8.L'analyse par la TFTD d'un signal x(n) illimité a donné le signal X
ci-contre )
1. Tracer sa TFTD (on supposera que Te=1 et N=10). 05 4

2. Tracer sa TFTD si on utilise un fenétrage de Hamming,.
3. Quelle fenétre choisir ? (Justifier) :

v
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9.Pour chacun des cas suivants, on désire choisir le fenétrage adéquat permettant d’analyser le contenu
fréquentiel (fe=1,N=20):
- x(n)=2 exp(2mjfon) +exp(2mjfin) fo=0.3f;= 0.36

- x(n)=exp(21fon) +exp(21ifin) fo=0.3f;= 0.46 - x(n)=2 exp(2mjfon) +0.2 exp(21jfin) f=0.3f;= 0.42
Solutions: i‘;,,,i,,,,}y,,,,‘vr,,,,i,,,,"r,,,,
1L XO)=7 X(k#0)= K730 orjerso i1 O R SO |
sin(7&/30) AN SO S
2. X=[5, 3-2j, -3, 3+2j] S R St o b
;0Tﬁhmgrj;ﬂjo?ﬁm |

Wg(l VVSO Ws(] Wgo Wso Wg(]__s(] _Ws“ Wgo Ws“ Wgo Ws“ Wgu Wso Ws“_ S,
W82 Wss WSA Wss Wss Ws7 5, Ws(l ng W82 Wss W84 Wgs Wse Ws7 5, Wb

A Ws4 VVS 6 WgS ng 0 Wsl 2 ng 4 S2 Ws(l W82 Ws4 Wgﬁ Ws(l WSZ W84 Wsﬁ s ) WSS W8 \
- A Wgﬁ Ws‘) Wsl 2 VVS 15 Wsl 8 Ws. 1 S3 _ Ws(l Ws3 Wsﬁ Wsl W84 Ws7 Wg. WSS S3
Wg(l VVS 4 Wsﬂ Wsl 2 Wsl 6 WSZ() W824 W82 8 S4 Ws(l W84 Ws(l W84 Ws(l Ws4 Ws() Ws4 S4 ng

ng WSIS Wszo Wgzs Wsso W, 35 s Ws(l Wss Wsz W87 W84 Wsl Wss Wgs 5 Réel
ng 2 Wsl 8 W824 Wsso Wsss W842 56 Ws(l Wgﬁ WSA Wgz Ws(l Wgﬁ W84 Wsz 5 3 /
wo W87 W84 2 Wsl Ws’ Wl

_Wg(] “/87 W814 W821 Wszx Wszs Ws-/az W849__S7_ | W, Wsﬁ Wss Wsz W, s, o
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4. Voir examen 14/15

5.Voir interro 15/16

6. Hamming, Hanning, Rectangulaire, Meilleure : Hamming
7.(1,3), (2,8), (3/4), (4,2), (5,7), (6,5), (7,1) et (8,6)

8. Voir examen 15/16

9. Voir examen 16/17
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TP n°1 : TFD et fenétrage (avec Matlab)

Rappels

1. Transformée de Fourier Discrete
La TFD d’ordre N d’un signal numérique s(kTe), k=0...N-1 est définie par :

N-1
X(k)= X(% fej = x(nT)e™*"'"N k==N/2.....N/2

n=0

Sa transformée inverse est donnée par:
1 N/2-1 )
x(m)=x(nT)=— D XK, I N " n=0....N~1
k=-N12
Matlab fournit la fonction y=fft(x) pour calculer la transformée de Fourier complexe d"un vecteur de longueur N.
- La fonction fft(x) (respectivement ifft(X)) permettra de calculer la TFD (respectivement la TFD-!) sur les N
points, soit de 0 a N-1 correspondanta I'intervalle [0, fe] (respectivement [0, NT.].Le spectre obtenu sera un vecteur
complexe que l'on pourra représenter en coordonnées cartésiennes (partie réelle et imaginaire fonction real et
imag), ou en coordonnées polaires (module et phase, fonction matlab abs et angle ou unwrap).
- Pour une représentation entre -fe/2 et fe/2 de la TFD, il suffira d'écrire X=fftshift(X)
- Pour augmenter la précision, il suffit d'écrire fft(x, NF)ouNF>N. La transformée inverse est donnée alors par
ifft(x,NF).

2. Exemple d'utilisation de la FFT sous matlab

clc; clear all

N=100; fo=1000; Fe=8000; Te=1/Fe;

n=0:1:N-1;

x=sin (2*pi*fo*n*Te);

t=Te*[0:1:N-1];

subplot (2,2,1);plot (t,x, 'gx:"'); grid;

y=fft (x);

axe_FF=Fe* (0:1/N:1-(1/N));

subplot (2,2,2) ;plot (axe_FF,abs(y/N), 'b.:"); grid;

title('Transformée de Fourier Discreéte par FFT du signal entre 0 et fe')
xlabel ('fréquence'); ylabel ('Module du spectre');

y_dec=fftshift (y);

axe_freqg=Fe* (-1/2:1/N:1/2-(1/N));

subplot (2,2,3); plot (axe_freq,abs(y_dec/N), 'b.:"); grid;
title('Transformée de Fourier Discrete par FFT du signal entre -fe/2 et fe/2'")
xlabel ('fréquence'); ylabel ('Module du spectre');

SFFT inverse %

FFT_INV=ifft (y);

subplot (2,2,4) ;plot (t,FFT_INV, 'bx:"); grid;
title('Transformée de Fourier Discréete inverse du signal N=100")
xlabel ('temps'); ylabel ('Amplitude');

3. Programmes a réaliser
I. Reprendre I'exemple vu en cours x(n)= [1 0 0 1], calculer, afficher et visualiser sa TFD pour NF=4 puis NF=32
et commenter.
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II. TFD d'une porte

clc; clear all; close all;

N=6; Fe=1 ; Te=1/Fe;

n=Te* (1:N) ; x=ones (1,N);

subplot (2,1,1); stem(n,abs(x), 'bx:"); grid;

NF=6; y=fft(x,NF); y_dec=fftshift (y);

subplot (2,1,2); axe_freg=Fe* (-1/2:1/NF:1/2-(1/NF));
stem (axe_freq,abs(y_dec/N), 'r.:"); grid;

- Expliquer par un dessin le role de fftshift.
- Calculer la TFD théorique et comparer avec celle obtenue par ce programme.
- Prendre NF = 12 puis 24 puis encore 128 et commenter.

N-1 N-1
- Vérifier que 1'énergie se conserve 2|x(n)|2 = % 2|X (k)|2
0 0

- [llustrer la propriété de décalage fréquentiel de la TF en calculant (théoriquement)et en représentant le module
de la TFD de x(n) x e?ffravec f,=0.2 Hz.

- Reprendre le signal original et mesurer la largeur Af du lobe principal a partir de sa TF. Sa taille est-elle fonction
de N ou NF?

- Afficher le module de la transformée de Fourier en décibels en écrivant

stem (axe_freq,20*1ogl0 (abs(y_dec/N)), 'r.:"'); grid;

puis vérifier que 1'on a bien environ 13 dB entre le max du lobe principal et le max du lobe secondaire pour tout
N(prendre N=10 et N=40).

III. TED d'un signal illimité et et Effet du fenétrage

-Déterminer la TFTD théorique de s(n)= Ao e2"5fn

- Que se passe-t-il si l'on calcule cette TFTD sur N ?

On calcule maintenant la TFD comme illustré par le programme suivant :

clc; clear all; close all;

N=50; NF=1024; Fe=8000; Te=1/Fe; £0=1680;

n=(0:N-1) *Te; x=exp(2*pi*j*f0*n);

y=fft (x,NF); yy=fftshift (y/N); axe_f=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-(1/NF));

plot (axe_f,abs(yy)); grid; title('TFD Fenétre Rectangulaire'); hold on;

- Pourquoi parle-t-on de fenétre réctangulaire ? A-t-on vraiment multiplié par une fenétre ?
- Que se passe-t-il si 1'on remplace fO par 1600?

- On remet f0 a 1680 et on rajoute au programme les lignes suivantes

fen=hanning (N) ;

xx=x.*fen'; y=fft(xx,NF); yy=fftshift (y/N);

plot (axe_f,abs(yy), 'r'"); grid; title('TFD Fenétre Hanning');

- Calculer la largeur du lobe principale pour chaque fenétre en fonction de fe et N.

- Comparer les fenétres (amplitude principale, largeur des lobes, amplitudes des lobes).

-Tester d'autres fenétres (Hamming, Blackman)

- Modifier ce programme pour calculer la TFD de la somme de 2 exponentielles de fréquences f0=1680 Hz et
f1=1800 de méme amplitude 1. Comparer alors les résolutions fréquentielles théoriques et pratiques des
différentes fenétres

- Refaire le méme travail avec f0=1680 Hz et £1=2100 avec des amplitudes différentes (A0O=1 et A1=0.2) et
commenter.

Remarque Deux raies d"un spectre sont considérées comme séparables, si le maximum de I'une correspond au
premier minimum nul de 'autre soit |f;-f>| >Largeur du lobe principal/2=LAf/2 (Voir tableau page 31) .
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TP n°1 : TFD et fenétrage (en python)

Rappels
1. Transformée de Fourier Discrete
La TFD d’ordre N d"un signal numérique s(kTe), k=0...N-1 est définie par :

N1
X (k)= X(% fej = x(nT)e™*""N k==N/2.....N/2
n=0
Sa transformée inverse est donnée par:
N/2-1
x(n) =x(nT)) =1 > X (kf, I N)e”™ "N n=0.....N -1
Nk:—N/Z

Python fournit dans scipy.fftpack les fonctions nécessaires pour calculer la transformée de Fourier complexe d"un
vecteur de longueur N.

- La fonction scipy.fftpack.fft(x) ou numpy.fft.fft(x) permettra de calculer la TFD sur les N points, soit de 0 a
N-1 correspondant a 1'intervalle [0, fe] (respectivement [0, NT.].Le spectre obtenu sera un vecteur complexe que
l'on pourra représenter en coordonnées polaires (module et phase, fonction numpy.abs et numpy.angle ou
numpy.unwrap).

- Pour une représentation entre -fe/2 et fe/2 de la TFD, il suffira d'écrire X=numpy.fft.fftshift(X)

- Pour augmenter la précision, il suffit d'écrire numpy.fft.fft(x, NF)ouNF>N. La transformée inverse (la TFD) est
donnée alors par numpy.fft.ifft(x,NF).

Quelques astuces

1. Pour des figures séparées, aller Outils ->Préférences->Console IPython->Graphise->Sortie: Automatique.
Fermer spyder et ré-ouvrir.

2. Pour effacer toutes les variables avant exécution Préférences->Exécuter->Supprimer toutes les variables avant
exécution

3. Ctl+L efface la console

2. Exemple d'utilisation de la FFT sous Spyder

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

= 100; f£0=1000; fe=8000; Te=1l/fe

= np.linspace (0.0, N*Te, N)

= np.sin(2.0*np.pi*f0*t)

= np.fft.fft (x)

= np.fft.fftshift (y)

freq = np.arange (-N/2,N/2) *fe/N

plt.figure (1)

plt.subplot (311)

plt.plot (freq, np.abs(y))

plt.title('Module de la T.F.D.'); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence (Hz)"'");
plt.ylabel ("Amplitude')

plt.subplot (312)

plt.plot (freq, np.angle(y))

plt.title('Phase de la T.F.D.'"); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence (Hz)"');
plt.ylabel ("Amplitude')

plt.subplot (313)

plt.plot (freq, 20*np.logl0 (np.abs(y)/N))

plt.title('Module de 1la T.F.D. en db'); plt.grid(True);plt.xlabel ('Fréquence
(Hz) ") ;plt.ylabel ("Amplitude')

plt.show ()

KK X o 2
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3. Programmes a réaliser

I. Reprendre I'exemple vu en cours x(n)= [1 0 0 1], calculer, afficher et visualiser sa TFD pour NF=4 puis NF=32
et commenter.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

NF = 4; Te = 1.0; fe=1.0/Te;

X = np.array([1,0,0,11)

y scipy.fftpack.fft (x,NF)

y = np.fft.fftshift (y)

freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/NF

plt.figure (2)

plt.subplot (211)

plt.stem(freq, np.abs(y),use_line_collection=True)

plt.title ("Module de la T.F.D."); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence
(Hz) ") ;plt.ylabel ("Amplitude')

plt.subplot (212)

plt.stem(freq, np.angle(y),use_line_collection=True)

plt.title('Phase de la T.F.D.'"); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréquence (Hz)"');
plt.ylabel ('"Amplitude')

plt.show ()

II. TED d'une porte (a compléter)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from math import pow

N=6; Te = 1.0; fe=1.0/Te; NF=64; £0=0.2
x=np.ones (N)

E=0.0
for i in x:
E+=pow (i, 2)

t = np.linspace (0.0, N*Te, N)
z = np.exp(2*np.pi*1j*f0*t)

- Expliquer par un dessin le role de fftshift.
- Calculer la TFD théorique et comparer avec celle obtenue par ce programme.
- Prendre NF = 12 puis 24 puis encore 128 et commenter.

1

N
- [lustrer la propriété de décalage fréquentiel de la TF en calculant (théoriquement)et en représentant le module
de la TFD de x(n) x e?ffravec f,=0.2 Hz.
- Reprendre le signal original et mesurer la largeur Af du lobe principal a partir de sa TF. Sa taille est-elle fonction
de N ou NF?
- Afficher le module de la transformée de Fourier en décibels en écrivant
puis vérifier que 1'on a bien environ 13 dB entre le max du lobe principal et le max du lobe secondaire pour tout
N (prendre N=10 et N=40).

N-1 N-1
- Vérifier que 1'énergie se conserve 2|x(n)|2 = 2|X (k)|2
0 0
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III. TFD d’un signal illimité et et Effet du fenétrage (a compléter)
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

N = 50; f0=1680; fe=8000; Te=1l/fe; NF=1024
t np.linspace (0.0, N*Te, N)

b 4 np.exp(2*np.pi*1j*£f0*t)

#help (scipy.signal.hamming)

window = sp.windows.hann (N);

-Déterminer la TFTD théorique de s(n)= A e2"5f0n

- Que se passe-t-il si l'on calcule cette TFTD sur N ?

- Pourquoi parle-t-on de fenétre réctangulaire ? A-t-on vraiment multiplié par une fenétre ?

- Que se passe-t-il si 1'on remplace fO par 1600?

-On remet f0 a 1680 et on teste différentes fenétres

- Calculer la largeur du lobe principale pour chaque fenétre en fonction de fe et N.

- Comparer les fenétres (amplitude principale, largeur des lobes, amplitudes des lobes).

-Tester d'autres fenétres (Hamming, Blackman)

- Modifier ce programme pour calculer la TFD de la somme de 2 exponentielles de fréquences f0=1680 Hz et
f1=1800 de méme amplitude 1. Comparer alors les résolutions fréquentielles théoriques et pratiques des
différentes fenétres

- Refaire le méme travail avec f0=1680 Hz et f1=2100 avec des amplitudes différentes (A0=1 et A1=0.2) et
commenter.

Remarque Deux raies d"un spectre sont considérées comme séparables, si le maximum de I'une correspond au
premier minimum nul de 'autre soit |f;-f>| >Largeur du lobe principal/2=LAf/2 (Voir tableau page 31) .
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II. Analyse des filtres numériques par la TZ

La transformée de Fourier est un outil précieux d'analyse et de traitement des signaux. Cependant, dans
certains problémes (comme le filtrage numérique), les limites de la TF sont vite atteintes. La transformée en Z,
qui s'applique aux signaux discrets, généralise la TF et permet de dépasser ces limites [10]. Elle est tout-a-fait
analogue a la transformée de Laplace, mais plus facile a utiliser. Ce type de transformée permet de décrire
aisément les signaux a temps discret et la réponse des systemes linéaires invariants soumis a des entrées diverses.
C'est un outil qui permet de calculer la réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire invariant décrit par une
équation aux différences finies. Elle permet l'interprétation directe des caractéristiques des signaux et des filtres
dans le domaine des fréquences [9].

1. Transformée en Z
+o00 )
« Définition : La TZ est la généralisation de la TFTD (X (f) = D _x(nT,)e "),

Soit un signal discret x(n). Sa TZ est définie par:

+00
X(z)= z x(n).z™" ou z est une variable complexe définie partout ot cette série converge.

n=-—o

En effet, comme cette transformation est une série infinie, elle n’existera que pour lesvaleurs de z pour lesquelles
cette série converge.

Exemples :

-x(n) = d(n)=X(z) =1,

- X(n) = 3(n-k) =X(z) = z*, si k>0 RDC=¢-{0} si k<0 RDC=¢-{oo}
- x(n)=(1,2,3,5,0,2) on peut écrire x(n)=38(n)+2. d(n-1)+3. d(n-2)+5. d(n-3)+ 2. &(n-5)

X(z) =142z +3z7 +5z7 +27 RDC=¢-{0}

La série des puissances introduite dans I'équation de définition de la TZ ne converge que pour un sous-ensemble
du plan complexe. Ce sous-ensemble est appelé région de convergence (RDC) ou domaine de convergence. Une
région de convergence correspond a I'ensemble des valeurs de z telles que X(z) soit définie et a valeurs finies.
Spécifier le domaine de convergence de la transformée est tout aussi important que la transformée elle méme [9].
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* Condition d'existence : La transformée existe si la série converge. Pour cela, on utilise le critere de Cauchy

+00

. 1/n L. . L4 —_
11m|Un| <lsur la Convergence des séries geomet‘rlques S - ZU”

n—o
n=0

L'ensemble des valeurs de la variable complexe z pour lesquelles la série converge est appelée Région De
Convergence (RDC):

RDC = {z oc/ i‘x(n).z‘” < +oo}

Exemple : TZ{u(n)}

+00 N-1 1_ -N _
U(z) :;Z_n :}/ifrolo;[" :}[ifrolo —— , 1a limite est finie si ‘Z 1‘ <l - |Z| >I=U(z) = — pour|z| > 1

De facon générale, on montre que la RDC est un anneau de convergence centré sur 1'origine défini par :
Im(z)

. 1/ . -1/
rn <|z<r, avecr = lim|x(n)"" et r, = lim |x(=n)| "
n — +oo n — +oo

our; peut étre réduit a 0 etr; peut étre égal a I'co.

- x(n)=0 pour n<ne=>1,= +oo,
RDC = région extérieure au cercle de rayon r
- x(n)=0 pour n>ne=>r1=0
RDC = disque de rayon r;

Re(z)

=>systéme anti-causal : RDC cercle.systéme causal : RDC extérieure au cercle.

Exemples
noer > - n_-n Z
- Soita> 0, x(n) = a’ sinz0 N X(z)= Za 7" = , convergente pour |z| > a .
0 si non =0 z—a
O0sin=20 -
- Soith >0, y(n) = S = Y(z)=z—b"z no % , convergente pour |z| <b.
-b" sin<0 <0 z=b
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- Soienta>0,b> 0, W(Z):{a sinz0_, W(z)= —— -

b" sin<0 z—a z-b

Remarque : La TZ de a" pour n [ ]-o0, +oo[ n'existe pas.

2. Propriétés de la TZ

Les propriétés qui sont les plus utilisées sont résumées comme suit :

Si on définit : x(n) O - X (z) , x,(n) O - X,(z) et x,(n) O - X,(2)

- Linéarité : a.x, (n) +b.x,(n) 0 . aX () +b.X,(2) RDC intersection des deux RDC

- Théoréeme du retard : x(n - k) O - z7*.X (2)

k-1
- Théoréme de l'avance : x(n+k) O - z* X (z) - Zx(n)zk_"

n=0

- Multiplication par an : a”x(n) Off - X (Ej
a

- Retournement du temps :  x(—n) O - X(z7™)

- Convolution : x, (n) [k, (n) Orf - X,(2).X,(z) et

dX (2)

- Théoréme de dérivation : n.x(n) O - —2z. 7
z

RDC

RDC

RDC

RDC

RDC

Master ST M1 2021/2022

, convergente pour b >|z| > a .

: identique

: identique

carn < |z| <a.r,
:1/r, <|z|<1/rl
: identique

RDC : identique

- Théoréme de la valeur initiale : si x(n)=0 pour n<0 alors X(0) =1imX(z)

- Théoreme de la valeur finale : 1im x(n) = liHll(Z -DX(2)
n— +oo F N
Exemples

1. x(n) = cos(w,n)U (n) = %(ejwo" +e M"\U (n) =

1 1 1 1- -
X(Z) = _( w0 _ =1 + -jw0 _-1 j = COS(WO )_IZ —
2\01-e""z7 1-e” 1-2cos(w,)z~ *+z

e < ?

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/

700

avec

4>

49




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

2. Calculer la transformée en z des fonctions discretes suivantes. Vérifier que les théoremes de la valeur initiale
et finale s'appliquent : x(n) = 0,8" u(n) et y(n) = n0,8"u(n).

o as)
X(2)=— % y(sy=-pr2=08) 082

z-0.8 dz (z-0.8)
.. z  _ . 0.8z
x(0) =1lim| =1 0) =lim|——— =
-7 -0.8 g (2 -0.8)°
. |z(z—1 -
ol 7 =0, ===l (1 -0.8)
Quelques TZ
x(n) X(z) Région de convergence
an) 1 /4
Un) 1 7[> 1
1-z7"
a"U(n) 1 2] > |al
l-—az™
na"U(n) az” 2| > |a]
(1 -az™ )2
~a"U(-n-1) 1 || <|a|
1-az™
cos(aynT,)U (n) 1-z" cos(wT,) || >1
1-2z"cos(T,) +z~°
sin(eqynT,)U (n) 2 sin(eqT) HES!
1-27" cos(@T,) +z~
a" cos(w,nT,)U (n) 1-az ™" cos(@T,) 2| > |al
1-2az™ cos(wT,) +a’z”’
a" sin(eqnT,)U (n) az”' sin(@,T,) || > a
1-2az™ cos(wT,) +a’z”’

3. TZ rationnelles (correspondant aux SLID)

Les systemes linéaires invariants décrits par une équation aux différences finies possédent une

transformée en Z rationnelle c'est ainsi que celles-ci vont s’écrire comme le rapport de deux polyndémes en z.

>a,yn=i)=Y bx(n-i) 08 - a,z27Y(2)=> b.27X(2)
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On peut caractériser un systeme LI par h(n) ou par la transformée en Z (H(z)) de sa réponse impulsionnelle
h(n), encore appelée fonction de transfert du systeme.

N

b 7" N N
:>H(Z)=; ;< =5ZM_N N(Z) :b—OZM_N | |i=l(z_Zi) :KZM_N | |l-:1(Z_Z,-)

M

Sa, 2" a, D(z) a, HZ (z-p.) nﬂzl (z-p,)

On appelle zéros, les valeurs de z pour lesquelles H(z)=0 et on appelle poles, les valeurs de z pour
lesquelles H(z) est infini (annule le dénominateur). C'est ainsi que H(z) possede N zéros (zi), M poles (p;). Si M>N,
elle posséde (M-N) zéros en 0, sinon (N-M) poles en 0.

Ainsi, la position de ses poles et de ses zéros ( +le facteur d’amplitude K=by/a9) va nous fournir une
description complete de H(z) (par conséquent de h(n) et H(f)) donc du comportement du systeme. H(z) peut donc
étre représentée sous la forme d’un cercle modélisant la position des pole set des zéros dans le plan complexe.
Exemple 4

1 | Im(z)
3z-2

H(z)=— 22
@)= The+05)

ES

Un zéro en 2/3 et deux poles p1=-0.5et pr=1 1  Re(z)

Remarques

-1
- Dans la plupart des systemes, les ai et le bi sont réels =>les poles et les zéros sont soient réels soient des paires
de complexes conjuguées.

- Rappelons que le rayon d'un systeme causal se trouve a l'extérieur d'un cercle. Par ailleurs, s'il est stable :
D" |h(n)| < w , puisque H(z) = zh(n).z_" , il suffit donc que z=1 fasse partie de la RDC.

- Pour un systéme causal et stable, tous les poles sont a 'intérieur du cercle unité (| pi| <1, Ui). Le domaine de
convergence ne peut contenir de poles puisque la TZ ne converge pas aux poles. S'il est anti-causal, il sera stable
si les poles sont a I'extérieur du cercle unité.

N
- Sile filtre est non-récursif H(z) = Zbl. .2 . Un filtre RIF a tous ses poles a I'origine et sera donc toujours stable.
i=0
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- A un pole p;i simple ou multiple va correspondre une réponse impulsionnelle qui converge si |p;i|<1. Elle
divergera dans le cas contraire, soit si |pi|>1.

- Sachant qu'a chaque pole complexe est associéun pole conjugué cela donnera une réponse impulsionnelle h(n)
oscillante(cosinus ou sinus) amortiesi | pi-1,2| < 1 ou divergentesi | pi=12|> 1.

- Dans un systéme a phase minimale, tous les zéros sont a I'intérieur du cercle unité (| zi | <1, 0i).

4. Détermination de la réponse fréquentielle des filtres numériques

On suppose que le cercle unité (|z|=1) O RDC de X (z). On restreint le calcul de X(z) au cercle unité en
posant z = e 21§ f Te,

Lorsqu'un zéro est placé sur un point donné du plan en z, la réponse fréquentielle sera de 0 au point considéré.
Un poéle quant a lui produira un pic au point correspondant. Plus les poles ou les zéros sont proches du cercle
unité, plus ils influencent la réponse en fréquence [11].

- un zéro ou un pole a I'origine n'influent pas sur le module de la réponse fréquentielle.
- un zéro sur le cercle unité introduit une annulation du module pour la fréquence correspondant

- Un zéro au voisinage du cercle unité introduit une atténuation dans le module de la réponse en fréquence.
Atténuation d’autant plus importante que le zéro est proche du cercle unité.

- Un pole sur le cercle unité introduit une résonance infinie dans le module de lar éponse en fréquence pour la
fréquence correspondante.
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- Un pole au voisinage du cercle unité introduit une résonance d’autant plus importante dans le module de la
réponse en fréquence que le pole est proche du cercle unité.

Exemples: 1 pole en 0 et un zéro en 0.7. Pour obtenir l'allure de H(f), on divise le vecteur du numérateur (en rouge)
sur celui du dénominateur (en mauve). Et pour le suivant un poéle 0.8 et un zéro en -0.5

fofe /4

Imaginary Part

= H(f

|
|
|
|
|
|
|
|
4 -1 -
Il
0

Real Part

08l
06
04t
02t

f=0 = H(f

Imaginary Part
°

02k

04

06k

08k

Autres Exemples

1)Sur la figure ci-dessous le cercle complet correspond a une fréquence d'échantillonnage fe. Des poles proches
du cercle unité sont a 1'origine de larges pics tandis que des zéros proches ou sur le cercle unité produisent des
minima. Ce tracé nous permettra d'identifier la nature du filtre.
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On peut aussi avoir une idée sur son comportement général : passe-bas, passe-hautou passe-bande, connaitre sa
ou ses fréquences de coupure.

2 fefe/d
2) : R P —
/! PR T~ Y 0
08 ;T : \f=fe/6 of Tl E .
0.6 I.' // : ,/ SO \\ 9 8F o N E 1
04 L v \j~\ 7 hs RN i
2 v [ ~d ! ~
Z o2 ) 1, 60° ' ~ of : .
23 M R S e | o\ ,
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2
— 2" —2z+1 P A j12°
3) H(z) =—; = Zéros double en z=-1, pdles p,, = +0.6e
77 =0.371z+0.36
- Un zéro doubleenz=1= |H(f)| =0 pourf=0 -Des poles proches du cercle unité = maxima.
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Remarque : Puisque les coefficients du filtre sont réels, les poles et zéros sont réels (sur I'axe des réels) ou paires de
complexes conjugués.

5. Détermination de la réponse impulsionnelle des FN (TZ inverse)

La transformée en Z présente I'avantage d’étre plus facilement inversible que la transformée de Fourier.
Le passage de la TZ vers h(n) peut se faire par le biais de la transformées en Z de signaux élémentaires connus a
condition qu'il soit possible d’écrire H(z) comme la combinaison de transformées élémentaires. Dans le cas
contraire, on peut employer l'intégration sur un contour fermé en utilisant le calcul des résidus, ou le
développement en puissance de z et de z, ou encore le développement en fractions élémentaires [12].
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1. Larelation générale de la transformée en z inverse est donnée par 1'équation donnée par l'intégrale de Cauchy :

1 _
x(n) = 2—§ X(2).7" 'dz , ot C est un contour fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre
JL
C

contenant I’origine.

—_ n-1
En pratique, on utilise le théoréme des résidus: X (n) - Z Res [Z X (Z )] z=pi
p; poles dez" X (2)
Res[z"'X(2)] ... = _ 1 dm [(z -p) X (z)]
z=pi (m _ 1)' dzm—l i z=pt

Exemple: X (z) = ;a =pi=e"=Re s[2"7' X (2)] e = [z"]zzeu =e” u(n)
z—e N

2. Transformée inverse par division polynomiale :II est possible de calculer la transformée en Z inverse selon les
puissances croissantes de zl(systéme causal) ou selon les puissances décroissantes de z (systéme anti-causal).

X(2)=).C,z" O -x(m) =C,

Exemples

- y(n)=y(n-3)+x(n) = H(z) = — = Z(z"‘ )3 =1+z27 + 2 F e, = h(n) =) d(n=3k)
k=0 k=0

- X(Z):l—al.z‘l pour |z|>a

Domaine de convergence extérieur a un cercle = signal causal-> division pour avoir une série en z-1.

1 l-a.z!

-1+a.z”! T+az +a>7%+......

0+a.z!

-a.z! + %72 x[0] x[1] x[2]

0 + a2.Z»2 ......

On obtient : 161;_1 =l+az ' +a’ 77 > x(n) =a" u(n)
—az

} |
X(2) Caz pour |z|<a

Région de convergence intérieure a un cercle - signal anti-causal-> division pour avoir une série en z.

z -aHz
-z+alz? alz-a?z?-alz -
0 +al.z?
al.z+a’7z  x[-]] X[-00]
0+a’7’

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/
55




Traitement Numérique du Signal

On obtient : 1 =—a’l.z—a.7’-... = x(n)==a"u(-n-1)

1—a.z?

Master ST M1 2021/2022

Notons que la division peut se réaliser sans faire apparaitre une expression analytique générale.

3. L’idée générale de cette approche consiste a trouver pour une fonction X(z) complexe un développement en

fonctions en Z plus simples et pour lesquelles une

X(2)=> X,(2) O -x(m) = x,(n)

ot les Xi(z) sont des fonctions dont les TZ-! sont connues (Voir page 38).

6. Caractéristiques des filtres numériques

transformée inverse est connue:

Un filtre numérique est constitué d'un groupement de circuits logiques astreints a un processus de calcul
(ou algorithme) qui confere a ce filtre une fonction déterminée (passe-bas, passe-haut, passe-bande, réjecteur de
bande, intégrateur[y(n)=(x(n)+x(n-1))/2], différentiateur[y(n)=(x(n)-x(n-1))/2], ...). 1l faut souligner que certains
filtres ne sont pas congus pour arréter une fréquence, mais pour modifier légerement le gain a différentes

fréquences, comme les égaliseurs. Ce sont tous des systemes linéaires, discrets, invariants dans le temps et

unidimensionnels. De plus, pour qu’ils soient physiquement réalisables, il faut qu’ils soient nécessairement

causaux.
Passebas  $H)I Passe haut |H(f)|
‘ o 2 | L f
SR A A
Passe bande 1= Coupe bande 1 |H(S)|
| ——
2 dady Lufy I

Les filtres représentés ci-dessus sont idéaux. Dans un cas réel il n'est
pas possible d'obtenir une fréquence de coupure aussi raide. Le
passage entre zones passantes et zones atténuées se fait par des
zones dites “de transition” f-f.dont la largeur va exprimer la
sélectivité du filtre. Par ailleurs, les bandes passantes et atténuées
ne sont également pas idéales, elles contiennent des ondulations
dont I'amplitude est exprimée par les parametres d’ondulation en
bande passante det bande atténuée & [9].
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Remarque : 1déalement, il est souhaitable qu'un filtre possede une phase linéaire dans la bande passante. Une
phase linéaire assurera un méme déphasage pour toutes les fréquences (pas de distorsion). Les filtres FIR peuvent
générer des filtres a phase linéaire a la condition que la réponse impulsionnelle soit symétrique.

Si un filtre est a phase linéaire, sa réponse fréquentielle est de la forme :
H(f)=R(f)e”"avec f) = @ +2m f1

Et la dérivée de cette derniere par rapport a f fournit le ‘retard de groupe ‘, défini donc par :

__d¢(f)
pf=-"2L7

df
et qui correspond au retard subi par le signal aprés étre passé par un filtre. Si la phase est linéaire (filtres RIF
symétrique), le retard est constant et le signal a la sortie aura donc une distorsion minimale puisque I'effet de la
phase sur le signal sera un simple décalage temporel (primordial dans un systeme audio)

Exemple y(n) = i(x(n) +2x(n—=1) + x(n—2))=h(n) = %(5(11) +28(n 1)+ d(n—-2))et H(f)=e""" cos®(7f)

0 T T T T T T T T T 2

-0.51

Phase de H(f)

0.8f

Retard de Phase de H(f)

0.6

0.4

021

. . . . . . . . h 35 . . . . . . . . . 0 . . . . . . I . .
0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 0 0.05 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
fréquence (Hz) fréquence (Hz) fréquence (Hz)

RII ou RIF ?

> Les filtres RII, on 'avantage qu'ils sont efficaces. Avec tres peu de poles et zéros on peut assurer la plupart
des réponses fréquentielles dont on peut avoir besoin dans les applications audio. Cependant, le filtre étant
récursif, les erreurs de précision numérique deviennent une question d'importance, car ils peuvent s'amplifier et
devenir hors de controle, d'abord dans la forme de bruit, mais éventuellement dans la forme d'instabilité. La
forme de la réponse impulsionnelle n'est pas facile a déterminer, non plus, car elle est définie indirectement par
les poles et zéros de H(f).

> Par contre, les filtres RIF n'ont jamais des probléemes d'instabilité, car la sortie n'est qu'une somme finie
d’échantillons de I'entrée. Cependant, quand la réponse impulsionnelle est longue, le numéro d'opérations peut
devenir un facteur décisif quand il faut choisir entre RIF ou RII. Un autre avantage des RIF est le retard de groupe
constant, qui permet d'avoir une distorsion de phase minimale sur le signal traité [13].
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7. Structure des filtres numériques

L’application d'un filtre numérique implique le calcul de la sortie y(n) a l'instant t=nT. a partir des sorties et
entrées précédentes plus la valeur courante de I'entrée.

M N
Y a,y(n=i)=) bx(n—i) En prenanta=1, on obtient

i=0 i=0

x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-N)

bo bl‘ bzg Do bNg

- O - W

y(n-1) y(n-2) y(n-M)

Registre a
décalageTe

Un filtre numérique est généralement constitué des éléments suivants :un ou plusieurs organes de retard
(ce sont des registres a décalage jouant le role de mémoires retardées), pilotés par une horloge de période; des
opérateurs arithmétiques (additionneurs et multiplieurs); des registres fournissant les coefficients de pondération
du filtre [18]. Ainsi, a chaque top d’horloge Te, les valeurs des registres subissent un décalage permettant de
calculer la nouvelle sortie. Cette structure peut étre aussi réalisée par logiciel.

En employant la fonction de transfert H(z), diverses structures peuvent étre utilisées : structure directe
(implémentation de I'équation aux différences), structure canonique (structure directe avec minimisation des
composants) et structure en éléments simples.

» y(n)
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Partie Imaginaire
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1. Une séquence finie x(n) est définie par : x(n) = {

Déterminer le ROC suivant les différentes valeurs de N.

2. Donner la transformée en z de la fonction numérique

Série n°2

Z0
=0

discrete x(n) représentée par le graphique ci-contre.

3. Calculer la transformée en z, X(z), et esquisser la carte des poles

séquences suivantes :
x(n) = (0.5) u(n) +(0.25) u(n), y(n) = (0.25) u(n) +(0.5) u(-n -1y, z(n) =(0.5) u(n) +(0.25) u(-n -1)

4. Calculer la Transformée en Z du signal x(n) = rectn(n),
- en appliquant la définition de la TZ directement,
- en utilisant le signal échelon et le théoreme du retard.

5. Soit H(z) la fonction de transfert d'un SLIT causal avec: H(z) =

N, sn<N, 4

ailleurs

Master ST M1 2021/2022

05 0.25

v

azg

1 )
avec a réel
z—a

-1 -0.5

et zéros ainsi que la ROC pour chacune des

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles H(z) correspond a un systeme stable. Prendre une valeur de 4=0.5.
Représenter alors les poles et zéros de la fonction, la région de convergence. Donner et tracer | H(f) | .

6. Soit les SLIT décrits par les équations suivantes :
- y() =3y(n =1) =2 y(n = 2) + x(n)

- y(n) =0.3y(n —1) + 0.3y(n + 1) — 0.3x(n)

Pour chaque cas, déterminer la fonction de transfert du systéeme. Etudier la stabilité et la causalité et calculer la
réponse impulsionnelle.

7. Etablir les correspondances entre les diagrammes poles zéros et les réponses enfréquence pour une fréquence

d’échantillonnage fe=1 en justifiant vos choix :

Partie Imaginaire

Partie Imaginaire

1

Partie Réelle

0
Partie Réelle

0
Partie Réelle

Partie Imaginaire

1 - -
- ~
08 e X S
/ \
06 7 X\
0.4 / \
/ \
02
‘/ 4 \
N ot o--
0.2 \ /
0.4 \\ //
06 \ X
N 7/
o TS X 7
4 - -

Partie Réelle

;

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
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8. On suppose que le tracé des poles et des zéros de ce systeme est lesuivant : 1 T O
- Est-ce un filtre RIF ou RII ? (Justifier votre réponse) 0sr o \
- Donner I'allure approximative de H(f) Zj
- Déterminer H(z) puis déterminer et tracer h(n) E o2 3
- A partir de h(n), étudier la stabilité, la causalité et I'invariance de ce filtre. ¢ .. Ox3 """"""""""""""""""""""" ]
- Calculer et tracer H(f) pour au moins 3 valeurs IR
- Cefiltre posséde-t-il un retard de groupe constant (justifier) i i )
- Déterminer sa réponse pour une entrée échelon x(n)=U(n). y - 05?“
1 Real Part

9. Trouver la séquence y(n) qui a comme transforméeenz: Y(z) =

V2/272

7> —0.84/27+0.64

6_5Z—1 +Z—2 :

est la transformée en Z

10. De quelle fonction x(n), la fonction: X (z) =

72 =27"+1
a’z? =2az7" +1

11. Trouver h(n) correspondant a la transformée en z suivante : H(z) =

Solutions
1.Si N:=20 RDC=C-{0} Si N,<0 RDC=C-{c0} Si N1=0 <N, RDC=C-{0, oo}
2.X(z)=1+0,52z1+0,25 z2-1 z3- 0,5 z* RDC=C-{0}

2z-0.7 -0.25
22z ) z|>05 Y(2)= < 0.25<|z|<0.5  N'existe pas

3. X(9)= (z=0.5)(z=0.25)

" (2-05)(z-025) |

4. (1-zN)/(1-z1)5. Pole z=a, stable si |a|<1. Le module vaut toujours 1 (cellule passe-tout).

6. H(z)=2z2/(22-3z+2) causal pour |z|>2 mais instable avec x(n)=(2*1-1)U(n)
H(z)=0.375 (1/(3z-1)+1/(0.332z-1)) causal pour |z|>3 instable avec x(n)=0.375(3" -0.33n)U(n)

8. Tous les poles en 0 alors RIF, H(z)=z3+z2+z1+1, h(n)=8(n-3)+d(n-2)+d(n-1)+1,
H(f)=2(cos(31tTe)+ cos(ttTe))e?"Te, Retard de groupe cst, x(n)=U(n) alors y(n)= U(n-3)+U(n-2)+U(n-1)+U(n)

9. y(n) = %(%} U(n) —%(%} U (n) 10. x(n) =0.8" COS[]ZT(H —1)}U(n)

11. x(n) = (n+Da"U(m+1)=2na""'U(n) +(n—-Da"*U(n-1)

Exercices supplémentaires

1. Soit un systeme linéaire invariant dans le temps (SLID) dont la réponse impulsionnelle i(n) est telle que :
h(n)=1 pour 0 < n <3 et 0 ailleurs

Calculer la réponse y(n) a la suite x(n) définie par :

- x(n)=a"pour 0 < n <5, avec a=0.7 et x(n)=0 ailleurs.

- x(n)=cos(2nn/8) pour 0<n <7 etx(n)=0 ailleurs.

Solution y(0) =1 y(1) =1+a =17 y(2) = 1+a+a2 =2.19 y(3) = 1+a+a2+a3 = 2.533 y(4) = a+ta2+a>+at = 1.7731 y(5) = a+ad+at+a’ = 1.24117
y(6) = a>+at+as = 0.75117 y(7) = at+a = 0.40817 y(8) = a5 = 0.16807
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y(0) =1 y(1) = 1+cos(p/4) = 1.707 y(2) =1.707 y(3) =1 y(4) =-1 y(5) =-2.414 y(6) =-2.414 y(7)=-1 y(@8)=0 y(9)=0.707 y(10)=0.707
2. Soit y(n) = x(n) + ax(n-1)+ by(n-1), I'équation aux différences d’un systéme discret causal.

a) Trouvez h(n), la réponse impulsionnelle de ce systéme ; pour quelles valeurs de a et b le systéme est- il stable
b) Trouvez la réponse impulsionnelle du systéme formé par la mise en série de deux systemes h(n).

¢) Méme question pour la mise en parallele de deux systemes h(n).

Réponses :a) h(n) = bnu(n) + abn-lu(n-l); stable pour a finie et |b| <I.

b) h(n)*h(n) = (n+1)b"u(n) + 2nab" + (n-1)a’b" u(n-1) ¢) 2h(n) = 2b"u(n) + 2ab" u(n-1)

3.0n considére un systeme linéaire régi par I'équation aux différences suivante :

y(n) =(x(n+m)+ x(n+m-1)+ x(n+m-2))/3 ol m est un parameétre entier.

-Montrer que ce systeme est linéaire invariant dans le temps. Etudier la causalité et la stabilité
selon les valeurs de m.

-Calculer la fonction de transfert H(z) de ce systeme pour m=0 et m=1.

-En déduire la réponse fréquentielle.

Réponses Le systeme est causal si m<1 et toujours stable. Pour m=0,H(z)=1/3(1+z1+z-2),

H(f) =0.33(1+ 2 cos(2rtTe)e-2"e (filtre RIF passe-bas a phase linéaire). Pour m=1, de méme filtre moyenneur

1L

08F

4. On suppose donné le tracé des poles et des zéros du systeme suivant : 08y
- Est-ce un filtre RIF ou RII ? (Justifier votre réponse) - |
- Donner I'allure approximative de H(f) T ol G2

- Déterminer H(z) puis déterminer I'équation de récurrence -, ‘
- Déterminer et tracer h(n) o X
- A partir de h(n), étudier la stabilité, la causalité et I'invariance du filtre . ‘

02k

At

L L L L
A 05 0 05 1
Real Part

5. Déterminer en utilisant la décomposition en éléments simples, la forme du signal x(n) dont la TZ est donnée
par:

2

X(z)= avec (71>2 et X(2)= ¢ avec |a| <1
72 =3z+2 | | @ 22=(a+Dz+a | |
Réponses : x(n) = (22*1 -1)u(n) x(n)=1/(1-a)+ ara/ (a-1)=(1-an*1)/(1-a)
z z rtj ,
6. On consideére la transformée : X (z) = + — onpose 7, = el H), déterminer x(n).

=%y 220
Réponse x(n) =2¢"™ cos(n@) U (n)

7. En utilisant la méthode des résidus puis celle de décompositions en éléments dans la TZ est connue, déterminer
2= 2,
(2= P)(z = Py)

jo

h(n) dont la transformée est : H(z) = Z, 1 réel ,p, = pe

Ion—l

Réponse hi(n) =
sin @

[(l—ﬁcos HJsin(nH) +Z0gin Bcos(n@) |U(n-1)
/Y P
y(n)=x(n=1)=z,x(n=2)+2pcos @ y(n—=1)= p’y(n-2)

Certains exercices sont pris des références suivantes [14][15]
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8. On considere le systeme suivant : x(n)

—>

h(n)

On suppose que h(n) est donné comme ci-contre.

y(n)

- Calculer et tracer son auto corrélation et en déduire son énergie

- Tracer son auto corrélation si I'on suppose qu'il est périodique de période 9.

- Etudier la causalité

- Est ce un filtre RIF ou RII

0.3

025+

0.21

0.1-

0.05-

Master ST M1 2021/2022

1/3

-A partir de 'expression de h(n), déduire le role de ce filtre :
- Déterminer 1'équation aux récurrences du systéme :
- Déterminer les poles et zéros de ce filtre puis donner leur tracé. En déduire un tracé approximative de [H(f)|

- Calculer et tracer [H(f)| puis en déduire le tracé du module de la TFD pour N=6.

9.0n considére que 1'équation aux récurrences du systéme suivant est donnéecomme suit :
y(n)=0.9 y(n-1) - 0.81 y(n-2) + x(n) + 2 x(n-1) + x(n-2)

- Etudier la causalité et 1'invariance de ce systéme

- Est-ce un filtre RIF ou RII ?

- Déterminer H(z) et donner le tracé des poles et zéros, en déduire le role de ce filtre :

- Donner les allures approximatives de h(n) et | H(f) |

- Déterminer h(n) et tracer la pour les 3 premieres valeurs

- On suppose que fe= 6 kHz, quelle sera la sortie du filtre si I'on donne en entrée : un signal bruité par une
sinusoide de 500 Hz puis un signal composé de 2 sinusoides 1'une de 500 Hz et I'autre de 3000Hz

10. On considere le systeme LIT décrit par I'équation aux récurrences suivantes :
x(n)=08(n)+28(n-1)+38(n-2)+4d(n-3) et h(n)=98(n)+78(n-1)+43(n-2)+d(n-3)

- Ce systeme est-il invariant ? Justifier.

- Etudier la stabilité et la causalité de x(n), h(n) et y(n).

- Les signaux x(n), h(n) et y(n) sont-ils a énergie finie (ou infinie) ? Justifier

- Déterminer y(n) directement et tracer le.

- Déterminer y(n) en passant par la TZ de x(n) et h(n)

- On considere que x(n) et h(n) sont périodiques de période 4, déterminer y(n) de 2 facons.

- Quelle est lien entre la convolution et I’autocorrélation ?

i PP,
11. On suppose que le tracé des poles et des zéros d'un systeme est le suivant : Z: P ;> i
- Donner les allures approximatives de h(n) et | H(f) | 0al v 09 N
puis en déduire le role du filtre 5 oz {/ 60° [ 3 \\‘ ]
- Déterminer H(z) (On supposera un gain de 1 en z= -1) g . 17 ””””” ¥
- Déterminer les coefficients du filtre 8 Zj \ 3 i
- On suppose que fe= 3 kHz, quelle sera la sortie du filtre sil'on donne en entst . l /
un signal bruité par une sinusoide de 500 Hz : 08 N 3 -
o -
0
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un signal composé de 2 sinusoides I'une de 1100 Hz et 'autre de 1300Hz

12. On suppose le filtre représenté par le tracé des poles et des zéros suivanf | .
Caractériser le filtre RII ou RIF o |
Quel est sonrole ? : 0.5¢ /

Donner les poles et les zéros :

Donner les allures approximatives de h(n) et [H(f)|
Déterminer H(z) (gain de 1 a f=0)

Imaginaire
=
|
|
|
4=
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e e - =
<
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
|
|
|

Déterminer les coefficients du filtre

-0.5¢ N /
Esquisser la TF de la sortie Y(f) si la TF de l'entrée X(f) est la suivante: '

1.4 At

1.2t ] -1
]

0.8r

X(f)

0.6f

0.4f

0.2¢

0

0 0.2 0.3 0.5
fréquence

01 0.4

13. On suppose le filtre défini par 1'équation aux récurrences suivante:

y(n) =0.4y(n -1)-0.16y(n-2)+0.5x(n)+x(n-1)+ 0.5x(n-2)

Caractériser le filtre RII ou RIF

Déterminer H(z) puis donner les poles et les zéros

Le retard de groupe est -il constant ?

Donner les allures approximatives de h(n) et [H(f)|, en déduire le role de ce filtre.

Quelle serait la sortie y(n) si x(n)= 3+ exp(Tin /2)+3 exp(Tin/4). Prendre fe=1

14. Soit le tracé des poles et zéros suivant :
- Identifier le filtre (RII ou RIF) : (Justifier) \
- Déterminer les poles et les zéros / .

o o o o
N A > o -
\
1
]
Il
/
.

- Donner l'allure approximative de [H(f)| en précisant les

valeurs sur les 2 axes
- En déduire le role du filtre :
- Est-il stable (Justifier) ?

15.Etudier la stabilité des systémes suivants
dont le RDC est donné comme suit :
- Pour R=2

- Pour R=0.8

Re(z)

Solutions
7 a 15 voir interros et examens années précédentes
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TP n°2: Analyse des filtres numériques par la TZ (sous Matlab)

Rappel : Soit H(z) la transformée en z d"un filtre numérique donné dont la décomposition sous forme fraction
rationnelle est donnée par :

H(z) =

Grace a la seule connaissance du vecteur b et du vecteur 4, on peut analyser tout filtre et :
- Déterminer les poéles et les zéros du filtre (et étudier sa stabilité)

- Déterminer la réponde impulsionnelle ou indicielle

- Déterminer la réponse fréquentielle et le retard de groupe (dérivée de la phase), etc.

Quelques fonctions utiles[16]

s = filter(b, a, e) : filtre numériquement les données stockées dans le vecteur e avec le filtre décrit a la fois par le
vecteur b (coefficients du numérateur de H(z)) et le vecteur a (coefficients du dénominateur de H(z)) pour une
entrée e. Il faut normaliser I'équation de telle sorte queao= 1.

Pour déterminer la réponse indicielle e sera un dirac, pour la réponse indicielle e sera un échelon.

[H, f] = freqz((b, a, N, fe) : retourne N valeurs du gain complexe (Réponse fréquentielle TFD) du filtre numérique
échantillonné a la fréquence fe (Hertz), décrit par b et a. Ces valeurs sont stockées dans Het calculées pour N
fréquences mises dans f. Les fréquences sont equi-espacées sur 'intervalle [0,fe/2].

[b,a]=invfreqz(H,f, nb, na): retourne le numérateur b (d’ordre nb) et le dénominateur a (d’ordre na) a partir de la
réponse fréquentielle donnée par H et £.

[, n] = impz(b, a, N, fe) : retourne la réponse impulsionnelle du filtre numérique décrit par b et a. La réponse
impulsionnelle est calculée en N instants stockés dansnet espacés de 1/fe, les valeurs de réponse correspondante
sont stockées dans h.

[tau,f]=grpdelay(b,a,N,fe) : retourne le retard de groupe (dérivée de la phase) du filtre numérique décrit par b et
a. La réponse impulsionnelle est calculée en N fréquences mises dans f.

zplane(b,a) : permet de tracer les poles et les zéros dans le plan complexe.

I. Analyse d'un filtre RII

Soit le filtre h(n) décrit par I'équation aux différences suivantes :

y(n)=1.2 y(n-1)-0.516 y(n-2)+ 0.079 x(n) +2*0.079 x(n-1)+0.079 x(n-2)

- La premiere étape consiste a déterminer les vecteurs a et b. On calcule H(z) (coefficients en z1) et on trouve :

Numérateur : b=1[0.079 2*0.079 0.079] et Dénominateur:a=[1 -1.2 0.516]

- Puis, par programme on peut : déterminer et tracer la réponse impulsionnelle, la réponse fréquentielle
(module et phase), le retard de groupe, les poles et les zéros, étudier la stabilité, la nature du filtre, etc.

clc ; clear all ; close all;

b = [0.079 2*0.079 0.079]; $%Numérateur
a=[1-1.2 0.516]; %Dénominateur

figure (1); zplane(b,a);

N = 32; n=0:N-1; delta = [l; zeros(N-1,1)];

h = filter (b, a, delta);figure(2); stem(n,h);
echelon=ones (1,N); h_ind=filter (b, a,echelon);
figure (3); stem(n,h_ind);

L = 256;fe=1; [H,f] = freqz(b,a,L, fe);

module = abs (H); figure (4); plot (f,module);
% phase = angle (H); figure (5); plot (f,phase);
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% [tau, f]l=grpdelay (b, a,L, fe);figure (6); plot (f,tau);
% [num,den]=invfreqz (H, £, 2,2)

1. Calculer les poles et zéros de ce filtre (a préparer), correspondent-ils a ceux de la figure 1 ?

2. A partir du tracé des poles et des zéros, esquisser 1'allurede h(n) et H(f) en justifiant vos réponses (a

préparer). Confirmer avec les figures 2 et 4.

Etudier la stabilité du filtre (a partir du tracé des poles et de h(n)). Quel est le role de ce filtre?

Quelle valeur de b faut-il changer pour faire de ce filtre un passe-haut?

5. Modifier les valeurs de a pour avoir une réponse impulsionnelle divergente. Le filtre obtenu est-il
stable?

6. Enlever les commentaires et comparer les figures 5 et 6. Quel lien les relie ?

7. Quel retard de groupe souhaite-t-on avoir dans la bande passante du filtre ?

8. Rétablir les valeurs par défaut et rajouter les lignes suivantes

Ll

nom_fich = uigetfile('*.wav', 'Selectionner le fichier son');

[x, fe]=wavread (nom_fich);

sound (x, fe); N=length (x);t=(0:N-1)/fe;

figure; subplot(2,1,1);plot (t,x);

legend ('Son original');xlabel ('Temps (s)');ylabel ('Amplitude'); axis ([0 N/fe -1 1.51);
y = filter (b, a, x);sound(y, fe)

subplot (2,1,2);plot (t,y);

legend('Son filtré');xlabel ('Temps (s)');ylabel('Amplitude'); axis ([0 N/fe -1 1.51]);

9. Comparer les deux signaux en utilisant le zoom et commenter.

10. Prendre une petite portion du signal et observer sa TF avant et apres filtrage en commentant.

11. Créer un signal composé de la somme de 2 sinusoides de fréquences 0.1 et 0.4 puis observer le signal
avant et apres filtrage.

II. Analyse d'un filtre RIF
On considere la récurrence suivante : y(n)=0.5 x(n)—0.5 x(n—1)

1. Déterminer h(n), les poles et zéros et esquisser H(f). En déduire le role de H(f), puis calculer le retard de
groupe (en préparation).

Vérifier ces réponses par matlab.

Que peut-on dire sur la stabilité, la nature et le retard de groupe de ce filtre?

Sil'on remplace 1'un des coefficients 0.5 par 1, que devient le retard de groupe?

Quelle serait la sortie d'un tel filtre si 'entrée était constante?

Rétablir les valeurs par défauts et rajouter les lignes concernant le fichier audio puis commenter.
Prendre la méme portion du signal et observer sa TF avant et apres filtrage en commentant.

Créer un signal composé de la somme de 2 sinusoides de fréquences 0.1 et 0.4 puis observer le signal
avant et apres filtrage.

PN PN

¢ ,
9. Refaire le méme travail pour y(n)= 5 Z x(n—i)
i=0

ITI. Autres manipulations
1. Tester une cellule passe-tout.
2. Tester la fonction residuez
3. Tester d’autres filtres vus en TD et comparer avec les résultats théoriques obtenus.
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TP n°2: Analyse des filtres numériques par la TZ (sous Python)

Rappel : Soit H(z) la transformée en z d"un filtre numérique donné dont la décomposition sous forme fraction
rationnelle est donnée par :

+bz '+ +5 N
H(Z) - b() bIZ .............. bNZ

Grace a la seule connaissance du vecteur b et du vecteur 4, on peut analyser tout filtre et :
- Déterminer les poles et les zéros du filtre (et étudier sa stabilité)

- Déterminer la réponde impulsionnelle ou indicielle

- Déterminer la réponse fréquentielle et le retard de groupe (dérivée de la phase), etc.

Quelques fonctions utiles

s = scipy.signal.lfilter(b, a, e) : filtre numériquement les données stockées dans le vecteur e avec le filtre décrit a
la fois par le vecteur b (coefficients du numérateur de H(z)) et le vecteur a (coefficients du dénominateur de H(z))
pour une entrée e. Si ap# 1, b et a seront divisés par ao.

z,p,k = scipy.signal.tf2zpk(b, a) retourne les zéros, les poles et le gain du filtre dont les coefficients du numérateur
(respectivement dénominateur) sont donnés par b (respectivement a)

f, H = scipy.signal.freqz(b, a, N, fe) : retourne N valeurs du gain complexe (Réponse fréquentielle TFD) du filtre
numérique échantillonné a la fréquence fe (Hertz), décrit par b et a. Ces valeurs sont stockées dans Het calculées
pour N fréquences mises dans f. Les fréquences sont equi-espacées sur l'intervalle [0,fe/2].

f, Tau = scipy.signal.group_delay((b,a),N, fe) retourne le retard de groupe (dérivée de la phase) du filtre
numérique décrit par b et a. La réponse impulsionnelle est calculée en N fréquences mises dans f.

zplane(b,a) : permet de tracer les poles et les zéros dans le plan complexe. scatter (real (p), imag (p) )
scatter (real(z),imag(z))

I. Analyse d'un filtre RII

Soit le filtre h(n) décrit par I'équation aux différences suivantes :

y(n)=1.2 y(n-1)-0.516 y(n-2)+ 0.079 x(n) +2*0.079 x(n-1)+0.079 x(n-2)

- La premiére étape consiste a déterminer les vecteurs a et b. On calcule H(z) (coefficients en z-1) et on trouve :

Numérateur : b=[0.079 2*0.079 0.079] et Dénominateur:a=[1 -1.2 0.516]

- Puis, par programme on peut : déterminer et tracer la réponse impulsionnelle, la réponse fréquentielle
(module et phase), le retard de groupe, les poles et les zéros, étudier la stabilité, la nature du filtre, etc.

import numpy as np; import scipy.signal as sp; import matplotlib.pyplot as plt

from plot_zplane import zplane

b = np.array([0.079, 2*0.079, 0.079]); a = np.array([l, -1.2, 0.516]); z,p,k=zplane(b,a)
delta = np.zeros(32);delta[0] = 1; h=sp.lfilter(b,a,delta) ;

Echellon = np.ones(32); h_ind=sp.lfilter (b, a,Echellon)

plt.figure(2);plt.subplot (211);plt.stem(h,use_line_collection=True)

plt.title ('Réponse impulsionnelle'); plt.grid(True);plt.ylabel('Amplitude’')
plt.subplot (212);plt.stem(h_ind,use_line_collection=True)

plt.title ('Réponse Indicielle'); plt.grid(True);plt.ylabel ('Amplitude'); plt.show ()

L = 256;fe=1; f,H= sp.freqz(b,a,L);f,Tau = sp.group_delay((b,a),f); f=£f*0.5*fe/np.pi;
plt.figure (3);plt.subplot (311); plt.plot(f, np.abs(H))

plt.title ('Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence

(Hz) ") ;plt.ylabel ('Amplitude')

plt.subplot (312);plt.plot (f, np.angle(H))

plt.title('Phase du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence (Hz)');

plt.ylabel ("Amplitude')

plt.subplot (313);plt.plot (£, Tau)

plt.title ('Retard de groupe du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel ('Fréquence (Hz)');
plt.ylabel ("Amplitude'); plt.show ()
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1. Calculer les poles et zéros de ce filtre (a préparer), correspondent-ils a ceux de la figure 1 ?

2. A partir du tracé des poles et des zéros, esquisser I'allurede h(n) et H(f) en justifiant vos réponses (a

préparer). Confirmer avec les figures 2 et 4.

Etudier la stabilité du filtre (a partir du tracé des poles et de h(n)). Quel est le role de ce filtre?

Quelle valeur de b faut-il changer pour faire de ce filtre un passe-haut?

5. Modifier les valeurs de a pour avoir une réponse impulsionnelle divergente. Le filtre obtenu est-il
stable?

6. Comparer les figures 5 et 6. Quel lien les relie ?

7. Quel retard de groupe souhaite-t-on avoir dans la bande passante du filtre ?

8. Rétablir les valeurs par défaut et rajouter les lignes suivantes

Ll

from scipy.io import wavfile as wf; import winsound ;

from scipy.io.wavfile import write as wavwrite

fname = 'vousavezducourrierenattente.wav';

winsound.PlaySound (fname, winsound.SND_FILENAME)

fe, x = wf.read(fname);

Te=1/fe; N=len(x); t = np.linspace (0, N-1, N) *Te;

y=sp.lfilter(b,a,x) ;

plt.figure(4); plt.subplot (211);plt.plot (t,x,label="Signal Original")
plt.subplot (212);plt.plot (t,y,label="Signal Filtré");plt.xlabel ('Temps (s)"')
plt.title('Signal Audio Filtré');

zz=np.int8 (y) ;

wavwrite("z.wav", fe, zz);

winsound.PlaySound ("z.wav", winsound.SND_FILENAME) ;

9. Comparer les deux signaux en utilisant le zoom et commenter.

10. Prendre une petite portion du signal et observer sa TF avant et apres filtrage en commentant.

11. Créer un signal composé de la somme de 2 sinusoides de fréquences 0.1 et 0.4 puis observer le signal
avant et apres filtrage.

II. Analyse d'un filtre RIF
On considere la récurrence suivante : y(n)=0.5 x(n)—0.5 x(n—1)

1. Déterminer h(n), les poles et zéros et esquisser H(f). En déduire le role de H(f), puis calculer le retard de
groupe (en préparation).

Vérifier ces réponses par matlab.

Que peut-on dire sur la stabilité, la nature et le retard de groupe de ce filtre ?

Sil'on remplace 1'un des coefficients 0.5 par 1, que devient le retard de groupe ?

Quelle serait la sortie d'un tel filtre si 'entrée était constante ?

Rétablir les valeurs par défauts et rajouter les lignes concernant le fichier audio puis commenter.
Prendre la méme portion du signal et observer sa TF avant et apres filtrage en commentant.

Créer un signal composé de la somme de 2 sinusoides de fréquences 0.1 et 0.4 puis observer le signal
avant et apres filtrage.

PN PN

¢ ,
9. Refaire le méme travail pour y(n)= 5 Z x(n—i)
i=0

ITI. Autres manipulations
1. Tester une cellule passe-tout.
2. Tester d’autres filtres vus en TD et comparer avec les résultats théoriques obtenus.
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II1. Conception des Filtres Numériques RIF

Le traitement numérique a conduit a une amélioration importante des dispositifs de filtrage linéaire
notamment en termes de fiabilité, de reproductibilité, de souplesse et de complexité des fonctions réalisables. En
outre, les filtres numériques ont aussi d'autres propriétés difficiles qu'il n'est pas aisé de mettre en ceuvre dans le
cas des filtres analogiques, entre autres : le filtrage numérique en temps réel (transmissions numériques, codage
des sons MP3, synthese de parole, télévision numérique par exemple).La plupart des modeles de filtres
analogiques peuvent ainsi étre reproduits sous forme numérique. Les éléments physiques (résistance, capacité,
inductance, amplificateurs opérationnels) sont en quelque sorte transposés en éléments logiques [17].

1. Synthese des Filtres numériques et Gabarit analogique

La synthese d'un filtre est un ensemble de processus qui débute par la définition des caractéristiques du
filtre, jusqu’a sa réalisation informatique et/ou électronique, en passant par la détermination de ses coefficients.
Pour synthétiser un filtre numérique, on considére connu le gabarit du filtre analogique et on cherche un systéme
numérique caractérisée par une fonction de transfert H(z) a insérer dans le circuit ci-dessus permettant de
satisfaire le gabarit analogique.

x(t) Systeme analogique y®
Ha(p)
x() S Filtre anti- CAN Systéme numérique CNA y()
repliement H(z)

La détermination de la fonction de transfert d'un filtre numérique, par une méthode directe, n’est pas
toujours tres simple. Par contre, le probleme qui consiste a transformer un filtre analogique en un filtre numérique
est relativement simple. De ce fait, de nombreuses méthodes sont proposées pour concevoir un filtre numérique
a partir du filtre analogique équivalent. Dans tous les cas, la synthése d"un filtre numérique est une approximation
d’un filtre analogique idéal équivalent. Il est nécessaire de contraindre un certain nombre de parameétres.

La synthése d"un filtre numérique comprend les étapes suivantes :
1. la détermination d"une réponse en fréquence idéale souhaitée ;

2. la détermination de la meilleure approximation sous un certain nombre de contraintes contrainte (stabilité,
rapidité, précision, déphasage linéaire, etc.) ;

3. le choix d"une structure de calcul réalisant le filtre approximé.

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

68




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

Les fonctions modeéles utilisées pour la synthése des filtres sont soit la réponse impulsionnelle soit la
réponse en fréquence (celle-ci est préférée) de filtres analogiques connus. Si l'on emploie la réponse
impulsionnelle, les éléments h(n) de la réponse impulsionnelle numérique sont obtenus en calculant h(t), la
réponse impulsionnelle du filtre analogique, aux instants t=nTe.

Rappelons que les filtres idéaux présentent un déphasage linéaire et 0.04
ne sont pas physiquement réalisables, car les réponses fréquentielles 0.035]
idéales correspondent & une réponse temporelle non-causale. Par oo
exemple, en considérant le filtre passe-bas H(f)= Tl(f) e2fT, on g 0.025¢
obtiendra un sinc décalé de T. Tg 0.02;
3 0.015

On peut observer qu'il faut annuler une partie du signal. De ce i 001

fait, il n'est plus possible d’obtenir un filtre passe-bas idéal (droit et g 0.005
avec une droite de transition perpendiculaire). Il s'ensuit que les or
filtres qui vont pouvoir étre réellement synthétisés n'ont pas de %%
N -0.01

réponse fréquentielle correspondant a la fonction porte, mais
pourront s'en rapprocher.

ol | TF
0.6 1
0.4 1
0.2 1

H(f) idéal

Réponse impulsionnelle h(n)

0 L |
05 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
frequence (Hz)
2 T T
1.8F
161
145 g
=
o
1.2 2
= 2
3 5
= 1Ir K}
¥ 3
I
0.8- £
o
2
0.6f 1 =
0
TF 1 *
0.4} 1
0.2r
0 L L - < L . . . -4 L L L L L L L L L
05 04 -03 02 -0.1 0 01 02 03 04 05 %% 8 6 4 =2 0 2 4 5 8 10
)

frequence (Hz,

Comme l'illustre la figure suivante, la troncature (multiplication par une porte de largeur NTe) du sinc dans
le domaine temporel se traduira par une convolution dans le domaine fréquentiel du filtre idéal avec un sinc
s'annulant tous les NTe. Pour de grandes valeurs de N, les sinc dans la bande passante se compenseront les uns
les autres mais autour des points de discontinuité (fréquence de coupure), les ondulations restent apparentes.
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0.06 T T T

0.04 -

0.02 -

-0.02 I I I I I I I I I

0.06 T T

0.04 -

0.02 -

,
Ry V2 3 N
< — R AR A TR

0.02 I I I I I I I I I
-5 3 -2 4 5

-4 K -1 0 1 2 3
On peut observer que les différences vis-a-vis du filtre idéal (soit la fonction porte) sont principalement les

ondulations dans la bande passante et dans la bande atténuée ainsi que la largeur de la transition.

Clest ainsi que les spécifications du filtre vont étre définies par un gabarit fréquentiel linéaire ou en dB
(décibels). Ce gabarit indique la ou les fréquences de coupure, la largeur de la bande de transition minimale
souhaitée, le maximum d’ondulation de la bande passante et de la bande atténuée, la fréquence d'échantillonnage
et éventuellement I'ordre maximal permis.

Gabarit d’un filtre

Le gabarit d'un filtre n’est autre que I'ensemble des caractéristiques
du filtre, a savoir : 12p  IHOI
- la bande passante (BP) de 0 jusqu'a f, I

- la bande atténuée (ou coupée BA) de fijusqu'a f/2

T
o

- Le gain du filtre dans la bande passante.

- L’atténuation du filtre en bande coupée fa.

-- la largeur Af=f,-f, de la zone de transition=f=f,+Af /2=(f.*f,)/2
- I'amplitude des oscillations en bande passante :

Amplitude

&
d1=>A,=20log(1+d;) ondulation permise en BP w2l
- 'amplitude des ondulations en bande atténuée : , L o N
&=>A,=-20log(d,) ondulation permise en BA  ance poasante. Bands do trnsiton Bando atténse f

En pratique, plus les fréquences f; et f, sont proches, plus 1'ordre du filtre devra étre élevé. Pour un filtre idéal, ces
valeurs seraient confondues

2. Synthese des filtres RIF

L'emploi des filtres RIF peut se révéler attrayant eu égard a ses nombreux avantages : stabilité inconditionnelle
(Tous les poles sont en 0), phase linéaire possible. Néanmoins, ils présentent 1'inconvénient de nécessiter un plus
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grand nombre de coefficients que les filtres RII pour obtenir les mémes caractéristiques fréquentielles a cause de
l'absence de poles hors 0. Ainsi, toute fonction de filtrage numérique stable et causale peut étre approchée par la
fonction de transfert d'un filtre RIF.

Rappelons que la sortie d'un filtre RIF va s'exprimer comme une combinaison linéaire d'un ensemble fini
d'éléments d'entrée :

N-1 N-1 N-1
y(n) = Zbl.x(n —-1) dou H(z)= an.z_" =H(f)= an e 2miinte
i=0 n=0 n=0

Ainsi, les coefficients de pondération ne sont rien d'autre que les valeurs de la réponse impulsionnelle du filtre.
Ces coefficients constituent les coefficients du développement en série de Fourier de la fonction de transfert H(f)
(voir TFTD chapitre 1)

Du fait qu'un filtre RIF possede une fonction de transfert polynomiale (non rationnelle), il ne peut étre obtenu par
transposition d'un filtre continu. Les deux méthodes les plus utilisées pour l'approximation des filtres
numériques RIF sont alors:

o Développement par série de Fourier : cette série est ensuite tronquée par des fonctions fenétres pour
limiter la réponse impulsionnelle. Les coefficients de Fourier coincident avec les échantillons de la réponse
impulsionnelle du Filtre.

o Echantillonnage de la réponse fréquentielle : Cette méthode fait appel a la TFD. Celle-ci est appliquée aux
coefficients recherchés bipour obtenir une suite fréquentielle qui corresponde a la réponse fréquentielle
du filtre.

Il existe d'autres méthodes telles les méthodes d’optimisation qui sont basées sur la minimisation d’un critere
d’erreur entre la courbe réelle et le filtre idéal [9].

3. Méthode de la fenétre

Cette technique consiste, connaissant I'expression analytique H(f) de la réponse fréquentielle continue (dont la
formulation mathématique connue)a approcher, a déterminer par utilisation de la transformée de Fourier a temps
discret inverse, la réponse impulsionnelle. Cette réponse temporelle non causale obtenue sera retardée pour la
rendre causale [18]. Ainsi :

1. A partir du gabarit idéal du filtre, on détermine les coefficients du filtre en limitant le calcul a N valeurs
réparties symétriquement autour de n=0. Puis, on calcule de la TFTD inverse du filtre idéal qui nous permettra
de retrouver les échantillons de la réponse impulsionnelle soient les coefficients du filtre :
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f12
fi .[H(f)ez”jf"Tedf N impair (Filtre de typeI)
h(n)=4 = 57
- j H(f)e > af N pair (Filtre de typeIl)
¢ ~f.12
Remarques :

* Le filtre de type I est le plus employé (C’est celui que nous développons dans ce qui suit) hormis pour les
différenciateurs.

* Le filtre de type II possede un zéro en -1 (Nombre de zéros est impair donc répartition de zéros en paires
conjuguées + un zéro en fe/2 puisque une somme de cosinus) , il ne peut donc étre employé pour un passe-
haut ou un coupe-bande.

* Il existe des filtres de type III (N impair) et IV (N pair) permettant d’obtenir une réponse impulsionnelle anti-
symétrique avec déphasage linéaire également (somme de sinus au lieu de cosinus). Ils possédent tous deux
des zéros en 1 (sin en f=0 est nulle), leur utilisation n’est donc pas adaptée aux filtres passe-bas. En outre le
filtre de type III possede également un 0 en -1, on ne peut 'employer que pour un passe-bande.

2.Cette méthode produit une série infinie de coefficients, on limite, alors la réponse impulsionnelle a N
échantillons (troncature). Sachant que la troncature induit des ondulations, on peut faire appel aux fenétres de
pondération pour les atténuer. Ainsi, la réponse impulsionnelle idéale h(n) sera multipliée par la fenétre discrete
wn(n) de longueur N:

h'xn(n)=h(n).wn(n). (Choix de la fenétre : voir chapitre 1)
3. Il ne reste plus qu'a décaler la réponse impulsionnelle h(n) pour avoir une solution causale.

Remarque : Pour le choix de f. il faudra faire attention aux fréquences de coupure a prendre en compte. Afin d'avoir
de bons résultats lors de la synthese, ce ne sont pas les fréquences de coupure du filtre idéal qu'il faut utiliser mais
il faut déplacer celles-ci afin de les centrer dans la zone de transition. Pour un passe-bas, 'augmenter de la demi
zone de transition (4f), soit f,+Af et pour un passe-haut, la diminuer de la demi zone de transition. Pour un passe-
bande, diminuer la premiére fréquence de coupure de la demi zone de transition et augmenter la seconde de la
demi zone de transition, pour un rejecteur de bande, on fera I'inverse.

IH(® |
Exemple :
1+ 8 ‘
1
- Calcul de la réponse impulsionnelle idéale (cas N impair) T ‘3\\
1 fel2 , 3 \
hn)=— [H(f)e*" /" df A
e —fel2 ‘ \
| \
02 . 3 “\\
-5z ‘;
0 fo fa

0,5
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I T B TITA
On pose f=(f,*f:)/2 :h(n)__e_J’;e j @df_erTe j "

X — eI sin2 . nT,) _sin(7tn f. I(f, 12))
27fn n n

= h(n) =

On normalise les fréquences par rapport a f./2 (ou f;) c.a.d que I'on remplace partout f. par f/(f/2), on obtient
alors :

sin(in f, /(f, 12)) f./(f./2) ¢ sin(zin £, )

h(n) =
f A 12) 7o,

Tout aussi facilement, on peut déterminer les réponses impulsionnelles d'un passe-haut (1-H(f)), d'un passe-
bande (différence de 2 passe-bas) et d'un coupe-bande donnés.

Les valeurs de la réponse impulsionnelle idéale h(n) sont données au tableau suivant. Les fréquences f.
indiquées dans ce tableau (fréquences de coupure désirées) s'expriment également en fréquences normalisées
(divisées parf./2).

Réponse impulsionnelle h(n)

Type de filtre h(n) pour n#0 h(n) n=0
Passe-bas sinzin f,) fe
fo———
7nf,
Passe-haut sin(7in f,) 1-f.
_fc _~ JcZ
nf,
Passe-bande sin(7in f.,) sinzinf,,)  fo-fa
ch - f‘cl
mf,, Thf,
Rejécteur de bande sin(zin f,,) sin(zinf,,) 1-(feo- fe1)
fo——F— Jo———F
nf, nf,,
- Limitation du nombre d'échantillons a N
h'n(n)=h(n).w(n)
_ 1 si |n| < Nl Sin(N7f) 71
siw(n) = 2 =W =—m Hy (H=H)*W()
0 ailleurs sin(77)

La troncature temporelle introduit des ondulations et induit une zone de transition moins rapide déterminée
par la largeur du lobe principal. Un compromis est a faire entre la raideur et I'amplitude des ondulations. Notons
que cette méthode donne des ondulations de méme amplitude dans la bande passante et dans la bande atténuée.
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1.4 T T T T T T
Passe-bande avec Fen Rectangulaire (N=51)
1ol Passe-bande avec Fen Hanning (N=51) I
’ — - — — Passe-bande avec Fen Rectangulaire (N=91)

Remargue: Si N augmente, I'étendue des oscillations diminue
(la réponse est plus plate) et la largeur de la bande de 1¢
transition décroit (Af faible). On peut observer que les
oscillations les plus fortes tendent a se concentrer aux o8l
discontinuités. Ces dernieres ne diminuent pas si N augmente 4|
: on a toujours un dépassement a peu prés égal a 9% se
concentrant aux points de discontinuité : c’est le phénomene 04|
de Gibbs(Voir TP n°3). Pour diminuer les oscillations : on

0.2
utilise les fenétres de pondération qui permettent d’obtenir de

forte atténuation des oscillations mais cela se fait au détriment ¢ ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

de la largeur de la bande de transition qui devient plus fc1=500 fc2=1500  fe=4000Hz

grande.

Pour le choix de la fenétre de pondération, on procédera comme suit : En fonction de 1'atténuation & requise
dans la spécification du filtre, on choisira le type de fenétre w(n) a utiliser. Puis en fonction de la largeur de la
zone de transition Af (spécifiée aussi au départ) et du type de la fenétre w(n),on déterminera la longueur de la
réponse impulsionnelle N.

Fenétres wn(n) Largeur de Atténuation en bande
Transition :Af 20f/ fe) atténuée A
N -1 1.8/N 21
pour ‘n‘ <
WRe ct (n) =
0 ailleurs
27T 6.2/N 44
0.5+0.5cos( ) pour ‘n‘ <
WHan (n’) = N _1
0 ailleurs
270 6.6/N 53
0.54+0.46c¢0s( ) pour ‘n‘ <
wHam (l’l = N -1
0 ailleurs
— 11/N 74
042+05c0s2) +0.08c0sCT) pour|d <N /
M}Black(n)= N_l N_l 2
0 ailleurs

Exemple : On veut synthétiser un filtre passe-bas de fréquence de coupure fc = fe/ 10 avec Af fe/ 5 et une
ondulation en bande atténuée > 50 db (voir TP n°3) " ‘ ‘ ‘
a- Onnormalise les fréquence fc/ (fe/2)=>fc=0.2 Af/ (fe/ 2)=Af=0.4 i e
& “a
sin(nnn/5 i /
b- h(n) = 0.2% :
m 6 16 \
§ o ( x'¢ o | o
c- On choisit w(n) comme étant la fenétre de Hamming g b /
05k \® ///
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(A:=20 log(&)= -53)=Af=6.6/N

d- On calcule N=6.6/Af=16,5 on prend N=17

Master ST M1 2021/2022

sin(7in/5
e- on calcule les valeurs h(n)= 0.2¥ pour -8<n<8§
/5
N -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
h(n) | -0,0399 | -0,0456 | -0,0329 0,0493 | 0,1064 | 0,1597 | 0,1974 | 0,2110
N 1 2 3 4 5 6 7 8
h(n) | 0,1974 | 0,1597 | 0,1064 | 0,0493 | 0 -0,0329 | -0,0456 | -0,0399 0.3 - - -
—= Réponse impusionnelle h(n)
0.25 —= Réponse impusionnelle h'(n)
. 1. , 0.2
f-  On multiplie h(n) par w(n) pour trouver h'n(n)=h(n).w(n)
0.15
sin(7tn/53) 27 01
K (n)=02————"210.54+0.46c08(-—) vos
/5 16 %
11 111
0.05 10 15 20
g- On translate le résultat de 8 échantillons.
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
h(n) -0,0399 | -0,0456 | -0,0329 | O 0,0493 | 0,1064 0,1597 0,1974 0,2110
h'n(n) | -0,0031 | -0,0050 | -0,0067 | O 0,0255 | 0,0730 | 0,1325 | 0,1826 | 0,2023
N 9 10 11 12 13 14 15 16
h(n) | 0,1974 | 0,1597 | 0,1064 | 0,0493 | O -0,0329 | -0,0456 | -0,0399
h'n(n) | 0,1826 | 0,1325 | 0,0730 | 0,0255 | O -0,006 | -0,005 | -0,0030
1.4 T T T T T
Passe-bas avec Fen Rectangulaire (N=17) 181 1 ° h
—— — — Passe-bas avec Fen Hamming (N=17) ! \
1.2¢ o !
— — — — Passe-bas idéal I
1h o-—F-6_ B
-7 | N
| P ] //D L
0.5} 9 |
/ |
0.8 b © / ! l
u“z [0] |
[ B %%6,,,&4{( ,,,,,,,,, Yy |
0.6 8 g & ‘
- \ |
-0.5¢ \b : 4
0.4 R . o
SN |
AL el o7 |
0.2 il !
| /
, ©
0 | 1 — 1= - 1.5¢ | 1 | 1 1 |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 1 0.5 0 1 1.5 2 25
fc1=400 fe=4000Hz

On peut remarquer l'emplacement de zéros autour du premier 0 en 1 permet d'atténuer les lobes secondaire et

de maintenir une réponse cste autour du zéro.
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4. Méthode de 1'échantillonnage fréquentiel

La méthode de synthese par échantillonnage en fréquence est appliquée depuis la réponse fréquentielle d'un
filtre continu idéal H(f) dont on ne connait pas la formule mathématique (on ne peut alors calculer h(n) par TF
inverse de H(f)). On utilise alors la transformation de Fourier Discrete inverse. C'est-a-dire que I'on
"échantillonne" la réponse désirée dans le domaine fréquentiel, on obtient N points de cette réponse fréquentielle
auxquels on fait correspondre N points de la réponse temporelle équivalente obtenus par TFD inverse [18] comme
suit :

On commence par échantillonner H(f) :
H(Kk)=H(f),,,, k=-(N=-D/2aN-1/2

(N-1)/2 )
puis on applique la TED inverse h(n) =— Z H (k)e*™* !N

k=—(N-1)/2

Cette méthode de synthese est tres simple et permet de réaliser toute forme de filtre (chose qu'on ne peut
réaliser avec la méthode précédente). Cependant, cette méthode de synthese ne garantit que les points
fréquentiels H(k). Entre ces points, la valeur de H(f) n'est pas maitrisée, il peut y avoir des oscillations qui ne sont
pas également réparties avec un maximum d’erreur entre la réponse idéale et la réponse obtenue se situant autour
de la bande de transition.

Pour obtenir la réponse en fréquence du filtre finalement obtenu, on peut par exemple appliquer une TFD a la
réponse impulsionnelle h(n) de taille N obtenue, aprés avoir ajouté un grand nombre de zéros. Par ailleurs, du
fait de I'emploi d'une TFD inverse sur N points, la réponse impulsionnelle h(n) obtenue est périodique de période
N bien que la réponse impulsionnelle idéale souhaitée ne soit pas de durée limitée.

Exemple : On cherche a réaliser sous forme numérique un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f.=f./10
avec Af<f./16. On prend donc N=17, ce qui nous donne Af=0.0588 (voir TP n°3)

OnaN =17, H(0)=H(-1)=H(1)=1 et H(2)= H(-2)=...= H(8)= H(-8)=0. On peut en déduire, par transformation de

Fourier discrete (TFD), les valeurs de la réponse impulsionnelle 02 [— Réponse impusionnelle h(n)]
0.15

(N-1)/2 ) 1
h(n) - ZH(k)eZITjkn/N h(n) :ﬁ(1+e—21jn/17 +627;7’n/17) o
k==(N-1)/2

0.05

h(n) = (1 +2cos(2m/17)pour -8 < n <8 . J m

v K 1
Enfin, pour rendre ce filtre réalisable physiquement, on translate cette 0% 5 10 15

réponse impulsionnelle de 8 échantillons.
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— — Passe-bas avec Méthode Fenétre
— Passe-bas avec Méthode Echantillonnage N=17
— Passe-bas idéal I

Sachant que H(k)=H(-k) pour un signal h(n) réel, on peut, de maniére générale, démontrer que :

(N-1)/2

h(n) =~ H©O)+2 > H(k)cos
N =]

(ij pour -(N-1)/2< n £(N-1)/2

La réduction des oscillations peut aussi s'obtenir a travers le fenétrage. Ci-dessous les coefficients du filtre h(n)
suivis de ceux obtenus apres fenétrage de Hamming h'n(n).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
h(n) -0,0257 | -0,0269 | -0,0153 | 0,0114 | 0,0514 0,0985 0,1430 0,1749 0,1865
h'n(n) | -0,0020 | -0,0031 | -0,0033 | 0,0041 | 0,0279 0,0705 0,1237 0,1688 0,1865
n 9 10 11 12 13 14 15 16
h(n) 0,1749 0,1430 0,0985 0,0514 | 0,01139 | -0,0153 | -0,0269 | -0,0257
h'n(n) | 0,1688 0,1237 0,0705 0,0279 | 0,0041 -0,0032 | -0,0031 | -0,0020
151 ‘ o ‘ ! i 1.4 T T :
} —— Passe-bas avec Méthode Echantillonnage (Rect)
I \ — — ~Passe-bas avec Méthode Echantillonnage (Hamm)
1 o - }~ o 7 1.21 ~ — ~Passe-bas idéal I
o ! AN
2 | o N
/ |
0.5 2 | N l |
/ ! \
5 ¢ l \
E OF——+—————— = = % 6 o-—-—--F4-------—-—-=- -o- - —
H 8 | |
-0.5F ‘s : )/ 1
\ o 7’
N o : o
1 To- - - 4
|
l
15 L ‘ ‘ ‘ ]
: o5 0 16s 1 15 2 25

Real Part

Remarques: Pour le choix de N, il faut veiller a ce que f./ N soit inférieur a Af.
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Par ailleurs, on peut quelques peu atténuerles ondulations en adoucissant les transitions dans la transmittance
du filtre. Pour cela, on introduira 0.5 entre 1 et 0, Mais de ce fait Afaugmentera, on ajustera, alors, la valeur de N
en conséquence (2Af<f./16). Ce qui nous fournira une valeur de N de 33 et Af =0.0303. On prendra H(3)=
H(=3)=0.5. Ainsi H(0)=H(-1)=H(1)=H(2)=H(-2)=1 et H(3)=H(-3)=0.5et H(4)=H(-4)=.......= H(32)= H(-32)=0.

h(n) = 3—13(1 +2c0s(27M/33) + 2cos(47m/33) +cos(677/33)pour -16 < n <16

1.4 : ; :
—— Passe-bas avec Méthode Echantillonnage F=17
— — ~ Passe-bas avec Méthode Echantillonnage F=33
0.3 . - - ‘ 1.2 —— passe-bas avec Méthode Echantillonnage F=33 + H(4)=0.5]
— Réponse impusionnelle h(n) pour N=17
0.25} —o Réponse impusionnelle h(n)pour N=33 |
0.2r
0.15¢ S S
0.1+
0.05 1{ %
0 o1 9 9 9%
75 QL£TL &T}l“ 19
003, 10 0 10 20

5. Méthode de Remez (Optimisation)

Le gabarit du filtre est supposé connu. On cherche les N coefficients de la réponse impulsionnelle du
filtre RIFdont la réponse en fréquence H(f) entre dans le Gabarit :h(k) pour k=0,..,N-1

Le principe consiste a mettre en ceuvre une méthode itérative qui cherche a minimiser a chaque étape la «
distance » du filtre au gabarit. Puis, a chaque étape on détermine et on calcule la réponse en fréquence par
Transformée de Fourier Discrete. Puis, on utilise la technique du Zéro-Padding pour sur-échantillonner la
réponse en fréquence et vérifier précisément la distance au gabarit.

1.4 1.4
H(f
IHO) .
1+
% e e/ e 000 ®e
:ug: 0.8 "qg: 08l
g
£ osf £ os
0.4 0.4
0.2r g 0.2
0 ‘ ‘ N~ O O 0 ‘ \/ 9-0Ve Q © |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Bande passante Bande de transition Bande atténuée Bande passante Bande de transition Bande atténuée
N points du Gabarit k*N points du Gabarit
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Les points qui n’entrent pas dans le Gabarit sont déplacés pour obtenir une nouvelle fonction de transfert
qui vérifie le Gabarit. Par transformée de Fourier inverse on obtient la réponse impulsionnelle de durée k*N
points d’un filtre qui entre dans le gabarit. On la tronque a N points pour obtenir un nouveau filtre et on vérifie
qu’il entre dans le Gabarit en calculant la distance au Gabarit qui est la moyenne des écarts, on la désire la plus
petite possible [9] ;

6. Constitution et réalisation des filtres numériques RIF

La réalisation concrete d'un filtre numérique consistera en fait a matérialiser I'algorithme de calcul pour la
structure retenue. On aura la possibilité de travailler : Soit en logique cablée (assemblage d'organes logiques, tels
que portes, mémoires, etc ...),soit en logique programmeée (organisation autour d'un processeur de traitement du
signal (DSP) ou, méme, utilisation d'un microprocesseur(micro-ordinateur) standard).

La structure canonique directe (transversale ou non récursive) est
donnée ci-contre:

Un filtre RIF nécessite (N-1) opérations de multiplication, N opération
d’addition pour chaque nouvel échantillon a filtrer.

On peut également exprimer la complexité en nombre de
multiplication-accumulation qui, dans le cas d'un filtrage RIF, vaut N
[9]. Le cotit mémoire d"un filtrage RIF est de 2(N+1) [(N+1) coefficients
bi et (N+1) points mémoire pour le vecteur des entrées x(i)]. Si la

fréquence d’échantillonnage du signal d’entré vaut Fe, cela signifie

: A PR T, e s N a) Str b) Str
que le filtre devra étre réalisé en un temps Tcacu inférieur a Te =1/fe . ) Structure directe ) Slructure (ransposce

Pour un filtre a retard de groupe constant, la structure sera la suivante :

T

z'll ‘J z-1 z-.
I '] }—H Q\—» -
B
),

e b,
| 2O D
N impair T““'*" -
l . /:.} =[ b3z G‘)
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Sérien® 3

1. Obtenir les coefficients d'un filtre a RIF passe-bas par la méthode de fenétrage pour obtenir les spécifications

suivantes :

- Fréquence de coupure idéale : fc=1.75 kHz

- Largeur de transition : Af=0.5 kHz

- Atténuation en bande atténuée : A=-20 logi0(0)> 51 dB avec 6 =min(d;,&)
- Fréquence d'échantillonnage : fe=8 kHz

Master ST M1 2021/2022

2. On souhaite approcher un filtre idéal passe-haut par un filtre a réponse impulsionnelle finie, synthétisé par la

méthode du fenétrage. Ce filtre doit répondre aux spécifications suivantes :
v" Fréquence de coupure f.=2 kHz
v' Largeur de transition : A/=0.5 kHz
v' Atténuation en bande atténuée : A=-20 logi0(d)> 40 dB avec 6 =min(d;,,)
v" Fréquence d'échantillonnage : /=8 kHz

- Déterminer I'expression mathématique exacte de h'(n).

- Calculer h'(0) et tracer approximativement h’(n).

- Quel est I'intérét du fenétrage et quel est son inconvénient ?

- Quel est I'inconvénient de cette technique de synthése des filtres?

- Citer un avantage et un inconvénient de la synthese par des filtres RIF de méme que par les RIL

3. Soit un filtre passe-bas decoupure 0.25 et Af<0.08 (fe=1 ). On souhaite synthétiser un filtre d’ordre par la

méthode de Iéchantillonnage fréquentielle.

4. Un filtre numérique est a implanter. La fréquence d'échantillonnage est fixée a 8kHz. Idéalement, on veut

supprimer la bande fréquentielle de 1kHz a 2 kHz.
- Tracez, pour ce filtre idéal, le module de H(f)

-Si on utilise la méthode d'échantillonnage en fréquence en prenant N points sur cette réponse idéale,

quel serait h(n) pour N=21.
- Quelle est I'inconvénient de cette méthode? comment y remédier

5. On suppose le filtre h(n) dont le module du spectre H(f) est donné ci-dessous :

=Jc2 Jcl fcl

ch

v

On veut déterminer le filtre numérique h(n) équivalent par la méthode de I'échantillonnage fréquentiel. Le filtre
doit répondre aux spécifications suivantesfa=f. / 5 ,f2=2 faet une largeur de transition 4f<f. / 20.Prendre

fe=4,2Khz
- Déterminer N, Afpuis H(k) et donner son tracé
- Déterminer h(n)

-Si on utilise la méthode des fenétres avec une atténuation en bande atténuée Aa>40 db et une zone de transition

de Af=fe/7 donner I'expression de h(n) exacte (avec application numérique)
FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

80




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

- Calculer h(0) avant translation dans chacun des 2 cas

6. On considere un filtre RIF de longueur N =8 dont la
Structure est donnée ci-contre :
Avec bo=0.2, b1=0.3, b2=0.4, bs=0.5 x(n

- Déterminerl’équation aux différences

- Déterminer la fonction de transfert puis h(n)
- Identifier alors le type de filtre RIF (LILIII ou IV)
- Quel est son inconvénient ?

Solutions

sin(7tn f, in(77n0.4375
1. Af=0.125 fc=0.4375 h(n) = f, ULE = Sin(7Tn ) pour k#0 et h(0)=f. hamming=>N=53

mf, m

Les coefficients du filtre sont symétriques, il suffira par conséquent de calculer les valeur de h(0)a h(26).

h(0) = fc = 0.4375w(0) = 0.54 + 0.46c0s(0) = 1h(0) = hN(0) w(0) = 0.4375

0.54 +0.46¢05(-=) pour n| < X1 054 +0.46¢08(>2%) pour |n] < 26
Wpam (1) = N-1 = 52

0 ailleurs 0 ailleurs
h(0)=0.4375, h(1)=h(-1)=0.311, h(2)=h(-2)=0.060, h(3)=h(-3)=-0.0856, h(4)=h(-4)=-0.053, h(5)=h(-5)=0.0325, h(6)=h(-6)=0.0434,
h(7)=h(-7)=-0.0075, h(8)=h(-8)=-0.0319,............ , h(26)=h(-26)=-0.0009.
Pour rendre le filtre causal, on ajoute 26 a chacun des indices.

sin(7tn f .

2. Af=05 £=0.125 h(n)=-f. (m—ff) pour k#0 et h(0)=1-f. A>40 Hanning =N=51

sm(ﬂn/ 2)

h'(n)=-0.5 (0.5+0.5 os(—)) h'(0)=0.5 -255n<25

3. fc =0.25, fe=1 et N=13 ainsi : (fe/ N=0.07, 2fe/N =0.15, 3fe=0.23, 4fe/N=0.30) =H(0)=H(1)=H(-1)=H(2)=H(-2)=H(3)=H(-3)=1
etlesautres a0

(N-1)/2
h(n) :;(H(O)+2 > Hk)cos (2’1‘”

k=1 N

)J = [H(0)+2ZH<k)cos< )jn (n)

h(n) = 3(H(O)+2cos()+2c0 (—)+2c (B)jﬂ( )

4. fc1 =1, fc2 =2 fe=8 et N=21 ainsi : (fe/ N=381, 2fe/N =762, 3fe=1143, 4fe/N=1523, 5fe/N=1905, 6fe/N=2286) =H(3)=H(-
3)=H(4)=H(-4)=H(5)=H(-5)=0 et les autres a 1.

(N-1)/2 10
h(n) = 1(}1(0) +2 3 H#)eo s(2ﬂ‘")j = [H(O) + ZZH(k)cos( ”) +2) H(k)cos(zi;m)] )
h(n) = ZII(H(O) + 200s(2—r1h) + 2cos(42—rfl) + 200s(2—71n) Foeeenn + 2cos(2071-h )J |;| (n)
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La TF de ce H(n), va effectivement passer par ces points mais en dehors de ces points le comportement du filtre peut dévier
du filtre idéal. Pour améliorer, il faudra prendre plus de points, d’ot1 un filtre plus long.

5. N=21, 4f =200 Hz, H(0)=H(1)=H(-1)=.....=H(4)=H(-4)=H(9)=H(-9)=H(10)=H(-10)=0 Reste a 1

2 10/ 12m 14m 16/m
h(n) == + + + _
(m) 21(005( 5y ) Heos(— ) Heos(— Sy Feos(— )j -10<n<10  h(0)=0.38

Décaler les indices de 10
Hanning, N=23, h(n)=0.8 sinc(0.8n)- 0.4 sinc(0.4n) et h'(n) = (0.8 sinc(0.8n) — 0.4 sinc(0.4n))(0.5 + 0.5cos(2mn/22)I,5(n)
h'(0)=0.4

6. y(n)=bs(x(n-3)+x(n-4))+ba(x(n-2)+x(n-5))+b1(x(n-1)+x(n-6))+bo(x(n)+x(n-7))
Type II, pas adéquat pour un passe-haut (un zéro en -1)

Exercices supplémentaires

1. Au cours de la transmission d'un signal numérique (échantillonné a une fréquence de 2,5 kHz) , il a été affecté
d'un bruit localisé entre les bandes de fréquence 350 Hz et 550 Hz. On veut éliminer le bruit par 1'emploi d'un
filtre RIF possédant une possédant une bande de transition Af=100 Hz. Concevoir ce filtre :

A] Par la méthode du fenétrage. On souhaite une atténuation en bande atténuée A=-20 logio(4)> 20 dB.
- Tracer H(f) idéal
- Déterminer h(n) et I'ordre N du filtre
- Calculer h(0), h(1)=h(-1)
- Tracer alors approximativement H(f)

B] Par la technique de I'échantillonnage fréquentiel
- Déterminer N
- Donner les valeurs de H(k) et son tracé
- Déterminer h(n)
- Comparer ces 2 techniques de synthése d'un filtre RIF

2. Au cours de la transmission d'un signal numérique (échantillonné a une fréquence de 5 kHz) , il a été affecté
par un bruit sinusoidal de fréquence f0=250 Hz. On veut éliminer le bruit par I'emploi d'un filtre possédant une
bande de transition Af=+50 Hz a -3db. Concevoir un filtre RIF par la méthode du fenétrage. On souhaite une
atténuation en bande atténuée A=-20 logio(d)> 40 dB avec fci,=fo+ Af

- Déterminer h(n) et I'ordre N du filtre
- Calculer h'(0)

3. On suppose le filtre H(f) suivant :

v
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On veut déterminer le filtre numérique h(n) équivalent par
a) la méthode de I'échantillonnage fréquentiel.
b) la méthode des fenétres
Le filtre doit répondre aux spécifications suivantesf.=f, /4 et une largeur de transition Af <f, /16
- Déterminer et tracer H(k) pour a)
- Déterminer h(n)
- Tracer H(f) réel du filtre déterminé
- Comment sera le retard de groupe ? Justifier
- Quelle serait la sortie y(n) si x(n)=1+cos(0.6Tn)+3 cos(0.4Tn). Prendre fe=1.

4. Les tracés du module de la réponse en fréquence de 0 a fe/2 et des pdles et zéros d’un filtre numérique
synthétisé par la méthode de 1’échantillonnage fréquentiel sont donnés comme suit :

1i4r-—————-——————————————+—————— = T
I I I | [] S b e [P
I I I | I I I
I I I | I I I
I I I | I I I
12F------ T - T | I I |
I I I | | | I
I I I I B e e Ay [
I I I | I I I
I I i | I I I
L i T [ W{ \ | |
I I /o | I I I
I I / I | 2F---- | it S —=7
I I I | I I I
| | | | t | |
08F~~---=9-=----~ \””/’”T ”””” i & 0 /"\b@Q | |
I I / I | / I I I
/ > Oyé4Q
I I I I OF -+ =¥~ - - 4 - = s
I I / I I % \\O\ ®® I I
| I I I ) o I I
0.6F------9------- [ | g ~o@ I I
I I f I I I I I
| | / | | [ L _d_____ [
| | }/ | | | | |
I R [ A T I | I I
04 | o | | I I I
I I I | I I I
I I I | I | I
| \/ | | e A [
02k -1 _______ 0 | I I I
: | I | | | | |
I 1/ I | I I I
I / I | I I I
w/\ I I 6r---- [ - ==
0 1 1 1 | 1 1
0 500 1000 1500 2000 0 2 4
Real Part

- Le déphasage de ce filtre est-il linéaire ? (Justifier)

- Déterminer H(k) puis la réponse impulsionnelle h(n)

- Calculer h(0).

- Onveut employer une fenétre de hanning. Que devient le tracé du module de la réponse en fréquence
(le superposer a H(f))
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TP n°3: Synthese des filtres RIF (Sous Matlab)

But du TP : Dans ce TP, on teste deux méthode différents pour synthétiser un filtre RIF: méthode de séries de
Fourier (ou méthode des fenétres) et méthode de la TFD dite par échantillonnage fréquentielle.

I. Rappels

Un filtre de réponse impulsionnelle finie (RIF) posséde une fonction de transfert polynomiale. Il ne peut
pas étre obtenu par transposition d'un filtre continu, comme cela est fait pour les filtres RII. Les filtres RIF
présentent I'inconvénient de nécessiter un grand nombre de coefficients pour obtenir les mémes caractéristiques
fréquentielles. Mais par contre, ils sont inconditionnellement stables. On peut synthétiser des filtres RIF a phase
linéaire, c’est-a-dire a temps de propagation de groupe constant.

1.4

Gabarit d'un filtre Ll HOI
Le gabarit d'un filtre n’est autre que I'ensemble des caractéristiques e -
du filtre, a savoir : 13, I NS
- Le gain du filtre dans la bande passante. v 05l ;
- L’atténuation du filtre en bande coupée fa. E
E: 0.6+

- La fréquence de coupure fc, on l'exprime souvent sous forme
normalisée par rapport a la fréquence d’échantillonnage.

- Lalargeur de bande de transition Afsouhaitée qui doit étre la plus petite
possible. 5 22
- Les éventuelles oscillations en bande passante et/ ou atténuée.

0.4

0 ¥ I N
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Bande passante Bande de transition Bande atténuée

- La détermination des coefficients d'un filtre RIF par la méthode de la fenétre est réalisée par la fonction Matlab
FIR1. Pour utiliser la technique d'échantillonnage de la réponse fréquentielle, on emploiera la fonction Matlab
FIR2.

II. Mise en avant du phénomene de Gibbs

clc; clear all; close all;

Te=0.2; fe=1/Te; N=50; t = Te*(-N/2:N/2); N=length(t); h = Te*sinc(t);

figure; subplot(2,1,1);plot(t,h);grid; xlabel('t');ylabel ('Amp'); title('Sinc tronqué')
NF=2048; H=fft (h,NF); H=fftshift (H);axe_f=fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);

subplot (2,1,2);plot (axe_£f, abs(H));grid; xlabel('f');ylabel ('Amp'); title('TF Sinc trong')
1. Identifier ce filtre

2. Expliquer la provenance des oscillations observées.

3. Utiliser le zoom pour mesurer le dépassement en bande passante (en %).

4. Déterminer f;, f, la largeur de la bande de transition puis f

5. Prendre N=100 puis 500 puis 1000 et mesurer a nouveau le dépassement et les 3 fréquences. Commenter.
6. Que représente N? Quel est 1'inconvénient d'augmenter N?

7. Comment réduire les oscillations?

8. Choisir un fenétrage et 'appliquer puis commenter.

ITI. Méthode des fenétres
Pour synthétiser un filtre passe-bande, par la méthode des fenétres, répondant aux spécifications suivantes:
fc1 =500 Hz,fco = 1 kHz, f=4kHz, NbCoeff = 47, on procéde comme suit :
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clear all; close all; clc;

fcl = 500 ; $Début de la BP

fc2 = 1000; %$Fin de la BP

fe = 4000; $Fréquence d'échantillonnage

fclN = fcl/(fe/2); £fc2N = fc2/(fe/2); %Normalisation de fcl etfc2
NbCoeff = 47; %$Nombre de coefficients

N=NbCoeff-1 ; %$0rdre du filtre

h = FIR1 (N, [fclIN fc2N], 'band', rectwin (NbCoeff), 'scale') ;

[H F]l= fregz(h, 1, 512, fe); % Calcul de H(f)

subplot (2,2,1);hold on; stem(h, 'b'); grid; %Tracé de la réponse impulsionnelle,

subplot (2,2,2);hold on;plot (F,abs (H)); grid; %Tracé du spectre d'amplitude
subplot (2,2, 3);hold on; plot(F,20*1logl0(abs(H))); grid $Tracé du spectre d'amplitude en db
subplot (2,2,4);hold on; zplane(h,1l);grid; %$Tracé des pdles et zéros

1. Donner l'expression théorique de ce filtre.

2. Calculer Af réelle sachant que Af normalisée soit Af /(fe/2)=1.8/N théorique puis déterminer la (pratiquement)
a partir du graphe en employant les valeurs a 1-0; et la tangente a &, .

3. Faites de méme pour l'atténuation en db. Dépend-elle-de N?

4. Reprendre les questions 2 et 3 pour un fenétrage de Hanning window=('hann')

5. Superposer les nouveaux graphes pour les 3 précédents graphes (figure 2) et commenter.

6. Comment réduire Af pour une méme fenétre ? Quel est I'inconvénient de cette solution ?

7.Pour NbCoeff = 23 ,comparer la répartition des zéros pour les 2 fenétres en établissant la relation avec les
tracés des réponses en fréquence leur correspondant (utiliser des figures séparées)

IV. Synthése RIF par échantillonnage fréquentiel

On veut synthétiser le méme filtre passe-bande par la méthode de I'échantillonnage fréquentiel et comparer
le résultat avec la méthode des fenétres (garder 'ancien programme et rajouter)

Deltaf=fe/ (NbCoeff) ;

AA = zeros (1l,N/2+1);

for i=0:N/2

if (i*Deltaf>fcl && i*Deltaf<fc2)
AA(i+1)=1;

end

end

FF = (0:1/(N/2):1); S%frequence normalisée

h = fir2 (N, FF, AA,rectwin(NbCoeff)); [H F] = freqgz(h, 1, 512, fe);

subplot (2,2,1);hold on;stem(h, 'r'");
subplot (2,2,2) ;hold on;plot (F,abs(H),'r");
subplot (2,2, 3) ;hold on;plot (F,20*1ogl0(abs(H)),'x");

1. Donner 1'expression théorique de ce filtre.
2. Expliquer le role de la boucle.
3. Tester la fenétre de Hanning également et comparer avec la fenétre rectangulaire (Af et dépassement).

V. Filtrage d'un ECG

Le signal dans ecg.dat contient plusieurs secondes d'un ECG échantillonné a 500 Hz. Les petites oscillations
visibles principalement entre les complexes PQRST sont dues a la présence d"une interférence a 50 Hz, qu’on peut
supprimer avec un filtrage passe-bas, mais en essayant de ne pas déformer les complexes.

1. Ecrire le programme permettant de réaliser un filtre RIF a phase linéaire (méthode des fenétres)

2. Visualiser la sortie pour vérifier (utiliser filter).

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/
85




Traitement Numérique du Signal

Master ST M1 2021/2022

TP n°3: Synthese des filtres RIF (Sous Python)

But du TP : Dans ce TP, on teste deux méthode différents pour synthétiser un filtre RIF: méthode de séries de
Fourier (ou méthode des fenétres) et méthode de la TFD dite par échantillonnage fréquentielle.

1. Rappels

Un filtre de réponse impulsionnelle finie (RIF) possede une fonction de transfert polynomiale. Il ne peut
pas étre obtenu par transposition d'un filtre continu, comme cela est fait pour les filtres RIL Les filtres RIF
présentent I'inconvénient de nécessiter un grand nombre de coefficients pour obtenir les mémes caractéristiques
fréquentielles. Mais par contre, ils sont inconditionnellement stables. On peut synthétiser des filtres RIF a phase

linéaire, c’est-a-dire a temps de propagation de groupe constant.

Gabarit d'un filtre 1ol
Le gabarit d'un filtre n’est autre que I'ensemble des caractéristiques 1+
du filtre, a savoir : 1.5, T
- Le gain du filtre dans la bande passante. v 08l
- L’atténuation du filtre en bande coupée fa. E

E 0.6+

- La fréquence de coupure fc, on l'exprime souvent sous forme
normalisée par rapport a la fréquence d’échantillonnage.
- La largeur de bande de transition Af souhaitée qui doit étre la plus

petite possible. 5 2

- Les éventuelles oscillations en bande passante et/ ou atténuée.

| T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Bande passante Bande de transition Bande atténuée

- La détermination des coefficients dun filtre RIF par la méthode de la fenétre est réalisée par la fonction Python
firwin de la bibliotheque scipy.signal . Pour utiliser la technique d'échantillonnage de la réponse fréquentielle,

on emploiera la fonction firwin2.

2. Démo
-*- coding: utf-8 -*-

import numpy as np; import scipy.signal as sp; import matplotlib.pyplot as
from plot_zplane import zplane

#Conception d'un filtre RIF passe-bas fc=200, fe =1000, Deltaf = 100, Aa>20
plt.figure(1)

fc=200;£e=1000; Deltaf=100

fcn=2*tc/fe ; Deltafn=Deltaf/ (fe/2)

Ncoef = int(np.ceil(1.8/Deltafn))

n = np.arange(-(Ncoef/ /2),Ncoef/ /2+1)

b = fen*np.sinc(n*fcn);

# #passe haut
# b = -fcn*np.sinc(n*fcn);
# b[Ncoef/ /2] +=1

#Visualisation de la réponse impulsionnelle et de la répone fréquentielle
L=256

f,Hf= sp.freqz(b,1,L,fs=fe);

plt.subplot(211); plt.stem(b);
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plt.subplot(212); plt.plot(f, np.abs(Hf))
plt.title('Module du Filtre'); plt.xlabel('Fréquence (Hz)");plt.ylabel(' Amplitude')
plt.legend|()

fc=0.2;fe=1; fcn=2*fc/fe
A=np.array([21, 61, 101]);i=1;
a = np.array([1]);
L = 256;
plt.figure(2)
for Nin A:
n =np.arange(-(N//2),N//2+1)
b = fcn*np.sinc(n*fcn);
f Hf= sp.freqz(b,a L fs=fe);
plt.subplot(2,3,i); plt.stem(b);
plt.subplot(212); plt.plot(f, np.abs(Hf),label="N="%d'%N)
plt.title('Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréquence (Hz)");plt.ylabel(' Amplitude')
plt.legend|()
i+=1

#Effet du fenétrage
from scipy.signal import windows
plt.figure(3)
N=41;
A=np.array([np.ones(N), windows.hann(N),windows.hamming(N) ]);
i=1;
for Fen in A:
nl = np.arange(-(N//2),N//2+1)
bl = fen*np.sinc(nl*fcn)*Fen;
f Hf1= sp.freqz(bl,a L fs=fe);
plt.subplot(2,3,i); plt.stem(b1); plt.title('Filtre * Fen %d'%1);
plt.subplot(212); plt.plot(f, np.abs(Hf1),label="Fen %d'%1)
plt.title('Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréquence (Hz)");plt.ylabel(' Amplitude')
plt.legend|()
i+=1

#Effet du fenétrage (affichage en db)
plt.figure(4)
fc=0.2;fe=2; fcn=2*fc/ fe; N=41;
a = np.array([1]);
L = 256;
A=np.array([np.ones(N), windows.hann(N),windows.hamming(N) ]);i=1;
for Fen in A:
n2 = np.arange(-(N//2),N/ /2+1)
b2= fcn*np.sinc(n2*fcn)*Fen;
f,Hf1= sp.freqz(b2,a,L, fs=fe);
plt.subplot(2,3,i); plt.stem(b2); plt.title('Filtre * Fen %d'%1);
plt.subplot(212); plt.plot(f, 20*np.log10(np.abs(Hf1)),label='Fen %d'%j)
plt.title('Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréquence (Hz)");plt.ylabel(' Amplitude')
plt.legend|()
i+=1
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#Appel de la fonction firwin

fc=0.2;fe=1; fcn=2*fc/fe; N=41

b1l = sp.firwin(N,fcn, window=('boxcar'),pass_zero='lowpass')
#ou

n = np.arange(-(N//2),N//2+1)

b = fen*np.sinc(n*fcn);

#Verification

plt.figure(5)

plt.stem(b); plt.plot(b1)

#4 Types de Filtre RIF a retard de groupe constant

#b = np.array([0.0467745,0.10091, 0.151365, 0.187098, 0.2, 0.187098, 0.151365,0.10091, 0.0467745])
#b = np.array([0.0467745,0.10091, 0.151365, 0.187098, 0.187098, 0.151365,0.10091, 0.0467745])

# b = np.array([0.0467745,0.10091, 0.151365, 0.187098, 0, -0.187098, -0.151365, -0.10091, -0.0467745])
# b = np.array([0.0467745,0.10091, 0.151365, 0.187098, -0.187098, -0.151365, -0.10091, -0.0467745])

# plt.figure(6)

# #Détermination et Tracé des poles et zéros
# a=np.array([1])

# z,p = zplane(b,a)

#Méthode de I'échantillonnage fréquentiel
fc=0.2;fe=1; N=41;
Deltaf=fe/N;
axef = np.linspace(0, 1, N/ /2+1)*fe/2;
#option 1
Hk = np.zeros(N/ /2+1);
for i inrange(N//2+1):
if (i*Deltaf<fc): #

HK[i]=1;
Hkinv= HK[::-1]
HkTot=np.concatenate((Hk,Hkinv[:N/ /2]))
hn = np.fft.ifft(HkTot)
hn = np fft.fftshift(hn)
#option 2
b2 = sp.firwin2(N,axef,Hk, window=('boxcar'),nyq=fe/2)

#Verification
plt.figure(7)
plt.stem(hn); plt.plot(b2)

#Comparaison

plt.figure(8)

L=256

f2,Hf2= sp.freqz(b2,1,L, fs=fe);

f1,Hf1= sp.freqz(bl,1,L, fs=fe);

plt.plot(f1,np.abs(Hf1),label='Passe-bas ave Méthode des fenétres N=%d'%N);
plt.plot(f2,np.abs(Hf2),label="Passe-bas ave Méthode de 1 échantillonnage fréquentiel N=%d'%N);
plt.title('Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréquence (Hz)");plt.ylabel(' Amplitude')
plt.legend|()

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

88




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

#Pour la suite utiser firwin et firwin2

3. A faire
-*- coding: utf-8 -*-

import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt
#from zp_plot import zplane
import scipy.signal as sp;

from scipy.io import wavfile as wf; import winsound ;
fname = 'vousavezducourrierenattente.wav';
winsound.PlaySound(fname, winsound.SND_FILENAME)
fe, X = wf.read(fname);

Te=1/fe; N=len(X); t = np.arange(0,N)*Te;
plt.figure(1);plt.subplot(211); plt.plot(t,X); plt.grid(True);
plt.xlabel('temps'); plt.ylabel(' Amp'); plt.title('Phrase');

# #Erire dans un fichier audio

# fnameb='Copie du signal.wav’;

# Xb=X

# Xb=np.int8(Xb) ; wf.write(fnameb, fe, Xb);

# winsound.PlaySound(fnameb,winsound. SND_FILENAME) ;

# A faire
# Calculer et Visualiser sa TFD en db dans la figure (1)

# Rajouter du bruit ( 3 sinusoides avec une fréquence de 1500, 2000 et 3000)

# Visualiser la TFD du signal bruite en db

# Enregistrer le fichier avec wf.write dans fnameb

# Ecouter fnameb

# Concevoir Filtre par la méthode des fenétres avec Aa>50 et Deltaf <fe/10, fc & déterminer
# en utilsant firwin

# Visualiser la réponse impulsionnele et la fonction de Transfert du filtre

# Filtre le signal bruité Xb (sp.lfilter) avec le filtre synthétisé

# Enregister, écouter et visualiser la TFD du signal filtré

# Commenter
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IV. Syntheése des filtres récursifs RII

Le principe de définition du cahier des charges d'un filtre récursif (RII) se déroule de la méme maniere que
pour un filtre non récursif (RIF) mais la synthese se fera de différente maniere. L'intérét d'employer un filtre RII
réside principalement dans la possibilité d'obtenir une bande de transition étroite pour un ordre raisonnable bien
qu'il présente d'une part, un risque d'instabilité du a une grande sensibilité numérique des coefficients mais que
l'on peut toutefois controler en déterminant une structure mieux adaptée, et d'autre part, une variation de phase
fortement non linéaire.

Rappelons que pour un filtre RII, la sortie s'exprime comme une combinaison linéaire d'un ensemble fini

N

N M Zbl .Z_l

Yy =Y bx(n=i) =Y ay(n-i) dou H(z)=—5——
i=0 i=1

1+ Z a,.7"
i=1

d'éléments d'entrées et de sortie:

La méthode directe consiste a placer des poles et des zéros aux fréquences utiles mais la plus courante (indirecte
dite aussi de transposition) est l'utilisation des méthodes de synthese des filtres analogiques aboutissant a une
fonction H(p) correspondant aux spécifications. Une fonction permettant le passage du plan p dans le plan z (p =

fct(z)) est ensuite utilisée pour obtenir H(z). Cette fonction doit maintenir la stabilité du filtre analogique et
maintenir, au mieux, les caractéristiques de la réponse fréquentielle H(f) du filtre numérique.

1. Méthode des poles et des zéros
X
Un filtre est rigoureusement caractérisé par la position de
ses pOles et ses zéros dans le plan p (en continu) ou dans le plan X
z (en discret). Grace a laquelle, on pourra déterminer la fonction ssse

passe-bas 2éme ordrepasse-haut 2éme ordre
de transfert du systeme a une constante pres.

Rappelons, dans ce contexte que lorsqu'un zéro est placé sur X

un point donné du plan en z, la réponse fréquentielle présentera
. s . 122 N N . . X

un minimum au point considéré. Un pole quant a lui produira

un pic (un maximum) au point correspondant qui sera d'autant
plus important que le pole est proche de 1. passe-bande 2éme ordre Coupe-bande 2éme ordre

De ce fait, on peut, par un placement adéquat des poles et des zéros, obtenir un filtre sélectif simple.
La méthode se résume donc ainsi [11] :

o A partir des spécifications du filtre, placer des poles et des zéros sur le cercle (ou a partir des zéros et des
poles de H(p) calculer les zéros et les poles de H(z)).
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o Si c’est un passe-bas, le caractére passe-bas est renforcé en complétant I'ensemble des zéros par autant de

zéros que possible en z=-1 tout en conservant a H(z) son caractere propre (degré du numérateur égal au degré

du dénominateur). Si c’est un passe-haut, placer les zéros en z=1.

o On ajuste le coefficient K pour obtenir un gain unitaire a z= 1 pour un passe-bas, a z=-1 pour un passe- haut.

Il existe une relation "empirique" entre la largeur de la zone de

transition Af a 3 db et la position des poles sur un rayon supérieure a 0.9:

Pour un filtre passe-bas de second ordre, nous avons :

_ K@z+D(z+]) K(z> +2z+1)
H(z) = -j6 o\ 2 2
(z—=re”?”)z-re’ z° —=2zrcos@+r
2_
avee K =1HTT2CSG g () f)x360°

4

* Pour un filtre passe-haut de second ordre, nous avons :

_ K(z-D(z-D K(z> =2z+1)
H(z) = -6 6\ 2 2
(z—re’”)z—-re’”) z° —2zrcos@+r
+ri+
dvec K=1 r°+2rcos@

4

* Pour un filtre passe-bande de second ordre, nous avons :

_ K@z-D(z+)D K(z*-1)
H@)= -j6 0\ 2 2
(z—re”®)z-re’®) 2" —2zrcos@+r
‘e”‘g —2rcos@e’® + rz‘
avec K= _
=

* Pour un filtre coupe-bande de second ordre, nous avons :

K(z-e®)z-e®) K(z*-2cosfz+1)

H(z)= — —— =
(2) (z=re %)z -re'® 722 =2zrcos @'+r?
+ 2 _ "
wee K :1 r-—2rcosd
2-2cosd

* Pour un filtre passe-bas de premier ordre, nous avons :

:K(z/a+1/a)

H@ z-(1-K)/a

K=tg(w/12) w =2mf]f,

* Pour un filtre passe-haut de premier ordre, nous avons :
K(zla-1la

H(z=2Ea7L)
:—(1-K)/a
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Exemple: Trouver, grace a la position des poles et des zéros, la fonction de
transfert et I'équation de récurrence d'un filtre numérique simple qui a les
caractéristiques suivantes :

- Fréquence de coupure : 50 Hz
Largeur de bande a 3 dB : £ 10Hz

Fréquence d’échantillonnage : 500Hz

Pour rejeter les composants a 50Hz, on place une paire de zéros aux

L
200
fe=500Hz
=T

250

points du cercle unité qui correspondent a 50Hz. Ces points se situent a 0
un angle de 360°*50/500 = +36°. Pour obtenir un filtre idéal rejecteur de
bande et renforcer la réponse en amplitude de chaque c6té de la fréquence

0.8
0.6
A . L L 0.4}
de coupure, deux poles complexes conjugués sont placés sur le cercle de . |

rayon inférieur a 1 [18].

Partie Imaginaire
o

-0.21
La largeur de la bande rejetée est déterminée par la position de poles.” o,

La relation entre la largeur de bande et le rayon est donc applicable, par -5

conséquent, la norme des poles est 0,937. oo

Depuis la figure, la fonction de transfert du filtre est donnée par :

(z=e ") z=e™) _ o 1-1618z7 +27
(z=-0.937¢ 7 )(z = 0.937¢7) 1-1,516z7" +0.8787

H(z) =K

Avec K =0,947=1, 'équation de récurrence est :

Partie Réelle

y(n)=x(n)-1.618x(n-1)+x(n-2)+1.5161y(n-1)-0.878y(n-2)

Spécification
Gabarit analogique

Normalisation

2. Rappels sur les filtres analogiques

Gabarit normalisé

Il existe de nombreuses méthodes permettant de synthétiser un

Approximation de H(p)

filtre numérique récursif a partir d'un filtre analogique pris ‘ Types de filtr
q p g q p HN°‘m(‘p ) (Butterworth

comme modele [18]: Dénormalisation
o le filtre doit avoir une réponse impulsionnelle ou indicielle ‘ H(lp’ I

imposée ce sont les méthodes de l'invariance — — L

| Filtrage numérique | I Filtrage analogique
impulsionnelle et de l'invariance indicielle. S— !
T ausf(_);manon Choix d’une structure
. . . 4 4 . o =) Rauch. Sallien-Key,

o le filtre doit avoir une réponse fréquentielle entrant dans un | venasce mpulsionnelle Biquadratique

gabarit donné : c'est latransformation bilinéaire.

4|Edre du filtre

e

Chebyshev,

Pour concevoir un filtre analogique, on peut employer des filtres passifs obtenus par combinaison de

résistances, de condensateurs et/ou de bobines ou encore utiliser des filtres actifs comportant un élément

amplificateur (transistor, AO, etc.) qui permet donc de modifier les amplitudes des signaux. Ainsi, un filtre passif

de base (de premier ordre) peut étre composé d'une cellule RC ou d'une cellule RL.
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Il faut noter que :

- les filtres numériques sont limités a des fréquences < 100MHz

- les filtres passifs (L,C, quartz, etc ;) sont utilisés pour les hautes fréquences

Master ST M1 2021/2022

- les filtres actifs (R,C, ALI) utilisent des amplificateurs linéaires integrés (ALI) limités a 1Mhz

- les filtres a capacité commutés (R et C intégrés, ALI, Interrupteur commandé MOS) ont des fréquences

(<10 Mhz) programmables

Ci-dessous, sont donnés quelques exemples de structure pour des filtres passifs passe-bas de premier et second

ordre suivis de filtres actifs passe-bas de premier et second ordre aussi.

i i

Ve C=

Vs Ve R

Vs VeT

j

C—l— TVs

C
NN >
o Rip =
‘ing - v Vin
(o]

Ry

M\

Vo

Pour obtenir des filtres d'ordre N plus élevé, on emploiera des filtres du premier et du deuxieme ordremis en

cascade. Les pentes asymptotiques seront proportionnelles au nombre de cellules (+N 1 et +Afl). A noter

également que les filtres passe-bas ou passe-haut peuvent avoir un nombre entier d'ordre (1, 2, 3...) tandis que les

filtres passe-bande ou coupe-bande ne peuvent qu'avoir un ordre pair (2, 4, 6, ...) car ils sont formés de paires de

cellules : 2 cellules RC ou une cellule RC et une cellule RL.

Pour synthétiser des filtres analogiques répondant a un gabarit donné, on choisira parmi un ensemble de filtres

analogiques testés et éprouvés donc connus pour leurs propriétés en termes de

d’ondulation dans la bande passante et atténuée telles que :

» Filtres de Butterworth : Coupure peu raide mais gain
constant en bande passante

* Filtres de Tchebychev (Chebyshev) :Raideur de coupure
importante mais ondulations dans la bande passante
FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/

0.8

0.6

04

Butterworth

pente d’atténuation et
Chebyshev type 1

-1 08

= 0.6 —

= | 04 —




Traitement Numérique du Signal

(Chebyshev 1) ou atténuée (Chebyshev 2) et simple a

mettre en oeuvre

» Filtres de Cauer (dit aussi elliptiques) : Coupure

extrémement raide mais ondulations dans la bande

passante et atténuée mais circuits plus complexes a

réaliser.

 Filtres de Bessel : Retard de groupe constant mais

mauvaise sélectivité méme pour ordre élevé.

08

0.6

04
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Chebyshev type 2

Elliptic

08

06 [~

04

Remarque: Le filtre de Bessel est intéressant pour filtrer les signaux large bande (modulations HF haut débit :

débit : PSK, 8-PSK, OFDM...) en préservant les phases. Il n’a pas intérét dans le domaine du filtrage numérique.

1. Un filtre de Butterworth est caractérisé par le fait que la réponse d’amplitude est maximalement plate dans

la bande passante et monotonement décroissante a partir d"une certaine fréquence (fréquence de coupure).

L’amplitude d"un filtre analogique Passe-bas de Butterworth d’ordre N est définie par 1'expression :

1

2N
1+ ¢
)

[ ()

ou

1

[ (e) =

2N
1+e2| “
w,

@est la pulsations de coupure limites et £ est un parametre de conception qui fixe la région de tolérance dans

la bande passanted;=1/(1+€2)/2Le filtre analogique aura N poles placés sur lecercle unité (a partie réelle

négative).
Ordre du filire |Dénominateur (le numérateur est a 1)
2 P2 p+1
3 (p’+p+1)(p+1)
4 (p*+1.8477p+1)(p*+0.7653p +1)
5 (p*+1.6180p+1)(p*+0.6180 p+1)(p+1)
8 (P*+1.9318p+1)(p*+V2 p+1)(p*+0.5176p +1)

L’ordre N est déterminé par la zone de transition (wWa-0y,
log(1+&1) et bande atténuée (Aa=-logd,)

Aa
log/ 10" —1

N2~
2log(@, / ,)
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Remarque :

Plus N est élevé, plus grande est la sélectivité (zone de transition Af étroite) mais un filtre RII de fait de sa
récursivité a une période d’initialisation avant le régime permanent qui augmente avec I'ordre du filtre. En outre,
son déphasage augmente avec I'ordre du filtre.

Filtre de Butterwarth

Exemple :On souhaite réaliser un filtre passe-bas de
gain unitaire ne comportant pas d’oscillations ni dans la
bande passante, ni dans la bande atténuée tel que :
Ap=1db, A,=40db, f,=1kHz et f,=3kHz .

Déterminer le filtre et N.

Module de la réponse en fréquence

log((10*)/0.2589)
210g(3/1)

Filtre :Butterworth N >= =480=5

BTN
0 0.5 1 1.5 2 245 3 35
Pulsation normalisée

2. Un filtre de Tchebychev est caractérisé généralement par une ondulation équilibrée dans la bande coupée.

La forme analytique du module de réponse fréquentielle d'un filtre analogcqed%TC%iegychEclhebychev (ou

Chebyshev) d’ordre N est donnée par : !

[ \ — N=1
1 LEI SR 5 — —nN=2 [

| (wx - o N N=10

2 2 w 2 08 _f'l ;{ : ‘I' :I :
1+¢ ‘TN ;‘ % 0_?_'_'/ i
5 06} |
Ou Eest un parametre réel inférieur a l'unité qui § osf 1
détermine 1'amplitude des oscillations dans la bande passante = g4} 5 i
etou 7T (x) est le polynome de Tchebychev d’ordre N, définie & ,,| N |
. 2 E A
par: 2 0ol -, 1
7.(:) cos|N.arcos(x)] pour 0<|x<1 02 : S
X)= 01t : T .
N cosh[N .ar cosh(x)] pour |x| 21 T —

% 05 Y- 2 25 3 35

Pulsation normalisée

L’ordre N est déterminé par la zone de transition (Wa-wp) et les ondulations permises en bande passante Ap=20
log(1+61) et bande atténuée (Aa=-logd,) *

Aa Ap Aa Ap Aa A
log [1010 —1}/[1010 —1} + [1010 —1}/{1010 —1}—1 log| 2.10%° / || 10" —1
>

N 2

N 2
log(a)a / w, + Jw, | w, F —1) log(wa /w, +1/ia)a / w, R —1]
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Exemple

On souhaite réaliser un filtre passe-bas de gain
unitaire avec un filtre de Tchebychev tel que : A,=1db,
A,=40db, f,=1kHz et f,=3kHz . Déterminer N.

log| 2.1020./

Aa Ap

1010 —1

log[a)a /W, + /(@ /W, P —1)

_2.100/0.5089 _

3+4/8

3.39

n

Master ST M1 2021/2022

T
3000} A 1
)
! 2t
2000 ; . :
% ;
, 1t PR E
1000} . P
= = ! =,
o % o : f{
S E— GO 1§ oforfrorag B
63 H 67 : JJ
E W E ' xfi
4E £ &
1000t - At .
HoL
2000+ " 1 ol
){E
-3000 ; b i
. . 3t i .
-2000  -1000 0 1000 -1 0 1
Real Part Real Part

Dans la pratique, on utilise trois valeurs d'ondulation, € = 0.1 dB, 0.5 dB et 1 dB. Pour ces 3 valeurs Hn(p) est

donnée :
Ordre du filtre [Dénominateur (le numérateur est & 1) Ordre du filtre |Dénominateur (le numérateur est a 1)
2 0.3017 p’+0.7158 p+1 2 0.6595 p”+0.9402 p+1
3 (0.5918 p*+0.5736 p+1)(1.031 p+1) 3 (0.8753 p*+0.5483 p+1)(1.596 p+1)
4 (0.7518 p°+0.3972 p+1)(1.6053 p*+2.0475 p+1) 4 (0.9402 p*+0.3297 p+1)(2.8057 p*+2.3755 p+1)
5 (0.8368 p*+0.2787 p+1)(1.5725 p*+1.3712 p+1)(1.855p+1) 6 (2.0974 p>+1.2296 p+1)(0.9654 p*+0.2161 p+1)(2.759p +1)

Ordre du filtre

Dénominateur (le numérateur est a 1)

2 0.9070 p*+0.9956 p+1

3 (1.0058 p>+0.497 p+1)(2.023 p+1)

4 (1.0136 p*+0.2828 p+1)(3.5791 p°+2.4113 p+1)
5

(23293 p?+1.0911 p+1)(1.0118 p*+0.1610 p+1)(3.454p+1)

On rappelle que les fonctions de transfert Hn(p) des filtres analogiques polyndmiaux (Butterworth,
Tchebychev,Bessel, Cauer, etc.) sont données pour des fréquences de coupure normalisées et uniquement pour

Pulsation centrale

desfiltres passe-bas [2].
Passe-bas p=plw, Passe-bande
Passe-haut p=w,/p Coupe-bande

W,

(_

@ —
? Wy =Wy Wy,
-1 | Largeur de Bande

| B=(w, -w,)
t— =\Wy, — Wy

p

A partir de I'expression de Hn(p) normalisée, on dénormalise en remplagant p par les valeurs données au
tableau précédent permettant d'aboutir a une fonction de transfert dénormalisée H(p).
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3. Méthode de 'invariance de la réponse impulsionnelle

La méthode de l'invariance impulsionnelle consiste a effectuer la synthese d"un filtre numérique dont la
réponse impulsionnelle h(n) est 1’échantillonnage de la réponse impulsionnelle h(t) du filtre analogique
équivalent [18] :

- on détermine la réponse impulsionnelle désirée h,(t) d'un filtre analogique connu.
- on échantillonne cette réponse impulsionnelle a la fréquence f. et on en déduit la suite h(n).
- on recherche la fonction de transfert H(z) du filtre numérique qui a pour réponse impulsionnelle la suite h(n).

ha(t) Ay O
\h t; TTT” by

x(t)—> Ha(p) ™—>Yy(b) x(n) — H(z) t—¥n)

Filtre analogique Filtre numérique ha(nT.)=ha(t) | =ute

Rappelons toutefois que 1'échantillonnage temporel se traduit par une périodisation en fréquence telle que :

X.(f)=f.>, X(f - nf,) Pour compenser la multiplication par f., on prendre /i(n) = Te. ha(nT.)
Pour obtenir h(n), on peut opérer de 2 manieres:

1_ z_lepT"

H,(p) B8 O DT o) SThGT) O = HQour =1, 3 peiaus 242

poles pide Ha(p)

Exemple 1
On veut synthétiser un filtre numérique qui posséde la méme réponse impulsionnelle qu'un filtre passe-bas
analogique du ler ordre de transmittance normalisée: H , (p) = ﬁ
1+p
. . 1 G,
On commence par dénormaliser H,(p)=H,( p)|

e 4 (plw) @ +p

La réponse impulsionnelle est alors : £, (t) = w.e * pour t20

—nTe 1 <
=h(n) =T,we "™ pour n20 = H(z) =T, ST =T.w, P
s " S ) . . . _ 1
Il s'avere qu'il y a égalité entre les 2 réponses a un coefficient K pres, on posera donc : H(z) = KT,w. o
— e Tew,
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l1-e
Sachant quep=273f, pour f=0, H,(0)=1 et z=e?ie, pour f=0, H(0)=KT.cw/(1-eT*)=  H(z) = 1

~TelT -1
—-e <

Remarque : La réponse du filtre numérique sera proche de celle du filtre analogique dans la bande [-f./2, f./2] si
le filtre analogique a une réponse fréquentielle nulle en dehors de cette bande. Cette méthode est utile seulement
dans le cas de filtres analogiques a bande limitée.

En effet, cette méthode n'est applicable que si I'on est en mesure de définir une fréquence d'échantillonnage
adéquate [19]. Pour cela, il faut que la réponse en fréquence du filtre continu soit nulle (ou presque) au-dela d'une
certaine fréquence de valeur finie. Cette méthode ne peut donc s'appliquer aux filtres de types passe haut ou
coupe-bande (fuest o donc on ne peut définir fe>2fux).

Exemple 2
On considere le filtre analogique d’ordre 3 associé a la fonction d’approximation de Butterworth. Réaliser le filtre

numérique passe-bas correspondant en utilisant la méthode de l'invariance impulsionnelle. La fréquence de
coupure est =1 kHz et la fréquence d’échantillonnage f.=10 kHz.

Rappelons que le filtre de Butterworth d’ordre 3 est formé de 2 cellules d’ordre 1 et 2, respectivement :

1
H =
v(P) ( 1+p/w)l+pla+(plw)’)

1+P)(1+p+P2)alorSH(p) ) (

Pour éviter de décomposer en éléments simple, on peut calculer H(z) en utilisant les relations entre
transformées de Laplace et en z pour les systémes du premier et du second ordres.

H(p) Te.H(z)
1 1
e 1_ _aTe _-1
p+a e <
pta 11—z cos(wT,)
(p+a)2 +%2 e 1_2e—uTeZ—l COS(C()OTE)+€_2aTeZ_2
CLO e—uTeZ—l Sln(%’TL))
(p+a)2 +%2 e 1_26—aTeZ—l COS(wOTe)+e—ZaT€Z—2

A cette fin, on décompose alors H(p) sous la forme :

A

M=)

Par identification, on trouve C=0, A=-B=w, =

Les poles de ce fitre analogique sont p; =—& =—-200077 p,; =-@

(@ +awp+p?)

w.p

H(p) = ““

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/
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w+p) (W +wp+p’)

~100071£~/3j) =—a * ja,

98




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

W W
@ @, p @ Pt
H(p) = — = < = ‘-,
(@ +p) (p+a{.]2+3wf (@ +p) (p+a4.)2+3@?
2 4 2 4
) V3w,
pt
(p): W, -w, 22 +C()C 22
(@ +p) w, o V3 w, W’
p+t—=| +3—= p+—=| +3—
2 4 2 4

En se servant du tableau donné, on peut alors déterminer H(z) :

_-mho -1 -0 s
H(Z) :Tea)c }a‘Te -1 _Tea)c } /loe COS(ﬂ\/g/}IO)Z -7/5 -2 +Tea)c — /loe Sln(n\/g/l_?) -l5 -2
-z 1=2¢7"° cos(73/3/10)z™ + 77 1=2¢7" cos(//3/10)z™ + 7
Ce qui nous donne :
_ -1
H()=m10— 10— 170622 . 0218
1-0.5335z2 1-1.25z7 +0.5335z 1-1.25z7 +0.5335z
_ -1
H (= 7710 L o706
1-0.5335¢ 1-1.25z7 +0.5335z2

Il reste a déterminer le gain K en adaptant les gains des deux filtres analogique et numérique pour une
fréquence donnée. Comme il s'agit d'un filtre passe-bas, on supposera I'égalité pour =0 (p=0 et z=1)

4. Méthode de la transformation bilinéaire

Cette méthode a pour objectif de faire coincider au mieux les domaines analogique et numérique. Les filtres
qui en sont dérivés sont plus stables que sont obtenus a travers l'emploi de la méthode de la variance
impulsionnelle. Mais, en contrepartie, elle introduit une distorsion sur 1'axe des fréquences.

On sait qu'un filtre analogique est caractérisé par sa fonction de transfert H(p) et un filtre numérique est
défini par sa fonction de transfert H(z) avec z= e1/Te= erTe. Ce qui implique que p=Ln(z)/Te. Dans les deux cas, cette
transformation entraine une relation non linéaire entre les fréquences f4 du domaine analogique et les fréquences
fn du domaine numérique.

Pour conserver le caractére polynomialdes fonctions de transfert, une approximation de In(z) par les séries
de Laurent est employée :

-1 _ 1 1y
(=2 (122 s dflza ) Itz
1+z 3{1+z 5{1+z

En ne conservant que le terme du premier ordre, on définit la transformation bilinéaire :

_In(m) _21-z" _2z-1
I, T, 1+z" T, z+l
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_In(z) _ 2 -1_2e e _ 2 jsin(w,T,/2)
T T eijn +1 Te eijTe/z(eijTﬂ/z+e—ijTe/2) Te COS(C()NTE/Z)

e e

ijTe/Z( JeyT, 12 _ e—jw,\,T£/2)

Sachant que p=jw,

Ainsi, on peut montrer qu’on obtient la correspondance entre fréquence analogique fa(ou pulsation

analogique wa) et la fréquence numérique fy (ou wn) par:

a / pente = 1

/
2 w, T 2 nf
W, = —to| e |= " po| LN /-
AT‘g(ij‘g(ﬁ] ~

Cette équation montre qu'il n'y a pas égalité entre pulsation analogique

et pulsation discrete et que la relation les liant n’est pas non plus linéaire

puisqu'il y a distorsion des fréquences, y compris du retard de groupe.

Pour faire la synthése d"un filtre numérique par la transformation bilinéaire, on procede comme suit :

- On définit les caractéristiques souhaitées du filtre numérique (fréquence d’échantillonnage, de coupure, etc.)

. . . L. T
- On calcule les pulsations analogiques @i correspondant aux pulsations numériques w, = itg [ij

fé’

e

- On détermine le gabarit du filtre analogique Hn(p) normalisée d'ordre n (Chebyshev, Butterworth, etc.) qui
servira de modéle au filtre numérique et on écrit la fonction de transfert dénormalisée H(p) de ce filtre analogique
(qu’il faut recalculer en fonction de wa).

-1

2
- On applique la transformation bilinéairea H(p) en remplacant p = FH—Z'I' ce qui donne la fonction H(z).
e Z

Exemple 1

On désire concevoir un filtre passe-bas numérique de premier ordre a partir d"une fonction de transfert d'un filtre
RC dans le domaine continu (Hn(p)=1/(1+p)). La fréquence de coupure désirée est fx=30 Hz et la fréquence
d’échantillonnage est f,=150 Hz.
30.7265
On calcule d'abord w, = thg(%j = %O.7265puis H(p)= ﬁ = Tez—
‘ Phppra, p +-0.7265

e

e

g0.7265

0.7265(z +1 0.7265(z +1
H(z2)=H(p)| 2:1 = (z+D)  _ (z+1)

ren 22712 0 o (x=)+0.7265(z+1) 172652 -02735

T, 2+l T,

On peut remarquer que f, = (22]7) zg[%j :%0.7265 =34.69% f, =30
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Exemple 2 : On désire réaliser un filtre numérique passe-bas du second ordre avec les caractéristiques suivantes
[18]: fréquence de coupure fv= 500 Hz (gain de 1), fréquence d'échantillonnage f.=5 kHz,

a)A = gtg(%j = gt (Ej = 20325
T, T

2 ) 1 %) T
- 10750 T420.0114
Hy (D)= Gorsael = A =Hy(p=plo)=— o = 4
27 +0.1075p p>+0.1075pw, +w, P+ 0035p+ 50,1056
T420.0114 0.0114
H(@)=H(p)| 2= 2 : oY | 1
met 2zl 200052271 4 0se [Zj +0.035° " +0.1056
T 241 T T z+1 T2 z+1 z+1
0.0114(z +1) 0.0114(z +1)
H(z)= ), - s

(z=1) +0.035(z ~1)(z +1) +0.1056(z +1)*  1.14z* ~1.7888z +1.0706

Pour un filtre numérique passe-bas ou passe-haut, on peut déterminer H(z) directement a partir de Hx(p) en

iy

e

utilisant la pulsation normalisée Q = tg( j et remplacer p dans Hn(p) comme suit:

|
. soit H(z) = HN(p)|,,:L E

c Z Qcz+l

- pour un passe-bas par p = 1

z+1 .
— SOUH () = Hy (p)] g 0
“z-1

- pour un passe-haut par p = Q_

- pour un passe bande ou un rejecteur de bande, la détermination de wa s'obtient par la pulsation centrale
wA = V wAlwAZ

Remarque: Puisqu'il n'est pas possible de faire coincider précisément la réponse fréquentielle du filtre analogique
(sur[0, +oo[ et numérique (sur [0, f/2] la transformation bilinéaire aura pour objet de faire coincider au mieuxles
deux réponses. Cette méthode donne d'assez bons résultats a condition que les fréquences caractéristiques ne
soient pas trop proches de la demi-fréquence d'échantillonnage.

5. Réalisation du filtre RII

x[n] Db—»@—»@—l—y[nl
-

Un filtre RII nécessite (2N+1) opérations de multiplication, 2N opérations [2] [2]
d’addition pour chaque nouvel échantillon a filtrer ou (2N +1) MAC
(Multiplication-Accumulation). Le cotit mémoire d’'un filtre RII en structure *Eb, ® © -a:], ]
directe est de (4N+3) mémoire [(2N+1) coefficients bi et 2(N+1) points mémoire 2] 2]
ou retard pour les vecteurs des entrées x(n) et des sorties y(n) [9]. —»Db:—<z> C@‘“ﬂ"
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Série 4

Exercice 1: Déterminer, grace a la position des poles et des zéros, la fonction de transfert, les coefficients du filtre
et ’équation de récurrence d'un filtre numérique passe-bande qui a les caractéristiques suivantes :

1 - - -~

- Fréquence centrale du passe-bande : 125 Hz 0 X

- Largeur de bande a 3 dB: + 10Hz zj o

- Fréquence d’échantillonnage : 500Hz £ 02 ‘/ \\ ]

Solution Eoop O O--

Passe bande = Placer un zéro en 1 et un zéro en -1 : Zj \\ //’/ |

Calculer 6 = (125/500)*360°=90° et r=1-(10/500)x1= 0.937 Z: . X )
K(z=D)(z+1) I C N

Remplacer 0 et r dans I'équation H(z) =

Partie Réelle

(z—re %)z —re’?) 72> —2zrcos@+r’

K(z’ -1 K(1-27) | |
H Z)= = 2j6 _ ) N ,
(2) 2240878 1+0.8782° avec K = |e 2rcosBe’’ +r |
| 26 _1|
e

L’équation de récurrence est : y(n)= K.x(n)-K.x(n-2)-0.878y(n-2)

Exercice 2 : On souhaite approcher un filtre idéal passe-haut de second ordre par un filtre & réponse
impulsionnelle infinie, synthétisé par la méthode des poles et des zéros. Ce filtre doit répondre aux spécifications
suivantes

- Fréquence de coupuref.=2 kHz

- Fréquence d'échantillonnage : =8 kHz
- Tracer H(f) idéal

- Donner I'expression théorique de H(z)
- Placer les poles et les zéros pour obtenir une approximation de H(f)

- Déterminer I'expression mathématique exacte de H(z) en déterminant K
- Déterminer I'équation aux différences.

- Largeur de transition a 3db: A~=240 Hz

H(z=_ K@ De=D _ K(z"-2z+1) _K(z’ -2z+1)
0=(f.1f,)x360°=2/8%360 = 90° (z—re ") z—1e?) 22 —2zrcos@+r 2+0.82
1 D 2
r=1-="411=0.906 avec K=1+r +2rc059:0.455

e

Exercice 3 : Considérer la fonction de transfert passe bas dénormalisée H(p) suivant : 2.25/ (p2+0.3p+2.25).
Utiliser la méthode de I'invariance impulsionnelle puis celle des poles et zéros pour transformer ce filtre en
numérique.

Solution
Hp) =22 =15075—1992 ey H() = s
P> +03p+225 (p+0.157 +1.4925 22 —0.1347;+0.7408
a‘o e—uTeZ—l Sln(%’[‘c))
(p+a)2 +%2 e l_ze—aTeZ—l COS(%TE)+€_20TEZ_2

Remarque On peut renforcer le caractére passe-bas en rajoutant un zéro en -1 soit H(z) =
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p12=-0.15#1.4925] =>a=0.15, w=1.4925 = poles transposés z1,=0.0671+j0.8574

2.25 N K(z +1)°
H(p)=—; O 0 1T - H(z) = —— (z+1)
P> +03p+225 2 —0.1347z +0.7408

Exercice 4 : Considérer la fonction de transfert passe bas H(p) dénormalisée suivante : 6/ (p2+5p+6). Utiliser la
méthode de I'invariance impulsionnelle pour transformer ce filtre en numérique.

6 1 _ 6 L 76 p =6 U@)-6e UG

Solution H = =
OO H , (p) p+2p+3 p+2 p+3

—znle —dnie 6T6’ _6T6’
=h(n) = 6T,e " U (n) = 6T,e""U(n) > H(z) = e e

Exercice 5 : On considere le filtre passe-bas analogique normalisé a un p6le unique Hx(p)=1/(p+1). On considere
que la fréquence de coupure normalisée a -3db se produit pour f=f./10 . Par transformation bilinéaire, trouver le
filtre numérique passe-bas équivalent H(z).

2 (m)_065 W 0.65/T,
Te 0 Te plw, p+wA p+065/Te
21— 0.65/T, 02451+
P A H@OTHP) 2 = ) 1—0(509 7
142 e 2202 4065/, o

T, 1+z

Exercice 6: Soit la fonction de transfert passe bas dénormalisée H(p) suivante : (p+0.1)/((p+0.1)2+w,2). Sachant
que w,=4, utiliser la méthode de la transformée bilinéaire pour transformer ce filtre en numérique. Le filtre
numérique aura sa résonnance pour Wx = T/ (2.T.).

1-z7"

4 4 - +0.1 + . -
o, :4:£tg n T :O.S:>p:41 z_l S H(z) = 1+ : :O.125 0.006j 0.118_z2
T, 4 1+z 1-z" 1+0.0006z" —0.950z
4 S +0.1] +16
1+z

Exercices supplémentaires

1. Au cours de la transmission d'un signal numérique (échantillonné a une fréquence de 5 kHz) , il a été affecté
d'un bruit sinusoidal de fréquence f;=250 Hz. On veut éliminer le bruit par I'emploi d'un filtre possédant une
bande de transition Af=+50 Hz a -3db.

Concevoir un filtre RII de second ordre par placement des poles et zéros
- Tracer H(f) idéal

Déterminer 0 et R puis donner le racé des poles et zéros

Déterminer H(z) et le gain K.

- Donner l'équation aux récurrences

- Citer un inconvénient des filtres RII de 1ler ordre et de 2eme ordre

2. On considere le filtre analogique dénormalisé Ha(p)= (p+0.1)/((p+0.1)2+9). Par la méthode de l'invariance de
la réponse impulsionnelle, trouver le filtre numérique passe-bas équivalent H(z).
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Solution3 poles p1=-0.1, p23=-0.1% 3;j H(z)=T, Z Résidus (IH(I&)

-1 T,
-z ef’c

poles pide Ha(p)

P=pi

0.5 0.5
+

H =
AP = 1=3, pr01+3)
Hiy=_ 05T, 0.5T, _ 1-¢*" cos(3T,)z™"
(2) = l—eo'lT”e”T"z_l l_e—OAH;,eSjTﬂz—l e 1=2¢ T COS(3TE)Z_1 +e—oA2TﬂZ—2

3. On considere le filtre analogique dénormalisé H(p)=1/[(1+p)(p+2)2].
- Déterminer la réponse impulsionnelle
- Par la méthode de l'invariance de la réponse impulsionnelle, trouver le filtre numérique équivalent h(n).

1 -1 -1 i i )
H = h -, Y _
() P+1+(p+2)2+(p+2) = h, ()= U@)~1e U @) ~e U (1)

h(n) =T,h,(nT,) =T,e”"™U (n) =nT,e""U(n) = T,e>""U (n)

4. Soit a construire un filtre numérique passe-bas échantillonné a la fréquence fe=4kHz par la méthode de
l'invariance impulsionnelle. La fonctionmodele est la réponse en fréquence d'un filtre passe-bas de type

Butterworth du 2eme ordredont la fréquence de coupure a -3dB est égale a 500Hz.
2

1 w
H = =S H(p)=H = c
¥ (P) e g (P =HyP) . S A
" o7 o w, 12
H(p) = ; ¢ = c . = 62 - =2, 4 : -
P +V2w p+af +£w L (p+1wj @ (p+1w] NE2
Pt T L27) T\ 27) T2
2wz sin(@T /x/E)e_wCT“/ﬁ
H@)=T,———— \/_C T TR =71/4= wT, /2 =0.555
1-2z7 cos(@wT,/N2)e +7 7€
H(D)=T 207 sin(@T, IN2)e "V _ 0.3367

‘1277 cos(@T, \2)e 2 4 72202 T 12097577 +0.3282

5.0n considere le filtre analogique d’ordre 3 associé a la fonction d’approximation de Butterworth. Réaliser le
filtre numérique passe-bas correspondant en utilisant la transformation bilinéaire. La fréquence de coupure est
fc=1 kHz et la fréquence d’échantillonnage fe=10 kHz.

1
H = =H(p)=H =
w = 2ol T)=270325 Hin=H
YT 8 10 T (2) = (P)|,,:%%
0.034(z +1)°
H(z)= H(z)=H = H
@ (13252 -0.675){1.432” ~1.79z +0.78) Remarque: (P R

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

104




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

6. En employant un filtre de Butterworth passe-bas de second ordre, concevoirun filtre numérique correspondant
(passe-bas) en utilisant la transformation bilinéaire. La fréquence de coupure est fc=100 kHz et la fréquence
d’échantillonnage fe=1 kHz.

) 1 o’
w = 0.325ad/ s H =— S H(2)=H = c
A—; N(p) p2+ ,—2p+1:> (Z) N(p)|p:p/(uC p2+ /2w6p+a)62

0.1056(z +1)*
H z =H -1 =
(@) =H(p )|P=%;i 1.652° —1.82+0.65

7.0n cherche a réaliser un filtre numérique équivalent au filtre analogique dénormalisé de transmittance :

o
1+0.2p

- Déterminer la réponse impulsionnelle ,(t)

- Calculer la réponse en z de ce filtre obtenue par transformation bilinéaire pour une fréquence
d’échantillonnage Te = 0.2.

- Quelle est sa fréquence de coupure ?

- Calculer la réponse en z d'un filtre similaire de méme fréquence de coupure que le filtre analogique.

H,(p)=

8.En employant un filtre de Butterworth passe-bas de second ordre, concevoir un filtre numérique correspondant
(passe-bas) en utilisant la transformation bilinéaire. La fréquence de coupure est f=200 Hz et la fréquence
d’échantillonnage fe=1 kHz.

H =
N (p) p2 + \/E D + 1

- Déterminer H(z)

- Etablir le tracé des poles et zéros

- Comparer les fréquences analogiques et numériques pour f.=200 Hz et =400 Hz

- Si =400 Hz, quel probléme cela posera-t-il?

- Quelle méthode alors utiliser? Quel est son inconvénient?

-2 1 o’
W = T 0.7265ad/ s H (p)=—— — H =H. (p = ¢
/e o) pl+2p+1 @ n )|”=”“"c p’ +2w, p+w;

9. On désire choisir, dans chacun des cas suivants, la meilleure approche de synthese de filtres numériques RII

- Filtre passe-haut (fc=200Hz, fe=1kHz)
- Filtre rejecteur (fc=400Hz, fe=1kHz)
- Filtre passe-bas (fc=450Hz, fe=1kHz)

10. En employant un filtre de Butterworth passe-bas de second ordre, concevoir un filtre numérique correspondant
passe-haut en utilisant la transformation bilinéaire. La fréquence de coupure désirée estf,=250 Hz et la fréquence
d’échantillonnage fevaut 1kHz.

1
Hy(p)=—F—F=—
N pz + \/5 p+1
1. Déterminer H(z)
2. Calculer la fréquence de coupure analogique et justifier la différence avec celle numérique.
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TP n°4: Conception des filtres RII (Sous Matlab)

But du TP : Dans ce TP, on synthétisera un filtre RII par la méthode des poles et zéros puis par la méthode de
l'invariance impulsionnelle et enfin par transformation bilinéaire en utilisant des filtres analogiques (Chebychev
et Butterworth).

Rappels sur les filtres RII

L’intérét des filtres récursifs (RII) est leur faible cotit en calcul. Avec tres peu de poles et zéros on peut
assurer la plupart des réponses fréquentielles dont on peut avoir besoin dans les différentes applications. Les
inconvénients des filtres récursifs sont : leur non-linéarité en phase linéaire (phase linéaire : temps de propagation
constant pour tout fréquence), et leur instabilité numérique. En effet, le filtre étant rétroactivé, les erreurs de
précision numérique deviennent une question d'importance, car elles peuvent s'amplifier et devenir dehors
controle, d'abord dans la forme de bruit, mais éventuellement dans la forme d'instabilité. A noter que les filtres
RII peuvent étre concus par des méthodes semblables a ceux utilisé pour les filtres analogiques.

1. Synthese d’un filtre numérique par placement des poles et zéros
Il s'agit de déterminer, grace a la position des poles et des zéros, la fonction de transfert, les coefficients d'un filtre

et I'équation de récurrence d'un filtre numérique passe-bande de second-ordre qui a les caractéristiques
suivantes:

- Fréquence a rejeter : 125 Hz
- Largeur de bande a3 dB: +10Hz
- Fréquence d’échantillonnage : 500Hz

clearall; clc; close all;

fe=500; df=10; fc=125;

teta=360*fc/fe; tet=2*pi*fc/fe; R=1-df*pi/fe;

K=(exp (2*j*teta) -2*R*cos (teta) *exp (j*teta) +R*R) / (exp (2*j*teta)-1); K=abs (K);
a=[1l —-2*R*cos(tet) R*R]; b=K*[1 0 -17];

dirac=[1l; zeros(99,1)]; h=filter(b,a,dirac);

[H F] = freqgz (b, a, 512, fe); I[tau,fl=grpdelay(b,a,512, fe);
figure; subplot(2,2,1);hold on;plot(h, 'red');

subplot (2,2,2);hold on;plot (F,abs(H), 'red');
subplot (2,2, 3) ;hold on;zplane(b,a);

subplot (2,2,4) ;hold on;plot (f,tau, 'red');

1. Quelle est la nature de la bande passante créée

2. Modifier ce programme pour en faire un coupe-bande et commenter les graphes obtenus.
3. Reprendre ce programme pour filtrer le signal ecg(fe=500 Hzet bruit a 50Hz.).

- Visualiser les TFD du signal avant et apres filtrage.

- Comparer avec la méthode de fenétres (TP n°3), laquelle vous semble préférable (justifier)?
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2. Synthese d’un filtre numérique par transformation d'un filtre analogique

Pour déterminer les coefficients du filtre RII, il suffit de synthétiser chaque filtre en continu H(p) puis de passer
a H(z) soit par transformation bilinéaire ou par invariance impulsionnelle

On veut, par exemple, synthétiser un filtre passe-bas avec les spécifications suivantes : fe=3000Hz; fp=500Hz
et une oscillation en bande passante 3:<3 db et une attenuation en bande atténuée &> 40 db.

I.On commence par choisir un filtre analogique normalisé Hx(p) (en continu) d'ordre N puis on le dénormalise
pour créer H(p) continu. Ensuite, on utilise une des méthodes de transformation permettant trouver les
parametres du filtre numérique

clc;clear all; close all;

Fe=3000; fp=500; att_p=3; att_a=40; N=10;
wp=fp*2*pi; Stransformation des fréquences en pulsations

%$Création d'un filtre analogique normalisé (wc=1l) passe-bas Hn(p) d'ordre N
[z,p,k] = cheblap (N,att_p); %cheb2ap(N,att_a); %ellipap(N,att_p,att_a) %besselap(N); Sbuttap(N);

$Dénormalisation passage de Hn(p) vers H(p)
[Bpn,Apn] = zp2tf(z,p,k);
[Bp,Ap] = 1p2lp(Bpn,Apn,wp); %1lp2hp %1p2bp $1lp2bs

% Détermination du filtre numérique
[Bn,An] = impinvar (Bp,Ap,Fe);
figure; subplot (121); zplane(l,Ap); subplot(122); zplane(l,An);

% Calcul de la réponse impulsionnelle analogique et numérique
[r,p,k]l=residue (Bp,Ap); t=0:1/(5*Fe) :.02; ha=exp(t'* (p."')) *r;
hn=filter (Bn,An, [1;zeros(49,1)1);

figure; subplot(1l,2,1);plot(t,ha);hold on; stem(0:1/Fe:49/Fe, Fe*hn,'r.'")

% Détermination de Ha(f) et H(f)
[Ha,W]=freqgs (Bp,Ap, 2*pi* (1:20:Fe/2)); [H,f]l=freqz(Bn,An, 1:20:Fe/2,Fe);
subplot (1,2,2);plot (W/ (2*pi),abs(Ha));hold on; stem(f,abs(H),'r.")

1. Que contiennent z, p et k, Bpn,Apn, Bp,Ap ?

2. A partir du tracé des poéles, étudier la stabilité des 2 filtres.

3. Aidez vous du help pour expliquer les instructions
zp2tf(z,p,k);1p2lp (Bpn,Apn,wp); [r,p,k]l=residue (Bp,Ap); t=0:1/(5*Fe):.02; ha=exp(t'*(p."))*r;
freqgs(N,D,2*pi* (1:20:Fe/2)); plot (W/(2*pi),abs(Ha));Fe*hn

4. Commenter les réponses impulsionnelles et fréquentielles

5. Quelles sont les caractéristiques du filtre de Chebychev (avantage et inconvénient)

6. Que se passe-t-il si on augmente N?

7. Tester les autres filtres analogiques et commenter les différences (oscillations, Af, etc.).

8. Que faut-il modifier pour en faire un passe-haut? Quel est l'inconvénient principal de I'approche par invariance
impulsionnelle?

IL. On veut refaire le méme travail en employant la transformation bilinéaire
[Bn,An] = bilinear (Bp,Ap,Fe, fp);

9. Comparer les 2 méthodes lorsque f, est proche de la demi-fréquence d'échantillonnage f./2.
10. Tester la fonction cheblord
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TP n°4: Conception des filtres RII (Sous Python)

But du TP : Dans ce TP, on synthétisera un filtre RII par la méthode des poles et zéros puis par la méthode de
l'invariance impulsionnelle et enfin par transformation bilinéaire en utilisant des filtres analogiques (Chebychev
et Butterworth).

Rappels sur les filtres RII

L’intérét des filtres récursifs (RII) est leur faible cotit en calcul. Avec tres peu de poles et zéros on peut
assurer la plupart des réponses fréquentielles dont on peut avoir besoin dans différentes applications. Les
inconvénients des filtres récursifs sont : leur non-linéarité en phase linéaire (phase linéaire : temps de propagation
constant pour tout fréquence), et leur instabilité numérique. En effet, le filtre étant rétroactivé, les erreurs de
précision numérique deviennent une question d'importance, car elles peuvent s'amplifier et devenir dehors
controle, d'abord dans la forme de bruit, mais éventuellement dans la forme d'instabilité. A noter que les filtres
RII peuvent étre concus par des méthodes semblables a ceux utilisé pour les filtres analogiques.

1. Démo
# -*- coding: utf-8 -*-

import numpy as np; import scipy.signal as sp; import matplotlib.pyplot as plt
from plot_zplane import zplane

# Placement des poles et zéros

# fe=500; df=40; fc=50;

# teta=360*fc/fe; tet=2*np.pi*fc/fe;
# R=1-df*np.pi/fe;

# a = np.array([1, -2*R*np.cos(tet), R*R]);

# b =np.array([1, -2, 1]);

# #K = (1+R*R-2*R*np.cos(tet)) / (2-2*np.cos(tet))

# K=(np.exp(2*1j*tet)-2*R*np.cos(tet)*np.exp(1j*tet) +R*R) / (np.exp(2*1j*tet)-1);

# K=np.abs(K); b=K*b;

# dirac = np.zeros(100);dirac[0] = 1; h=sp.lfilter(b,a,dirac);

# plt.figure(1);

# plt.subplot(211);plt.plot(h); plt.title('Réponse impulsionnelle'); plt.grid(True);plt.ylabel(' Amplitude')
# L = 256;

# f,Hf= sp.freqz(b,a,L, fs=fe);

# plt.subplot(212); plt.plot(f, np.abs(Hf)); plt.title(Module du Filtre'); plt.grid(True); plt.xlabel('Fréq
(Hz)");plt.ylabel(' Amp')

# plt.figure(2);

# z,p=zplane(b,a);

# Transformation bilinéaire

te=500; fp=100; att_p=1; att_a=40;

wp = fp*2*np.pi; #Num= Anal pour l'invariance impulsionnelle
wpp = 2*fe*np.tan(np.pi*fp/fe) #Compensation de pulsation
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N, WN = sp.cheblord(2*np.pi*fp,2*np.pi*105, att_p,att_a, fs=fe)

z,p,k = sp.cheblap(N,att_p); """Filtre analogique hn(p) sous forme de poles, zéros et gain
# # sp.cheb2ap(N,att_a); sp.buttap(N); sp.ellipap(IN,att_p,att_a)

Bpn,Apn = sp.zpk2tf(z,p,k); ""Filtre analogique hn(p) sous forme num, den
Bp, Ap = sp.Ip2lp (Bpn,Apn,wpp); """Denormalisation """

# # sp.lp2hp sp.lp2bp sp.Ip2bs

poles_anal = np.roots(Ap);

Bzl, Azl = sp.bilinear(Bp,Ap,fe); """Passage de H(p) vers H(z) par Transformation Bilinéaire

# Comparaison filres analogique Ha(f) et numérique Hz(f)

L = 256;

fz,Hz= sp.freqz(Bz1,Az1,L fs=fe);

wa,Ha = sp.freqs(Bp,Ap, worN=np.arange(1,np.pi*fe)); fa=wa*0.5/np.pi;
plt.figure(3);

plt.plot(fz, np.abs(Hz),label="H(f) du filtre Numérique');

plt.plot(fa, np.abs(Ha), label="H(f) du filtre Analogique');plt.legend|)

plt.figure(4);
z,p=zplane(Bz1,Az1);

#invariance impulsionnelle
Bz2,Az2 = sp.iirfilter(N, fp, rp=att_p, btype='lowpass',analog=False, ftype='chebyl', output='ba', fs=fe)
Bp2,Ap2 = sp.iirfilter(N, 2*np.pi*fp, rp=att_p, btype="lowpass',analog=True, ftype='chebyl', output='ba')

# Comparaison filres analogique Ha(f) et numérique Hz(f)

L = 256;

fz,Hz= sp.freqz(Bz2,Az2,L fs=fe);

wa,Ha = sp.freqs(Bp2,Ap2,worN=np.arange(1,np.pi*fe)); fa=wa*0.5/np.pi;
plt.figure(5);

plt.plot(fz, np.abs(Hz),label="H(f) du filtre Numérique');

plt.plot(fa, np.abs(Ha), label="H(f) du filtre Analogique');plt.legend ()

plt.figure(7);
z,p=zplane(Bz2,Az2);

2. A faire

-*- coding: utf-8 -*-

import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt
#from zp_plot import zplane
import scipy.signal as sp;

from scipy.io import wavfile as wf; import winsound ;
fname = 'vousavezducourrierenattente.wav';
winsound.PlaySound(fname, winsound.SND_FILENAME)
fe, X = wf.read(fname);
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Te=1/fe; N=len(X); t = np.arange(0,N)*Te;
plt.figure(1);plt.subplot(211); plt.plot(t,X); plt.grid(True);
plt.xlabel('temps'); plt.ylabel(' Amp'); plt.title('Phrase');

# #Erire dans un fichier audio

# fnameb='Copie du signal.wav’;

# Xb=X

# Xb=np.int8(Xb) ; wf.write(fnameb, fe, Xb);

# winsound.PlaySound(fnameb,winsound. SND_FILENAME) ;

# A faire
# Calculer et Visualiser sa TFD en db dans la figure (1)

# Rajouter du bruit ( 3 sinusoides avec une fréquence de 1500, 2000 et 3000)

# Visualiser la TFD du signal bruite en db

# Enregistrer le fichier avec wf.write dans fnameb

# Ecouter fnameb

# Concevoir Filtre par la méthode des poéles et zéros (employer autant de filtres que nécessaire ) puis
par la transformation bilinéaire avec Aa>50 et Deltaf <fe/10, avec N a determiner, il faut essayer
plusieurs filtres analogiques, lequel vous semble adéquat?

# Visualiser la réponse impulsionnelle et la fonction de Transfert du filtre pour chaque méthode

# Filtre le signal bruité Xb (sp.lfilter) avec le filtre synthétisé

# Enregister, écouter et visualiser la TFD du signal filtré

# Commenter

# Comparer entre les méthodes des synthése des filtres RIF. Pour cet exemple, lequel vous semble
prétérable ?
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V. Filtres numériques multicadences

Le traitement multi-cadences implique plusieurs fréquences d’échantillonnage. Il peut avoir plusieurs
motivations. Il peut étre le fruit de contraintes liées a une application dans laquelle les flux de signaux numériques
a traiter et a générer doivent I'étre a des fréquences d’échantillonnage différentes [20]. Cette situation peut se
rencontrer par exemple dans les applications audio ou co-existent plusieurs fréquences d’échantillonnage :
32kHz (diffusion); 44,1 kHZ (disque compact numérique) ; 48kHz (bande sonore numérique) ; 96kHZ ; ...

Cette approche peut aussi permettre d’améliorer les caractéristiques d’implantation d'un algorithme en
adoptant pour chacune de ses étapes un échantillonnage que I’on appelle critique dans le sens ot1 la fréquence de
traitement est choisie égale a la fréquence de Nyquist. Ainsi la chaine de traitement correspondant a I'émetteur
bande de base d’un modulateur DPQSK ot1 I'on a trois fréquences de traitement : la fréquence bit, la fréquence
symbole et la fréquence d’échantillonnage [20]

Dans les systemes considérés aux chapitres précédents, n’était considéré qu'une seule fréquence ou cadence
d’échantillonnage f. =1/T.. Mais il arrive que la fréquence maximale f,.x soit diminuée ( filtrage passe-bas ) ou
augmentée (le cas d'une modulation). Dans les deux cas, il est plus judicieux d’adapter la fréquence
d’échantillonnage afin de minimiser le temps de calcul. Il s’agira d’'une décimation ou sous-échantillonnage
(augmentation de fiux) et d"une interpolation ou sur-échantillonnage (diminution de fux). A noter, également que
le sur-échantillonnage est souvent utilisé pour augmenter le SNR dans les opérations de CNA. Tous deux
interviennent dans le changement de fréquence et dans les techniques des bancs de filtres

Exemple : Supposons que l'on veuille synthétiser un filtre passe-bas avec les spécifications
suivantes :fp=100Hz fa=300Hz Aa>50db fe=20kHz.

L’emploi de la fenétre de Hamming nous donne N=331, soit un nombre de coefficients important. Or le
filtre occupe une petite portion de la bande passante (passe-bas avec fc=1% fe). On peut donc sous-échantillonner
et puis sur-échantillonner sans perte d"informations.

0.02 1.0 A
0.01 H 0.5
Ainsi en prenant fe=fe/25=800Hz cela nous o.co - o
donnerait N=15 << 331 et on obtient, ainsi, un filtre o000 0005 0010 0015 o 0000-5000 _ 0 __ 5000 100
plus rapide. Cest le principe des bancs de filtres qui 27 o' 3
revient a diviser la bande passante en plusieurs  o.o - O'o |
filtres a bande étroite donc des filtres que l'on _ o©00 o.cos ogio o.ois 1.0 =00 o s00
pourra facilement décimer ce qui représente donc 5 | os
un gain de temps. 0.00 - .—.-'-.T.—LLT._L.. '
0.0'OO 0.0’05 0.0'10 0.0’15 0.024'00 —2‘00 C’) 2(‘)0 4(‘)0
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1. Sous échantillonnage et sur-échantillonnage

Rappelons que lorsqu’on souhaite échantillonner un signal, nous devons respecter le théoréme de Shannon a
savoir prendre une fréquence d’échantillonnage f/ 2 >f.x. Si ce signal a subi des traitements qui ont eu pour
résultat, entres autres, la modification de la fréquence maximale. On parlera alors de sous-échantillonnage ou de

sur-échantillonnage.

Sous-échantillonnage : Il consiste a fabriquer a partir du signal original x un signal xp comportant moins
d’échantillons que le signal d’origine. Il faut “enlever” des échantillons, d’ot1 le nom décimation (En ang]ais :
down sampling). On parle de sous-échantillonnage d’un facteur D quand le signal d’origine x comporte N

échantillons et le signal sur-échantillonné xp en comporte N/D, avec xp(n) = x(n/D)
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Pour sous-échantillonner correctement, il va falloir supprimer le contenu fréquentiel de x(n) entre f. /2D et
f. /D puisque le spectre devient périodique de période f./D et ce avant la décimation.
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Dans ce cas, nous avons pour la fonction de transfert X, (z) = Y*% xp(m)z™™ = Y % x(n /D)z~™/P

Rappels:

Peigne de Dirac: },5-_ 8 (t — nT,) périodique de période T, = décomposable en série de Fourier telle que

.t P
Cn=Ti = Y-t — nTe)=Tie Yo e’ En discret Y, 6(n— mM)=% M-l e Mu
e

La décimation de M est équivalente a un échantillonnage de M = y(m) =y (2) =Y x(n).6(n—mM)

M
1 2mjkn 1 2mjk 1\ 1
®» Fonction de transfert Y (z) = Y% _, (x(n) EZ’,?;(} e M )Z‘”/M = (Zn__oo x(n) (e M ZM) )
_omj
= Y(z) =~yM1x (WMZM) avec Wy, =e” M

® Réponse en fréquence

y(m) = x(n). 5 8(n— mM) = Y(f) = X(f) 2508 5 (f - L)

M

= Y(f) = %Z%;(I)X (f — ";;e) = Périodisation de %
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Exemples:
o Décimation de 4

27j

Y(2) = 1530 X (Wiz+) avec W, = ¢
Y(z) = %(X (W4ozi) +X (szi) +X (sz%) X (szi))

Y(z) = %( (2 %) +X (—jzi) +X (—z%) +X (jz%)):Y(f) =% 0x (F-"E)

o Décimation de 2

2mj

1
Y(Z) = %2]1(=QX(W2kZE) avec W, = e 2

v =4 (x () +x(-4)) =v0 =4[ +x0n (r-5)

Sur-échantillonnage : Il consiste a fabriquer a partir du signal original x un signal xy un signal de méme
durée mais comportant davantage d’échantillons que le signal d’origine. Il faut “rajouter” des échantillons, d"ou
le nom d’interpolation (en anglais : upsampling). On parle de sur-échantillonnage d"un facteur M quand le signal
d’origine x comporte N échantillons et le signal sur-échantillonné en comporte MN, avec xm(Mn) = x(n).

x(n)

% (1) Lﬁ%ﬂL**WL—'

Théoriquement, si le signal d’origine a été bien échantillonné, la reconstruction parfaite est possible, donc
le sur-échantillonnage aussi. Cependant, la formule de reconstruction (avec les sinus cardinaux) est comphquee

III

a mettre en pratique. On fait appel a des idées plus simples [25]:

6
- Intercaler des zéros (interpolation zéro) 1 | | | | l l

- Recopier la valeur de I'instant précédent (interpolation échelon)

.

a) signal original b) interpolation zéro

T Il]

- Tracer une droite entre deux échantillons disponibles

Adjacents (interpolation linéaire) %1 I I I I | | | l I - ] I l I ‘ | I ‘ I |

=2 0

c) interpolation linéaire d) interpolation échelon

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/

114 ]




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

Le signal d’origine n’a pas de contenu fréquentiel au-dela de f./2. Le processus d’interpolation est
susceptible d’en ajouter. On le fait donc suivre d’un filtrage passe-bas a la coupure f./ 2 pour supprimer le contenu
ajouté. C’est la raison pour laquelle la méthode d’interpolation n’a pas beaucoup d’importance.

Exercice d’application : Vérifier que I'interpolation zéro préserve le spectre du signal.

Xo(@) = ) xp(m)z™ = Y xp@D)z™ = ) x(W (™ =X(z°)

Ce qui en fréquence nous donne : X, (f) = X(z = e2™/PTe = ¢2mifD/f¢) ce qui signifie que le signal original

et sur-échantillonné ont le méme spectre, on ne fait que parcourir le cercle D fois.

Exemple : On reprend le méme signal que I'on interpole de 2 puis de 4.

0.5

...l ] B
0.3
] N e—_—_"fYfph,eSY_Y$,__— —_—— B

0.1

| | | |
R I 0 4 . ) L
0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 0.08 0.09 0.1 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

0.25

- L 0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 0.08 0.09 0.1 -20 - -1000 -500 500 1000 1500

I I 0 I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 006 0.07 0.08 0.09 0.1 -4000 -3000 -2000  -1000 0 1000 2000 3000 4000

Apres sur-échantillonnage, la forme du spectre reste la méme aucune énergie n’a été ajoutée au signal),
mais la fréquence d’échantillonnage est maintenant de Dfe. Le sur-échantillonnage fait apparaitre ce que 1'on
appelle des spectres miroirs et pour obtenir une signal dont la forme temporelle correspondrait au signal x(n) que
I’on aurait échantillonné & une fréquence Dfe.

Il faut supprimer ces spectres miroirs et donc filtrer par un filtres passe-bas le signal sur-échantillonné y(m)
avec un filtre ayant une bande atténuée a partir de fe/2
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0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

! 0
0 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 007 008 009 0.1 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

0.5

0.4
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0.2

0.1

0
-2000 -1500  -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 -4000 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000

Nous pouvons observer 1'effet I'interpolation suivie du filtrage passe-bas anti-miroirs (équivalent & un 0
padding dans le domaine fréquentiel)

o

T

|

o

T
==9
)

g
=)
)

05 B o

o

‘ g 3
diB Jk Jie - Jr i

Y I JIIE: =|’ }!' pallll

iz

)(

i !
L4
| L

o
II <

.!-. Q4 Pt
< &4
c

il I 1148

18 ab i
&

dp
-1.5 - - -1.5 - 8 & 5 -
> L L s L > L L s L
o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

o Interpolation de 4 Y(z) = X(z*)

o Interpolation de 2 Y(z) = X(z?)
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2. Décomposition polyphases
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La décomposition polyphases intervient dans les bancs de filtres, elle permet une représentation simple

pour le sur et sous échantillonnage [21]. Quand un signal subit une décimation d"un facteur 2, cela revient a

séparer les échantillons avec un indice pair de ceux avec un indice impair, ou encore, a séparer deux phases
distinctes ayant des délais (aussi appelé écarts de phase) différents dans le vecteur [22]. Si on considére une

décimation d'un facteur M, le principe est exactement le méme mais avec M phases distinctes.

Considérons un filtre h(n) dont la TZ est donnée par [supelec355]: H(z) = Y p-—oo h(n)z™"

La séparation des coefficients d'indice pairs et impairs nous donnera :

H(z) = X% _ o h(2n)z 24271 Y% h(2n+ 1)z~

En posant: Py(z) = YXp=—eh(2n)z " et P1(2) = Yp=—owh(2n+ 1)z ™ alors H(z) = PO(ZZ) +z7tpy (ZZ)

x(n)

Exemple : Décomposition ployphases pour M= 4 (structure directe et structure transposée)

H(z)

y(n)

x(n)

v

P,(z%)

x(n)

x(n)

\ 4

P.(z)

) 4

;A\

P.(z%)

A\,

P.(z)

v

y(n)

x(n)

D’une maniere plus générale, et pour un entier M donné, H(z) peut étre décomposé en :

H(z) = Y3t z7%P(2M) ouPy (2) = ¥poe_ o R(Mn + k)z ™™

> PO(ZZ) P B
£ y(n)
P2
] .
P (22) ;\ >
0 A y(n)
71
P | |
» P (z%) P >
0
¥ y(n)
71
— P1(24) >
71
N 4 D
> PZ(Z) > ‘K
71
> P3(Z4) |

Cette maniere d’écrire la fonction de transfert H(z) est appelée la représentation polyphase du filtre H(z) et

les filtres Ex(z) sont dit ses composantes polyphases. Elle permet de réaliser une fonction de transfert équivalente
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avec un systeme dont la plupart des éléments fonctionnent a une cadence réduite.

Décimation: Prenons le cas du décimateur [20], si on considere un filtre FIR de longueur N multiple de M

(Rajouter des zéros si nécessaire pour cela) ayant pour réponse impulsionnelle h(n), dont la transformée en Z est
N

donnée par Hy(z) = INZ3 h(n)z™" = T¥4 lz_ol h(IM + k) z=M+0)y

N
Hy(2) = $M3 27K ¥ h(IM + k) (zM) ™ = $M=L 2P (zM)
Ou P(z) = S0 h(IM + k) z7

En considérant le schéma bloc d'un banc de filtres, on voit que le filtrage est classiquement appliqué avant
la décimation. Cela signifie donc que le signal est filtré par les M filtres et que 1’on ne garde ensuite qu'une phase
parmi les M de chaque résultat de filtrage. Cette maniere de faire la transformation n’est pas efficace car elle
entraine beaucoup de calculs qui ne seront pas exploités par la suite. La notion de représentation polyphase
revient a inverser ce schéma en faisant en premier lieu I'opération de sous-échantillonnage, puis une opération
de filtrage.

Identité noble 1 [section 10]

»| H(zP) > lpD —— — D —| HEz) ——
x(n) yin) — _ x(n) y(n)
Identité noble 2
- 3 'D —— HZ) — T 5 Hz) —— D ———
x(n) y(n) x(n) y(n)

Exemple illustratif pour la décimation

Soit le signal x(n) a décimer de 3 avec un filtre passe-bas h(n) dont la fonction de transfert est
H(z)=h(0)+h(1)z1+ h(2) z2+h(3)z3+...... +h(11)z-11

La premiere étape est de décomposer le filtre h(n) en trois filtres Po (z3), P1 (z%) et P2 (z3). Considérons la
premiere composante du filtre polyphases Po (z3)= h(0)+h(3)z3+ h(6) z-¢+h(9)z*

x(n) | Po(z) ¢ 3 L& yo(m)

A 4

Ona  X(2)=x(0)+x(1)z 1+ x(2) z2+x(3)z3+...... +x(n)zn+ ...

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

118 I




Master ST M1 2021/2022

Traitement Numérique du Signal

Ainsi

yo() = x(0)h(0)
+ x(1)h(0)z1 + x(2)h(0)z2+ [x(3)h(0)+ x(0)h(3)]z3
+ X®h(0)+x(1hE)]z* + [x(G)h(0)+x(2)h(3) 12> + [x(6)h(0)+x(3)h(3)+ x(0)h(6) ]2
+X(7)h(0)+x(4)hE)+ x(1)h(6)]1z7+[x(8)h(0) +x(5)h(3)+x(2)h(6)] 25+ [x(9)h(0) +x(6)h(3) +x(3)h (6) +x(0)h(9) ] 2-?

+[x(10)h(0)+x(7)h(3)+x(4)h(6)+x(1)h(9)] z10 + [x(11)h(0)+x(8)h(3)+x(5)h(6)+x(2)h(9)] z11
+ [x(12)h(0)+x(9)h(3)+x(6)h(6)+x(3)h(9)] z12 + ......;
Puisque, le filtre est suivi d’'une décimation par 3, on ne retiendra que les éléments de puissance multiple
de 3 (en rouge) ce qui au final revient a

yo) = x(0)h(0)+ [xB)h(0)+ x(0)h(3)] z + [x(6)h(0)+x(3)h(3)+ x(0)h(6)] 2 +
[x(9)h(0)+x(6)h(3)+x(3)h(6)+x(0)h(9)] z* + [x(12)h(0)+x(9)h(3)+x(6)h(6)+x(B)h(9)] z* +.....;
Qui n’est rien d’autre que le résultat de la convolution du signal x(n) décimé par 3 {x(0),x(3),x(6), .....} par

Po(z) = h(0)+h(3)z1+ h(6) z2+h(9)z>

Ce qui correspond au schéma suivant :

Poz) |,

A 4

— 3

yo(n)

x(n)

Exemple illustratif pour l'interpolation

Soit le x(n) a interpoler de 3 avec un filtre passe-bas h(n) ayant pour fonction de transfert:

H(z)=h(0)+h(1)z+ h(2) z2+h(3)z3+...... +h(11)z11= Po (z3)+z1P1 (2%) + z2 P2 (2%)

La premiere étape est de décomposer le filtre h(n) en trois filtres Py (z3), P1 (z%) et P> (z3). Considérons la

premiere composante du filtre polyphase Py (z%)= h(0)+h(3)z3+ h(6) z6+h(9)z?*

Po(z}) +—» Yyo(n)

\4

xm) | 13

Ona x(n) = {x(0), x(1), x(2), x(3), ...} = X(z) = x(0)+ x(1)z1+ x(2) z2+x(3)z3+

La décomposition polyphases du filtre nous donne

H(z)=h(0)+h(1)z+ h(2) z2+h(3)z3+...... +h(11)z11= Py (23)+z1 P1(23) + 22 P2 (2%)

Avec Py (z%)= h(0)+h(3)z3+ h(6) z6+h(9)z*

Apres interpolation =xo(n) = {x(0),0, 0, x(1), 0, 0, x(2), 0, 0, x(3)} = Xo(z)=x(0)+x(1)z3+ x(2) z6+x(3)z? +x(4)z 12 +...

Dlotyo(m) = x(0)h(0)+ [x(1)h(0)+ x(0)h(3)]z> + [x(2)h(0)+x(1)h(3)+ x(0)h(6)]z°
+ [x3)h(0)+x(2)h(3)+x(1)h(6)+x(0)h(9)]z* + [x(4)h(0)+x(3)h(3)+x(2)h(6)+x(1)h(9)] z12 + ...
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Reprenons le schéma équivalent

A 4

X(n) —{ Py(z) T3 L Yo(n)

Sachant que Py (%)= h(0)+h(3)z+ h(6) z6+h(9)z9 = Po(z) = h(0)+h(3)z '+ h(6) z2+h(9)z*

Et que X(2)=x(0)+x(1)z1+ X(2) z2x(3)z3+..... +x(m)zn+ ......
Alors xo(n) = x(0)h(0)+ [x(1)h(0)+ x(0)h(3)]z + [x(2)h(0)+x(1)h(3)+ x(0)h(6)]z>

+ [x(3)h(0)+x(2)h(3)+x(1)h(6)+x(0)h(9)]z + [x(4)h(0) +x(3)h(3)+x(2)h(6)+x(1)h(9)] 2+ + ...

Apres Interpolation par 3 = yo(n) = x(0)h(0)+ 0 z! + 0 z2 + [x(1)h(0)+ x(0)h(3)]z> + 0 z*+ 0 z5+
[x(2)h(0)+x(1)h(3)+ x(0)h(6)]z¢ + 0 z7 + 0 z* + [x(3)h(0)+x(2)h(3)+x(1)h(6)+x(0)h(9)] z° + 0 z10 + 0 z1 + +

[x(@)h(0)+x(3)h(3)+x(2)h(6)+x(1)h(9)] z12 +..

Exemple : Décomposition polyphases pour une décimation M=4

Ainsi, considérons un décimateur de 4 équipé d'un filtre anti-recouvrement H(z) auquel on applique la
décomposition polyphases :

> H(z) l4 >
Pz D14 (n) (Lo (RS s vy
" g > x(n ¢
x(n) '1 - £ y(n) y(n)
. Py(2%) L4 -5
[ —r\l D - : f
-1 L
: P,(z%) e 1 Pal2) 144 ¢
> 2 A i Z-l
-1
z - J P5(2%) > 14 >
» Py(z
. 1 "l 4 Po(z) D ¢
Structure Directe x(n) ) ! y(n)
- H(zP) * LD > e Py(2) P
71
- D | H(z) > » 14 P,(2) o
Z—l
> 14 P3(2) g

En appliquant la premiére identité noble, on obtient une forme permutée permettant d’effectuer le filtrage
a des taux plus faibles

Ainsi, chaque ligne de la décomposition polyphases constitue une réponse a un taux M fois plus faible,
déphasée d'un échantillon par rapport a la ligne précédente.
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Interpolation : En suivant une démarche similaire on peut construire la matrice polyphases d"un banc de
filtres de synthese. Dans ce cas, I'opération de sur échantillonnage qui précede le filtrage est remplacée par une
étape de filtrage suivie d'un sur-échantillonnage. On opere de la méme fagon pour l'interpolateur équipé d'un
filtre d’interpolation H(z).

xm) o 4D Hz) |y y(0)

A 4

Exemple : Décomposition polyphases pour une interpolation D=4. On utilisera la structure transposée plus
pratique dans ce cas.

En appliquant la deuxieme identité noble, on gagne en termes de temps de traitement puisque tout le
filtrage s’effectue au taux le plus faible.

Ce type de matrice polyphases, correspondant a un banc de filtres de synthese, est parfois appelé matrice

polyphases de type 2 par opposition avec les matrices polyphases de type 1 qui correspondent a un banc de filtres
d’analyse [22] .

» T4 > H(Z) >
x(n) y(n)
o 14 . po(z4) < L " » T4 » PO(Z4) ,.l >
x(n) v x(n) ] Y
" Py(2Y) <5 1 1P P
z z!
x o T4 o P,(Z°
» P2(24) V:i] 2(2 ) —l_4
A 71t
z » T4 > Py(z%) 2
" Py(2%) )
Structure transposée x(n) " Pol2) L4 - y(n) ’
14 - H(z* » | Py2) 1 14—
x(n) =) y(n) - 2'%
(n) »  H(z) T4 y(n) . > Py(2) 2 T4 b
x(n T
Identité Noble 2 o Ps(2) 14| U

Remarque : A chaque instant d’échantillonnage en sortie du systéme une seule composante polyphase est
non nulle. Cela conduit au modeéle de commutateur ott on ne consideére a chaque instant d’échantillonnage que
la composante non nulle [24]. Un commutateur en sortie peut jouer le role des délais et additionneurs. En effet,
l'interpolation par D = 4, dans cet exemple, insére 3 zéros sur 4. A un instant donné, une seule branche contribue
a la sommation et les autres sont a zéro.
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> P > T 4 ";/*—:‘ > > P (z) >
X(n) O(Z) * y(n) x(n) 0
Z, R £
» Py(2) o T4 ’T o Py(z) g "
z1 . >
d PZ(Z) » T 4 | .é » PZ(Z) > K y(n)
[ p) —ra] B X —

3. Changement de fréquence rationnel

Supposons que 'on veuille changer numériquement la fréquence d’échantillonnage d’un signal x(n) et
passer d"une fréquence d’échantillonnagef; a une fréquence d’échantillonnage f> ot1 f2/ f1=L/M. Cela conduit donc
a sur-échantillonner le signal x(n) d"un facteur L puis a le décimer d"un facteur M.

o Le sur-échantillonnage par L doit étre suivie d"un filtre passe-bas coupant a f./ 2L pour supprimer
les spectres dus au sur-échantillonnage ot fe est la fréquence d’échantillonnage du signal de sortie.

o La décimation par M doit étre précédée d'un filtrage anti-repliement ayant une fréquence de
coupure de fe/2M, si fe est la fréquence d’échantillonnage du signal d’entrée.

On ne conservera alors qu'un seul des deux filtres passe-bas : celui dont la fréquence de coupure est la plus
basse

\ 4

o L | H2) H,(2) LM —»y(n)=XL/M(n)

\ 4
A 4

Remarque : Si Let M sont premiers entre eux, décimation et interpolation sont commutatifs, ci-dessous un
exemple :de conversionou L =5et M = 2 [31]

Tp=2Tx=5T,=10T

|
 Koeod . x
X D88 X o x K97 e}
?090: OPogoo T L
n, O 1 2 3 4 5
ny, 0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10 11 12

En outre, d'apres la théorie des nombres, si L et M sont premiers entre eux alors ils existent deux entiers
loetmg que [oL —moM = —1-> z7t = z=(l=moM) = z=lol zmoM
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Exemple : On souhaite sur une réduction de fréquence d’échantillonnage d’un signal audio d"un facteur
2/3 (passage de 48kHz a 32kHz). Voici la structure polyphase conduisant évaluer le filtre a la fréquence la plus
basse possible. En appliquant la décomposition polyphase pour le sur-échantillonnage, on obtient la structure ci-

contre). A noter que décimation et interpolation ne sont pas commutatives sauf si L et M sont premiers entre eux

[20].

On commence par garder le filtre passe-bas dont la fréquence de coupure est la plus petite. Puis on

décompose le filtre suivant l'interpolation.

. 1L - H,(2) + Hy(2) JoLM .
x(n)
d 1 JH, . . 13 .
x(n) : Hanl7) y(n)
> TZ » 2 »-/; > 1,3 >
x(n) Pol) yin)
Z-l
. Py(2) ;
U H 12 . Pol2) {12
ve 7 Vo ()
R TZ | H(Zz) N N Pl(Z) > T2
x(n) y(n)

On introduit la décimation avant les additionneurs ce qui nous donne :

wm)] LR {12 |13 | P—

J Pl | 12 ozt {13 [
On utilise z71 = z~(ol=MoM) = z=loLzmoM ce qui nous donne z71 = z7322
ToPol2) | 12 {13 | D
x(n) I | * y(n)
> Py(2) } 4 T2 ‘ " 2322 } o 13 >
- | Pyl2) 12— 43
[ {12 2 {13 ]
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On applique les identités noble et on permute décimation et interpolation

P

x(n)“ M 3 { { T2 ‘

[o [ s 12}z ,

Que l'on peut schématiser aussi

y(n) ;

4

Po(2) % 3 | | T2 } D >
il + k)

Puis on développe la décomposition polyphases pour la partie décimation en exploitant la deuxiéme
identité noble.

v

1(2)

5} {ri} @ 2] o —

: 13 ‘ » Poy(2) ‘ ’6? m
Hizd) | 13 - 2 ]|# , F

yin) ;s e |12 |
BERFEIES
,{‘14§‘1 . P1,(2) | D

On peut observer que le deuxiéme bloc est en avance par rapport au premier, autrement dit le premier est en
retard par rapport au deuxieme ce qui nous permet de donner la décomposition polyphases ci-dessous (composée
uniquement de retardateurs)

13 |

>

H(z) |

x(n)

P11(2) i g v

L

{ Pol) P 12 |

x(n) 7'1—]

13
T ) A

1
2= a
43 1 Puld) o
| 13— Polz) ——Pp—] 12 S—
FFJ 2] = I y(n)

" Pou(2) 'G?
+ Poa(2) D
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Remarques
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Un filtre de décimation/interpolation a bande passante tres étroite est complexe a mettre en ceuvre (Ordre élevé)

. Il peut étre est remplacé par la mise en cascade de filtres plus simples. Les spécifications des filtres individuels
sont considérablement assouplis puisque la spécification globale du filtre est partagée entre plusieurs filtres

d'ordre inférieur.

Ainsi, pour un facteur de décimation ou interpolation, il est plus judicieux d'opérer par paliers (multi-étagges).

Si on doit décimer de 15, cela nécessite un filtre d'ordre élevé. On peut alors procéder en décimant par 3 puis par

5. Ce qui nous permettra d'employer 2 filtres de plus faible ordre. De méme, deux décompositions polyphases

successives de 3 et 5 sont moins couteuses qu'une décomposition polyphases de 15.

Hiz) —

+M

f=Me|>f=1

l [FIR Technique

— 12) G M, M, [

f=Me|+f=1

l Noble Identity

—>| 1(7) —

LM, ¥ G2)

f=Me]»  f=M,

‘ Polyphase l)ccompositionl

YM L(@) v M, G,(2)
M, L,(z) ~‘ J-‘ LM, G,(2)
L’ v I\il IM,~I(Z _f L’ v hi: (:‘“,1(2:'_f

f=Me|pf=M, [=Me|>f=]

Ainsi, si I'on doit réaliser un Filtre FIR avec des
spécifications : fe = 40 MHz, fc = 300 KHz,
fp=400KHz, &p = 0,1db, & = 60db.

Pour une décimation de 64, la meilleure
factorisation multi-étages est S (nombre d'étages)
=3, ou 6, et chaque étape du facteur de décimation

de 4 ou 2, respectivement.

LM, —

|+ =1

(a)

(b)

(c)

(d)
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— AL I

H(z)

f=le|»f=L

‘ [FIR Technique

(a)

— 1L, L, [6E) ] 1) [ (b)
f=le|»f=L
l Noble Identity
— "L, ¥ G(2) TLI — 1z) — (¢)
f=le|»  f=L  «|»f=L
lPolyphase Decompositionl
(d)
£ £ o M S 5p 5. OrderI\(J)f FIR
300KHZ | 4o0km, | 64 | 1| 01 | 60dB 1087
2 32 * 3
24MHz | 32MHz [ 8% [T 005 | (oon 147
300KHz | 400KHz 8 0.05 147
AMHz, | 3.2MHz, | 4% 0.03 77
IMHz, | 0.8MHz | 4* |3 | 003 | 60dB 77
300KHz | 400KHz | 4 0.03 77
40MHz 0
9.6MHz | 128MHz | 2* 0.017 10
48MHz. | 64MHz, | 2* 0.017 10
24MHz | 32MHz. | 2% 0.017
12MHz | 16MHz | 2¢ | ® |o0017| %09B jg
600KHz, | 800KHz, | 2* 0.017 10
300KHz | 400KHz | 2 0.017
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3. Bancs de filtres
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Un banc de filtre est un ensemble de filtres numériques travaillant en parallele et découpant la bande de

fréquence en K sous bandes. Le traitement du signal numérique traditionnel utilise des blocs comme

I’additionneur, multiplicateurs et des retardateurs. Dans les systéemes banc de filtres, nous avons deux nouveaux

blocs que sont le décimateur et I'interpolateur [23].

- Un banc de filtres est un ensemble de filtres, avec une entrée ou une sortie commune

- Pour constituer un banc de filtres, on peut créer et décaler un filtre générateur

- Un banc de filtres est un ensemble de filtres (Ho(z);....;Hm.1(z)) tel que tel que les bandes passantes des filtres

forment (+/-) une partition de I'ensemble des fréquences et leurs réponses en fréquence se déduisent les unes

_2mjk
des autres par certaines relations telles que Hy(z) = H, (ze M ) =H, (zW")

A

H(z) H(W) H(zW?)

[ 1k X

M-1

HEZwW )

- Autres décompositions : échelle de Mel (psychoacoustique), Ondelettes etc

o9 <00 1000 1600 2000 2500 3000 3500 400C

A

271

0 fe/16 fe/8

fe/4

A A

fe/2

- Chaque sortie du filtre d"un banc est a bande étroite, on peut donc la décimer pour la traiter plus rapidement.

- Unbanc de filtres est dit “a reconstruction parfaite” sil existe un ensemble de filtres (dits “de synthese”) qui,

lorsqu’on les applique aux sorties du banc initial et qu’on somme leurs sorties, reconstruit parfaitement le

signal d’entrée (a un retard pres).
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3 b 9 L4 U
L Hy(2) = Mt M ()
X 7 { .
— H () ) M )
s H, () Xag | | M 1 l{ t M Upg, F . (2) X

Ces deux cas sont représentés sur la figure ci-dessus. Ce systéme est appelé banc de filtres d’analyse, et les
filtres Hk(z) sont les filtres d’analyse. Ce banc décompose le signal x(n) en M signaux vi(n) appelés signaux de
sous-bandes. Le systeme de gauche est appelé banc de filtres de syntheése et les filtres Fi(z) sont les filtres de
synthese. Il combine les M signaux wi(n) en un seul signal y(n)[21]

Les bancs de filtres d’analyse et de synthéese sont généralement associés, le premier décompose un signal
pour appliquer un traitement a chaque signal de sous-bande et le second re-combine les signaux de sous-bandes
traités pour construire le signal modifié. Un tel systéme d’analyse/synthese est appelé banc de filtres a
reconstruction parfaite quand en 1'absence de tout traitement dans les sous-bandes, le signal de sortie y(n)=x(n-
k).Ces filtres sont alors dits bi-orthogonaux, ils sont étroitement liés a la théorie des ondelettes objet du prochain
chapitre.

Exemple d’application : Banc de filtres a deux canaux [20]

Dans un banc de filtres a 2 canaux on sépare le signal d’entrée en un signal passe-haut et un signal passe-
bas, respectivement d(n) et a(n). On appelle Ho(z) et Hi(z) les filtres passe bas et passe haut du banc d’analyse et
Fo(z) et F1(z) les filtres passe bas et passe haut du banc de synthese. On appelle X(z) la transformée en Z du signal
x(n). L'inconvénient de cette structure est que le nombre d’échantillon est multiplié par 2 en sortie du banc
d’analyse. Si les filtres du banc d’analyse Ho(z) et Hi(z) ont des gabarits correspondant a ceux représentés ci-
contre, il est alors possible d'introduire un échantillonnage critique en décimant par deux en sortie des filtres du
banc du d’analyse.

Filtre passe-bas et passe-haut de décomposition

A(z) e
I 9 /
{ h |—{tz]1-{12] TRl | L | /
X(z) ! =L X(z)
1@ | ji2 | : (12— F) = /
Analyse ! Synthése ' !
B(z) O ok 0T 0% 02 o 05 o 0% om o5
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A 1&

1
_fe/Z A fe/z - _;9/2 A fs’/z }
A /\1 A P-bas H, (2) : 1 P-haut H,(z)

FAYILY 4T

~fl2 & fif2 12 ~fol2 & ff2 12

AN RAN 2,

/2, f2 vy —£12, fJ2 19
FAVAVAVAWAN 1|
£z | f2 iz | k2
A AR A Frbas Foe) A A rhauth®)
. A N RE K .
“hi2 L2 “h2 f2

On remarquera qu’il n’y a pas de filtre anti-repliement lors de la décimation, en fait on se sert du fait que le
spectre soit a bande limitée (ici la moitié de la bande de fréquence). C’est un cas particulier ou le signal est a bande
limité égale a fe/ M. Ainsi on peut alors récupérer le signal original a partir du signal sous échantillonné. De méme
pour le sur échantillonnage puisque on se sert de filtres de reconstruction qui eux aussi occupent la moitié de la

bande de fréquence.

On peut vérifier que pour H;(z) = Hy(—z"1), on obtient H,(f) = H, (% — )

2nj

» A(z) = GZLO Hy (WZkZ%)X(WZkZ%)) avec Wy=e 2 = -1

— A() = ;<H0 (23)x (42) + Hy (—2) x (_Z%)>
» %,(2) = A(z2)Fy(2)= Xo(2) = Fo(z)%(HO(z)X(z) + Ho(—2)X(—2))
= £(2) = F1(2)5 (H(2)X(2) + Hy (—2)X (~2))
= R(2) = 5 (Fo()Ho(2) + FL()H1(2))X (2) + 5 (Fo(2)Ho(=2) + Fy(2)Hy (=2))X (~2)
Rappelons que I'expression de la sortie du banc de filtre est donnée par [20,21]:
X(2) = %(F0 (2)Hy(2) + F1(2)H1(2))X(2) + % (Fo(2)Hy(—2) + F,(2)H,(—2))X(—2)

Il y aura reconstruction sera si £(n) = x(n) a un retard pres, soit :
Fo(2)Ho(2) + F1(2)H,(2) = 2 z7%

Fo(2)Ho(=2) + F1(2)H1(=2) = 0
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h@ _ _HE2

La deuxiéme condition sera réalisée si: Fy(z)Hy(—z) = —F;(2)H;(—2z) = =
Fi(2) Ho(-2)

Soit Fo(Z) = _Hl(_Z) et Fl(Z) = Ho(_Z) ou Fo(Z) = Hl(_Z) et Fl(Z) = _Ho(_Z)

¢ Une premiére famille de filtres dite Q.M.F. (Quadrature Mirror Filter) permet d'éliminer le terme en X(-z)

i , : fe
Enimposant  Hi(z) = Ho(-z) soit  hi(n)=(-1)n ho(n) soit Hi(e?™/Te) = Hy(-e2™fTe)= H,(e*™ I3)Te)

On obtient : Fo(z) = Ho(z) soit  fo(n)= ho(n)
Fi(z) = - Ho(-z) soit  fi(n)=-(-1)" go(n)

* La deuxieme famille de filtres dits C.Q.F. (Conjugate Quadrature Filter) permettent une reconstruction
rigoureusement exacte du signal d'entrée contrairement aux filtres Q.M.F. mais ils possedent une complexité
calculatoire plus importante.

Cette fois-ci on veut obtenir Hi(z) tel que les relations d'orthogonalité suivantes soient vérifiées [30]:
Ho(2)Ho(z™") + Ho(—2)Ho(—271) = 2
Hi(2)Hi(z™") + Hi(—2)Hy (—z7") = 2

Ho(2)H,(z™Y) + Ho(=2)H, (=z71) = 0

= Hi(z) = +Ho(-z 1)z -V soit  hi(n) =+ (-1)nho(L-1-n) et ce pour un nombre de coefficients L pair.

. . . fe .
= Hi(e?™/Te) =+ Hy(-e=2mTe) e 2mifTelt=D= y(e*™ & Ne) e =2mi b= = |1, (f)] = [Ho(Z - f)

Onobtient:  Fo(z) = Hi(-z)=Ho(z1)z-C-)  soit  fo(n) =ho (L-1-n)
Fi(z) = - Ho(-2) soit  fi(n) = -(-1)"ho(n)

En passant de la TZ vers la TF (z = e?™/Te), on aboutit aux relations suivantes :

* Symétrie en puissance Ho (D12 + |Ho(f £ /D12 =2 et |H (D2 + |Hy(f +f./2)|% =2
* Complémentarité en puissance Ho(HI? + |H(H]? =2
*  Orthogonalité Ho(FH:(F) + H (f + %) H; (f + %) -0
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Remarque : Pour un gain de temps, on peut appliquer la décomposition polyphases aux filtres de synthese
et d'analyse.

Filtres QMF : Hi(z) = Ho(-z), Fo(z) = Ho(z), Fi(z) = - Ho(-z)
Ho(2) = Py(22) + 2z~ P, (2%)
Hy(2) = Py(22) — 27 1P, (2?)
Fo(z) = Py(z%) + z71P,(2%)

Fi(2) = =[Po(z®) — z7' P, (z%)]

Soit donc la structure ci-dessous

x[n]

PolZ’) 42 + PiZ)

L ]

,:-\ xn)
t2 - PolZ’) =

PiZ)

Apres application des identité nobles:

x[n]

12 = Pyl2) Piz) |f 42

—
[ %]
L

Pi(2)

+ Polz) = }2

4. Applications de traitement multi-cadences [ 21]

Conception de déphaseurs, interfacage de systémes numériques a taux différents, implémentation de filtres
LP a bande étroite, implémentation de bancs de filtres numériques, codage sous-bande de signaux de parole,
filtres miroirs en quadrature, transmultiplexeurs, sur-échantillonnage dans les CA/N et CN/A .
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Série n°5

1. Soit le signal x(n)= n U(n), donner et tracer le signal résultant si :

- Onle décime par 2, par 3 et par 4
- Onl'interpolede 2, de 4
- Onle décime par 2 puis qu'on l'interpole par 2 et si on inverse les 2 opérations
- Onle décime par 3 et on l'interpole de 2 et si on inverse les 2 opérations
Vérifier que la décimation n'est pas invariante a la translation contrairement a 1'interpolation;

Solution

0,2,4,6,8,.... 0,3,6,9,12,.... 0,4,8,12,16,....

0,0,1,0,20,3,04,0,.... ou 0,0,1,1,223,344,.... ou 0,05,1,1.52,2.5,3,3.54,...

0,2,4,6,8,.... puis  0,0,2,0,4,0,6,08,8,.... Eninversant 0,0,1,0,2,0,3,04,0,.... puis 0,1,234,....

0,3,6912,.... puis 0,0,3,0,6,090,12,0,.... Eninversant
0,0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,6,0,7,0,8,0,9,0,10,0,11,0 12,0.... puis 0,0, 3,0,6,0,9,0,12,..
Non Invariance de la décimation 0,2,4,6,8,.... Ou1,3,5,7,9,....

2. Soit le signal suivant, on veut le décimer par 2 puis l'interpoler par 2 également
| I | | I | I
|

e

[
el
[
SESEE
R
I N

.
-

012

\
\
|

’
1

8

o A{-eo———-

|
.
|
!

|
3

’
7 1121314151617 !

- Donner le tracé du signal décimé puis interpolé
- On considere que la fréquence du signal original est 10kHz, donner la fréquence a la sortie du décimateur
puis celle de l'interpolateur.

Solution

| | | | | | | | |

| | | | | | | | |

S S S R R S R

A S N R R S
o e T

| | | | | | | | | >

'y 2 3 4 s 6 7 g onN

| | | | | | | | |

I
N T T
DS .

— T T T T —]——0—]— 00—

m

012 345678 91011121314151617

Apres décimation f, = 5kHz  Apreés interpolation f, = 10kHz
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Préciser le role de H(z) dans chaque cas

3. On considere le signal x(n) dont la TFTD est donnée comme ci-contre,
Tracer la TFTD de la sortie correspondante pour les 8 cas :
Donner la fréquence de coupure du filtre passe-bas H(z) pour chaque cas

Master ST M1 2021/2022

/

A

N

_ 150 -0 50 150 Hz
— 12 — | H(z2) > 12—
x(n) y(n) x(n) y(n)
x(n) y(n) x(n) ( ) y(n)
" 12 — 12 » H(z) ——
x(n) y(n) x(n) y(n)
' — 14— s 14 J ) ———
x(n) y(n) x(n) y(n)
ﬁu
Solution
Le signal original est périodique de période 300Hz / \
Période M/KO Hz 150 =50 0 150 Hz
300 600Hz

-600

\/\/\/\/

Décimation par 2 = f,

-300

= f,/2=150Hz

Période de -75a75 Hz

\AWAWAVA

-600

-450

Décimation par 4 = f,

SOCYNXX

-300

-150

= f,/4=75Hz

Période deﬂ

:37,5237,5 Hz

OO XX

600 Hz

v

-600

-450

-300

-150

-75 -50
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C'est pour cette raison qu'on place un filtre passe-bas a f, /2 = f,/(2M)

\ 4

—— »{ H(z) l2 ———

x(n) y(n)

A\ 4

— | H(2) l4 ——

x(n) y(n)

Le signal original est périodique de période 300Hz

ﬂu

/N

Master ST M1 2021/2022

Période de -75 a 75 Hz

| >
-75 -50 50 75Hz
Période de -37,5a 37,5 Hz

v

-37,5 37,5

-150 -50 50 150 Hz Période KO Hz
-600 -300 -50 50 300 600 Hz

. ' og
Interpolation par 2= f, = 2f,=600Hz Période de 300 4 300 Hz
A

Y

N AL AN

-600 -300 -50

Interpolation par 4 = f, = 4f,=1200Hz

Période de -600 a 600 Hz

600 Hz

Y

-600 -300

Apparition de spectres miroirs = Filtre passe-bas a f, /2

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http.//perso.usthb.dz/~akourgli/

NN,

600 Hz

133




Traitement Numérique du Signal

Master ST M1 2021/2022
ﬂx

— 12 » H(z) ——— /\
x(n) yin) .
-300 50 50 300H

— 14 » H(z) ———

x(n) y(n)
ﬂk

600 50 50 600Hz
fo=22=75f=22=375 f.=32=150f, =22 =150

Décimation: Anti-repliement Interpolation: Anti-mirroirs

(Voir cours )

4. Donner I'expression des filtres polyphases pour les 4 cas de I'exercice précédent ainsi que la décomposition

polyphases initiale et finale pour chaque cas.

Solution

- M=2 = H@) =Yy _oh()z =Y _h(2n)z 2" +z7 1Y% _ h(2n+ 1)z72"

On pose Py(2) = Ype—oo h(2n)z™"
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Pi(z) =32 _oh(Cn+ 1)z = H(z) = Py(z%) + z 1P, (2?)
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Structure polyphases pour une Décimation par 2

Master ST M1 2021/2022

Structure polyphases pour une Interpolation par 2

!
R P72 » 12 %E—. P.(z2
x(n) Zi olz%) T 4}’(”) x(n) olz?) '@ (n)
J_.. P.(2) ‘—- Py(2’) -
B » P72 .12 12 > 2 —»6?—
x(n) le ol’) { y(n) : x(n) olz?) y(n)
L Py(Z?) » 12 - > | 12 . Py ;IJ
- L2 ] Pyl2) — P 12 >
xin) ; T gy | B YN
71
oll2 - P) e L —
- M=4
H(z) = Yo h(An)z™ 4432 h(dn+ Dz ™4y 2  h(4n+2) )z~ 2 + 3% h(4n + 3)z743
On pose Py(z) = Ype—oo h(4n)z™" Pi(z) =Yr_h(dn+ 1)z nPy(2) =Ype—ooh(4n+2)z7"
P3(2) = Y5 _oh(4n+3)z™" = H(z) = Py(z*) + z 1P (z*) + z72P,(z")+ z73P;(z%)
- Décimation par 4 (décomposition polyphases initiale et finale)
;7 Pol?) W4 ——P—— " 14 o Polr) ——Pp—
x(n) 1 y(n) x(n) ; " y(n)
I —— P1(z%) » 14 ’6‘9 L > 14 } »  Py(2) ’6?
71 71 ‘
Pz 14— Eelia o pld [0
‘z‘l ‘ z1
==X L4 — N ) I
- Interpolation de 4 (décomposition polyphases initiale et finale)
S Pslz%) > — Py(2) » T4 >
x(n) : o) ) @ y(n)
] ‘ Z - ) Z |
e R P T4 e
- zt ‘
. 14 . P,(24) & S Pfn) e 14 .@
| 7! P(2) . Bl
C T4 Py 2 " Fa T4 g
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5.

Soit le filtre H(z) =1+ 0521 —-052z"2+4+092z3+082z" %+ 1.2 z75

- Donner l'expression numérique des filtres polyphases pour une décimation de 2

- Donner l'expression numérique des filtres polyphases pour une interpolation de 2

- Donner l'expression numérique des filtres polyphases pour une décimation de 3

- Donner l'expression numérique des filtres polyphases pour une interpolation de 3

Solution

- H(z) = Py(z%) + z71P,(2%) Po(z)=bytbaz +baz? E Yo(m)
Po(2) =3 o h(2n)z " =1—052""+ 0822 (o) .
P(2) =Yy _oh(n+1)z"=054+09z"1+12 z72
P1(2)=bi+bsz+bsz”? 12 z!
- H(z) = Py(z®) +z7 1P (23) + z7%P,(23) 4D v
Py(2) = 3% o h(3n)z " =1+ 0977
P(z) =Y o h(3n+1)z"=05+08z"
Py(z) =Y o h(3n+2)z" =—05+127""
6. Avant de convertir un signal numérique x(n) (ci-dessous signal et sa TFTD),en signal analogique,
on décide de l'interpoler par D.
xn) —» 1D ——»y) XD
0.5
l l l l omal b o
} T, } T . { T . { T . I T 5 T O 1 O H O
IR 100 N O S 1 O | I
T g ANV Ry
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 20000 1500 -1000 500 o 500 1000 1500 2000

Quelle est I'intérét de l'interpolation dans ce cas ?

Déterminer I'expression du signal x(n).

Tracer le signal interpolé pour D=3 et sa TFTD.

On consideére que D=6, tracer a nouveau le signal interpolé et sa TFTD.
Donner la décomposition polyphases initiale et finale pour D=3

Tracer le signal et sa TFD dans le ca ou l'on fait suivre l'interpolation d'un filtre passe-bas a fe/2

Solution

Gagner en précision avant la conversion numérique analogique
h(n) = sin(2*pi*500*n) + sin(2*pi*1000*n)  f.=4kHz

D=3=> Insérer 2 zéros entre 2 échantillons consécutifs. TFTD sur 3 périodes de -6kHz a 6kHz

D=6= Insérer 5 zéros entre 2 échantillons consécutifs. TFTD sur 6 périodes de -12kHz a 12kHz
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7. Unsignal audio est enregistré a été transmis a une fréquence de 30 kHz, a la réception avant de le convertir

en analogique, on opéere un changement de fréquence telle que la nouvelle fréquence soit 45Hz.
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1
Décimation par M = Y(z) = %2’,{’;01 X (WA’;ZH) avec Wy=e M

Donner le schéma général de cette opération en employant la décimation et I'interpolation
Donner la fréquence de coupure de chaque filtre passe-bas, lequel faudra-t-il garder
Donner la décomposition polyphases finale

Solution : : ’
f,=30 f,=90 F=f =3t josts
—— 13 5| H(z) ——|Hf2) || {2 N
x(n) y(n)=x, (n)
f=f/2=f[6=15  f=f/4=225

Considérer une porte de largeur 5, vérifier les propriétés liant les foncions de transfert pour la décimation
et l'interpolation par 2

2mj

Interpolation par M= Y (z) = X(zM)

Solution

x(n) = {1, 1,1,1, 1} = Décimation par 2 = y(n) = x(2n) = {1,1, 1},

x(n) = {1, 1,1,1, 1} = Interpolation par 2= y(n) = x(g) = {1, 0,1,01,0,1,0 1}

1 1
X(z)=2z*+2z"+1+42z"1+ 2% = Décimation par2 = Y (z) = %(X (25) +X (—25)>

1
Y(2) =E[(zl+zl/2 +14z27 242+ (20 =22 +1-27Y2+ 271 =z'+1+271

X(z2)=2z*+2z"+1+4+z'+27% = Interpolation par 2 = Y(2) = X(z*)=z*+ 2z + 1+ 2%+ z7*

Vérifier pour les filtres CQF que si Hy(z) = Hy(—z"1) alors H,(f) = H, (% -

Vérifier pour les filtres QMF que si H(z) = Hy(—z), soit H,(f) = Ho(f — %

Solution

Ho(Z) = bO + blz_l + sz_z + b3Z_3 + = Hl(Z) = bO - b121 + szz - b3Z3 + -

Ho(f) = bO + ble_znjfTe + b26_4njfTe + b36_677—'jfTe + ..

H,(f) = by — bleZ”jfTe + b2e4"jfTe — byeSTifTe 4 ...

. fe . fe . fe
H, (% _ ) = by + ble—ZTf](T—f)Te + bze—‘“U(T—f)Te + b33—67'f](7—f)Te 4o = Hl(f)
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- Ho(Z) = bO + blz_l + sz_z + b3Z_3 + = H1(Z) = bO — blz_l + bzz_z — b32_3 + .-
Ho(f) = bO + ble_zn'jfTe + bze_‘l“n'jfTe + b3e_67tjfTe + -
Hi(f) = by — ble_Z”ffTe + bze_4”ffTe — bye=6TifTe 4 ...
e _fe e e .o fe
HO( _%) = by + ble—Zﬂ](f—T)Te + bze_4n](f_7)Te + b36—6ﬂ](f—7)7'e 4= Hy(f)

10. Appliquer graphiquement un banc de 4 filtres du signal dont la Tf est la suivante :

|'-5-:| 1 Bl Bl

] ] ] ]
| T 11 f I

[ws]
i

11. On souhaite réaliser un banc de filtres pour M=3, donner la structure d'analyse et reconstruction

correspondante.
xin) Hefz) l3 — — 13 ! Fol2) |—l
Hy(z) lj — —t T 3 ¥ Fylz) —'Z—F yim}
| .
l_.. Halz) - 13 S I —_— T 3 ® Faz) ] |

Exercices supplémentaires

1. On dispose d"un signal audio échantillonné a ;=48 kHz que I’on souhaite convertir au standard CD de

f1 _ 25xs
f2 7 72x3

f>=44,1 kHz par décimation et interpolation. Solution

La conversion peut alors étre réalisée en six étapes d’interpolation et de décimation :
- interpolation par 7 de 48 000 a 336 000 ;
- décimation par 10 de 336 000 a 33 600 ;
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- interpolation par 7 de 33 600 a 235 200 ;
- décimation par 4 de 235 200 a 58 800 ;
- interpolation par 3 de 58 800 a 176 400 ;
- décimation par 4 de 176 400 a 44 100.

2. Soit le signal suivant :h(n) = sin(2*pi*150*n) + sin(2*pi*350*n) et le module de la TFD dont les tracés
respectifs sont donnés ci-dessus :
- Déterminer Te.
- Quel estI'intérét de I'interpolation ?
- Tracer le signal (les 20 premieres valeurs) et la TF obtenue pour une interpolation de 2 puis de 4(sans
tiltrage passe-bas)
- Pourquoi emploie-t-on un filtre passe-bas lors l'interpolation, ot le place-t-on ?
- Quel est le type du filtre de Tchebeychev employé dans ce cas et pourquoi ?
- Donner la décomposition polyphases finale pour une interpolation de 2 en donnant I’expression des

filtres polyphases
A
3. Afin de transmettre un signal x(n) (dont la TFTD entre —fe/2 et fe/2
est donné ci-contre) plus rapidement, on décide de le décimer par 3 H
— —
x(n) '3 y(n) >
~finax finax=fe/5

- Tracer la TFTD obtenue aprées décimation (fe=30kHz)

- On veut placer un filtre anti-repliement, ou doit-on le placer ? (justifier), tracer la TFTD a nouveau

- Donner la décomposition polyphases initiale et finale en donnant I'expression de chaque filtre.
Solution : Examen 18/19

4. Soit le signal suivant :h(n) = sin(2*pi*150*n) + sin(2*pi*350*n) et le module de la TFD dont les tracés
respectifs sont donnés ci-apres :

|
|
L 0]
1 0.015 0.02 -1000 -500 (o] 500 1000

N
o
oF~—~F:-

“o 0.005

- Tracer le signal et la TF obtenue pour une décimation de 2 puis de 4(avec filtrage passe-bas)

- Donner la décomposition polyphases finale pour une décimation de 4 en donnant I'expression des
filtres polyphases

- Quel est I'intérét de la décomposition polyphases

- Pourquoi emploie-t-on un filtre passe-bas lors de la décimation

- Solution : Examen 17/18
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TP n°5 (Sous Matlab)
1. Interpolation et Décimation

clc;clear all; close all;
Te=0.0005; Fe=1/Te; t = 0:Te:0.1; N=length(t); NF=1024;
X = sin (2*pi*100*t) + sin(2*pi*300*t);

figure; subplot (3,2,1); stem(t,x); grid

yl = x(1:2:N); t1 = t(1:2:N); subplot(3,2,3); stem(tl,yl); grid
y2 = x(1:6:N); t2 = t(1:6:N); subplot(3,2,5); stem(t2,y2); grid
X = fft(x,NF);X=fftshift (X); axef=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,2); plot(axef,abs(X/N)); grid

Yl = f£fft(yl,NF);Yl=fftshift (Y1l);axef=Fe/2*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,4); plot(axef,abs(2*Y1/N)); grid

Y2 = fft(y2,NF); Y2=fftshift (Y2);axef=Fe/6*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,6); plot(axef,abs(6*Y2/N)); grid

figure; subplot (3,2,1); stem(t,x); grid

yl = decimate(x,2); tl1 = t(1l:2:N); subplot(3,2,3); stem(tl,yl); grid
y2 = decimate(x,6); t2 = t(1l:6:N); subplot(3,2,5); stem(t2,y2); grid
X = fft(x,NF);X=fftshift (X); axef=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);

subplot (3,2,2); plot(axef,abs(X/N)); grid

Yl = f£fft(yl,NF);Yl=fftshift (Y1l);axef=Fe/2*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,4); plot(axef,abs(2*Y1/N)); grid

Y2 = fft(y2,NF); Y2=fftshift (Y2);axef=Fe/6*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,6); plot(axef,abs(6*Y2/N)); grid

1. Etablir le lien entre période du signal original et celui sous-échantillonné, faire de méme pour les
fréquences.
2. Expliquer la différence entre decimate (x, 6) ; entre x(1:6:N);

Rajouter les lignes suivantes
figure; subplot (3,2,1); stem(t,x); grid
IL=2; tl = 0:Te/L:0.1;Nl=length(tl);xl= zeros(N1l, 1); x1(1:L:N*L) = x;
subplot (3,2,3); stem(tl,x1l); grid
IL=4 ; t2 = 0:Te/L:0.1;N2=1length(t2);x2= zeros (N2, 1); x2(1l:L:N*L)= x;
subplot (3,2,5); stem(t2,x2); grid
X = fft(x,NF);X=fftshift (X); axef=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,2); plot(axef,abs(X/N)); grid
L=2;Y1 = fft(x1,NF);Yl=fftshift (Y1l);axef=L*Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,4); plot(axef,abs(Y1/N1l)); grid
L=4 ;Y2 = fft(x2,NF); Y2=fftshift (Y2);axef=L*Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,6); plot(axef,abs(Y2/N2)); grid

3. Commenter les TFD obtenues
4. Rajouter les lignes suivantes et comparer (justifier les différences observées sur la TFD

figure; subplot (3,2,1); stem(t,x); grid
IL=2; tl = 0:Te/L:0.1+(L-1)*Te/L;Nl=length(tl);xl=interp(x,L);
subplot (3,2,3); stem(tl,x1); grid

L=4; t2 = 0:Te/L:0.1+(L-1)*Te/L;N2=length(t2);x2=interp(x,L);
subplot (3,2,5); stem(t2,x2); grid

X = fft(x,N ) X=fftshift (X); axef=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF);

subplot (3,2,2); plot(axef,abs(X/N)); grid

L=2;Y1 = fft(xl NF);Yl=fftshift (Y1l);axef=L*Fe* (-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,4); plot(axef,abs(Y1/N1l)); grid
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IL=4 ;Y2 = fft(x2,NF); Y2=fftshift (Y2);axef=L*Fe* (-1/2:1/NF:1/2-1/NF);
subplot (3,2,6); plot(axef,abs(Y2/N2)); grid
5. Pour expérimenter avec le changement de f. et ses conséquences : Téléchargez le son Vous avez du
courrier en attente.wav.
- Ecoutez et Observez son spectre.
- Décimez-le (sans filtre passe-bas), écoutez et observez le spectre du résultat.
- Interpolez-le de deux maniéres différentes (zéro et échelon). Ecoutez et observez son spectre.

2. Décomposition polyphases

3. Bancs de filtres
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TP n°5 (Sous Python)
1. Interpolation et Décimation : Démo

# —*— coding: utf-8 —*-
import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt;import scipy.signal as sp;

N = 30; f£0=100; f1=300; fe=2000; Te=1/fe; NF=1024;

t = np.arange (0.0, N*Te, Te); x = np.sin(2.0*np.pi*f0*t) + np.sin(2.0*np.pi*fl*t) ;

TFx = np.fft.fft(x,NF); TFx = np.fft.fftshift (TFx); freq = np.arange(-NF/2,NF/2)*fe/NF;
plt.figure (1)

plt.subplot (321); plt.stem(t, x); plt.subplot (322); plt.plot (freq, np.abs(TFx));

x1 = np.zeros (2*N) ; x1[::2]=x[::] ;tl = np.arange (0.0, N*Te, Te/2); TFx1 =
np.fft.fft (x1,NF);

TFx1l = np.fft.fftshift (TFx1l); freq = np.arange (-NF/2,NF/2)*2*fe/NF;

plt.subplot (323); plt.stem(tl, x1); plt.subplot(324); plt.plot(freq, np.abs(TFx1l));

X2 = np.zeros (4*N); x2[::4]=x[::] ;t2 = np.arange (0.0, N*Te, Te/4); TFx2 = np.fft.fft (x2,NF);
TFx2 = np.fft.fftshift (TFx2); freq = np.arange(-NF/2,NF/2)*4*fe/NF;

plt.subplot (325); plt.stem(t2, x2); plt.subplot(326); plt.plot(freq, np.abs(TFx2));

plt.figure (2)

freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/NF;

plt.subplot (321); plt.stem(t, x); plt.subplot (322); plt.plot (freq, np.abs(TFx));

x1 = sp.resample(x,2*N); tl = np.arange (0.0, N*Te, Te/2); TFxl = np.fft.fft (x1,NF);
TFx1l = np.fft.fftshift (TFx1l); freq = np.arange (-NF/2,NF/2)*2*fe/NF;

plt.subplot (323); plt.stem(tl, x1); plt.subplot(324); plt.plot(freq, np.abs(TFxl));
X2 = sp.resample(x,4*N); t2 = np.arange (0.0, N*Te, Te/4); TFx2 = np.fft.fft(x2,NF);
TFx2 = np.fft.fftshift (TFx2); freq = np.arange(-NF/2,NF/2)*4*fe/NF;

plt.subplot (325); plt.stem(t2, x2); plt.subplot (326); plt.plot(freq, np.abs(TFx2));

N = 100; £f0=100; f1=300; fe=2000; Te=1/fe; NF=1024;

t = np.arange (0.0, N*Te, Te); x = np.sin(2.0*np.pi*f0*t) + np.sin(2.0*np.pi*fl*t) ;

TFx = np.fft.fft (x,NF); TFx = np.fft.fftshift (TFx); freq = np.arange (-NF/2,NF/2)*fe/NF;
plt.figure (3)
plt.subplot (321)

; plt.stem(t, x); plt.subplot(322); plt.plot (freq, np.abs(TFx));
x1l = x[::2]; t1 =t
(

[::2]; TFx1l = np.fft.fft (x1,NF); TFxl = np.fft.fftshift (TFx1);
freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/ (2*NF) ;

plt.subplot (323); plt.stem(tl, x1); plt.subplot(324); plt.plot(freq, np.abs(TFx1l));
X2 = x[::6]; t2 = t[::6]; TFx2 = np.fft.fft (x2,NF); TFx2 = np.fft.fftshift (TFx2);
freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/ (6*NF) ;

plt.subplot (325); plt.stem(t2, x2); plt.subplot(326); plt.plot(freq, np.abs(TFx2));

plt.figure (4)

freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/NF;

plt.subplot (321); plt.stem(t, x); plt.subplot (322); plt.plot (freq, np.abs(TFx));

x1l = sp.decimate(x,2); t1 = t[::2]; TFxl = np.fft.fft(x1,NF); TFxl = np.fft.fftshift (TFx1);
freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/ (2*NF) ;

plt.subplot (323); plt.stem(tl, x1); plt.subplot(324); plt.plot(freq, np.abs(TFx1l));

x2 = sp.decimate(x,6); t2 = t[::6]; TFx2 = np.fft.fft (x2,NF); TFx2 = np.fft.fftshift (TFx2);
freq = np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/ (6*NF) ;

plt.subplot (325); plt.stem(t2, x2); plt.subplot (326); plt.plot(freq, np.abs(TFx2));
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2. Interpolation et Décimation : A faire
# -*- coding: utf-8 -*-

import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt
#from zp_plot import zplane
import scipy.signal as sp;

from scipy.io import wavfile as wf; import winsound ;
fname = 'vousavezducourrierenattente.wav'
winsound.PlaySound(fname, winsound.SND_FILENAME)
fe, x = wf.read(fname);

Te=1/fe; N=len(x); t = np.arange(0,N)*Te;

# plt.figure(1);plt.subplot(211); plt.plot(t,x); plt.grid(True);

# plt.xlabel('temps'); plt.ylabel(' Amp'); plt.title('Phrase');

# #Erire dans un fichier audio

# fnameb='Copie du signal.wav'

# Xb=X

# Xb=np.int8(Xb) ; wf.write(fnameb, fe, Xb);

# winsound.PlaySound(fnameb,winsound. SND_FILENAME) ;

# A faire
#1

# Tester le sous échantillonnage avec et sans filtrage pase-bas

# Afficher le signal et sa TFD dans chaque cas et zoomer sur une meme zone d'une durée de 50 ms et
commenter

# Ecouter le signa obtenu a chaque fois (wf.wite avec la nouvelle fe en divisant // par le facteur de
décimation)

# Percoit-on une déformation du son ? A quoi est-elle due ?

# Jusqu'a quel facteur de décimation peut-on aller sans déformation

# Que se passet-il si on garde la méme fe (originale) a 1'écoute?

#2

# Tester le sur échantillonnage avec et sans filtrage pase-bas

# Afficher le signal et sa TFD dans chaque cas et zoomer sur une meme zone d'une durée de 50 ms ou 20ms
et commenter

# Ecouter le signa obtenu a chaque fois (wf.wite avec la nouvelle fe en multipliant par facteur d'Interp)

# Percoit-on une déformation du son ? pourquoi?

# Que se passet-il si vous garde la méme fe a I'écoute?

#3

# On veut paser a un signal dont la fréquence d'échantillonnage est 1.5*fe
# Proposer 2 solutions

# Laquelle vous permet de conserver le plus les valeurs originelles?
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3. Décomposition polyphases
scipy.signal.resample_poly

4. Bancs de filtres : Démo
#https:/ / github.com/mshakeelt/8-Bands_Filter_Bank

import numpy as np

import scipy.signal as sp
import sounddevice as snd
import scipy.io.wavfile as wav
import matplotlib.pyplot as plt

# Lecture du signal audio #
fe,x = wav.read('vousavezducourrierenattente.wav')

snd.play(x, fe)

# Génération du banc de filtre #
N=8

f1 = sp.remez(8*N, [0,0.0625, 0.0627, 0.5], [1,0], [1, 100])
£2 = sp.remez(8*N, [0, 0.0625, 0.0627, 0.125, 0.127, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])
f3 = sp.remez(8*N, [0, 0.125, 0.127, 0.1875, 0.1877, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])
f4 = sp.remez(8* [0, 0.1875, 0.1877, 0.25, 027, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])

f5 = sp.remez(8*N, [0, 0.25, 0.27, 0.3125, 0.3127, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])

f6 = sp.remez(8*N, [0, 0.3125, 0.3127, 0.375, 0.377, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])
£7 = sp.remez(8*N, [0, 0.375, 0.377, 0.4375, 0.4377, 0.5], [0, 1, 0], [100, 1, 100])

f8 = sp.remez(8* [0, 0.4375, 0.4377, 0.5], [0, 1], [100, 1])

*

222227Z.

(
(
(
(
(
(
(
(

## Calcul des réponses en fréquence

w1,H1 = sp.freqz(f1,1,fs=fe); w2,H2 = sp.freqz(f2,1,fs=fe)
w3,H3 = sp.freqz(f3,1,fs=fe); w4,H4 = sp.freqz(f4, 1,fs=fe)
wb,Hb5 = sp.freqz(f5, 1,fs=fe); w6,H6 = sp.freqz(f6, 1,fs=fe)
w7,H7 = sp.freqz(f7, 1,fs=fe); w8 H8 = sp.freqz(f8,1,fs=fe)

## Visualisation des repones impulsionnelles et fréquentielles

plt.figure(1)

plt.plot(f1, 'v', £2, 'g' £3, 'r',f4, 'c' £5, 'm',f6, 'y' £7, 'k' £8, 'b--")

pltlegend(('Lowpass', 'Bandpass 1', 'Bandpass 2', 'Bandpass 3', 'Bandpass 4', 'Bandpass 5', 'Bandpass 6/,
'Highpass'), loc="upper right')

plt.title('Réponse impulsionnelle')

plt.figure(2)

plt.plot(w1,20*np.log10(np.abs(H1))); plt.plot(w2,20*np.log10(np.abs(H2)))
plt.plot(w3,20*np.log10(np.abs(H3))); plt.plot(w4,20*np.logl0(np.abs(H4)))
plt.plot(w5,20*np.log10(np.abs(H5))); plt.plot(w6,20*np.log10(np.abs(H6)))
plt.plot(w7,20*np.log10(np.abs(H7)));plt.plot(w8,20*np.logl0(np.abs(HS)))

pltlegend(('Lowpass', 'Bandpass 1', 'Bandpass 2', 'Bandpass 3', 'Bandpass 4', 'Bandpass 5', 'Bandpass 6/,
'Highpass'), loc="upper right')

plt.xlabel('Fréquence');plt.ylabel(' Amplitude en dB') ;plt.title('Réponses fréquentielles')
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Homrmm - Analyse par bancs de filtre #
## Filtrage par le banc de filtres

filtered1 = sp.Ifilter(f1,1,x)

filtered2 = sp.Ifilter(f2,1,x)

filtered3 = sp.Ifilter(f3,1,x)

tiltered4 = sp.Ifilter(f4,1,x)

filtered5 = sp.Ifilter(f5,1,x)

tiltered6 = sp.Ifilter(f6,1,x)

filtered7 = sp.Ifilter(f7,1,x)

tiltered8 = sp.Ifilter(f8,1,x)

## Ecoute du son filtré par les 8 filtres

# a=input('appuyer sur une touche')

# snd.play(filteredl, fe); a=input('appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered2, fe) ;a=input(‘appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered3, fe); a=input('appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered4, fe); a=input(‘appuyer sur une touche')
# snd.play(filteredb, fe); a=input('appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered6, fe); a=input(‘appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered?, fe); a=input('appuyer sur une touche')
# snd.play(filtered8, fe); a=input(‘appuyer sur une touche')
## Décimation

filteredds1 = filtered1[::N]

filteredds2 = filtered?2[::N]

filteredds3 = filtered3[::N]

filteredds4 = filtered4[::N]

filtereddsb = filtered5[::N]

filteredds6 = filtered6[::N]

filteredds? = filtered7[::N]

filteredds8 = filtered8[::N]

oo Reconstruction par bancs de filtre #
##Interpolation
filteredusl = np.zeros(len(x))
filteredus2 = np.zeros(len(x))
filteredus3 = np.zeros(len(x))
filteredus4 = np.zeros(len(x))
filteredusb = np.zeros(len(x))
(
(
(

filteredus6 = np.zeros(len(x))
filteredus? = np.zeros(len(x))
filteredus8 = np.zeros(len(x))

filteredus1[::N] = filtereddsl
filteredus2[::N] = filteredds2
filteredus3[::N] = filteredds3
filteredus4[::N] = filteredds4
filteredus5[::N] = filtereddsb
filteredus6[::N] = filteredds6
filteredus?7[::N] = filteredds?7
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filteredus8[::N] = filteredds8

# Filtrage par le banc de filtres

filteredsynl = sp.Ifilter(f1,1,filteredusl)
filteredsyn2 = sp.Ifilter(f2,1 filteredus?2)
filteredsyn3 = sp.Ifilter(f3,1,filteredus3)
filteredsyn4 = sp.Ifilter(f4,1 filteredus4)
filteredsyn5 = sp.Ifilter(f5,1 filteredus5)
filteredsyné = sp.Ifilter(f6,1,filteredus6)
filteredsyn? = sp.Ifilter(f7,1 filteredus?)
filteredsyn8 = sp.Ifilter(f8,1,filteredus8)

## Sommation des réponses

recons =
filteredsynl+filteredsyn2+filteredsyn3+filteredsyn4+filteredsyn5+filteredsyn6+filteredsyn7+filteredsyn
8

a=input('appuyer sur une touche')

snd.play(recons, fe)

plt.figure(3)
plt.plot(x)
plt.plot(recons)
plt.show()

4. Bancs de filtres : A faire

# A faire #

# Visualiser les TFD des filtres dans I'échelle linéaire (pas en décibels)

# Visualiser la TFD du signal audio original ainsi que la TFD du Signal reconstruit

# Ne pas oublier de diviser les 2 TFD par le nombre total de points (TFD normalisée)

# Calculer 'erreur quadratique moyenne (somme des carrés des différences)

# Calculer I'énergie de signaux décimés

# Ne pas considérer lors de la reconstruction les bandes de fréquence les moins porteuses d'énergie
# Faire 'essai en enlevant une seule bande puis 2 puis 3, Jusqu'ou peut-on aller?

# On veut faire de la compression. proposer une solution

# Rajouter du bruit dans une des bandes et reconstruire sans cette bande. Commenter?
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VI. Transformation en ondelettes discréetes (DWT) (En cours d’élaboration)

La plupart des signaux du monde réel ne sont pas stationnaires, et c’est justement dans I'évolution de leurs
caractéristiques (statistiques, fréquentielles, temporelles, spatiales) que réside I'essentiel de I'information qu’ils
contiennent. Les signaux vocaux et les images en sont des exemples courants [27]. Rappelons que 1'analyse de
Fourier permet une caractérisation globale du signal (on intégre de -0 a +0), on perd toute localisation temporelle
ou spatiale, I'idéal est de faire appel a une transformation qui nous apporte l'information sur le contenu
fréquentiel tout en préservant la localisation (temporelle ou spatiale) afin d’obtenir une représentation
temps/fréquence ou espace/échelle du signal. C’est ainsi que deux théories ont été élaborées, la transformée de
Fourier a fenétre puis la transformée continue par ondelettes.

Les ondelettes, famille de fonctions déduites d’une méme fonction, appelée ondelette mere, par opérations
de translations et dilatations, ont trouvé, de par la puissance de leur théorie, des applications dans de nombreux
domaines aussi variés que les mathématiques (analyse, probabilités, fractales), le traitement du signal
(compression, astronomie, sismique), la physique (mécanique quantique, turbulence).

1. Dualité temps-fréquence et transformée de Fourier a court terme. Inconvénients.

La transformée de Fourier a court terme (TFCT) et ses dérivées (notamment le spectrogramme) sont les
méthodes temps-fréquence les plus utilisées dans les applications pratiques. Ainsi, cette classe de méthodes
représente la solution la plus répandue pour éliminer les limitations de la transformée de Fourier. L'idée de base
est tres simple et efficace : on décompose le signal en petits segments et on applique, sur chacune des sections, la
transformée de Fourier en obtenant ainsi le spectre « local ». La totalité des spectres « locaux » indique alors
comment le spectre varie au cours du temps.

+00

TFCT(t, f) = j (D (T =t)e " dr

—00

Ot h(n) est une fenétre de pondération (Rectangulaire, Bartlett, Hanning, Hamming, Gaussienne etc.)

Le spectrogramme est le module au carré de la TECT

2

S.(t,f)= _[x(r)h*(r—t)e'”’ﬁdr

—00

Il faut relever n’existe pas qu'une seule TFCT puisqu’elle dépend de : La durée de la fenétre (choisie pour
que le signal soit supposé stationnaire sur cette durée), la forme de la fenétre (compromis largeur-hauteur des
lobes), le taux de recouvrement entre les fenétres.

Le role de la fenétre h(t)(dont I'énergie doit valoir 1) est de découper un voisinage de longueur L du point ¢,
dans lequel le contenu fréquentiel est analysé. On congoit qu’il y a un compromis entre la longueur L de h(t) qui
représente la résolution temporelle, qui induit une résolution fréquentielle en f,/L, et la capacité de la TFCT a

suivre des modulations plus ou moins rapides. Ces 2 résolutions évoluent en inverse I'une de l'autre. Il a été
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montré (principe d’incertitude d’'Heisenberg) que la fenétre qui réalise le meilleur compromis temps-fréquence

est la fenétre gaussienne.

Exemple : Analyse d'un signal chirp allant de f1 puis {2 et inversement (voir TP n°6)

Chirp de f0=1Hz a f1=50Hz

0.5 05 / .
or 0 1
0.51 0.5 B
K I I 4 L |
0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2
FFT de y1 FFT de y2
30 ; 30 ‘

100

Chirp de f1=50Hz a f0=1Hz

Comme illustré ci-haut, on perd toute localisation temporelle puisqu’on obtient la méme TF pour les deux

signaux. Pour y remédier on calcule la TFCT en effectuant la TFD pour différents intervalles et recouvrements

TFCT avec Tfen=100 Recouv=20%, NF=1024 TFCT avec Tfen=100 Recouv=20%, NF=1024
1.4 1 | 1.4 { i |
{f | [ |
1.2 } 1.2 i |
|
1 i : 1 1 :
g I | g | |
F 0.8 } E 0.8 | i
|
0.6 | | I i i 0.6 : :
l} (§ | I
04 1 | 0.4 : |
I I 1 I
0] 20 40 60 80 100 (0] 20 40 60 80 100
Frequency (Hz) Frequency (Hz)
TFCT avec Tfen=10 Recouv=20%, NF=1024 TFCT avec Tfen=10 Recouv=20%, NF=1024
':

40 60
Frequency (Hz)

100

(0] 20

40 60
Frequency (Hz)

80

Les TFDs sur chaque fenétre glissante fournissent le spectrogramme qui permet d’adapter la TF a la
caractérisation des signaux non stationnaires. On obtient, alors, une représentation temps-fréquence permettant
de localiser la distribution de I'énergie simultanément en temps et fréquence. Rappelons que la longueur de la
fenétre choisie va conditionner le nombre de points fréquentiels (résolution fréquentielle) et la résolution
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temporelle (spectre moyen sur la fenétre).

Il est clair que pour ce cas, la TFCT opérant avec une taille de fenétre unique ne permet pas de localiser
précisément chaque fréquence. Celle-ci devrait s’adapter en fonction de I'évolution du signal. L’idéal serait de
pouvoir choisir une fenétre et une forme d’onde (signal oscillant dans une fenétre temporelle donnée) que 1'on
pourrait dilater (pour les basses fréquences) et contracter (fréquences élevées) a volonté.

2. Ondelettes continues

Elle a été introduite par Jean Morlet en 1981 pour résoudre des problémes de signaux sismiques en recherche
pétroliere.

Partant d’une fenétre h (dite fonction mere) ayant pour symbole ¢ dépendant de f, on peut générer un
ensemble de fonctions de base similaire par dilatation (indice a) et translation (indice b) d'un seul

prototypey, ,(t) :
t—>b

a

Yap(0) = \/ialp( ) a>0

Ou a > 0 est un parametre d’échelle de contraction (a2 < 1) ou de dilatation (a2 > 1) de la fenétre et b une
translation de la fenétre. On notera que la norme de . est conservée lors du changement de facteur d’échelle

(voir figure ci-dessous):

wesll = [ 2l (2) Cae= e
ap e @ a
Exemple :
1 si 0<t<:
La fonction de Haar Y) =4 _1 si % <t<1
0 ailleurs
1 . a
- ) - 7 si b <t<b+ 2
ainsitg,p (t) =ﬁ¢(7) =1- = si b+i<t<b+a
0 ailleurs
1.5 T T
Haar a=0.5, b=0.5
Haar a=1, b=2
1+ | Haar a=3, b=4 H
[
5 [
8§ o5 | E
% [
L I
8 \ |
’S 0.5} | | R
g \ ‘;‘
1+ e =
55 1 2 s P 5 6 7 8
Exemples d’ondelettes temps
4 : . N1 1 tz —i
- L’ondelette chapeau mexicain (Paul a I'ordre 2) P(t) =~ N (1 - ;) e 207
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2

t .
- L’ondelette de Morlet  (t) = ﬁe_me‘z’”f t

L’ondelette de Morlet est une sinusoide complexe modulée par une gaussienne. L’ondelette de Paul décroit
plus vite que celle de Morlet et autorise des localisations en temps plus précises. L’ondelette est obtenue par
dérivée d'une gaussienne et permet des localisations temporelles d’une qualité légérement inférieure a celle de
Paul [25]

En décomposant le signal x(t) sur cette famille, on obtient ainsi les coefficients d’ondelettesWT, (a, b) qui
caractérisent le coefficient de la décomposition du signal x(t) dans cette base, soit :

[ee)
*

WT,(a,b) = f x (O dtzvl_a f_jx(tw (?) dt

x(t) & Va

L’analyse par ondelettes commence avec une Fourier
fenétre d’analyse a de largeur tres fine, la translate sur -~
tout le signal puis recommence en augmentant 4 -
I’échelle [25]. Ses coefficients mesurent, en un certain > >,
sens, les fluctuations du signal x(t) autour du point ¢ = , A .
4 Fourier a fenétre fh Ondelette

b, al'échelle fournie par 4. En diminuant 4, le support

de y,p réduit en temps et donc couvre une plage en

fréquence plus grande et vice versa. Donc 1/a est

proportionnel a une fréquence.

.
v
&

Pour un facteur d’échelle assez grand, la représentation des coefficients d’ondelettes en fonction de b, la
position, donne une représentation de “la forme générale de la fonction”. Par contre un facteur d’échelle faible
correspond a une représentation des singularités.

La transformée en ondelettes est un opérateur linéaire, invariant par translation, et par dilatation. Quelle que
soit 1'échelle et quel que soit 'endroit, I'analyse du signal se fait avec la méme fonction. La transformée en
ondelettes d'un signal n’est pas unique, elle dépend de I'ondelette mére utilisée. En effet, I'ondelette mere y (t)
devra avoir une bonne localisation (nulle en dehors d’un certain intervalle), et devra étre oscillante le nombre de
moments nuls correspond au nombre d’oscillations).

On peut montrer que si la fonction analysante (I’ondelette) est correctement choisie, la transformation en
ondelettes est inversible. Le signal x(t) peut étre reconstruit apres double intégration suivant le facteur d’échelle
a et le parametre de translation b :

+oo +oo 1
x(t) = f f — WT (@, b)) da db

Exemple d’application : Analyse du signal chirp avec I'ondelette de Haar (Voir TP n°6)
Absolute Values of Ca,b Coefficients fora= 12345 ...
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Les coefficients de I'ondelette sont
représentés en fonction du temps ou les
valeurs les plus élevées sont de couleur claire.
On note qu'un coefficient a une amplitude
d’autant plus grande que [I'ondelette
ressemble au signal sur la portion analysée.
Lorsque la fenétre est étroite (onde étroite),
on observe les hautes fréquences et
lorsqu’elle est large, ce sont les coefficients
des basses fréquences qui sont élevées.

By scale Values of Ca,b Coefficients fora= 12345...

Toutefois bien que la transformation
continue en ondelettes permette d’obtenir
une bonne localisation temps-fréquence,
toutefois, I'information engendrée par la
transformation est infiniment redondante

COEFS

(a et b sont continues engendrant une sur
analyse). Pour y remédier, on a recours a
I'emploi d’ondelettes discretes dyadiques.

scales a 1 50

time (or space) b

3. Ondelettes discretes (DWT), ondelettes dyadiques et analyse multi-résolution

Dans les applications, comme le traitement des images, la quantité d’information a traiter peut étre
importante, il est nécessaire d’optimiser les calculs et la taille des données. La multi-résolution apporte une
solution a ce type de probleme. Celle-ci est basée sur une transformation discréte qui differe de la précédente
d’un facteur 2 (transformation dyadique). Pour limiter la quantité d’information générée, I'ondelette encode
uniquement la différence d’information entre deux résolutions successives. Cette technique, se préte bien a une
décomposition/composition par banc de filtre [25]

Dans la plupart des formulations de la DWT (transformée en ondelettes discretes), les bases respectives
sont donc dérivées par une échelle dyadique des bases avec a=27 et un changement d'unité b=k 24:

Les valeurs discretes du facteur d’échelle a et du parametre de translation b seront considérées sous la
forme :

a=2Jetb=k27/
. . It .
Avec ces valeurs de a et b, 'équation devient : C,(27/,k27/) = 22 f_+oo x(®) (27t — k) dt
Si la fonction x(t) est discrétisée, en supposant une période d’échantillonnage égale a 1, pour des raisons de

. . j .
simplicité, I'équation s’écrit alors : Cx(Z_f k27 ) =22, x(n) 1,[)(21 n-— k)
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La construction de telles ondelettes peut s'aborder comme un probleme de choix de base de décomposition

de signal, mais aussi comme un probleme de décomposition en sous-bandes (voir chapitre précédent).

L’idée de I’analyse multirésolution développée par Meyer et Mallat permet d'analyser un signal a différentes

échelles a travers des opérateurs linéaires a des niveaux de résolutions correspondant a différentes bandes de

fréquences spatiales.

Le signal est décomposé de maniére itérative par un 4,
banc de filtres. A chaque niveau, le spectre du signal est

partage en deux bandes par un filtre passe-bas et un par

W/

filtre passe-haut. Le filtre passe-bas (fonction d’échelle)

donne les informations grossieres tandis que le filtre passe- ><

haut (ondelettes) encode les détails. Le processus est répété

jusqu’a obtenir la résolution souhaitée. L’avantage de cette >< X

méthode est de n'utiliser que deux filtres. Quand le

processus est arrété, le signal peut étre défini par le jeu de ﬂ ><

%
\ R PB1 PH1
B/2 v
\ R I PB2| | PH:|
B/4 v
\ PB3 PH3
>,

coefficients correspondant [25]: {PB3, PH3,PH2,PH1}. B/S

L’ondelette doit étre tres compacte ainsi, ses coefficients doivent étre, pour la plupart, proche de zéro. Cette

condition dépend de quelques parametres comme la régularité de la fonction, le nombre de moments nuls et la

taille de son support. La compacité du support impose que les filtres (ho) qui vont engendrer la fonction d’échelle

(donnant une approximation grossiére du signal) et I'ondelette (h; fournissant les détails) soient a réponse

impulsionnelle finie.

Cette condition impose d’utiliser des filtres miroirs conjugués, Les deux
filtres sont symétriques conjugués autour de la fréquence centrale. (Passe-
bas et passe haut ont la méme fréquence de coupure). Les plus connus sont
les filtres de Daubechies a support compact. Les filtres en quadrature ont une
réponse impulsionnelle finie. IIs utilisent un filtre passe-bas et un filtre
passe-haut. Le terme quadrature vient du fait que la somme des modules au
carré des deux filtres est constante (2 ou 1) dite condition d'orthogonalité. La
bande passante utilisée, par chacun des filtres, est la moitié de la bande
initiale. ). Ils se coupent en fe/4. On peut dans ce cas, utiliser un décimateur
pour réduire la quantité d"information d'un facteur 2 [25].

0.5f

0

Filtre passe-bas et passe-haut de décomposition

e

0

I I I I I I
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

La transformée en ondelettes discrete sur des bases orthonormées se ramene a des opérations de filtrage

numeérique suivies de sous échantillonnage. La reconstruction est parfaite et s’effectue également par des filtrages

numériques précédés de sur-échantillonnage [27]
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X(z) —> a.i—’ ‘EaHl =
Sl | ) 2, e

Décomposition

La décomposition suivant I’algorithme de Mallat est obtenue [27]:

ajalnl = > hol2n — Kla[k]
k

djsalnl = > hy[2n - Kla[K]
k

Et la reconstruction suivant I'algorithme de Mallat est obtenue par:

] = D {foln — 2K1aj41[k] + fuln — 2Kl K]}
k

Remarque
Si on appelle a/, , le signal a;,; aprés interpolation (insertion d'un 0 entre les 2 échantillons successifs) et d; . ;

le signal d;,.; apres interpolation alors [27]:

ajln] = ) {foln — Klaj, [k] + filn = 1d K]}
k

— —> '“/\. >

Ajt2 T2 FD(Z} T Aipq T2 a
[ (Ctrl) -

dpy T2 Rl g, 12

Reconstruction

Nous avions vu au chapitre précédent qu'un banc de filtres a reconstruction parfaite pouvait s'obtenir via les
filtres CQF. Pour connaitre les filtres hy(n), hy(n), fo(n), et f1(n), dans le cas de bases orthogonales, il suffit de
connaitre seulement le filtre hy(n) puisque les trois autres filtres se calculent a partir de ce dernier (filtres de
reconstruction identiques aux filtres d’analyse mais retournés dans le temps).

Hi(z) = - Ho(-z)z"¢-1) soit  hin)=(-1)"ho(L-1-n)

Fo(z) = Hi(-z)=Ho(z'1)z"t-D soit  fo(n) =ho(L-1-n)

Fi(z) = - Ho(-z) soit  fi(n) = -(-1)"ho(n)
Exemple 1

Ho(z) = bO + blz_l + bzz_z + b32_3
= Hl(Z) = _(bo - blzl + bZZZ - b323)2_3 = b3 - bzz_l + blz_z - boZ_3
= Fo(Z) = (bo + blzl + bZZZ + b323)2_3 = b3 + sz_l + blz_z + boZ_3

= Fl(Z) = _(bo - blz_l + sz_Z - b3Z_3) = _bo + b]_Z_l - bzz_z + b3Z_3
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Remarque : Dans ce qui suit nous adopterons la convention suivante le premier élément correspond a
I'indice 1 (et non pas 0) pour étre en conformité avec les TPs fait sous matlab

Ainsi, considérons par exemple I’ondelette de Daubechies a 6 coefficients telle que la fonction d’échelle / soit :
v' hy=1[0.2352 0.5706 0.3252 -0.0955 -0.0604 0.0249],
h; est obtenu en retournant h dans le temps et en inversant le signe des coefficients impairs, ce qui nous donne :
v h; =1[-0.0249 -0.0604 0.0955 0.3252 -0.5706 0.2352]
Filtres de reconstruction identiques aux filtres d’analyse mais retournés dans le temps):
V' fo=[0.0249 -0.0604 -0.0955 0.3252 0.5706 0.2352],  f;=[0.2352 -0.5706 0.3252 0.0955 -0.0604 -0.0249 ]

Ci - dessous sont donnés les coeffcients d’ondelettes de Daubechies 3 avec le tracé des poéles et zéros ainsi que
des réponses en fréquence (Voir TP n°6)

Filtre passe-bas de décomposition Filtre passe-haut de décomposition Filtre passe-bas de décomposition Filtre passe-haut de décomposition
1 1 § 1 PR
- 1 S - , 7 - | N ~ N
0.5 0.5 Dﬂ-j // N N nﬂ-j 0.5 // i \\
/ \ i O \
T BT
04— 0 > . S/ =) \ ! J
R i i 5 g N g o5 ,
= -1 T = N ‘ L
05 05 el -1 b
2 4 6 0 2 4 6 - 0 1 2 4 05 0 05 1
Filtre passe-bas de Reconstruction Filtre passe-haut de Reconstruction ) Real Part ’ . Real Part .
1 1 Filtre passe-bas de Reconstruction Filtre passe-haut de Reconstruction
1 P, @)
L7 N 1 -
0.5 05 s 05 / \ S e AN
o / \ o / \
1 O \ ! \
I T . S ool f 50 o Losog
0 0 , £ T o ) k= \ )
b o b 2 \ ] 2 ,
§ 0.5 \\ // g 1 \\\¥7///
0.5 -0.5 R 7
0 2 4 6 0 2 4 6 1 il ©
-1 05 0 05 1 -2 -1 0 1
Real Part Real Part

Filtre passe-bas et passe-haut de décomposition Filtre passe-bas et passe-haut de Reconstruction
1.5 1.5

05 / 1 0.5 /

Remarquons que ce sont filtre CQF (vor chapitre précédent ) et donc sont orthogonaux [28] :
[Ho(F)IP+IHo(f £ fe/2)I” =2, \H (DI+H1(f + fe/D)]? =2
|Ho () I+IH, (H)I? = 2 Ho()H{(f) + Ho(f % fe/2)Hi(f £ fe/2) =0

Comme les coefficients ne sont pas symétriques, le déphasage ne sera pas linéaire. Rappelons que la seule
ondelette orthogonale qui soit symétrique est I’ondelette de Haar.
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Exemple d’application 1 : On suppose que le signal a analser est une rampe et que I'ondelette est celle de Haar.

Filtres de Décomposition hy= [% \/ii] , hf[—% %],Filtres de Reconstruction ff[% %], f1=[%i - %]

Décomposition
aalnl = ) hol2n— Kkl = ) folk =2nlslk]  djaln] = ) hal2n
k k k
Approximation Détail
hol-kl= | F]=folk] ha[-d= 5 — 5]=f1lk]

Niveau0 | 0,1,2,3,4,5,6,7

Niveaul | 1 5 9 1 1 1 1

13
V2 V2 N2 2 22 22

Reconstruction:

— Klayliel = > fille = 2nlay{k]

k

gl = ) (foln— klagsa [K] + filn = Kldjua[k1} = ) (holl = najas [k] + halk = nldy,a ]}
k

k

Approximation fo[—k]=[%_ Z|=holk] | Détail fl[-k]=[—%i %7]=h1[k]

2 V2
Niveaul | 1 5 9 13 _+r 1 1 1
V2 \2' V2 2 V27 W2 V2T 2
1 5 9 13 1 1 1 1
Olﬁlolﬁlolﬁl 0! E/O 0,_5’0’_5,0’_\/_5,0,_\/_5’0
115599 13 13 _rir 11 11 11
_______ Vo Py Yy 25

Niveau0 | (01,2,3,4,5,6,7

Exemple d’application 2 :

On suppose que le filtrage passe-bas h, est un opérateur de moyennage entre 2

coefficients et que le passe-haut

hy est un opérateur qui encode la demi-différence entre 2 coefficients [cours 2013] tels que hy ={0.5, 0.5} , hy ={-

05,05} , f, =205, 0.5} , f; =2*{0.5, -0.5}
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Décomposition Reconstruction
Approximation Détail Approximation Détail
ho[-k]={0.5, 0.5} | h4[-k]={0.5, -0.5} fol-k]={1, 1} f1l-k]={-1, 1}
Niveau 1 10, 6 1, -1 Niveau 2 8 2
0,8,0 0,2,0
[8,8] + | [2-2]
Niveau 2 8 2 Niveau 1 10, 6 1,-1
0,10,0,6,0 0,1,0,-1
[10,10,6,6] + | [1,-1,-11]
Signal 8,2,1,-1 Signal 11,9,5,7
décomposé reconstruit

L’opérateur h, donne une représentation approximative alors que h; donne une représentation plus précise

précise (détail).A la fin du processus, on garde les détails et la dernieére approximation, on commengant par le

dernier niveau, on obtient : S, = {8,2,1, —1}.

I1 est possible de reconstruire le signal a partir des éléments de la décomposition en sommant le résultat de

I'application des filtres f; et f;.

Exemple 3 Voici le résultat de la décomposition du signal ecg, ne sont gardés a la fin que la derniere

approximation et tous les niveaux de détails grace auxquels on pourra reconstruire le signal original (TP n°6)
ecg reconstruit

ecg original
1000
0 /\JM
-1000 : ‘ :
0 500 1000 1500 2000
Coefficients Détail N 1
20
0
_20 . .
500 1000 1500
Coefficients Détail N 3
500
0
-500 : ‘
0 100 200 300
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bl

-1000 : : :
0 500 1000 1500 2000
Coefficients Détail N 2
100
0
-100 ‘ ‘
200 400 600

Coefficients d Approximation N 3

5000

1 P PR P PN P

-5000
0

100

200

300
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0

-0.5

0

0.4

0.2

0

filtre passe-bas de décomposition
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Remarques :

Les filtres de Daubechies conduisent a des filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) mais ne sont pas
linéaires en phase.

On peut construire des bases d’ondelettes conduisant a des filtres RIF linéaires en phase telles les B splines.

Il s’agit des bases biorthogonales o1 familles de décomposition et reconstruction sont différentes et
orthogonales uniquement entre elles [29]:

Ho(F)Fs(f) + Ho(f + fe/DF(f + fe/2) =2 et
Ho(OFL(f) + Ho(f + fe/DF(f + fe/2) =0 et

Hi(OFL(f) + Hi(f + fe/2)FL (f + fe/2) = 2
Hi(F)F(f) + Hy(f + fe/2)Fs (f + fe/2) = 0
* En traitement d'images, on préferera les filtres bi-orthogonaux (JPEG2000).

Exemple d'ondelettes biorthogonales

Les filtres passe-bas et passe haut de décomposition sont différents tout comme les filtres de reconstrction.
Cependant les filtres de décomposition et reconstruction sont duaux. En effet, on obtient le filtre Passe-haut de
reconstruction Fi(z) en retournant dans le temps le passe-bas de décomposition Ho(z) et en inversant le signe d'un
coefficient sur deux. De méme pour le filtre passe-bas de reconstruction Fo(z) en retournant dans le temps le
passe-bas de décomposition Hi(z) et en inversant le signe d'un coefficient sur deux, soient :

hi(n) = (-1)" fo(L-1-n)
fin) = (-1)r ho(L-1-n)

filtre passe-haut de décomposition Filtre passe-bas de décomposition

Filtre passe-haut de décomposition

O 11 e
05 1 e =
) T g . S 05
. of oo ? o EO R — § P B é-
&) &) 05 o c»_ :
; ; g, B s

0

2

4

6

8

giltre passe-bas de Reconstruction

-1

0 2 4 6 8

l1=iltre passe-haut de Reconstruction

0.5

1 O
oo T T ¢ T §ost - : g s
= : : : > o
_0-5 .g 0 & ........ é . ..... .g 0 ................... o g ..... g

8.05f ' &

& 1 -0.

2 4 6 8 0 2 4 6 8 £ £

-1 -05 0 05 1 2 -1 0
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I2=iI5tre passe-bas et passe-haut de décomposition I;ilstre passe-bas et passe-haut de Reconstruction

0.5

On notera la symétrie des réponses impusionnelles des filtres passe-bas et 1'anti-symétrie des filtres passe-
haut d'analyse et de reconstruction conduisant dons a un déphasage linéaire. On notera également la dualité entre
les filtres d'analyse et reconstruction.

Remarque : Le lifting scheme permet une implantation tres simple des décompositions en ondelettes et de
leurs opérations inverses en employant la factorisation polyphases [21]

4. Exemples d’application sur une image

Les ondelettes sont bien adaptées au débruitage des signaux. Le principe est simple, on décompose le signal
bruité et 1'on force a zéro les coefficients qui ne passent pas un seuil. Puis 1’on reconstruit le signal (Voir TP n°6).
De la méme facon on peut compresser le signal.

Pour une image, on appliquera deux filtres le long des lignes I'un passe-haut (H), I'autre passe-bas (L),
ensuite, on ne considére qu'une colonne sur deux et on applique a nouveau les 2 filtres. En ne considérant qu’une
ligne sur deux, on obtient 4 images de taille réduite de moitié. En réitérant ce processus sur l'image
d’approximation (LL), on obtient une pyramide d’images.

T W) 12

Lignes Cownnef L Hz) vz H 12
|2 T

.—-‘M;.J,z \ ‘H()' 12 — L2) 12
Image ;‘ H(2) }_" 12 ‘ - | hz) \ }—"4, H(z) )

Lignes W) | 12 HL
| [
[ H@) - 2| HH
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LL HL Approximation Détails verticaux
Approximation  Détails verticaux

=
2 Niveaux

A

Détails horizontaux ~ Détails diagonaux Détails horizontaux Détails diagonaux:

Cet exemple donne le résultat d'une compression jpeg et jpeg2000 (Ondelettes) avec un bpp de 0.2
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Serie n°6 (en cours d’élaboration)

1. Déterminer la TFCT du signal suivant (h est une fenétre porte de largeur T):

x(6) = e?™ht  pourt <t,
e?™fRt  pourt >t,

Solution :x(t) =

( Tsinc((f — f)T)e 2M U/t pour t + g <ty
Tsinc((f — f,)T)e MU=t pour t — g > t,
T . T _ O+t T
1(to—t+ 5) sinc ((to —t+ 5) (f - fl)T> mi(-(%7) 4
T (T —~2mj(f~f) ("5 +E) T T
(E—t0+t)smc((i—to+t)(f—f2)T) pour — o< t—ty<;
Ondelette de Haar TF de | Ondelette de Haar
1.5 0.7
1 0.6
2. Soient les ondelettes suivantes : o
1 si 0<t<: 05 o
- La fonction de Haar Yt) =4_1 si 1ot <t S o f“
2 N 0.3
0 ailleurs =
-0.5
0.2
_2 : 0
- L’ondelette chapeau mexicain ~ ¥(t) = a(1 — t?)e 2

-1.5

. 0
0 0.5 1 000 -500 0 500 1000

-
Calculer leur TF et tracer la t f
Ondelette Chapeau Mexicain TF de | Ondelette Chapeau Mexicain
0.1
0.09
0.8
Solution : 0.08
06 1 0.07
. 2(nf
sIn"(5-) = 0.06
Haar §(f) = j o) e o 13
= D 0.05
2 ES °
5 02 =R
~ _f°
Chapeau mexicain {(f) = p4n?f2e” 2 0 | o
0.02
0.2
0.01
04 . . . 0
9 6 0 5 10 2 A 0 1 2

t f
3. Soit x(t) = A U(t-t)), montrer que les coefficients d’ondelettes sont nuls en dehors d’'un domaine
triangulaire du plan. On suppose que I’on utilise une ondelette de Haar de largeur T centrée en 0 ? Calculer
Calculer alors les coefficients.

Solution

(a,7) 1\/_/ (u)du="0 si g(condition d’admissibilité)
cp(a,7) \fj,n s O(w)du = —Av/al, (BT) si — L < T < T cone de discontinuité
cla,7) =0 si ’“T > %

4. Soit une ondelette 1 (t) dont la TF est ®(f) possédant un maximum en fu et de bande F. Calculer les
coefficients pour x(t) = e*™/t
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A . t—r A t—7\1"

- (a, — Jﬁﬂ'f(ll,“'. It = —TF |

eten) = g [ (5 )am e[ ()]
L“(f) (lll'dl‘d>||nn (_‘(L) regrd l(—T)

i
a [

! I
(I)(/) |(lv|(1)((lf) |(lv|(1)((1f)()“J27TfT
cxla,7) = \/—15 |a| (q)(”f”) . _I"Zr‘f«,f)" = A/ad* (”‘f")(:/zﬂ“r
# ()p()m'fl_L<a<fl+L

fo 2fo0= T fo 2fo

F F
pour @ de support. borné [f,,, — TJ’“ + 7:|

5. Soit le filtre passe bas de décomposition suivant : hy ={-0.1294, 0.2241, 0.8365, 0.4830}, déterminer le filtre
passe-haut de décomposition et les filtres de reconstruction

ion low-pass filter Decomposition high-pass filter

Solution : h; ={-0.4830, 0.8365, -0.2241, - 0.1294}, :j ‘ L S
£,={0.4830, 0.8365, 0.2241, - 0.1294}, o L] J
£, ={-0.1294, -0.2241, 0.8365, -0.4830} o il | i
6. Soient les filtres de décomposition et reconstruction e e e 21
suivants, vérifier les propriétés liant les 4 filtres o4 ’ NP
"Ll e 0s ‘

7. Soit le signal suivant, donner et tracer sa décomposition en ondelettes si la fonction d'échelle est hy=[0.5,
0.5] = alors la fonction d'ondelettes est h;=[-0.5, 0.5]
,:I Entrée = signal digitalisé

248121402 1]

M"Ye“"e\l/ Différence
— L~
Moyenne‘L Différence
[ —r—
Résolution Moyennes Deétails Moyenne\l/ Wrenoe
8 (2481214021
4 [310715]  [-1-2705] [
2 [654.25] [-35275]
1 [5.375] [1125]
Décomposition [5.3751125-352.75-1-27 0.5]

8. Soitlesignal suivant: f = (4,6, 10,12,8,6,5,5);

- Donner et tracer sa décomposition au niveau len ondelettes en employant I’ondelette de Haar.
- Reconstruire le signal a partir du niveau 1

- Calculer son énergie et puis celle aprés décomposition.

- Vérifier qu’elle se conserve et que 98% de cette énergie se trouve dans le signal approximé.

- Donner la décomposition au niveau 2 puis 3.
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Solution

Filtres de Décomposition h,= [\/ii TIE] , h1=[—\/% ﬁ],Fﬂtres de Reconstruction f":[\/_li \/%], fﬁ[TE — \/ii]

Décomposition
I 4 6 10 12 8 6 5 5 F 4 6 10 12 8

o '/' 4 "4 ‘\ \ 4

5 11 7 5 -1 -1 1

L _ _ b | | |
al: 5v/2 11v2 V2 5V2. dt -2 -2 V2
H = = = r— =
(4,6,10,12,8,6,5,5) — (5v/2,11v2,7v2,5V2 | -2, —v/2, V2, 0)
Reconstruction
{112 5\/2 11 \/‘? T\? \Y4 2
L -2 -2 V2 0
‘ N " N %4 \ ./ \\
f 4 6 10 12 8 6 5 5

Energie
E=42+62+---4+5% =446
f‘(.11|(|1):25-2+121 2+ '+2+ = 446
Cal =26-24+121-2+49-2+25- :-1-1()‘(11_>+7+ +0=6
al: 5V2 vz 7V2 5V2 al. 5.2 11VZ  7V2 53
a2 16 12 dz ' 5
(a?|d?|d?) = (16,12]| —6,2| —v/2,—v/2,v/2,0)
(a®|d®|d?|d!) = (14v2|2v2| —6,2| —V/2,—V/2,V2,0)

1

88% de I’énergie est contenue dans a® représentant pourtant le 8:me du signal

Exercices Supplémentaires
1. Soit le signal suivant : x(n)={0, 1, -2, 3, -4, 5, -6, 7 }
Donner sa décomposition en ondelettes au niveaul en employant I'ondelette de Haar tel que le filtre

passe-bas de décomposition soit hy = (= N \/_}

Donner le schéma de reconstruction permettant de passer d’un niveau a un autre.

Reconstruire le signal a partir du niveau 1.

Donner le signal décomposé aux niveaux 2 puis 3.

Vérifier que I'énergie se conserve a tous les niveaux (1, 2 et 3)
Proposer un moyen de compresser ce signal.

Solution Voir examen 17/18

2. Soit le signal suivant : x(n)={11, 9, 5,7, 5,11, 7, 9}

- Citer un inconvénient de I'ondelette continue.

- Donner le schéma de décomposition en ondelettes discretes pour 2 niveaux.
- Donner le schéma correspondant pour la répartition en fréquences.

- Donner sa décomposition en ondelettes au niveau 2 en employant les filtres suivants :

hy={0.5,0.5} , hy={-0.5,0.5} , f,=2*{0.5, 0.5} , £,=2*{0.5, -0.5)

- L’énergie se conserve-t-elle ?

Reconstruire le signal a partir du niveau 2.

Solution Voir Ratt 17/18
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TP n°6 (Sous Matlab)
1. Dela TECT aux ondelettes

clc; clear all; close all;

Te=0.005; Fe=1/Te; Tfen=50; Trec=2; NF=1024 ; t=0:Te:2; f0=1; f1=50 ;
figure; subplot (2,2,1); plot(t,yl);title('Chirp de £f0=1Hz a f1=50Hz"');
y2=chirp(t, £f1,2,£0);subplot(2,2,2); plot(t,y2);title('Chirp de f1=50Hz
yyl=£fft (y1l,NF);yyl=fftshift (yyl);

axef=Fe* (-1/2:1/NF:1/2-1/NF) ; subplot (2,2, 3) ;plot (axef,abs (yyl));title
yy2=fft (y2,NF);yy2=fftshift (yy2);
axef=Fe*(-1/2:1/NF:1/2-1/NF) ; subplot (2,2, 4) ;plot (axef, abs (yy2));title

figure; subplot(2,2,1); spectrogram(yl,100,20,NF,Fe);
title ('TFCT avec Tfen=100 Recouv=20%, NF=1024"');
subplot (2,2,2); spectrogram(y2,100,20,NF,Fe);

title ('TFCT avec Tfen=100 Recouv=20%, NF=1024"');
subplot (2,2,3); spectrogram(yl,10,2,NF,Fe);

title ('TFCT avec Tfen=10 Recouv=20%, NF=1024");
subplot (2,2,4); spectrogram(y2,10,2,NF,Fe);

title ('TFCT avec Tfen=10 Recouv=20%, NF=1024");

figure; subplot(2,1,1);COEFS = cwt(yl,1:32, 'haar', "'plot"');
subplot (2,1,2);COEFS = cwt(yl,1:129, "haar', 'plot'");
figure; COEFS = cwt(yl,1:32, 'haar','3Dlvl");

1. La TF permet-elle de localiser temporellement les fréquences
L’emploi de la TFCT permet-il de régler le probleme ?

Faire varier Tfen, quel est I'inconvénient alors ?

S

Quel est I'inconvénient principal ? comment y remédie-t-on ?

2. Ondelettes discrétes et applications

21.  Filtres d’analyse et de reconstruction
clc;clear all; close all;
wname = 'db3' ; [Lo_D,Hi_D,Lo_R,Hi_R] = wfilters (wname);
subplot (221); stem(Lo_D); title('Filtre passe-bas de décomposition '");
subplot (222); stem(Hi_D); title('Filtre passe-haut de décomposition');
subplot (223); stem(Lo_R); title('Filtre passe-bas de Reconstruction');
subplot (224); stem(Hi_R)
figure;

Master ST M1 2021/2022

yl=chirp(t,£f0,2,£f1l);

a f0=1Hz"');
('"FFT de y1'");

('"FFT de y2');

Quelle est la fenétre employée par la TFCT (aider vous du help sur spectogram) et pourquoi ?

L’emploi de I'’ondelette continue (CWT) permet-il de pallier ce probleme ?

; title('Filtre passe-haut de Reconstruction');

subplot (221); zplane(Lo_D,1l); title('Filtre passe-bas de décomposition ');
subplot (222); zplane(Hi_D,1); title('Filtre passe-haut de décomposition');
subplot (223); zplane(Lo_R,1l); title('Filtre passe-bas de Reconstruction');
subplot (224); zplane(Hi_R,1); title('Filtre passe-haut de Reconstruction');

figure;
subplot (121); [Hb,f]l=freqz(Lo_D,1,512,1); [Hh,f]=freqz(Hi_D,1,512,1);

plot (f,abs (Hb), f,abs (Hh)); title('Filtre passe-bas et passe-haut de décomposition

subplot (122); [Hb,f]l=freqz(Lo_R,1,512,1); [Hh, f]=freqz(Hi_R,1,512,1);

plot (f,abs (Hb), f,abs (Hh)); title('Filtre passe-bas et passe-haut de Reconstruction

1. Identifier les fonctions d’échelle et les fonctions d’ondelettes
2. Vérifier les relations liant les 4 filtres
3. Tester une ondelette bi-orthogonale wname = 'bior1.5' et commenter

3.2 Décomposition et reconstruction
clc;clear all; close all;

load ecg.dat; x=ecg; wname = 'db5';

[Lo_D,Hi_D,Lo_R,Hi_R] = wfilters (wname);

[c,1] = wavedec(x,3,Lo_D,Hi_D);

approx = appcoef(c,1l,'db5"); [cdl,cd2,cd3] = detcoef(c,1,[1 2 3]);
subplot (3,2,1); plot(x); title('ecg original');

subplot (3,2,2); plot (approx); title('Approximation Coefficients');
subplot (3,2,3); plot(cd3); title('Level 3 Detail Coefficients');
subplot (3,2,4); plot(cd2); title('Level 2 Detail Coefficients');
subplot (3,2,5); plot(cdl); title('Level 1 Detail Coefficients');

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

")

")

164




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

y = waverec(c,1l,Lo_R,Hi_R); subplot(3,2,6); plot(y); title('ecg reconstruit');

3.3 Compression et dé-bruitage de signaux
Rajouter les instructions suivantes avant la reconstruction N=length (x); c(N/8+1:end)=0;

1. Expliquer le but de ces instructions. Modifier les niveaux de détails supprimés c(N/4+1:end)=0;

c(N/2+1:end)=0;
2. Tester d’autres ondelettes en vous aidant du help
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TP n°6 (Sous Python)
1. Dela TECT aux ondelettes
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import numpy as np; import matplotlib.pyplot as plt;import scipy.signal as sp;

NF = 1024; Te=0.005; fe=1/Te;N=round(2/Te);

t = np.linspace (0, 2, N);

x1l= sp.chirp(t, £0=50, tl=2, fl=1, method='linear');
x2= sp.chirp(t, £0=1, tl=2, £f1=50, method='linear');

TFx1 np.fft.fft (x1,NF); TFx1l
TFx2 = np.fft.fft (x2,NF); TFx2
plt.figure (1)

np.fft.fftshift (TFx1);
np.fft.fftshift (TFx2); freq

plt.subplot (221); plt.plot(t, x1); plt.title('Chirp de 50 a 1 Hz');

np.abs (TFx1));

plt.subplot (223); plt.plot(t, x2); plt.title('Chirp de 1 a 50 Hz');

np.abs (TFx2));

f, tt, Sxxl = sp.spectrogram(xl, fe, nperseg=100, noverlap=20);
f, tt, Sxx2 = sp.spectrogram(x2, fe, nperseg=100, noverlap=20);

plt.figure (2)

plt.subplot (221); plt.plot(t, x1); plt.subplot (222); plt.pcolormesh (tt,
plt.ylabel ('Frequence [Hz]'); plt.xlabel ('Temps [sec]'); plt.title('Spectrogramme Tfen=100,
plt.subplot (223); plt.plot(t, x2); plt.subplot (224); plt.pcolormesh (tt,
plt.ylabel ('Frequence [Hz]'); plt.xlabel ('Temps [sec]'); plt.title('Spectrogramme Tfen=100,
f, tt, Sxxl = sp.spectrogram(xl, fe, nperseg=20, noverlap=4);
f, tt, Sxx2 = sp.spectrogram(x2, fe, nperseg=20, noverlap=4);

plt.figure (3)

plt.subplot (221); plt.plot(t, x1); plt.subplot (222); plt.pcolormesh (tt,
plt.ylabel ('Frequence [Hz]'); plt.xlabel('Temps [sec]'); plt.title('Spectrogramme Tfen=20,
plt.subplot (223); plt.plot(t, x2); plt.subplot (224); plt.pcolormesh(tt,
plt.ylabel ('Frequence [Hz]'); plt.xlabel('Temps [sec]'); plt.title('Spectrogramme Tfen=20,

import pywt

Larg = np.arange(l, 31);

cwtmatr, fs = pywt.cwt (x2, Larg, 'mexh')
plt.figure (4)

plt.subplot (222);

plt.subplot (224);

f, Sxx1)

f, Sxx2)

f, Sxx1)

f, Sxx2)

plt.imshow (cwtmatr, aspect='auto', vmax=abs (cwtmatr) .max(), vmin=-abs (cwtmatr) .max())

L’emploi de la TFCT permet-il de régler le probleme ?

Faire varier Tfen, quel est I'inconvénient alors ?

S

2. Ondelettes discrétes et applications
21.  Filtres d’analyse et de reconstruction

import pywt; import matplotlib.pyplot as plt; import scipy.signal as sp;

ondelettes = pywt.Wavelet ('db3"')
plt.figure (1)
plt.subplot (221); plt.stem

) ondelettes.dec_lo); plt.title
plt.subplot (222); plt.stem

)

)

)

ondelettes.dec_hi); plt.title
plt.subplot (223); plt.stem )
plt.subplot (224); plt.stem )
L=512;

f,H_dec_lo=sp.freqgz (ondelettes.dec_1lo,
f,H_dec_hi=sp.freqgz (ondelettes.dec_hi,
f,H_rec_lo=sp.freqgz (ondelettes.rec_lo,
f,H_rec_hi=sp.freqgz (ondelettes.rec_hi,
plt.figure (2)
plt.subplot (121); plt.plot(f,abs(H_dec_lo),f,abs(H_dec_hi));
Décomposition');

ondelettes.rec_lo); plt.title
ondelettes.rec_hi); plt.title

’

1,0]1,L);

1,01,L);
)i
)

1,0],L
1,01,L

’

[
[
[
[

plt.subplot (122); plt.plot (f,abs (H_rec_lo),f,abs (H_rec_hi));

Reconstruction');

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/

La TF permet-elle de localiser temporellement les fréquences

plt.title('Passe-bas

L’emploi de I'’ondelette continue (CWT) permet-il de pallier ce probleme ?
Quel est I'inconvénient principal ? comment y remédie-t-on ?

'Passe-bas de Décomposition')
'Passe-Haut de Décomposition'’
'Passe-bas de Reconstruction'’
'Passe-bas de Reconstruction'’

plt.title('Passe-bas

)
)
)

Passe-haut

np.arange (-NF/2,NF/2) *fe/NF;
plt.

plt

r

’

’

plot (freq,

TRec=20")

TRec=20")

TRec=4");

TRec=4");

Quelle est la fenétre employée par la TECT (aider vous du help sur spectogram) et pourquoi ?

.plot (freq,

;

;

et Passe—haut de

de

166




Traitement Numérique du Signal Master ST M1 2021/2022

1. Identifier les fonctions d’échelle et les fonctions d’ondelettes
2. Vérifier les relations d'orthogonalité liant les 4 filtres
3. Tester une ondelette bi-orthogonale wname = 'bior1.3' et commenter

2.2.  Décomposition et reconstruction

import pywt; import matplotlib.pyplot as plt; import numpy as np;
x = np.genfromtxt ('ecg.dat');

coeffs = pywt.wavedec(x, 'db5', level=3)

cA3, cD3, cD2, cDl = coeffs

plt.figure (1)
plt.subplot (321); plt.plot(x); plt.title('Signal original');
plt.subplot (322); plt.plot(cA3); plt.title('Approximation niveau 3');
plt.subplot (323); plt.plot(cD3); plt.title('Détail niveau 3');
plt.subplot (324); plt.plot(cD2); plt.title('Détail niveau 2');
plt.subplot (325); plt.plot(cDl); plt.title('Détail niveau 1');
x_reconst=pywt .waverec ([cA3, cD3, cD2, cDl] , 'db5'");

plt.subplot (326); plt.plot (x_reconst); plt.title('Signal Reconstruit');

2.3. Compression et dé-bruitage de signaux

1. Mettre les détails de certains niveaux a 0 et reconstruire (supprimer lors de la reconstruction)
2. Choisir un et mettre las valeurs de détails en dessous du seuil a zéro.

3. Tester d'autres ondelettes et observer la qualité de la reconstruction

24.  Application sur une image

A l'aide de pywt.dwt2, décomposer et reconstruire une image sur plusieurs niveaux, mettre des détails a
zéros et commenter.

FEI, USTHB [assiakourgli@gmail.com / http;//perso.usthb.dz/~akourgli/
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