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1. Analyse des Filtres Numeriques
par la TZ (Transformée en Z)
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|. Introduction

" La transformée en Z généralise la TF et permet de dépasser ces limites.
= Analogue a la transformée de Laplace, mais plus facile a utiliser.

" Elle permet de décrire aisément les signaux a temps discret et |la réponse des systemes
linéaires invariants soumis a des entrées diverses.

= C'est un outil qui permet de calculer la réponse impulsionnelle d’un systeme linéaire
invariant décrit par une équation aux différences finies.

" Elle permet l'interprétation directe des caractéristiques des signaux et des filtres dans le
domaine des fréquences
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Il. Transformee en 7

+00

X(z)= > x(n).z™"

N=—o0

e Soit un signal discret x(n). Sa TZ est définie par:

ou z est une variable complexe définie partout ou cette série converge.

Une région de convergence correspond a 'ensemble des valeurs de z telles que X(z) soit
définie et a valeurs finies.

Exemples
1. x(n)=38(n)=X(z) =1 RDC=¢
2. x(n) =08(n-k) =X(z) = X si k>0 RDC=¢-{0} si k<O RDC=¢-{o0}

3. x(n)=(1,2,3,5,0,2) = X(n)=0(n)+2. 0(n-1)+3. 0(n-2)+5. 0(n-3)+ 2. 0(n-5)
= X(2)=1+2z"'+3z7°+52°+2z27
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Il. Transformee en 7

+00

X(z)= > x(n).z™"

N=—o0

e Soit un signal discret x(n). Sa TZ est définie par:

ou z est une variable complexe définie partout ou cette série converge.

Une région de convergence correspond a 'ensemble des valeurs de z telles que X(z) soit
définie et a valeurs finies.

Exemples

+00 N-1 1_Z—N
U@)=) 17" :LiLrJOZz‘” = lim —
n=0

0 N —>o0 1_2

1
1-z71

— ‘z‘l‘<1<:>\z\>1 - U(z) =

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 4
http://perso.usthb.dz/~akourgli/



Il. Transformee en 7

* Condition d’existencede la TZ

La transformée existe si la série converge. Pour cela, on utilise le critere de Cauchy L@\Un\l’" <1
+00

sur la convergence des séries geometriques S=>%U,

n=0

De facon générale, la RDC est un anneau de convergence centré sur |'origine défini par :

o L

Inmi(z
ro<|<r )
1 2
. 1/n . —1/n
r, = lim|x(n)| r, = lim[x(—n)| t
n—+oo N—>+00
Re(z)
- X(n)=0 pour n<nyg=>r,= +© D
- X(n)=0 pour n>n;=r,=0
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Il. Transformee en 7

* Condition d’existencede la TZ

La transformée existe si la série converge. Pour cela, on utilise le critere de Cauchy L@\Un\l’" <1
+00

sur la convergence des séries geometriques S=>%U,

n=0

€ Tagon generale, Ia est un anneail Ade conversence centre <iir Farigsine detini nar
D f g g, : I ) I RDC t d -I- 4 Il o o d /f- .

Inm(z)

o <|g<r,

r = Iim\x(n)\“n r, = lim |x(-n)[ """

n—+oo N—>+00

- X(n)=0 pour n<nyg=>r,= +oo
— systeme anti-causal : RDC cercle systéme causal : RDC extérieure au cercle.
- X(n)=0 pour n>n;=r,=0
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Il. Transformee en 7/

Exemples
n . 400 Z

X(n) = a -SIHZO X(z):Za”z‘”: ‘Z‘ > a
0 si non n=0 Z—4d
Osin>0 — n_-n Z

n

y(n) {—b” sin<0 ; z-b ‘Z‘<b
a"sin>0

w(z) =< W(z)=—2 — % b>\z\>a |
b S|n<0 Z_a Z_b i(z)

Remarque : La TZ de a" pour n € ]-o0, +oo[ n'existe pas.
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I1l. Proprietés de la TZ

Si on définit X(H)L)X(Z) X, (N)—%— X, (2) X, () Tz > X, (2)
o Linéarité a. X (n) + b.X2 (n)L>a.X1 (Z) + sz (Z) RDC intersection des deux RDC

o Théoreme du Retard x(N—K)—Z—577% X (2)

o Théoreme de I'avance x(n + k) —2 szk.X(z)—kZ_ix(n)z"‘”
n=0

T ; n ,
o Multiplication par a a"x(n) —Z ;X(_j ar, <|z<ar,

o Retournement du temps x(—n)L> X (2_1) 1/, <|z|<1/m,

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 8
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I1l. Proprietés de la TZ

Si on définit x(n)—% X (2) X, (n) —2— X, (2) X, (N)—Z— X, (2)

o Convolution  X,(n) *x,(n)—%— X, (2).X,(2)

dX (z)

o Théoreme de deérivation  nx(n)—2—-z. -
Z

o Théoreme de la valeur initiale : si x(n)=0 pour n<0 alors

o Théoreme de la valeur finale  lim x(n) =lim(z -1) X (2)

N— 00 z—>1

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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I1l. Proprietés de la TZ

Quelques TZ
x(n) X(z) Region de convergence
o(n) 1 7z
Un) 1 =[>1
1— -7
a"U(n) 1 2| > |al
1—a-"
na"U(n) az”' 2| > |a]
(1 —az" )2
—a"U(-n-1) 1 =] < a
1—a-"
cos(aynT,)U(n) 1-z7" cos(e,T,) =|>1
1-2:z7 cos(@,T,) + 27
sin(aynT, )U(n) = 'sin(@,T) 7> 1
1-2z7" cos(e, I, ) + =7
a” cos(w,nT, U (n) 1-az"" cos(e,T,) 2| > |a|
1-2az" cos(a,T,) +a’z"
a” sin(w,nT,)U(n) az"'sin(@,T,) 2| > |al
1-2az" cos(@,T,) +a’z">
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V. TZ rationnelle ( correspondant SLID)

Les systemes linéaires invariants décrits par une équation aux différences finies possedent
une transformée en Z rationnelle (le rapport de deux polynébmes en z1)

iaiY(”—i) = ibiX(n—i)Liai-Z‘iY(Z) = ZN:bi.Z‘iX(z)

On peut caractériser un systeme LI par h(n) ou par |la transformée en Z (H(z)) de sa
réponse impulsionnelle h(n), appelée fonction de transfert du systeme.

- iZ:O:bi z7 by wn N@) by w [L(2-2) M " (z-17)
ia, i D@@) & ‘_izl(Z— P; ,:1(2— p,)

Les valeurs de z pour lesquelles H(z)=0 sont dits les zéros
Les valeurs de z pour lesquelles H(z) est infini (annule le dénominateur) sont dits les poles

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 11
http://perso.usthb.dz/~akourgli/



hmane. Fonarmdara

V. Représentation par les poles et zéros

La position de ses pdles et de ses zéros ( +le facteur d’amplitude K=b,/a,) va nous fournir
une description complete de H(z) (par conséquentde h(n) et H(f)) donc du comportement
du systeme.

H(z) peut donc étre représentée sous la forme d’un cercle modélisant la position des
pOles et des zéros dans le plan complexe.

Exemple

Im(z)

H (2) = 322 f
(z-1)(z+0.5) ! kx

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 12
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V. Représentation par les poles et zéros

v' Dans la plupart des systéemes, les ai et le bi sont réels =les pbles et les zéros sont
soient réels soient des paires de complexes conjuguées.

v’ Le rayon d'un systéme causal se trouve a I'extérieur d'un cercle. Par ailleurs, s'il est
stable Z|h(n)|<oo puisque H()= > hn)z"

= il suffit donc que z=1 fasse partle_de la RDC

Im(z)

= systeme anti-causal : RDC cercle systeme causal : RDC extérieure au cercle.

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 13
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V. Représentation par les poles et zéros

v' Dans la plupart des systéemes, les ai et le bi sont réels =les pbles et les zéros sont
soient réels soient des paires de complexes conjuguées.

v’ Le rayon d'un systéme causal se trouve a I'extérieur d'un cercle. Par ailleurs, s'il est
stable Z|h(n)|<oo puisque H()= > hn)z"

= il suffit donc que z=1 fasse partle_de la RDC

v Pour un systéme causal et stable, tous les pbles sont a I'intérieur du cercle unité
(| pi| <1, Vi). Le domaine de convergence ne peut contenir de poles puisque la TZ ne
converge pas aux pbles. S’il est anti-causal, il sera stable si les pbles sont a I'extérieur du
cercle unité.

N .
v" Un filtre RIF H(z) =) b, .z" atous ses poles a l'origine et sera donc toujours stable.

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 14
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

Z

h(n)=a"U(n)= H(z) =

Yy
<

* PourO<ax<l

TI?Q -
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

Z

h(n)=a"U(n)= H(z) =

* Poura=1 4
1 Im(z)
_1 /\
k/l RE(Z)
-1
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V. Représentation par les pOles et zeros oo

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

h(n)=a" U (n) = H(z) = —2

A
1
éponse ulsionnelle
500 - P
400 -1
I
\
. k/
100
-1

* Poura>1

A

Im(z)

v

V4
A

1 Re(z)

Amplitude
r
o
[=]

e .t ]

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

e Pour-1<a<0

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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h(n)=a"U(n)= H(z) =

Z

-1

A
Im(z)

y

1
K
&

1 Re(z)

Y
-/
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

Z

h(n)=a"U(n)= H(z) =

Y
N

A

* Poura=-1

Im(z)

Y
L/

1 Re(z)
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

Z

h(n)=a"U(n)= H(z) =

A

1
_1 /
x K(

A

* Poura<-1

Im(z)

Y
L/

1 Re(z)
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

* Poura=1

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
http://perso.usthb.dz/~akourgli/

h(n) = a™cos(2nfyn) U(n) => H(z)=

-1

(Z — anTijon) (Z — ae—ZTL'jfoTl)

A
Im(z)

-
N

1 Re(z)

Y
-/
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

h(n) = a™ cos(2n fyn) U(n)

* PourO<ax<l

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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=> H(z) =

-1

(Z — anTijon) (Z — ae—ZTL'jfoTl)

A
Im(z)

BN

-
N

1 Re(z)
X

-1
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros

* Poura<-1

h(n) = a™ cos(2n fyn) U(n)

=> H(z) =

X

-1

(Z — anTijon) (Z — ae—ZTL'jfoTl)

A
Im(z)
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse impulsionnelle a partir du tracé des poles et zéros
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

e Pour un SLID (2 K 291 Hh_l(z—zi)
Hizl(z_ pi)

e Passage de H(z) vers H(f)

H(z) = ih(n).z‘n

N=—o0

H(f)= Y h(nT,)e i

H(f)=H(2) o

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
http://perso.usthb.dz/~akourgli/
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

H(f)= > h(nT)e™* "™ = H(2)| ..

=) |z|= ‘ez”jﬁe = |cos(27fTe) + jsin(24fTe)| =1
z=e"" =l o0 @ =24Te
= ¢ f=fe/4
=000 p=270Te=0 e

1 VRe(Z)
— f=feou p=2feTe=2x

s f=feldol p=2de/4Te=7/2 /A
S f=fel200 p=2de/4Te=r 7 A A =0
1

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 26
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

e Rappel sur les vecteurs

e Somme

e Différence

ool

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

H(f)= > h(nT,)e™ "™ =H(2)| o =KZ"™"

Exemple1l: H(z) = (z=0.8)

1
0.8~
0.6~
0.4
0.2~

f = f e/ 2 % L ——

02+

04+

0.6+

-0.8+

A

r r r r
-1 -0.5 0 0.5 1
Real Part

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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-—‘[N
1 1j=1

(Z_Zi)

T~TM
4]i:1

(z-p)

=€

2 jfTe

H(!
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros
(z+0.5)

(z—0.8)

Exemple 2: H(z) =

|H()

A
7

f=fe2t |

,\\\717

0

r r I r
1 05 0 0.5 1 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Real Part

* Unzéro ouun poble al'origine n"influent pas sur le module de la réponse fréquentielle.

* Unzéro auvoisinage du cercle unité introduit une atténuation dans le module de la réponse en fréquence
(minimum)

. Un]pcj)le au voisinage du cercle unité introduit une résonance d’autant plus importante dans le module de la réponse
en fréquence que le pole est proche du cercle unité (maximum)

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

Exemple 3
f=fe/4 1
: ' ' H(H)I
0.8+ \
0.6
0.4F - °T
:?Ef 0.2r ‘—\ 6
fR2E . e =
% 0.2 -
o
0.4+
-O.6ﬁ
08
)( r r r r L - ( r
ir : : : : 0 005 01 015 O0Z—®25 03 035 04 045 05
-1 05 0 0.5 1 =0 f=fof
Partie Réelle = = fe/4
f=fe2
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

Exemple 4

I L , S f=fel6 ]
1 f=fe/ | |H(f)| .

o

N
] T
N

f=for2

Partie Imaginaire
S & o ©
[0} [e)} IS N o
T T T
T
S

1
(=Y
T T

-1 -0.5 0 0.5 1
Partie Réelle
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V. Représentation par les poles et zéros

Détermination de la réponse fréquentielle a partir du tracé des poles et zéros

Exemple 5
f=feld 3
l [ -
| |H()I
0.8 - 25k
0.6 ?ﬂ
) 0.4F ' - ol
g 02 / &
I 72°
f=f2g o 1 f=0 15
% 0.2F g =
o
0.4} - 1r
-0.6[- X
0.8 : 05k
.1 [
-1 0.5 0 0.5 1 %0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Partie Réelle
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VI. Transformeée en Z inverse

Méthode des Résidus

h(n) = Z Re S[Zn_lH (Z)]z=pi

p; poles de z"*H (2)

Reslz H (@, = o rlle-p ) )

Exemple

— 1 seul pole e ™% simple (m=1)

Z
/—€

H(z) =

—a

Z—¢

Res[z" H (z)] . = [(z —e )z" : — } o

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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VI. Transformeée en Z inverse

Développement en fonctions en Z simples

Région de convergence

o(n) 1 Vv 7
1
Uln z|=1
0 - -
1
a"U(n |z| > |a]
™) 1-az™
na'U(n) az_ 2| > a]
(l —az™ )2
1
—a"U(=n—1) e 2| <la]
1—-2z7"cos(w,T,)
e z|>1
@ity ) 1-2z7"cos(w,T,)+27° i
-1 .-
) VA Sln(a)oTe) |Z| -1
sin(w,nT, )U (n) 1-22" cos(w,T,) + 272
1-az " cos(w,T,) |z| > ||
a" cos(w,nT,)U (n) 1-2az " cos(w,T,) +a’z™*
_1 -
a" sin(a,nT,)U (n) az_sin(@l,) [21>1a]
1-2az " cos(w,T,)+a"z"
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VI. Transformeée en Z inverse

Transformée Inverse par division polynémiale

Exemple
1 Z
H(z)= = pour |z| > |a]
l1-a.z Z—a
Domaine de convergence extérieur a un cercle = signal causal=> division pour avoir une série en z'!
1 1-azt
- (1-az7) 1+az! +a2z2 +a3z3 + ..

az!
a22-2

h(0) h(1) h(2) h(3)

= h(n) =a"U(n)

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 35
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VI. Transformeée en Z inverse

Transformée Inverse par division polynémiale

Exemple

1
H(Z):l—a.z‘lz zia pour |z|<|al

Domaine de convergence intérieur a un cercle = signal anti-causal—> division pour avoir une série en z

yi
- (z-a-1z?)
a1z2

_(a-lzZ_ a-223)

a2z3

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz
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-a+z

-alz -32z22  -33z3 e

N

h(-1) h(-2)  h(-3)

= h(n)=-a".u(-n-1)
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VII. C teristi des Filtres N ori o
= Filtreidéal o [ ;
Filtre rée
1.4. L T L T L T
Passe bas 4 Passe haut H(f) [ H(f) |
1.2~
1+8;
! ! >/ | | 1\/\/\
AR AN F R A A A 8
g 08
Passe bande ) Coupe bande 1 [H(S)| g 0.6
0.4
: : s | | f
—j;f?_ 'fcz 'fdl ffl f;-ﬂ j;-”z g —fEZ 'f;z 'fd fol fog sz g 0.2
& <l
ot r r \/ r\/\/_r\/—vw r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Bande passante Bande de transition Bande atténuée
= RIFouRII?
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VIl. Caractéristiqgues des Filtres Numérigues

* RIFouRII'?

Rappels
*RIl: Y™ a;y(n—1) =3N  bix(n — i)

[ RIF : y(n) — Z?’:O bix(n — l) — H(Z) — Zévz()biz_i — bo Hliv=1(Z—Zi) — h(n) — Z?’:O bl,&(n_ l)

7N

Tous les pbles sont en zéros = RIF toujours stables

+ Possibilité d’avoir un retard de groupe constant
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VIl. Caractéristiqgues des Filtres Numérigues

* Retard de groupe

H(f)=|H(f)le " ﬁ:——di(ff)

 Rappel TF{x(t — to)} = X(f)e 2™t

* Une phase linéaire assureraun méme déphasage pour toutes les frequences (pas
de distorsion).
d
#(1) =gy +27 T 1, p=—20D = 2ty = este

* Les filtres FIR peuvent générer des filtres a phase linéaire a la condition que la
réponse impulsionnelle soit symétrique
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VIl. Caractéristiqgues des Filtres Numérigues

Exemple

y(n) = %(x(n) +2x(n-1) + x(n—2))

= h(n)= %(5(n) +25(n-1)+5(n-2))

1
= H(z) = 1(1 +2z71+272)

1 . ,
= H(f)=H(2) ] =z(1+26“2”1fTe+e‘4”JfTe)

7=2TjfT

H(f) = ie‘znjfTe (2™ Te + 2 + e =2/ Te)

H(f) = %e‘znffTe (2cos(2nfT,) + 2) = e 2™ Te (cos?(nfT,))

do(f)

= [ =——7-—=2nT, =cste

af
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VIl. Caractéristiqgues des Filtres Numérigues

RIFouRII?

1.4¢

| H() |

1.2+
1+8;

aVA

* RIl

»Réponse fréquentielle désirée
avec tres peu de poles et zéros

® Risque d’instabilité (récursivité)

[
[«Z
=
[Eny

Amplitude :
o ©
(o] (o]

©
~
I

o
N

g

* RIF

v'Toujours stable

v'Possibilité d’avoir un retard de groupe constant
® Pas de poles hors zéros (réponse impulsionnelle longue)

r r \/ r\/\/_"\WV_W—F
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Bande passante Bande de transition Bande atténuée

o
o [
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VIl. Structure des Filtres Numeériques

* SLD  y(m=-Yay(n-i)+Ybx(n-0)

x(n) x(n-1) x(n-2) x(n-N)

y(n-1) ymn-2) | ... y(n-M)

Registre a
décalageTe

» un ou plusieurs organes de retard (registres a décalage)

» une horloge

» opérateurs arithmétiques (additionneurs et multiplieurs)

» registres fournissant les coefficients de pondération du filtre
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Analyse des FN par la TZ

(Indications pour TP)
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