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. Introduction TTT 0
* Filtrage linéaire Numérique — @@ o
v’ Fiable “Q-® @
v/ Reproductible s [t T | o
v’ Souple ]

v’ Temps réel (transmissions numériques, codage des sons MP3, synthése de parole,
télévision numérique par

v etc..

* La plupart des modeles de filtres analogiques peuvent ainsi étre reproduits sous forme
numeérique.
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. Caracteristiques des Filtres Rl

v’ Possibilité d'obtenir une bande de transition étroite pour un ordre raisonnable,
v’ Risque d'instabilité du a une grande sensibilité numérique des coefficients,

v’ Variation de phase fortement non linéaire.

N M ZN:bi-Z_I
Y=Y bx(n-D-Yayn-i) —— HE@=—,
i—0 i—1 1+Zai "

Comment ???
v Approche directe (placement des pdles et zéros)
* Approche indirecte (Synthese d’un filtre analogique H,(p)—=> p=fct(z)=2>H(z)

Invariance Impulsionnelle et Transformation bilinéaire)

t
x() Systeme y@)

—>| analogique H,(p) —

x(t)
—>

Fﬂtr.e anti- CAN Systeme numérique CNA y(
repliement H(z) _
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I1l. Méethode des poles et zéros

Rappels

hmane. Fonarmdara

v’ Lorsqu'un zéro est placé sur un point donné du plan en z, la réponse fréquentielle

présentera un minimum au point considéré.

v Un pole produira un pic (un maximum) au point correspondant qui sera d'autant plus
important que le pole est proche de 1.

A partir des spécifications du filtre, placer des poles et des zéros sur le cercle

Exemple : Passe-bas

Faculté dElectronique et dinformatique, USTF
http://perso.usthb.dz/~akourgli/

A |H(S)|

B. passante

B. affaiblie

Nl'_'_'

Y

Im(z)
4

O Zz€ros

X poles
K X
o x
F12 [ o A\ @
£~ 120 =0

Bande
passante




hmane. Fonarmdara

I1l. Méethode des poles et zéros

Passe-bas de second ordre %
K(z+1)(z+1) K(z®+2z+1) U2 r
H(z)= ~j0 oy~ 52 2 < 0
(z—re™ ") (z—-re’) z°—-2zrcos@+r : 0 2

0.2

14+r?—2rcosé
avec K= oal

4 -0.6[-
0.8 %
0=(f /f)x360° et r=1— A af

r r r r r
-1 -0.5 0 0.5 1
e Real Part

v’ Le caractére passe-bas est renforcé en complétantl’ensemble des zéros par autant de
zéros que possible en z=-1 tout en conservant a H(z) son caractere propre (degré du
numérateur égal au degré du dénominateur.

v On ajuste le coefficient K pour obtenir un gain unitaire a z= 1 pour un passe-bas.
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I1l. Méethode des poles et zéros

Passe-bas de second ordre

K(z+1)(z+1) K(z®+2z+1)
H(2) = ~jo oy 2 2
(z—re ) z-re’) z°-2zrcos@+r
14+r*—2rcosé
avec K =

4
0=(f /f)x360° et rzl—%n

e

Passe-haut de second ordre

Kz-D(z-1)  K(z°-2z+))
(z—re ) z-re) z*-2zrcos@+r’

H(z) =

1+r%+2rcos@
4

avec K=
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I1l. Méethode des poles et zéros

Passe-bande de second ordre

K(z-)(z+1) K(z* -1)
(z—re ) (z-re’?) z°-2zrcos@+r’

H(z)=

210 _2rcos@el? +r2‘

p2i0 _1‘
Af3db
0= (f /f)x360° et r=1-—x

e

e
avec K=

Coupe-bande de second ordre

_K(z-e'")(z-¢e%) K(z*-2cosfz+1)
(z—re 1) (z—-re'?) 7z -2zrcos@+r?

H(z)

1+r?—2rcos®
2—2cosd

avec K =
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I1l. Méethode des poles et zéros

Exemple : Trouver, grace a la position des poOles et des zeros, la fonction de transfert et I'equation
de récurrence d’unfiltre numerique simple qui a les caractéristiques suivantes :

1.4

1k

0.8l L2p

" Fréquence de coupure : 50 Hz % .
= Largeurde bandea3 dB: + 10Hz s ool | ol
* Fréquence d’échantillonnage : 500Hz
6 =(f,/ f,)x360 =360°x50/500 = + 36 | S |
r = 1— % T = 0,937 - i _0.’5 Pa me(;Rée”e O'rs i 9 fé):so 160 L;)O fe:500HZ£)0 0
P YRS o360\, 4i36° _ -1, -2
H(2) = K(z-e'")(z—-¢"") _K (z—e " )(z—-e"") K 1-1,618z2"+z

T (z-re ) z-re’) " (-0.937¢ % )(z—0.937¢*)  1-15162"+0.878z

= AvecK =0,947~1 -2 y(n)~x(n)-1.618x(n-1)+x(n-2)+1.5161y(n-1)-0.878y(n-2)
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V. Méthodes Indirectes

Synthétiser un filtre numérique récursif a partir
d’un filtre analogique pris comme modele:

H.(p)=2 p=fct(z)2>H(z)

v |le filtre doit avoir une réponse impulsionnelle
ou indicielle imposée : ce sont les méthodes
de l'invariance impulsionnelle et de
I'invariance indicielle.

v le filtre doit avoir une réponse fréquentielle
entrant dans un gabarit donné : c'est la
transformation bilinéaire.
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Specification
Gabarit analogique

Normalisation

Gabarit normalisé 4@:&'6 du filtre

Approximation de H(p)

Types de filtre
HNU“n(p) (Butterworth, CI
Dénormalisation
H(p)

Filtrage numérique

Transformation
p=i(z)

invariance impulsionnelle,

bilinaaire

Filtrage analogique
I

Choix d’une structure
Rauch, Sallien-Key,
Biquadratique

1ebyshev,...)
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V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques

Pour concevoirun filtre analogique :

v Employer des filtres passifs en combinant résistances, condensateurs et/ou de bobines.

R

— M R |

Ve C—— eT C — TVS

https://les-electroniciens.com/sites/default/files/cours/filtrage analogique.pdf

v" Utiliser des filtres actifs comportant un élément amplificateur (transistor, AlL, etc.)

R2

— R2

C

[l C
1 Lo I N
R : )
T - A
+ ——

Faculté dElectronique et dInformatique, USTF i 10
http://perso.usthb.dz/~akourgli/ = 1//ressource.electron.free.fr/bts/cours/le-filtrage-actif-passif. pdf



https://les-electroniciens.com/sites/default/files/cours/filtrage_analogique.pdf
http://ressource.electron.free.fr/bts/cours/le-filtrage-actif-passif.pdf
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V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques
Remarques A :
v Filtres d'ordre N : Mise en cascade de filtres du premier et du deuxiéme ordre.

v’ Largeur de la zone de transition inversement proportionnelle au nbre de cellules (+N T
et +Af).

v’ Les filtres passe-bande ou coupe-bande (N= 2, 4, 6, ...) car ils sont formés de paires de
cellules : 2 RC ou RC+RL.
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V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques
Remarques B

A partir de quelques centaines de MHz, tous les composants (y compris les fils ou circuits
imprimés) ont des inductances et des capacités non négligeables a ces fréquences et font
parties du filtre = passe-bas.

v les filtres passifs (L,C, quartz, etc ;) sont utilisés pour les hautes fréquences

v les filtres actifs (R,C, ALI) utilisent des amplificateurs linéaires integrés (ALI) limités a
1Mhz ou les filtres a capacité commutés (R et C intégrés, ALl, Interrupteur commandé
MOS) ont des fréquences programmables (<10 Mhz)

v les filtres numériques sont limités a des fréquences < 100MHz
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V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques

Un ensemble de filtres analogiques testés et éprouvés pour leurs propriétés en termes de pente
d’atténuation et d’'ondulation dans la bande passante et atténuée

Butterworth Chebyshev type 1

Butterworth : Coupure peu raide mais gain constanten bande |
Passante, déphasage quasi linéaire 0%

— 0.8
0.6

Tchebychev (Chebyshev) :Raideur de coupure importante mais 04
N ondulations dans la bande passante (Cheb 1) ou atténuée (Cheb Il,,

= 0.6

= 04

- 02

0 1

| I
Chebyshev type 2

Cauer (dit aussi elliptiques) : Coupure extrémement raide mais
ondulations dans la bande passante et Atténuée.

08 - 08

0.6 - 0.6

Bessel : Retard de groupe presque constant mais mauvaise 04 |- - 04 -
sélectivité méme pour ordre élevé 02 - 02 |-
R ANe I Y
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V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques

Butterworth : la réponse d’amplitude est maximalement plate dans la bande passante et monotonement
décroissante a partir d'une certaine fréquence (fréguence de coupure)

1 1 snomi . >
_ _ Ordre du filtre |Dénominateur (le numérateur est a 1)
|H (a))| - 2N ‘H (a))‘ N 2N : s
@ ) 2 p +\/2p+1
1+ — 1+ —
& 3 (P*+p+1)(p+1)
a)C wC
4 (p*+1.8477p+1)(p>+0.7653p+1)
Aa Ap > 2
| 0% |Og((1010 ~1)/(10 _1)j 5 (p°+1.6180p+1)(p°+0.6180 p+1)(p+1)
0g|10° ~1 o 6 (p*+1.9318p+1)(p>+V2 p+1)(p>+0.5176p+1)
> - 2log(w, o)
2log(w, /) ar
Filtre de Butterworth
1.4 : : : : : :
N=1 3000 + « [
12r _f Ezfﬂ [ » '
N @ 2000 -
w, = ,/w,w, pulsation de coupure et g 3 IS o
Ap g _ 1000¢ - osl :
¢ =4/ 1010 — 1 Parametre de conception fixant |a 2 < * qd 5 | X
tolé dans la band te §, =1 — — H R BiL N (R S
olerance dans la bande passante =1- ® g x P E . o
1 Vi+ed = = 1000} o = osf *
E 2000 | y a7
3000 * e
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htto://www lirmm fr/~nouet/homenace/ndf files/SEA3-2 pdf


http://www.lirmm.fr/~nouet/homepage/pdf_files/SEA3-2.pdf

V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques

Tchebychev (Chebyshev) :Raideur de coupure importante mais ondulations dans la bande passante

(Chebyshev 1) ou atténuée (Chebyshev 2)
1
H(w) =

\/1+ £2T2 (”J
a)C

PICRNE

Aa
—1}—1 Iog{Z.lO 20

T (x)= cos[N.arcos(x)] pour 0<|x<1
"7 cosh[N.arcosh(x)] pour |x>1

BIE

N >

Aa
log \/(1010
|0g(a)a lo, + \/(a)a /wp)2 —1)

arcosh(x) =1In (x +/x2 — 1) x>1

Aa Ap
argcosh| \/ (10 —-1)/(10%° -1)

N >=
arg cosh(w, / ,)
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1

09

0.8

Wodule de la réponse en fréquence
o o ° o °

5%] [ [4;] o =

: . T

o

o -
T

o
=
T T

[=]

Ordre du filtre |[Dénominateur (le numérateur est & 1) c=
2 0.9070 p*+0.9956 p+1
3 (1.0058 p°+0.497 p+1)(2.023 p+1)
4 (1.0136 p°+0.2828 p+1)(3.5791 p*+2.4113 p+1)
[ A
/ 1010 _1] 5 (2.3293 p*+1.0911 p+1)(1.0118 p*+0.1610 p+1)(3.454p+1)
|Og(a)a lo, + \/(a)a /a)p)2 —1)
Filtre Ide Tchebylchevl 000 - >%
i N=1 X )
":: i o Ejo 2000} X
S - 1000 - 1 = >§<;¢‘
% ) ié;_ﬂ ___________ _ % 0fe---t-- eo@i ———————
% * : % B H xfg;
= 000t 1 =4 *‘
AN <
. -2000 - " 2
- i
e o 3000 W _3
. . . —ﬁ h,_ -2000  -1000 0 1000 A ll) 1
0.5 1 15 2 25 3 35 Real Part Real Part
Pulsatio mal




V. Méthodes Indirectes

Rappels sur les filtres analogiques

Filtre de Butterworth

Butterworth:

1

(o) -

I
+
)
N
TN
ESHES
N—
N
=2
Module de a réponse en fréquence

1 1 _- A
0 0.5 1 15 2

Tchebychev (Chebyshev) :
; - IIII\II I: i jl Filtre Il:IE! TE:hEble::hE!\u' | -
1+ 2212 -2 .
" o, ol
g_ 05
cos[N.arcos(x)] pour 0<x|<1 sl N
TulX)= cosh[N.arcosh(x)] pour |x>1 S o) Tl
) - 0.1 “ﬂ-.___ﬂi_‘_
UU U.IS ‘II = 1.L5 é 2J.5 é 3.8

Pulsation normalisée
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.
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”
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V. Méthodes Indirectes

Dénormalisation

H.(p) des filtres analogiques polyndmiaux (Butterworth, Tchebychev,Bessel, Cauer, etc.)
sont données pour des fréquences de coupure normalisées et uniguement pour des filtres
passe-bas

Spécification
Gabarit analogique

Passe-bas Passe-bande Normalisation
1{p o
p=pl/w - | =4+ A . N
A p - B Gabarit normalise Ordre du filtre
@, P
Approximation de H(p)
Passe-haut Coupe-bande

. Types de filtre
. HNOﬂn[ip) (Butterworth, Chebyshev, )
—w. | {1 p o, :
p - YA p P=|—= + Dénormalisation

B\ w, p

H(p)

|
Wp = WOpDpy ' '

Filtrage numeérique Filtrage analogique
|

B= (a)AZ - a)Al)

TIHI]S;‘{_)ESHHOH Choix d’une structure
Faculté dElectronique et dinformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz invariance impulsionnelle, RauBﬂill-uzitlil:irliey-. 17
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V. Méthode de I'invariance impulsionnelle

Ha(p) Filtre analogique connue = la réponse impulsionnelle désirée h,(t)
On échantillonne h,(t) = h(n).

h(n) = Fonction de transfert H(z) \/T/X ‘ T
| e | >
X(t) ] y(®) XDy H(z) | y(n)
X (f)=f.D X(f=nf.) = nm) =T hnT) e HE
: Filtre analogique Filtre numérique h,(nT.)=h,(t)];=n1e

H, (p)—=—h, () —==h(n) = T,h, ("T.) —2>H(2)

ou H@=T, Y Résidus( Ha(p)j

1—z el

pOlespideHa(p) p=pi

* Remarque : Nécessité de définir une fe (fréquence supposée nulle au-dela) = Non applicable aux
filtres passe haut ou coupe-bande (f,,,,est e donc on ne peut définir fe>2f,. .).

ax

Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 18
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V. Méthode de I'invariance impulsionnelle

Exemple 1: On veut synthétiser un filtre numérique passe-bas de pulsation ®_ qui possede

la méme réponse impulsionnelle qu'un filtre passe-bas analogique du ler ordre de
transmittance normalisée:

1
H __ L
1. On dénormalise H.(P)=Hy (P _,,.. 1 ,

“1+(plw) o +p

2. H,(p)——h () —==>h(n) =T,h,(nT,) —Z>H(2)

1 Z
@ — _ —nlew, — —
Ha( p) = -:i p ha (t) —_— a)ce tU (t) —) h(n) — Tea)ce T U (n) e H (Z) Tea)c l— e—Tea)CZ—l Tea)c Z . e—T(Ecz)C
L . H.(p) 1) 1 1)
Ou H(z)=T, Re&dus( 2 j =T, +w, c =T, c
@ poles pnzde: Ha(p) 1-z7%e"" o= pi (P ) P+ow, 1-2"" PTe 0= 1— 7 te @
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V. Méthode de l'invariance impulsionnelle

Exemple : On considere le filtre analogique d’ordre 3 associé a la fonction d’approximation
de Butterworth. Réaliser le filtre numérique passe-bas correspondant en utilisant la
méthode de linvariance impulsionnelle. La fréquence de coupure est f=1 kHz et la
fréquence d’échantillonnage f,=10 kHz.

Le filtre de Butterworth d’ordre 3 est formé “

de 2 cellules d’'ordre 1 et 2 1 T 1
1 D+ a “1—e-2Tz7!
P = o o )
) p+a T 1-e*®z7" cos(w,T,)
1.Dénormalisation . (p+af +a,’ * 1= 26 %7 % cos(a,T.) + ¢ 7 2
H(p) =
l+p/o,)l+plo, +(plo,)?) @y . e ™2 sin(,T,)
& (p + a)2 + a)02 *1-2e "z cos(w,T,) +e Tz
H
(P)= (o, + p)(a)2+a) D+p )
Faculté dElectronique et dInformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz 20
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V. Méthode de l'invariance impulsionnelle

, Te.H(z)
2. Décomposer e e

1 1
Te——ma
o° p+a l1-e-""z
H(p)=( P 210) e p+a T 1—e‘aTez‘1cos(a)0T)
PTONP+ B PT % (p+a)f +a “1-2e "z cos(w,T,) +e 24z
A Bp+C
H(p)=( N )+( 2+p e 0)20 : e ™z 'sin(w,T,)
P SRR (p+a)’ +a, *1-2e"z " cos(w,T,) +e "z
0
1, P
H _ c . c
(P) (p+w,) (p*+o,p+a?) NG
p+&—& @ p+a;C @ 320%
— c _ ¢ P _ @, _ 2 2 H(p)= > - + —=
H(p) = —— “ = @ ( ) e 2 N 2 2
(p+w,) 0, ) L0t (@.4p) (o) o P+, ( wj 3% 3( wj e
[p+2j +37 (p+2j +37 p+2 + 4 p+2 + 4

p, = -, =—20007 p2'3:—a)cli;/§1:—10007r(1i\/§j) Tep2,3=—1ooozz(1i\@j).1o4:-%(1¢£j)=—aijwo

_ g 710 -1 ~7110
H(2) =T, jﬂe T, 1—e "% cos(z+/3/10)z T e sin(z+/3/10)

z 1-2e ™" cos(z+/3/10)z7" +e°2%  ° "1-2e7" cos(zv/3/10)z 7 +e 7

-1
Faculte dElectronique et dinformatique, USTHB [akourgli@usthb.dz H(z)=x/5 1 — 0.781-0.6252
http://perso.usthb.dz/~akourgli/ 1-0.5335z" 1-1.25z2"'+0.5335272
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VI. Méthode de |la Transformation bilinéaire

Objectif : Faire coincider au mieux les domaines analogique et numérique

Filtre analogique H(p) = Filtre numérique H(z) avec z= e?¥Te= ePTe —p=[n(z)/Te.

Relation non linéaire entre les fréequences analogiques f, et les frequences numeériques f,
- Approximation de In(z) pour conserver le caractére polynomiale de H(z)

une approximation de In(z) par les séries de Laurent :

In(z) = 2 -z ), 112" 3+1 1-2" 5+ p:'”(z)z 21-z" _21z-1
1+t ) 3la+zt) sla+zt) T E— T T 1+2° T 241

e

. In(z) 2 el®_1 2 elwTe/2(glonTe/z _gmionT/2y 9 i gin(w, T./2)
P= 0, = = T 1 T T Loz aienT. )2 jonTe 12y T —
T, T,e'™e+1 T e ™"(e!™" +e ™) T, cos(w,T,/2)
2, (0T, 2 (xmfy
) a)A:_tg :—tg
2
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VI. Méthode de |la Transformation bilinéaire

v" A partir des spécifications du filtre numérique, calculer la pulsation analogique

2 @y T 2 7z f
”A:T—tg(—“zej:?tg[ fNj

v" Déterminer le gabarit du filtre analogique Hy(p) normalisée d'ordre n.

v" Dénormaliser le filtre en fonction de m, 2 H(p)

In(z) 21-z" 2z-1
T T 1+z% T,z+1

e

v H(p)>H(z)=H(p) ou
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VI. Méthode de |la Transformation bilinéaire

Remarque : Distorsion sur |'axe des fréquences

\ AN -
@\ T AN
a)A__tg( 2 ej:_tg( f J """"""""""""""""""""""" *

Te Te e

f - ) ; FEM ;:/2 g
a pente =1 : e ' -

/ (
4 1,12 £ .

O\

https://perso.esiee.fr/~venardo/doc/FiltresNumeriques.pdf
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VI. Méthode de |la Transformation bilinéaire

hmane. Fonarmdara

Exemple 1 : On désire concevoir un filtre passe-bas numérique de premier ordre a partir d'une
fonction de transfert d'un filtre RC dans le domaine continu (Hy(p)=1/(1+p)). La fréquence de

coupure désirée est f,=30 Hz et la fréquence d’échantillonnage est f,=150 Hz

2 0] Te 2 i f — _3 Z _3
v’ Calcul de W :T_tg(NTj = Ttg(fNj W) = T tg( c j =7 0.7265

e e e € €

2 0.7265
v Dé iser le filtre en fonctionde , > H(P)=7 By ki
enormaliserie Titre en tonction ae , _(1+ p) D+ 2
=plwy A +—0.7265
p=p P T
” 07265 0.7265(z +1) 0.7265(z +1)
. Z+ . L+
v D@ I H(z H -1 = : = -
Déterminer  H(2)=H(p), e 22-1 2 (1—1)+0.7265(z+1) 1.72652—0.2735
= =4 20.7265
T e
2 T f,
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VI. Méthode de |la Transformation bilinéaire

Exemple 2 : On désire réaliser un filtre numérique passe-bas du second ordre avec les

caractéristiques suivantes: fréquence de coupure f,= 500 Hz (gain de 1), fréquence
d'échantillonnage f.=5 kHz,

v Calcul de wA:TEtg(wN—R)zgtg[ljoio.szs

] 2 T, \10 ;
4
0.1075 0.10750," 1z 100
v Dé i H = ' =H(p)=H, (p=p/w,)= ' A = :
Denormaliser Hu(P)= 5 oze iy = P =Hu(p=plo) =5 s P, + @, 2 4

p’ +-0035p+_, 01056

{420'1056 0.1056
v’ Déterminer H@@)=H(p)|, z.1= : _ -

2 2
Tzt (22-1 +£0_035327_1+i0.1056 (Z_lj +O.035Z—_1+0.1056
T z+1) T T z+1 T/ z+1 z+1

€ €

2 2
H(z) = 0.1056(z +1) - 0.1056(z +1)

(z-1)° +0.035(z—1)(z+1)+0.1056(z +1f  1.14z° ~1.7888z +1.0706
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V. Filtrage Multi-Cadences
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