USTHB L2-ST Module : Vibrations & Ondes Mécaniques

Examen de Rattrapage (Janvier 2018)
Exercice 1 : 1DL libre (Spoints)

Un pendule est constitu¢ d’un disque plein (de moment d’inertie j, ::% MR?) et d’une masse m supposée

ponctuelle, fixée sur sa circonférence. Ce pendule peut tourner autour d’un axe (A ) fixe passant par le centre
O (figure ci-dessous). Il est reli¢ & un ressort de raideur k et & un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a. 5
A I’équilibre, la masse m étant a la verticale, le ressort est non déformé, on écarte

le pendule d’un angle 6y(petit) puis on I’abandonne sans vitesse initiale.

1/Ecrire le Lagrangien L et la fonction de dissipation D du systéme.

2/En déduire I’équation différentielle du mouvement en précisant

la pulsation propre w et le facteur d’amortissement & du systéme.

3/ Le mouvement observé du pendule étant vibratoire.

Ecrire I’expression de la réponse du systéme 8(t), puis calculer la valeur de la raideur ¢
du ressort k pour que la période des oscillations soit égale & 0.28 secondes.

On donne : a@ =110 N.s/m, M=5 kg, m=0.5 kg, R = 20 cm, g=10m/s’

Exercice 2 : 1DL forcé (5 points) Jo
La poulie de moment d’inertie /o, montrée ci-contre, est reliée & une masse ponctuelle m par
Iintermédiaire d’une tige de masse négligeable et 4 un amortisseur de coefficient
de frottement visqueux a. La masse m est reliée & un ressort de raideur k dont I’extrémité
est animée d’un mouvement sinusotdal S(t) = S, coswt.
1/ Monter que I’équation différentielle du mouvement s’écrit :

¥+ 28x% + wlx = wiS(t)
2/ Donner la réponse du systeme x(t), en régime permanent, en précisant I’expression
de I'amplitude X, a la résonance.
3/ Quelle valeur de a faudrait-il choisir pour que I’amplitude X, a la résonance soit égale & S, ?
On donne : J, = 2.5kg.m?, m=2 kg, R = 50 cm, g=10m/s*, k = 4000N /m

Exercice 3 : 2DL libres (5 points)

Une barre de longueur £ et de masse M reposant en son milieu sur un pivot
fixe est couplée a une masse ponctuelle m par I’intermédiaire d’un ressort K
de raideur K (voir figure ci-contre). La masse et la barre sont reliées a un bati e 3
fixe a I’aide de deux ressorts de méme raideur k. A I’équilibre, la barre est >
horizontale et les ressorts sont non déformés.

1. Etablir les équations différentielles du mouvement de vibrations de faible

kq

amplitude. On posera : x, = g@ « M=9m etk =k & 2

2. Déterminer les pulsations propres du systéme wg; et wg, en fonction de w, = ;nl

3. Calculer le rapport d’amplitudes dans le deuxiéme mode de vibration. En déduire les solutions x1(t) et x,(t)
dans ce méme mode.

Exercice 4 : 2DL forcés (5 points)
On étudie le systeme de la barre couplée & la masse ponctuelle, en régime forcé en tenant compte de
Pamortissement. La force sinusoidale F(t)=Fycoswmt, est appliqt’lée perpendiculairement, & Pextrémité de la
barre (voir figure ci-contre) avec M = 9m et K = k. '

1. Etablir les équations différentielles du mouvement pour les coordonnées x;(t)

S ? i z e
et xy(t), ol xy = s 0. En déduire les réponses x,(t) et xo(t) en régime permanent. A n
2. Quelle pulsation w faut-il choisir pour arréter le mouvement de la barre. e k
En déduire ’amplitude X, de vibration de la masse m.

. ’ . Ve , . . k
3. Dans le cas ou I’amortissement est négligé, déterminer la (les) pulsations :

de résonances. 7 7
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Exercice 1 : IDL libre (Spoints)

El 1/ Le Iagrangit:n 5'écrit

—U=2/of? + 'm-‘fzﬁ‘z —%kﬁ'zﬂz -m R%i D = naREEIE avec Jp = - MRZ
£y o G é) 63
T

5] 2/ Léquation de L.agrange dtant; & (%) -2 1 22 = 0 doi (o

2[k+mg/R] L y _  |2[k+mg/R] 4 (1]
B+ e 6+ ( }EI = Qavec : my = ’—+2m} et &= T
&3 6‘9 ORI
:‘ 3/ Le mouvement observé est vibratoire, le systéme étant amorti, la réponse 8(t) est alors pseudo-périodique :

Utilisant les conditions initiales (8(0) = &5, B(0) = 0) 8(1) = %E.;.E"‘“cﬂsl_'wnt + &) ol w, =/ wnz—ﬁz
a
=028 s,

€
. a e =1 42 X "i o
e 18.335 1 d’oll wy = ’T, +62 = 2897 rd/s @
[k+ma/A] M+zZm)-2
wd = —““F—{Mm] don k= ﬂ-‘-—-—“ﬁﬂ’- 2492 wmo

Exercice 2 : 1DL foreé (Spoints)

o @)x__c@ D

L=T-1U, =— +m k(s x}* D—-4|xx

I"équalion de Lagrange étant ) + —=0=F +—£g_——x +(I§—*—)'x = F)-S’D coswt @
aver::mu =H$+—m) E‘t5=%

2/ En régime permanent, la solution de l'équatiun différentielle est de la forme :
x(t) = Xgeos(wt + @) o : Xplw) = _E"EL“'— .

_JE{U -w2]‘+452mz

A la résonance, I"amplitude X;, est maximale, elle est obtenue 4 la pulsation  wp = /w? — 262 comme :
GJQSH ,
Xo(wg) = o5
o 3 fmg i Q
l ilEa’Sachant que Xy =Sp, nousavons: S§'—wisi+=L=0 &
Le discriminent de cette équation étant nul, la résolution dn:mnc L .,zi avec wy = 6& rd/s
e J
e By 4 !

Oré==< dol @ =3vZw, = 7746 N.s;’
Exercice 3 : 2DL libre (Spoints)

& (2 65" Go | G
2 VL =T= U = smx{ +~—xz—-i: x5 +xz}——l{(xz—x1]|

Prenant K = k, , les équations différentielles du mouvement pour x; et x; sont données par les équations de
Lagrange :



mx; + 2k,x; — k-lxz = D®

AJaLy  daL oD i R = &
ale) - te=0 (=12 & {Efz ¥ 2hyxy — kyx, = S M = 9m etay J:
2 |2/ Admettant des solutions particuliéres : x(t) = 4, cos{wt + $,), c€ systéme devient :
(2wf = w®)x; — wdx, = 0 \0aS
—awixy + (2wi — 3w?)x, =0 @
Le systéme admet une solution (x,, x3) si son déterminant est nul : o
Det = 3w* — Bwiw? + 3w} = 0 \25)
[)’oirles pulsations propres données par : wg, = i}.@mu et gy = 2.2 lﬁmﬂ!@

r -
JHSnch ue : =2 = M le rapport d’amplitudes complexes dans le 2iéme mode de vibration est donné
Ciad

3 X1 wj
par: R =—=0,215 d’o les solutions (x,, x;) dans ce méme mode :
X, = A cns(muzt+ d:l] et x; = -0,2154, rus{mnzr + ¢1_) =021 EAlmsl;th + @, +n) Y

Exercice 4 : 2DL foreé (Spoints)
R i e 1 o5
VL =smif + 3543 — < ky (xf + x3) — S K(xz — x,)? ,D=Eax§@

Les équations différentielles pour x, et x; :

d ydL dL. oD g S
ailam) ~an *an =0 St Hen k=0 G
ddL) dL+ﬂﬂ_ fﬁd(dL) dL+ﬂD_Fﬁ3 5 e Rk
(dé @ 0 Tz deae) day 0% m¥; +ak; + 2x; — ki = F (55)
En régime permanant et en notation complexe, les solutions s'écrivent :
x,(t) = X, e/ @ P ef 2, (£) = X,0/@+®2) ¢'o le systéme d’équations devient
(2w — 0)x; —wix, =0 o (1)
—wix, + (Emﬁ - 3w? +jm%) Xz =£ (2)@
_ (zwf-a?)

De I'équation (1} x, = b B remplagant dans (2) nous avons :
o

Z
i ‘“‘E""':h'g'3'32)(2'35'0’:}*'1“%{2@3‘@’] m cus({mt » ‘pl} @

xl{t) = —m;+(2-}1:—3m3)({22:%-—:lu=}]+fw£[2uﬁ—mz] %ms({m: ¥ q:lz}

_ (2af-w?)

‘15]2." de I'équation (1) sachant que: x R e &R voit que pour arréter le mouvement de la barre

i}

: - 203 -a?) 23y g i

{ x; = 0) il suffit que le mrm:iﬁ;':ft—s annule, ceci a lieu lorsque w —dZwu (anti-résonance).
o

Dans ce cas, I'amplitude X; = —2= @

muwg

A |3/ Dans le cas ol I'amortissement est négligé (a =~ 0), Les pulsations de résonance correspondent au maximum

des amplitudes X; et X; qui a lieu lorsque le dénominateur des amplitudes est g I(= 0). Ce dénominateur
correspond bien au déterminant du systéme qui peut aussi s’écrire sous la forme : ‘

—wj + (20§ — 3w?)(2w§ — w?)=3(w? - w};)(0? - wl,)
Do les pulsations de résonances correspondent aux pulsations propres du systéme, & savoir wg; = 0451w,

et wyz = 2.215wy (ﬁ--‘iﬁ:j E
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