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Exercice I (10 points)

Partie I- Dans le systdme reprdsentd sur Ia figure l_a,la
tige. de longueur L est sans masse. Son ,*tie*ite prui
osciller sans frottement autour d'un axe passant par O. La
masse m fixde d I'autre extrdmitd de ra tige 

"rt 
,ilid, e un Br

bdti Bz par un ressort de raideur ko. Le -f,i"u ar ru iig",J
relid par a un bdti fixe Br par un amortisseur de coeff,cient
de frottement visqueux o.
1- Etablir I'dquation du mouvement. Figure l-a
2- On suppose qu'au bout de 4 pseudos pdriodes, I'amplitude initiale de vibrations est diminude de 40%. si lapdriode des oscillations est 6gale 0,6 s, calculer le factiur d,amortissement 6.

Partie II- Le bdti Bz est maintenant soumis i un
d6placement horizontal sinusoidal (figure 1_b), son
d6placement est donnd par S(t) :So cos wt
1- Ecrire I'dquation du mouvement. Br

2-Donner I'expression de l'amplitude des oscillations en
fonction de w.

S(tp,Socos wt

Exercice 2 (10 points)

Partie I- Dans le systdme prdcddent. On remplace
I'amortisseur par un ressort de constante de

raideur kr et on insdre entre le ressort ko et le b6ti Br
82, un oscillateur constitud d'une masse M et un
ressort de constante de raideur kz, pour former un
systdme d deux degrds de libertd (figure 2-a).Le
mouvement de la masse M est repdrd par la
coordonnde xz,

1- En posant: m = M, kt: 4k, kz:2k, 
T:0, of Xl= L0; Monter que les dquations du mouvement

s'dcrivent: fmll 
+ lkt * ko(xt - xz) = o--- (mXr + Zla<z * ks(x2 - xr) = 0

2- Calculer les pulsations propres de ce systdme et dcrire les solutions gindrales xr(t)et xz(t).

Partie II- On applique une force sinusoidale

horizontale (F(t)= fo sin u4) sur la mase M (figure
2-b).

1- Etablir les 6quations du mouvent en xt er x2.
2- Donner Ie sch6ma dlectrique dquivalent. Br

Figure l-b
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Exercice 1 

Partie 1 : 

1)  𝐸𝑐 = 12𝑚𝑙2̇̇�̇�2     (0.5)           𝐸𝑝 = 12𝑘0𝑙2𝜃2 +𝑚𝑔 𝑙2𝜃2 (1)          𝐷 = 12𝛼 (𝑙2𝜃)2   (1)  𝐿 = 𝐸𝑐 − 𝐸𝑝 = 12𝑚𝑙2̇̇�̇�2 − 12(𝑘0𝑙2 +𝑚𝑔 𝑙2)𝜃2 

L’équation de Lagrange : 𝑑𝑑𝑡 (𝜕𝐿𝜕�̇�) − 𝜕𝐿𝜕𝜃 = −𝜕𝐷𝜕�̇�     (0.25) 
L’équation de mouvement : �̈� + 𝛼4𝑚 �̇� + (𝑘0𝑚 +𝑔𝑙 ) 𝜃 = 0   (1) 𝛿 = 𝛼8𝑚    (0.25)              𝜔0 = √𝑘0𝑚 + 𝑔𝑙     (0.25) 
  

2) Le décrément logarithmique  𝐷 = 1𝑛 ln (𝑋0𝑋𝑛)    𝑖𝑐𝑖   𝑛 = 4 →    𝐷 = 14 ln ( 100100 − 40) = 0.128  (1) 
Le facteur d’amortissement  𝛿 = 𝐷𝑇𝑎 = 0.1280.6 = 0.212 𝑠−1  (0.5) 

Partie 2 : 

1) L’amplitude des oscillations en régime permanent: 

 

      Système 1  (affiché dans le sujet) 

L’équation de Lagrange  𝑑𝑑𝑡 (𝜕𝐿𝜕�̇�) − 𝜕𝐿𝜕𝜃 = −𝜕𝐷𝜕�̇�    (0.25) 
 𝐸𝑐 = 12𝑚𝑙2̇̇�̇�2  (0.25)              𝐸𝑝 = 12𝑘1 (𝑙2𝜃)2 +𝑚𝑔 𝑙2𝜃2 + 12𝑘0(𝑙𝜃 − 𝑠)2 (1)    
 

     L’équation de mouvement : �̈� + ( 𝑘14𝑚 + 𝑘0𝑚 + 𝑔𝑙 )𝜃 = 𝑘0𝑠0𝑚𝑙 cos𝜔𝑡   (1)    𝜔0 = √ 𝑘14𝑚 + 𝑘0𝑚 + 𝑔𝑙   (0.5) 
 𝜃(𝑡) = 𝜃𝐻(𝑡) + 𝜃𝑝(𝑡)  𝜃𝐻(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔0𝑡 + 𝜙)   𝜔0: 𝑝𝑢𝑙𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑟𝑒          

 𝜃𝑝(𝑡) = Θ cos(𝜔𝑡 + Φ)   𝜔: 𝑝𝑢𝑙𝑠𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑′𝑒𝑥𝑐𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  

2) La solution  𝜃(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔0𝑡 + 𝜙) + 𝚯cos(𝜔𝑡 + 𝚽) (𝟎. 𝟓)    𝑎𝑣𝑒𝑐  𝚯 = 𝒌𝟎𝒔𝟎𝒎𝒍 . 𝟏(𝝎𝟎𝟐 −𝝎𝟐)   (𝟎. 𝟓) 
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Le système (2) (celui qui était prévu et communiqué à 

certaines sections lors de l’examen) 

 

1) L’équation de Lagrange  
 𝑑𝑑𝑡 (𝜕𝐿𝜕�̇�) − 𝜕𝐿𝜕𝜃 = −𝜕𝐷𝜕�̇�    (0.25) 
 

 

 𝐸𝑐 = 12𝑚𝑙2̇̇�̇�2  (0.25)             𝐸𝑝 = 𝑚𝑔 𝑙2𝜃2 + 12𝑘0(𝑙𝜃 − 𝑠)2 (1)      𝐷 = 12𝛼 (𝑙2 �̇�)2  (0.5)  
 

     L’équation de mouvement : 

 �̈� + 𝛼4𝑚 �̇� + (𝑘0𝑚 + 𝑔𝑙 )𝜃 = 𝑘0𝑠0𝑚𝑙 cos𝜔𝑡   (1) 
 

  𝜔0 = √𝑘0𝑚 + 𝑔𝑙   ,   𝛿 = 𝛼8𝑚   ∶    (0,5) 
 𝜃(𝑡) = 𝜃𝐻(𝑡) + 𝜃𝑝(𝑡)  𝜃𝐻(𝑡) = 𝐴𝑒−𝛿𝑡 cos(𝜔0𝑡 + 𝜙)  −→ 0  𝑒𝑛 𝑟é𝑔𝑖𝑚𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑎𝑛𝑒𝑛𝑡  𝜃𝑝(𝑡) = Θ cos(𝜔𝑡 +Φ)  
 

2) L’amplitude en régime permanent  𝜃(𝑡) = Θ cos(𝜔𝑡 + Φ) 
 𝑎𝑣𝑒𝑐  𝚯 = 𝒌𝟎𝒔𝟎𝒎𝒍 . 𝟏√(𝝎𝟎𝟐 −𝝎𝟐)𝟐 + 𝟒𝜹𝟐𝝎𝟐    (𝟎. 𝟓) 

             

 

Les deux traitements sont acceptés en correction  (ou l’un ou l’autre) 
 

Exercice 2 : 

 

Partie 1 : 

1) Les équations de mouvement 

 𝐸𝑐 = 12𝑚𝑙2̇̇�̇�2 + 12𝑀�̇�22   (0.5)           𝐸𝑝 = 12𝑘1 (𝑙2 𝜃)2 +𝑚𝑔 𝑙2𝜃2 + 12𝑘0(𝑙𝜃 − 𝑥2)2 + 12𝑘2𝑥22  (1) 𝑥1 = 𝑙𝜃      𝑘1 = 4𝑘      𝑘2 = 𝑘     𝑚𝑔𝑙 = 𝑘   𝑀 = 𝑚 
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 𝐸𝑐 = 12𝑚�̇�12 + 12𝑀�̇�22               𝐸𝑝 = 12𝑘14  𝑥12 + 12𝑚𝑔𝑙 𝑥12 + 12𝑘0(𝑥1 − 𝑥2)2 + 12𝑘2𝑥22 𝐸𝑐 = 12𝑚�̇�12 + 12𝑚�̇�22   (0.5)           𝐸𝑝 = 12𝑘 𝑥12 + 12𝑘𝑥12 + 12𝑘0(𝑥1 − 𝑥2)2 + 𝑘𝑥22 (1) 𝐿 = 12𝑚�̇�12 + 12𝑚�̇�22 − 𝑘 𝑥12 − 12𝑘0(𝑥1 − 𝑥2)2 − 𝑘𝑥22  
Les équations de mouvement :  

    { 
 𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕�̇�1) − 𝜕𝐿𝜕𝑥1 = 0𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕�̇�2) − 𝜕𝐿𝜕𝑥2 = 0 →   {

𝑚�̈�1 + 2𝑘𝑥1 + 𝑘0(𝑥1 − 𝑥2) = 0    (1)          (0.5)𝑚�̈�2 + 2𝑘𝑥2 + 𝑘0(𝑥2 − 𝑥1) = 0   (2)          (0.5)  

3) Les pulsations propres : 

Système symétrique ; on effectue le changement de variables {𝑋1 = 𝑥1 + 𝑥2𝑋2 = 𝑥1 − 𝑥2    (0.5)   

{  
  (1) + (2):      𝑚(�̈�1 + �̈�2) + 2𝑘(𝑥1 + 𝑥2) = 0 → 𝑋1 + 2𝑘𝑚 𝑋1 = 0  (0.5) →   𝝎𝟏 = √𝟐𝒌𝒎    (0.5)                                                     
(1) − (2):      𝑚(�̈�1 − �̈�2) + 2𝑘(𝑥1 − 𝑥2) + 2𝑘0(𝑥1 − 𝑥2) = 0 (0.5) → 𝑋2 + 2𝑘 + 2𝑘0𝑚 𝑋2 = 0 →  𝝎𝟐 = √𝟐𝒌 + 𝟐𝒌𝟎𝒎  (𝟎. 𝟓) 

 𝑋1 = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1)   𝑋2 = 𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
{𝑋1 = 𝑥1 + 𝑥2𝑋2 = 𝑥1 − 𝑥2 →  { 𝑥1 = 12 (𝑋1 + 𝑋2) = 12 (𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2))  (0.5) 𝑥2 == 12 (𝑋1 − 𝑋2) = 12 (𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) − 𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)) (0.5) 

Partie 2 : 

1) Les équations de mouvement :  

    { 
 𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕�̇�1) − 𝜕𝐿𝜕𝑥1 = 0𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕�̇�2) − 𝜕𝐿𝜕𝑥2 = 𝐹(𝑡) →    {

𝑚�̈�1 + 2𝑘𝑥1 + 𝑘0(𝑥1 − 𝑥2) = 0               (0.5)  𝑚�̈�2 + 2𝑘𝑥2 + 𝑘0(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹0 cos𝜔𝑡  (0.5) 
2) Les équations électriques    

{ 
 𝐿�̈�1 + 2𝑞1𝐶 + 1𝐶0 (𝑞1 − 𝑞2) = 0                  𝐿�̈�2 + 2𝐶 𝑞2 + 1𝐶0 (𝑞2 − 𝑞1) = 𝑒0 cos𝜔𝑡  (0.5)   

Système à 2DDL ; donc deux mailles 

Elément de couplage  𝐶0 

Le schéma   (1)   
L L 

C0 

C C 

e(t)=e0cosωt 

V1 V2 


