Exo3 : Pendule double
a) Les équations de mouvement

On se place dans I'approximation des petites oscillations et que
L=L=1l m=2m, m,=m
Nous rappelons que

|771| = 191 '|732r/1| = léz ¢ = (171;/73;/1) =0:—-0;

|U,| = |‘71 + 172r/1| = \/|171|2 + |172r/1|2 + 941 |772r/1|-505(¢)

1 241 2
T = SVt +5myv)

1 . 1 . . .
T = Emllzel2 + Emzlz[ef + 62 + 26,0, cos(6, — 6,)]
On prend cos(8; — 6,) = 1 car le terme contient 6,0, est déja au 2™ ordre.

Si on prend l'origine de I'énergie potentielle de gravitation au niveau du point O

2
U=-myglcos8, — myg (L cosf, +1lcosh,) , cos(0) =1-— 97

1 1
U= E(ml +m,)glo? + Englezz + Cste
L=T-U
1 22 1 242 1 42 . 1 , 1 )
L=5ml26f +5myl [0 + 6% + 26,0,] —E(m1 + m,)glo? —5maglo] — Cste
m=2m , my=m
3 L., 1 on A 3 , 1 )
L= Eml Ch +Eml 05 +ml-6,6, —Emgwl —Emglé?z — Cste
Appliquons les équations de Lagrange ; on obtient les équations du mouvement
3mli%6, + mi?6, + 3mgle, = 0
ml?6, + ml?6; + mglf, = 0
él + (1)(2)91 +§92 =0
92+w592+ él :O

()

ou (JJ(Z) = T
b) Les pulsations propres

Posons 6; = Acos(wt+ ¢) et 6, = Bcos(wt + ¢p)
On remplace dans les équations de mouvement, on obtient

1
(wg — w?)A - §w2B =0

—w?A+ (w3 —w?)B=0
La solution existe si le déterminant est nul, on obtient I'équation aux valeurs propres

1
(w — 22——(»4—0

On obtient

c) Les rapports d’amplitude

Les solutions s’écrivent donc de la fagcon suivante :
01 = Ajcos(wqt + ¢1) + Aycos(w,t + ¢y)
0, = Bycos(w it + ¢1) + Bycos(wyt + ;)



Au premier mode : w = w;
01 = Ajcos(wqt + ¢1)
0, = Bicos(wqt + ¢1)
on remplace dans le systéme (II)on obtient :

1
(w§ — A, — §w%B1 =0
—w?A; + (0§ — w?)B; =0

B,
= —=1/3
Aq V3

On trouve |y

Au second mode : w = w,
0, = A,cos(w,t + ¢3)
0, = Bycos(w, + ¢,)
on remplace dans le systeme (II)on obtient :

1
(w§ — w34, - §W%Bz =0
—w?A, + (0w — w3)B, =0

B,
= —= —/3
A, V3

On trouve |u,

D’ou les solutions sont :
0, = Ajcos(wqt + ¢1) + Aycos(wyt + ¢3)
0, = V3A; cos(wyt + ¢p1) — V3Aycos(wyt + ¢y)

ou A ,A,, 1, P, sont des constantes d'intégration déterminées a partir des conditions initiales



