
Exo3 : Pendule double  
a) Les équations de mouvement 

On se place dans l’approximation des petites oscillations et que  
𝑙1 = 𝑙2 = 𝑙      𝑚1 = 2𝑚 , 𝑚2 = 𝑚 

Nous rappelons que 

|�⃗�1| = 𝑙�̇�1  , |�⃗�2𝑟/1| = 𝑙�̇�2   , 𝜙 =   (𝑣1, �⃗�2𝑟/1)̂ = 𝜃1 − 𝜃2 

|�⃗�2| = |�⃗�1 + �⃗�2𝑟/1| = √|�⃗�1|2 + |�⃗�2𝑟/1|
2

+ |�⃗�1|. |�⃗�2𝑟/1|. cos (𝜙) 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑣1

2 +
1

2
𝑚2𝑣2

2 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑙2�̇�1

2 +
1

2
𝑚2𝑙2[�̇�1

2 + �̇�2
2 + 2�̇�1�̇�2 cos(𝜃1 − 𝜃2)] 

On prend cos(𝜃1 − 𝜃2) ≅ 1  𝑐𝑎𝑟 𝑙𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 �̇�1�̇�2 𝑒𝑠𝑡 𝑑é𝑗à 𝑎𝑢 2𝑛𝑑 𝑜𝑟𝑑𝑟𝑒. 
Si on prend l’origine de l’énergie potentielle de gravitation au niveau du point O 

𝑈 = −𝑚1𝑔 𝑙 cos 𝜃1 −  𝑚2𝑔 (𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃2)      ,          cos(𝜃) ≅ 1 −
𝜃2

2
 

𝑈 =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑙𝜃1

2 +
1

2
𝑚2𝑔𝑙𝜃2

2 + 𝐶𝑠𝑡𝑒  

𝐿 = 𝑇 − 𝑈  

𝐿 =
1

2
𝑚1𝑙2�̇�1

2 +
1

2
𝑚2𝑙2[�̇�1

2 + �̇�2
2 + 2�̇�1�̇�2] −

1

2
(𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑙𝜃1

2 −
1

2
𝑚2𝑔𝑙𝜃2

2 − 𝐶𝑠𝑡𝑒  

𝑚1 = 2𝑚     ,     𝑚2 = 𝑚    

𝐿 =
3

2
𝑚𝑙2�̇�1

2 +
1

2
𝑚𝑙2�̇�2

2 + 𝑚𝑙2�̇�1�̇�2 −
3

2
𝑚𝑔𝑙𝜃1

2 −
1

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2

2 − 𝐶𝑠𝑡𝑒 

Appliquons les équations de Lagrange ; on obtient les équations du mouvement 

{
3𝑚𝑙2�̈�1 + 𝑚𝑙2�̈�2 + 3𝑚𝑔𝑙𝜃1 = 0

𝑚𝑙2�̈�2 + 𝑚𝑙2�̈�1 + 𝑚𝑔𝑙𝜃2 = 0
 

{
�̈�1 + 𝜔0

2𝜃1 +
1

3
�̈�2 = 0

�̈�2 + 𝜔0
2𝜃2 +  �̈�1 = 0

        (II) 

𝑜ù   𝜔0
2 =

𝑔

𝑙
 

b) Les pulsations propres 

Posons      𝜃1 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)      𝑒𝑡    𝜃2 = 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙) 
On remplace dans les équations de mouvement, on obtient 

{
(𝜔0

2 − 𝜔2)𝐴 −
1

3
𝜔2𝐵 = 0

−𝜔2𝐴 + (𝜔0
2 − 𝜔2)𝐵 = 0

 

La solution existe si le déterminant est nul, on obtient l’équation aux valeurs propres 

(𝜔0
2 − 𝜔2)2 −

1

3
𝜔4 = 0  

𝑂𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡   𝜔1 = √
√3

√3 + 1
𝜔0 = √3 − √3

2
𝜔0  𝑒𝑡    𝜔2 = √

√3

√3 − 1
𝜔0 = √3 + √3

2
𝜔0  

 
c) Les rapports d’amplitude 

Les solutions s’écrivent donc de la façon suivante : 
𝜃1 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) +  𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
𝜃2 = 𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) +  𝐵2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 



Au premier mode : 𝜔 =  𝜔1 
𝜃1 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) 
𝜃2 = 𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) 

𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒 𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 (𝐼𝐼)𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 : 

{
(𝜔0

2 − 𝜔1
2)𝐴1 −

1

3
𝜔1

2𝐵1 = 0

−𝜔2𝐴1 + (𝜔0
2 − 𝜔1

2)𝐵1 = 0
 

𝑂𝑛 𝑡𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒     𝜇1 =
𝐵1

𝐴1
= √3  

 
Au second mode : 𝜔 =  𝜔2 

𝜃1 = 𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
𝜃2 = 𝐵2𝑐𝑜𝑠(𝜔2 + 𝜙2) 

𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑒 𝑠𝑦𝑠𝑡è𝑚𝑒 (𝐼𝐼)𝑜𝑛 𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡 : 

{
(𝜔0

2 − 𝜔2
2)𝐴2 −

1

3
𝜔2

2𝐵2 = 0

−𝜔2
2𝐴2 + (𝜔0

2 − 𝜔2
2)𝐵2 = 0

 

𝑂𝑛 𝑡𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒  𝜇2 =
𝐵2

𝐴2
=  −√3  

 
D’où les solutions sont : 

𝜃1 = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) +  𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

𝜃2 = √3𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) −  √3𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
 

𝑜𝑢 𝐴1 , 𝐴2, 𝜙1, 𝜙2 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛é𝑒𝑠 à 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑟 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠 
 


