Exo7 :
1°/Les équations différentielles régissant les petites oscillations
Aveck, =k, =k etM =2m
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T =5@my*+25]6
=m@y? +1%6%) , | =mi?

1 1 1
= ky? + kl?6? — klOy

L=T-U=m(y*+120%)— ky?—kl?6% + klOy

Les deux équations différentielles poury et 8
deviennent comme suit :
{iji + 2ky — klO =0
2ml%0 + 2k1?0 —kly =0

2°/ Les pulsations propres et les rapports d’amplitude

Cherchons les solutions sont de la forme
y = A, el@t+)
y = Ayei@t+9)
On obtient le systéme d’équation scalaire suivant :
{—Zma)zAl +2k A, —klA, =0
—2ml?w?A, + 2kl A, — klA,

{Z(k - ma)Z)Al - klAz =0
_kAl - Zl(k - m(l)z)Az =0

Pour qu’une solution non triviale existe pour ce systéme ; il faut que le déterminant soit nul.

2(k — mw?) —kl

0= 4k —mw?)? — k2 =0
—k 21(k — mw?) (k =ma®)

= 4m?w* — 8kmw? + 4k* —k* =0

Sionpose Q = w? ona4m?Q? —8kmQ+3k? =0
A = 16k*m? — 12k*m? = 4k*m?

= 2—l(k+5)
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Chacune des coordonnées y et 6 possedent deux composantes harmoniques w; et w-,
y = Aqg cos(wgt + 1) + Ag; cos(wat + )
0 = Ayq cos(wit + 1) + Ayy cos(wat + ¢y)

Ou Ai1,412,451, 45, ,0, et ¢p,sont des constantes.

Les pulsations propres sont donc

1°" mode d’oscillation : w = w1




Lorsque A4, 4,5 =0 on dit que le systeme oscille dans le premier mode (mode fondamental) et dans ce cas :
y = A cos(wgt + ¢y)
9 == A21 COS(wlt + ¢1)

2"mode d’oscillation : w = w»

Et lorsque A;1,4,, =0 on dit que le systeme oscille dans le premier mode (mode fondamental) et dans ce cas :

y = Ajp cos(wyt + ¢y)
9 - AZZ COS(wzt + d)z)

Les rapports d’amplitudes :

Au premier mode : @ = w; remplagons dans le systeme d’équation nos obtenons
{Z(k - m(l)%)All - klA21 = 0
_kAll - Zl(k - ma)%)Au = 0

Au second mode : w = w, remplagons dans le systeme d’équation nos obtenons
{Z(k - m(l)%)Alz - klAZZ - O
_kA12 - Zl(k - mw%)Azz - 0
Ay 2k—2mw? 1

Le premiersysteme d’équation nous donne U = o = 7 1
11

Az k 1

Le deuxiéme systéeme d’équations nous donne = ==
¥ q e = = Slk—2mw?) !
Par suite nos deux solutions générales s’écrivent comme suit :

y = Ajpcos(wit + ) + Aq, cos(wyt + ¢y)
0 = u1Aqq cos(wqt + p1) + Az cos(w,t + ¢Py)

Ou A;1, 412,91 et Pp,sont des constantes d’intégration qui sont déterminées par les conditions initiales

3°/Les solutions généralesy(t) et 6(t).
Les solutions sont des combinaisons des deux modes propres

y(t) = Ay; cos(wyt + ¢p1) + Ajpcos(wt, + ¢y)
Aqq A
o(t) = e cos(wty + ¢p1) — - cos(wt, + ¢5)

Il'y a4inconnus a savoir A,,4,, ¢, et ui seront déterminés a I'aide des conditions initiales
1,42, 91 2



