
Exo7 : 

1°/Les équations différentielles régissant les petites oscillations 

Avec 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘    𝑒𝑡 𝑀 = 2𝑚  
 

𝑇 =
1

2
(2𝑚)�̇�2 + 2

1

2
𝐽�̇�2 

                = 𝑚(�̇�2 + 𝑙2�̇�2)   ,    𝐽 = 𝑚𝑙2 
 

𝑈 =
1

2
𝑘(𝑙𝜃2) +

1

2
𝑘𝑦2 +

1

2
𝑘(𝑦 − 𝑙𝜃)2 

= 𝑘𝑦2 + 𝑘𝑙2𝜃2 − 𝑘𝑙𝜃𝑦 
 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 = 𝑚(�̇�2 + 𝑙2�̇�2) −   𝑘𝑦2 − 𝑘𝑙2𝜃2 + 𝑘𝑙𝜃𝑦 

 
Les deux équations différentielles pour y et 𝜃 
deviennent comme suit : 

{
2𝑚�̈� + 2𝑘𝑦 − 𝑘𝑙𝜃           = 0

2𝑚𝑙2�̈� + 2𝑘𝑙2𝜃 − 𝑘𝑙𝑦   = 0
 

 

 
2°/ Les pulsations propres et les rapports d’amplitude 

Cherchons les solutions sont de la forme  

𝑦 = 𝐴1𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜙) 

𝑦 = 𝐴2𝑒𝑖(𝜔𝑡+𝜙) 
On obtient le système d’équation scalaire suivant : 

{
−2𝑚𝜔2𝐴1 + 2𝑘 𝐴1 − 𝑘𝑙𝐴2 = 0

−2𝑚𝑙2𝜔2𝐴2 + 2𝑘𝑙 𝐴2 − 𝑘𝑙𝐴1

 

 

{
2(𝑘 − 𝑚𝜔2)𝐴1 − 𝑘𝑙𝐴2    = 0

−𝑘𝐴1 − 2𝑙(𝑘 − 𝑚𝜔2)𝐴2 = 0
 

 
Pour qu’une solution non triviale existe pour ce système ; il faut que le déterminant soit nul. 
 

|
2(𝑘 − 𝑚𝜔2) −𝑘𝑙

−𝑘 2𝑙(𝑘 − 𝑚𝜔2)
| =0 ⇒ 4𝑙(𝑘 − 𝑚𝜔2)2 − 𝑘2𝑙 = 0 

 

⇒ 4𝑚2𝜔4 − 8𝑘𝑚𝜔2 + 4𝑘2 − 𝑘2 = 0 
 

Si on pose  =  𝜔2   𝑜𝑛 𝑎 4𝑚22 − 8𝑘𝑚+ 3𝑘2 = 0  
Δ = 16𝑘2𝑚2 − 12𝑘2𝑚2  = 4𝑘2𝑚2 

 

⇒ 𝜔2 =
1

𝑚
(𝑘 ±

𝑘

2
)  

Les pulsations propres sont donc 

⇒ 𝜔1 = √
𝑘

2𝑚
    ,   𝜔2 = √

3𝑘

2𝑚
 

Chacune des coordonnées y et  possèdent deux composantes harmoniques 𝜔1 𝑒𝑡 𝜔2 
𝑦 = 𝐴11 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴12 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
𝜃 = 𝐴21 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴22 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

Ou 𝐴11, 𝐴12 , 𝐴21, 𝐴22 , 𝜙1 𝑒𝑡 𝜙2sont des constantes. 
 
1er mode d’oscillation : 𝜔 = 𝜔1 



Lorsque 𝐴12, 𝐴22 =0  on dit que le système oscille dans le premier mode (mode fondamental) et dans ce cas :  
𝑦 = 𝐴11 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) 
𝜃 = 𝐴21 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) 

2ndmode d’oscillation : 𝜔 = 𝜔2 
 
Et lorsque 𝐴11, 𝐴21 =0  on dit que le système oscille dans le premier mode (mode fondamental) et dans ce cas :  

𝑦 = 𝐴12 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
𝜃 = 𝐴22 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

 
Les rapports d’amplitudes : 
 

Au premier mode : 𝜔 = 𝜔1 remplaçons dans le système d’équation nos obtenons  

{
2(𝑘 − 𝑚𝜔1

2)𝐴11 − 𝑘𝑙𝐴21    = 0

−𝑘𝐴11 − 2𝑙(𝑘 − 𝑚𝜔2
2)𝐴21 = 0

 

 

Au second mode : 𝜔 = 𝜔2 remplaçons dans le système d’équation nos obtenons  

{
2(𝑘 − 𝑚𝜔1

2)𝐴12 − 𝑘𝑙𝐴22    = 0

−𝑘𝐴12 − 2𝑙(𝑘 − 𝑚𝜔2
2)𝐴22 = 0

 

 

Le premiersystème d’équation nous donne 𝜇1 =
𝐴21

𝐴11
=

2𝑘−2𝑚𝜔1
2

𝑘𝑙
=

1

𝑙
 

Le deuxième système d’équations nous donne   𝜇2 =
𝐴22

𝐴12
=

𝑘

2𝑙(𝑘−2𝑚𝜔2
2)

= −
1

𝑙
 

 
 
 
Par suite nos deux solutions générales s’écrivent comme suit : 
 

𝑦 = 𝐴11 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴12 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
𝜃 = 𝜇1𝐴11 cos( 𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝜇2𝐴12 cos( 𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

 
Ou 𝐴11, 𝐴12 , 𝜙1 𝑒𝑡 𝜙2sont des constantes d’intégration qui sont déterminées par les conditions initiales 
 
 

3°/Les solutions généralesy(t) 𝑒𝑡 θ(t). 

 
Les solutions sont des combinaisons des deux modes propres 

 

y(t) = 𝐴11 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴12cos (𝜔𝑡2 + 𝜙2) 

θ(t) =
𝐴11

𝑙
cos(𝜔𝑡1 + 𝜙1) −

𝐴12

𝑙
cos(𝜔𝑡2 + 𝜙2) 

Il y a 4 inconnus à savoir 𝐴1, 𝐴2, 𝜙1 𝑒𝑡 𝜙2   qui seront déterminés à l’aide des conditions initiales 
 


