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Contrôle continue (durée : 1h00) 
 

Exercice 1 : Oscillateur à 1DDL (11 pts.) 
 

Un système composé d’une masse m=100 g attaché à une ressort de raideur 2k et un amortisseur de 

constante d’amortissement α est soumis aux conditions initiales suivantes : 𝑥(0) = 0  𝑒𝑡  𝑥̇(0) = 1 𝑐𝑚. 𝑠−1 

pour évoluer librement ensuite.  

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Déterminer l’équation du mouvement et donner les expressions de la pulsation propre 𝜔0 et du 

facteur d’amortissement 𝛿.   
 

2.  Le système est dans le régime critique ou le retour à l’équilibre est le plus rapide.  

a) Quelle est la relation entre 𝜔0 𝑒𝑡 𝛿 et donner l’expression de la solution  𝑥(𝑡) dans ce cas. 

b) A l’aide des conditions initiales déterminer l’expression exacte de 𝑥(𝑡) 

c) Déterminer l’expression de 𝑡𝑚 ; l’instant pour laquelle le déplacement 𝑥(𝑡) est maximal en 

fonction de 𝛿. 

d) Trouver l’expression de la distance maximale de 𝑥(𝑡) qu’on appellera 𝑥𝑚 en fonction de 𝛿. 

e) La distance maximale 𝑥𝑚 a été estimée à 2 cm. Calculer 𝛿  et en déduire la valeur de 𝛼. 

f) Calculer la valeur de  𝜔0  puis la valeur k. 

3. On applique une force sinusoïdale 𝐹 = 𝐹0 cos𝜔𝑡 qui agira horizontalement sur la masse m. 

a) Réécrire l’équation de mouvement dans ce cas. 

b) Donner l’expression de la solution en régime permanent et donner, sans calculer, les 

expressions des différents paramètres.  
 

 

 

Exercice 2 : Oscillations libres 2DDL (9 pts)  
 

Deux masses m et 2m sont reliées par un ressort de raideur k. La première est relié à un bâti fixe à 

l'aide d'un ressort de raideur 2k et l’autre par un ressort de 

raideur k. L'ensemble peut se déplacer horizontalement sans 

frottement. 

Les déplacements par rapport aux positions d'équilibre des deux 

masses sont notés 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡).  
 

1. Etablir les équations différentielles du mouvement qui régissent les positions 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡).  

2. Trouver les deux pulsations propres 𝜔1 𝑒𝑡 𝜔2 du système en fonction de 𝜔0 = √
𝑘

𝑚
 et donner les 

expressions générales des solutions 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡).  
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SOLUTION 

Exercice 1 :  

1.  L’équation de mouvement  
• La fonction de Lagrange s’écrit alors :    𝐿 =

1

2
𝑚𝑥̇2 − 𝑘𝑥2   (𝟏)        

• La fonction de dissipation :    𝐷 =
1

2
𝛼𝑥̇2  (𝟎. 𝟓) 

• Equation de mouvement :     𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ + 2𝑘𝑥 = 0 →  𝑥̈ +
𝛼

𝑚
𝑥̇ +

2𝑘

𝑚
𝑥 = 0    (𝟏)  

• Pulsation propre : 𝜔0 = √
2𝑘

𝑚
      𝐹𝑎𝑐𝑡𝑒𝑢𝑟 𝑑′𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑠𝑠𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡:   𝛿 =

𝛼

2𝑚
   (𝟎. 𝟐𝟓 + 𝟎. 𝟐𝟓) 

 

2. Détermination de 𝜶  𝒆𝒕 𝒅𝒆 𝒌     

a) Régime critique obtenu lorsque 𝛿 = 𝜔0  𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑐𝑒 𝑐𝑎𝑠 𝑥(𝑡) = (𝑎𝑡 + 𝑏)𝑒
−𝛿𝑡        (0.5 + 0.5) 

b) 𝑥(0) = 0 → 𝑏 = 0  𝑒𝑡 𝑥̇(0) = 1 →   𝑎 = 1    𝑑𝑜𝑛𝑐  𝑥(𝑡) = 𝑡𝑒−𝛿𝑡              (1) 

c) La distance maximale est obtenue lorsque  𝑥̇(𝑡) = 0 → 𝑡 =
1

𝛿
          (1) 

d) 𝑥𝑚 = 𝑥(𝑡𝑚) =
1

𝛿𝑒
          (1) 

e) 𝑥𝑚 = 2 →
1

𝛿𝑒
= 2 →   𝛿 =

1

2𝑒
    comme   𝛿 =

𝛼

2𝑚
=

1

2𝑒
→ 𝛼 =

𝑚

𝑒
            (0.5 + 0.5) 

f) Or 𝛿 = 𝜔0 →
1

2𝑒
= √

2𝑘

𝑚
→ 𝑘 =

𝑚

8𝑒2
          (1) 

3. L’équation  de mouvement : on peut reprendre l'équation de mouvement précédente     

𝑥̈ + 𝛼𝑥̇ + 2𝑘𝑥 = 𝐹0 cos𝜔𝑡 →   𝑥̈ + 2𝛿𝑥̇ + 𝜔0
2𝑥 =

𝐹0
𝑚
 cos𝜔𝑡   (𝟐) 

 

4. En régime permanent ∶ (1) 

  x(t) = X sin (𝜔𝑡 + Φ) 

avec  Θ =
𝐹0/𝑚

√(𝜔0
2 −𝜔2)2 + 4 𝛿2𝜔2  

   et  Φ = atan(
−2𝛿𝜔

𝜔0
2 −𝜔2

)   

  

 

Exercice2 : 
1. Les équations de mouvement : 

• Energie potentielle :  𝐸𝑝 =
1

2
(2𝑘)𝑥1

2 +
1

2
𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

2 =
3

2
𝑘𝑥1

2 +
1

2
𝑘𝑥2

2 − 𝑘𝑥1𝑥2   (𝟏) 

• Energie cinétique :   𝐸𝑐 =
1

2
𝑚𝑥̇1

2 +
1

2
(2𝑚)𝑥̇2

2 =
1

2
𝑚𝑥̇1

2 +𝑚𝑥̇2
2   (𝟏) 

• La fonction de Lagrange s’écrit alors :   𝐿 =
1

2
𝑚𝑥̇1

2 +𝑚𝑥̇2
2 −

3

2
𝑘𝑥1

2 −
1

2
𝑘𝑥2

2 + 𝑘𝑥1𝑥2  

 

{
 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥1̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
) = 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥2̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
) = 0

→  {
𝑚𝑥̈1 + 3𝑘𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0
2𝑚𝑥̈2 + 𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥1 = 0  

   (𝟏 + 𝟏) 

2. On cherche des solutions du type sinusoïdal : 

 

{
𝑥1 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙1) →   𝑥1 = −𝜔

2𝑥1
𝑥2 = 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙2) → 𝑥2 = −𝜔

2𝑥2
  (𝟎. 𝟓) 
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Les équations de mouvement deviennent : (0.5 + 0.5) 

On divise les équations par m : 𝜔0 = √
𝑘

𝑚
 

{
(3𝑘 − 𝑚𝜔2)𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0 

(𝑘 − 2𝑚𝜔2)𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0
→ {

(3𝜔0
2 −𝜔2)𝑥1 −𝜔0

2𝑥2 = 0 

(𝜔0
2 − 2𝜔2)𝑥2 −𝜔0

2𝑥1 = 0
≡ {

(3𝜔0
2 −𝜔2)𝑥1 −𝜔0

2𝑥2 = 0

−𝜔0
2𝑥1 + (𝜔0

2 − 2𝜔2)𝑥2 = 0
 (𝐼) 

 

➢ Les pulsations propres : Ce système homogène qui n’a de solutions non nulles que si le déterminant est nul. 

 

(3𝜔0
2 −𝜔2)(𝜔0

2 − 2𝜔2) − (−𝜔0
2)(−𝜔0

2) = 0 

2𝜔4 − 7𝜔0
2𝜔2 + 2𝜔0

4 = 0 → Ω = 𝜔2 → 2Ω2 − 7𝜔0
2Ω+ 2𝜔0

4 = 0   (𝟎. 𝟓) 

 

𝜔1 =
√7 − √33

2
= 0.56𝜔0    𝑒𝑡   𝜔2 =

√7 + √33

2
= 1.78𝜔0   (0.5 + 0.5) 

 

➢ Les solutions générales s’écrivent donc grâce au principe de superposition comme suit :  

 
𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)   (𝟎. 𝟓)

𝑥2 = 𝐵1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)  (𝟎. 𝟓)
 

 


