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Contrôle continu (durée : 1h00) 
 

Exercice 1 : Système libre 1ddl amorti  (7.5) 

 

Un oscillateur 1ddl libre amorti possède les quantités physiques suivantes. 

𝐸𝑐 =
1

2
𝑎�̇�2  ,   𝐸𝑝 =

1

2
𝑏𝑞2  ,   𝐷 =

1

2
𝑐�̇�2 

1. Déterminer l’équation de mouvement en fonction de la variable généralisée q.  

2. Exprimer la pulsation propre 𝜔0 et le facteur d’amortissement 𝛿 en fonction de a, b et c. 

3. Choisir un des trois systèmes suivants et déterminer les expressions de a, b et c. 

 

4. En déduire les expressions de 𝜔0  𝑒𝑡 𝛿 pour l’oscillateur choisi. 

5. L’amplitude des oscillations observées lorsque l’oscillateur évolue librement diminue de 20% 

pendant une période. Si la pseudo-période mesurée est  𝑇𝑎 = 1𝑠 en déduire les valeurs de 𝜔0  𝑒𝑡 𝛿.   

     

Exercice 2 : Système libre non amorti à 2 DDL (7.5) 

 

 Deux masses identiques sont reliées comme sur la figure ci-après par des ressorts identiques sans 

masses de raideur k. L'ensemble peut se déplacer horizontalement sans frottement. 

Les déplacements par rapport aux positions d'équilibre des deux masses sont notés 𝑥1(𝑡) et 𝑥2 (𝑡).  

 

1. En utilisant le formalisme de Lagrange établir 

les équations différentielles de mouvement qui 

régissent les positions 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡) des deux 

masses.  

2. Trouver les deux pulsations propres 𝜔1 𝑒𝑡 𝜔2 du système en fonction de 𝜔0 = √
𝑘

𝑚
.  

3. Déterminer les rapports d’amplitudes et en déduire les expressions générales de 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡). 

( 4 : Question bonus) 

4. On suppose que 𝑥1(0)=1cm,  𝑥2(0)=−1cm,  �̇�1(0)=0 𝑒𝑡 �̇�2(0)=0, trouver les expressions de 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡).  
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SOLUTION 

Exercice 1 : 

1. C’est un oscillateur amorti à 1 DDL donc : (1) 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑞
) = −(

𝜕𝐷

𝜕�̇�
)  𝑎𝑣𝑒𝑐  𝐿 =

1

2
𝑎�̇�2 −

1

2
𝑏𝑞2    𝑒𝑡   ,   𝐷 =

1

2
𝑐�̇�2  

𝑎�̈� + 𝑐�̇� + 𝑏𝑞 = 0 →  �̈� +
𝑐

𝑎
�̇� +

𝑏

𝑎
𝑞 = 0 

2. C’est l’équation d’un système amorti de la forme : �̈� + 2𝛿�̇� + 𝜔0
2𝑞 = 0    avec :    (0.5 + 0.5) 

𝜔0 = √
𝑏

𝑎
   𝑒𝑡  𝛿 =

𝑐

2𝑎
 

3. Système (a) : (1 + 1 + 1) 

 

4. 𝜔0 = √
𝑏

𝑎
   𝑒𝑡  𝛿 =

𝑐

2𝑎
   (0.75 + 0.75) 

 

5. (0.5 + 0.5) 𝐷 = ln (
100%

100%−20%
) = 0.22 = 𝛿𝑇𝑎 → 𝛿 =

𝐷

𝑇𝑎
= 0.22 𝑠−1  𝑜𝑟  𝜔0 = √𝜔𝑎

2 + 𝛿2 = √(
2𝜋

𝑇𝑎
)
2
+ 𝛿2 =

6.28 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1  

 

Exercice2 : 

 

1. 𝐿 =
1

2
𝑚�̇�1

2 +
1

2
𝑚�̇�2

2 −
1

2
𝑘𝑥1

2 −
1

2
𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

2          (0.5 +0.5 + 0.5) 

{
 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥1̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑥1
) = 0

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝑥2̇
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑥2
) = 0

→  {
𝑚�̈�1 + 2𝑘𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0
𝑚�̈�2 + 𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥1 = 0

 

2. On cherche des solutions du type sinusoïdal : {
𝑥1 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙1) →   𝑥1 = −𝜔

2𝑥1
𝑥2 = 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙2) → 𝑥2 = −𝜔

2𝑥2
  ( 0.5) 

Les équations de mvt deviennent : (0.5 + 0.5 + 0.5) 

système 𝑎 𝑏 𝑐 
(a) 𝒎(𝑹𝟐 + 𝒍𝟐) 𝒌𝑹𝟐 +𝒎𝒈𝒍 𝜶𝑹𝟐 

(b) 

𝟑

𝟐
𝒎𝑹𝟐 

 
𝒌𝑹𝟐 𝟒𝜶𝑹𝟐 

(c) 
𝒎𝒍𝟐

𝟑
 𝒌𝒍𝟐 𝜶𝒍𝟐 

système 𝜔0 𝛿 
(a) 

√
𝑘𝑅2 +𝑚𝑔𝑙

𝑚(𝑅2 + 𝑙2)
 

𝛼𝑅2

2𝑚(𝑅2 + 𝑙2)
 

(b) 

√
2𝑘

3𝑚
 

4𝛼

3𝑚
 

(c) 

√
3𝑘

𝑚
 

3𝛼

2𝑚
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{
(2𝑘 − 𝑚𝜔2)𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0 

(𝑘 − 𝑚𝜔2)𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 0
→ {

(2𝜔0
2 −𝑚𝜔2)𝑥1 −𝜔0

2𝑥2 = 0 

(𝜔0
2 −𝑚𝜔2)𝑥2 −𝜔0

2𝑥1 = 0
≡ {

(2𝜔0
2 −𝜔2)𝑥1 −𝜔0

2𝑥2 = 0

−𝜔0
2𝑥1 + (𝜔0

2 −𝜔2)𝑥2 = 0
 (𝐼) 

 

C’est un système homogène qui n’a de solutions non nul que si le déterminant est nul. (0.5) 

 

(2𝜔0
2 −𝜔2)(𝜔0

2 −𝜔2) − (−𝜔0
2)(−𝜔0

2) = 0 

𝜔4 − 3𝜔0
2𝜔2 +𝜔0

2 = 0 → Ω = 𝜔2 → Ω2 − 3𝜔0
2Ω+𝜔0

2 = 0 

Qui a pour solution Ω1,2 = (3 ± √5)𝜔0
2  𝑑′𝑜𝑢  𝜔1,2 = √(3 ± √5) 𝜔0 → 𝜔1 = 0.76𝜔0 𝑒𝑡 𝜔2 = 5.24𝜔0 (0.5 +0.5) 

Donc cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1)  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙1)  𝑒𝑠𝑡 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛  

3. Les solutions générales s’écrivent donc grâce au principe de superposition comme suit :  (0.5) 
𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2)

𝑥2 = 𝐵1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵2cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2)
 

Les 6 constantes𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝜙1  𝑒𝑡  𝜙2 𝑝𝑒𝑢𝑣𝑒𝑛𝑡 ê𝑡𝑟𝑒 𝑟é𝑑𝑢𝑖𝑡𝑒𝑠 à 4 𝑔𝑟â𝑐𝑒 𝑎𝑢𝑥 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡𝑠 𝑑
′𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒𝑠. 

 

Du système (I) on déduit 

𝑥2
𝑥1
=
(2𝜔0

2 −𝜔2)

𝜔0
2 = 2 −

𝜔2

𝜔0
2 

 Lorsque 𝜔 = 𝜔1 → 1𝑒𝑟 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 → 𝑥1=𝐴1 cos(𝜔1𝑡+𝜙1)

𝑥2=𝐵1 cos(𝜔1𝑡+𝜙1)
  (0.5) 

  Dans ce cas  μ1 =
𝑥2
𝑥1
=
𝐵1
𝐴1
= 2 −

𝜔1
2

𝜔0
2 = 2 − (3 − √5) = (−1 + √5) = 1.24 

 Lorsque 𝜔 = 𝜔1 → 2𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 → 𝑥1=𝐴2 cos(𝜔2𝑡+𝜙2)

𝑥2=𝐵2 cos(𝜔2𝑡+𝜙2)
   (0.5) 

  Dans ce cas  μ2 =
𝑥2
𝑥1
=
𝐵2
𝐴2
= 2 −

𝜔2
2

𝜔0
2 = 2 − (3 + √5) = −(1 + √5) = −3.24 

D’où les solutions générales s’écrivent : (0.5 + 0.5) 

𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2)

𝑥2 = 1.24𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) − 3.24𝐴2cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2)
 

4.   (0.5 + 0.5 + 0.5 + 0.5) 

𝑥1(0) = 1

𝑥2(0) = −1 
→  

𝐴1 cos𝜙1 + 𝐴2 cos𝜙2 = 1                  (1)

𝜇1𝐴1 cos𝜙1 + 𝜇2𝐴2 cos𝜙2 = −1      (2)
 

 
�̇�1(0) = 0

�̇�2(0) = 0 
→  
𝐴1𝜔1 sin𝜙1 + 𝐴2𝜔2 sin𝜙2 = 0                  (3)

𝜇1𝐴1𝜔1 sin𝜙1 + 𝜇2𝐴2𝜔2 sin𝜙2 = 0      (4)
 

 

𝜇2(1) − (2) = (𝜇2 − 𝜇1)𝐴1 cos𝜙1 = 2         (5)  

 

𝜇1 (1) − (2) = (𝜇1 − 𝜇2)𝐴2 cos𝜙2 = 2         (6)  

 

𝜇2(3) − (4) = (𝜇2 − 𝜇1)𝜔1𝐴1 sin𝜙1 = 0         (7)  

 

𝜇1 (1) − (2) = (𝜇1 − 𝜇2)𝐴2𝜔2 sin𝜙2 = 0         (8)  

De (7) et (8) on déduit 𝜙1 = 𝜙2 = 0 

On remplace dans (5) et (6) on trouve 𝐴1 =
2

𝜇2−𝜇1
= 0.45     𝑒𝑡   𝐴2 =

2

𝜇1−𝜇2
= −0.45 

D’où les solutions s’écrivent  
𝑥1 = 0.45 cos 𝜔1𝑡 − 0.45 cos 𝜔2𝑡

𝑥2 = 0.55 cos𝜔1𝑡 − 1.46 cos 𝜔2𝑡
 


