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Chapitre 2 : Systemes oscillatoires forcés a un degré de liberté

Introduction

» Une oscillation forcée contenant un amortissement ou non est une oscillation entretenue par une force externe
» Dans ce chapitre nous nous limiterons a traiter le cas d’une force sinusoidale.

» La forme générale de I’équation de mouvement d’un oscillateur forcé est obtenue en traitant un exemple simple.

Equation de mouvement

F=Focoswt
» w: La pulsation d’excitation de la force. o~
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mx + ax + kx = F.cos wt cette équation peut s'écrire sous la forme:
%+ 26% + wix = A t: 6=— K et 4, =10 0
X X + wgx = Ay cos wt : =—, = |— e =—
0 0 2m @o m ° 7 m
La solution de cette équation différentielle s’écrit comme : X(t) = x(t) + x,(t) ou:
xy : estla solution de 1'équation homogene: ¥ + 26x% + wix = 0
Xy ¢ est de la méme forme que le second membre. x,(t) = X cos(wt + @)
-0 52—
Cie R wo + Cre e (si & > wg)
x(t) =4 (Cy + Cyt)e 0t (si 6 = wy) +  Xcos(wt+ ®)
Ae Ot sin(wgt + @), wa= |wZ— 62 (sid < wy)
Les constantes €y, C,, A et ¢ sont des constantes
determinees a partir de conditions initiales de x(t) et les X(t)
deux nouvelles constantes X et @ sont déterminés par le fait i .o i
xp(®) +x,(0) 1 xp(D) régime permanent

que x,, (la solution particuliere) est solution de (1).

Nous savons du chapitre 1 que les trois solutions possibles
de I’équation homogéne tendent vers 0 lorsque t tend vers
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Pratiquement, lorsque t > 5 on considére que ’oscillation
est en régime permanant x, (t)
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x(t) = X cos(wt + ®) régime transitoire
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Détermination de X et ®
Utilison les nombes complexes :

Tout nombre complexe peut s’écrire sous une des forme suivantes :

z=re? Forme exponentielle
=r(cos¢ + ising) Forme trigonométrique
=a+ib Forme algebrique

r=+a%+ b?% :sonmodule

a _ b b _1(b
cosqb:; et51nq>:;—> tanq5=a—>¢=tan (E) : son argument

Propriétes :
» Pourtoutnombreréélona:b=0—-z=a—-> r=a et ¢p=0
> Pour tout nombre complexe sous forme z = j—; = :Z—i:t = :—:e"(‘f’l“ﬁz) , = :—i et =d, — ¢,
La méthode des nombres complexes consiste a associer a x(t) = Xcos(wt + @) le nombre complexe correspondant
x(t) = X(cos(wt + ) +isin(wt + ®)) = X e“@*®  de facon ace que x(t) =R(x(t))
7(t) = X el@t+®) = xpi®plot — ¥ olot gpoc X = Xel®
Nos deux constantes X et @ sont le module et I’argument du nombre complexe X .
¥=Xe® 5 x=iwkewt, x=-w?Xe®t
On remplace dans () et on trouve :
—w?X &9t + 25 (iw)X et + wiX et = A, eit
Apres simplification on trouve 1’équation :
(w§ — w? + 2iwd)X = Ay, d'ou X =
Ag
V(¢ — w?2)? + 40252

Ag
(wg — w?) +i(2wd)

le module X = |X| =

, _ _1[ 2wé
l'argument ® = Arg(X) = —tan™" ( ———
Wi — w

A retenir :

L’équation différentielle ¥ + 26x + w3x = Ay cos wt a pour solution x(t) = xy(t) + X cos(wt + ®)

En régime permanent (t > 3571)
x(t) = X cos(wt + ®)

Avec

A 2w0
0 et ® = —tan~! <L>

X = > >
V(¢ — w?2)? + 40252 Wy — W

Comme le régime transitoire est tres bref en général, le régime permanent est le plus intéressant a
considérer habituellement.
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Remarques :
» Les deux constantes X et @ (amplitude et déphasage de la solution permanente) dépendent de la pulsation
d’excitation w de la force.
» Si la forme du second membre était un sin wt on peut vérifier aisément qu’on aurait I’expression de
x(t) = X sin(wt + @) pour les méme expressions de X et .

Equivalence électrique - mécanique

Dans un circuit électrique RLC forcé (e(t) = e sin wt ) I’équation
différentielle décrivant I’évolution de la charge q(t) est la suivante :

WLRZI—

J

Vi + Ve + Ve =e(t) > Li+Rq+-q = egsinwt | <

En remplacant g = CV, dans I’équation on obtient : -
LCV, + RCV, + V. = ey sinwt > 1, +§VC + =V, = f—gsinwt

V. + 26V, + wiV, = wiepsinwt avecd == |, wy =— et A, = wie,

2L VLT
De point de vue mathématique cette derniére équation est identique a 1I’équation (I)
Etudier I’évolution de x(t) dans un systéme mécanique revient a étudier I’évolution de V,(t) en un circuit électrique RLC.

De méme on peut écrire la solution en régime permanent :

V.(t) = Vysin(wt + @)

V(@) w3eqy ¢ tan(é) 28w
avec Vy(w) = et tan(¢p) = ————
° V(¢ — w?2)?2 + 26w)? w§ — w?

On peut ainsi, dresser un tableau d’équivalence entre les parameétres électriques et mécaniques :

Mécanique Electrique
Paramétre Symbole Paramétre Symbole
Masse (Kg) m Inductance d’une bobine L (Henry)
Constante d’amortissement (N. M~1.S) a Résistance R (2 ohm)
Constante de raideur (N.M™1) k Capacité d’un condensateur ~ 1/C ( C en Farad)
La force ( Newton) F(t) Tension d’un générateur e(t) (Volt)
La coordonnée ( Metre) x(t) Tension d’un condensateur Ve (Volt)
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Etude de la variation de V() B S VA ‘ ‘

Vo (wﬂﬁ |

05

On peut simplement voir que :

Lorsque o tend vers I’infini alors Vo (@) tend vers 0

04

Lorsque @ =0 alors Vo(®) =0

03
(U(Z)eo

V(@¢ — w?)? + 4(6w)? 02f
Voyon si Vo(®) a un maximum : soit

wie,
VO((U) = \/m

. . « . 0 50 100 150
Si Vo(®) est maximum alors f(®) est minimum pour cela Lab d 4B
calculons f'(®)=0 a bande passante a-

f'(w) = 2((w¢ — 0?)(—2w) + 88%w = 0

Vo(w) =

0.1
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—4w((w3 — w? +25%)=0

La solution atceptée est: wgp = /w% — 282

A retenir : Lorsque fait varier la pulsation (ou la fréquence) d’excitation, I’amplitude du signal passe par maximum pour
une pulsation w = wg : ¢’st le phénomeéne de résonnance.

» Le phénoméne de résonnance n’est observé que si la condition d’existance suivante est vérifiée:

wd—262>20- &< ©o
N
» Labande passante a -3db est définie comme B = Aw = w, — w, de telle sorte que Vy(w,) = Vy(w,) = Im

vz
» Pour les faibles amortissemnts, les approximations suivantes sont tres pratiques B = Aw = 26 et wy = w,

Facteur de qualité

Le facteur de qualité est défini comme suit :

Wo  Wo
Q=Aw~25 Aw = wy, — wq
En utilisant une variable r = wi et le facteur de qualité Q, I’expression de V, devient :
0
€o eoQ 4 .
Vo(r) = = (onmet en facteur wg de la racine)
2 JO2(1—r2)2 412
(1 - r2)2 + W
, Wk w§— 287 1
dans ce cas ,pour w = wg etdonc rf = — = =1-

wé wé 2Q?
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__ L
4Q2

1
- Vi, =Vo(rg) = ——= = Qe (sion négligell—Q2 devant 1)

Remarques :

» Au fur et a mesure que le facteur de qualité est grand la résonnance est plus prononcée.
» Larésonnance n’existe que pour les petits amortissements en dessous de la valeur %

» A larésonnance, la tension aux bornes de C est la tension du générateur multipliée par Q
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