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a) Les équations de mouvement (2) 

{
𝑚𝑙2�̈�1 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘ℎ2)𝜃1 − 𝑘ℎ2𝜃2 = 0          (𝐼)

𝑚𝑙2�̈�2 + (𝑚𝑔𝑙 + 𝑘ℎ2)𝜃2 − 𝑘ℎ2𝜃1 = 0        (𝐼𝐼)
 

 
b) Les pulsations propres 

Recherche des solutions de type (0.5+0.5) 
𝜃1(𝑡) = 𝐴 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 
𝜃2(𝑡) = 𝐵 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 

Le déterminant (1) 

|
−𝜔2𝑚𝑙2 + 𝑚𝑔𝑙 + 𝑘ℎ2

−𝑘ℎ2
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| = 0  

Les pulsations propres (0.5+0.5) 
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La valeur H de h qui rend les pulsations maximale est H=l  (1) 

c) Les modes propres (1) 

  

cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1)     ,     cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

Les solutions générales (0.5+0.5) 

𝜃1(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵1cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

𝜃2(𝑡) = 𝐴2 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵2cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

d) Les rapports d’amplitude μ1 et μ2  

- On obtient  μ1 on supposant que lorsque le système oscille en premier mode (1) 

𝜔 = 𝜔1    =>       𝜃1(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1)  , 𝜃2(𝑡) = 𝐴2 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1)  

En remplaçant dans les équations (I) et (II) on trouve 

𝜇1 =
𝐴2

𝐴1
= 1     

- On obtient  μ2on supposant que lorsque le système oscille en deuxième mode (1) 

𝜔 = 𝜔1    =>       𝜃1(𝑡) = 𝐵1 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)  , 𝜃2(𝑡) = 𝐵2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)  

En remplaçant dans les équations (I) et (II) on trouve 

𝜇2 =
𝐵2

𝐵1
= −1     

Les solutions Θ1 et Θ2 s’écrivent alors : 

𝜃1(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵1cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

𝜃2(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) − 𝐵1cos (𝜔2𝑡 + 𝜙2) 
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1)  𝜃1(0) = 𝜃2(0) = 𝜃0,   �̇�1(0) = �̇�2 = 0 . 

𝐴1 cos(𝜙1) + 𝐵1cos (𝜙2) = 𝜃0 − − − − − − − −(1) 

𝐴2 cos(𝜙1) − 𝐵1cos (𝜙2) = 𝜃0 − − − − − − − −(2) 

𝜔1𝐴1 sin(𝜙1) + 𝜔2𝐵1 sin(𝜙2) = 0 − − − − − −(3) 

𝜔1𝐴2 sin(𝜙1) − 𝜔2𝐵1sin (𝜙2) = 0 − − − − − −(4) 

 

(1) + (2):      𝐴1 cos(𝜙1) =
𝜃0

2
− − − − − −(5) 

(1) − (2):      𝐵1 cos(𝜙2) =
𝜃0

2
− − − − − −(6) 

(3) + (4):      𝐴1 sin(𝜙1) = 0 − − − − − −(7) 
(3) − (4):      𝐵1 sin(𝜙1) = 0 − − − − − −(8) 

 

On fait : (0.5+0.5+0.5+0.5) 

(5)2 + (7)2 ∶       𝐴1 =  
𝜃0

2
    𝑑𝑒 (7) 𝜙1 = 0 

(6)2 + (8)2 ∶       𝐵1 =  0    𝑑𝑒 (6) 𝑒𝑡 (8) 𝜙2 𝑒𝑠𝑡 𝑟𝑒è𝑙 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑐𝑜𝑛𝑞𝑢𝑒 

Les solutions Θ1 et Θ2 s’écrivent alors :   
𝜃1(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) 

𝜃2(𝑡) = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) 
2) Commentaire :  (2) 

On s’aperçoit que le deuxième mode est absent dans les deux solutions. 

𝜃1(𝑡) 𝑒𝑡  𝜃2(𝑡) vibrent en phase au premier mode seulement.  

Graphiques (𝜃1(𝑡) 𝑒𝑡  𝜃2(𝑡)) : des cosinus simples.   

 

 

Corde vibrante : Modes propres (5 pt) 

1) 𝒚(𝒕) = 𝑦1 + 𝑦2(𝑡) = 𝐴𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) + 𝐴𝑠𝑖𝑛( 𝜔𝑡 + 𝑘𝑥 + 𝜙)  (1) 

𝑠𝑎𝑐ℎ𝑎𝑛𝑡 𝑞𝑢𝑒 cos(−𝛼) = cos(𝛼)     𝑜𝑛 𝑎 𝑦(𝑡) = 𝐴𝑐𝑜𝑠 ( 𝜔𝑡 +
𝜙

2
) cos (𝑘𝑥 +

𝜙

2
)        
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Θ1 et Θ2 
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2) Au point P (x=0) fixe.(1) 

𝑦(0) = 𝐴𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡 +  
𝜙

2
) cos (

𝜙

2
) = 0 𝑒𝑡 𝑐𝑒 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑖𝑡 𝑡 

𝑑𝑜𝑛𝑐 cos (
𝜙

2
) = 0   𝑐𝑒 𝑞𝑢𝑖 𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒 𝜙 = 𝜋  

3) Simplification (1) 

Sachant que  cos (𝜃 +
𝜋

2
) =  − sin(𝜃)  𝑑𝑜𝑛𝑐     𝑦(𝑡) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) sin(𝑘𝑥) 

4) (1+1) 

Pour les nœuds :  y(x, t) = 0 𝑞𝑢𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑖𝑡 𝑡 → sin(𝑘𝑥) = 0 →   𝑘𝑥 = 𝑛𝜋   𝑑′𝑜𝑢 𝑥 =
𝑛𝜆

2
 

 

Les ventres :  y(x, t) = 𝑦𝑚𝑎𝑥  𝑞𝑢𝑒𝑙𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑜𝑖𝑡 𝑡 → sin(𝑘𝑥) = 1 →   𝑘𝑥 = (2𝑛 + 1)𝜋   𝑑′𝑜𝑢 𝑥 =
(2𝑛+1)𝜆 

4
 


