Solutions des exercices de la série III - USTHB - 2013
Oscillations libres et forcées des systemes a deux degrés de liberté

Exo 4 :
A/ On considére la figure 1
1°)
1 1 . m(21)? 4
T=-Myi;+5J62 ,] = Z = —ml?
> yi + 2] N 17 ml ml
1 2 2
U=sklyi + (y1 — 16)7]

2

My, + k(2y, — 1§) =0
i Ory, =10 Figure (1) Figure (2)

4 .

§ml29 + kl?0 — kly, =0
4

igm}’z + ky, —ky; =0

2°) Calcul des pulsations propres w, et w, en fonctionde wy = \/% , M =2m
Onposey;(t) = A ej(wt+¢1)y2(t) = B el (@t+d2)

On obtient le systéme d’équations des deux inconnus A et B suivant

2

{—mmﬁA+2kA—kB=o | (w2 —w?)A - %Ha:o
_ 4 2 _ _ On normalisant on
3mouB+kB kA=0 —%a)(z)A n (%a)g—wz)B:O

Ce systéme admet une solution non triviale si et seulement si le déterminant est nul :
3 3 . . .
= (0§ —w?) (Z w§ — wz) — S wg = 0> Cest I'équation aux pulsations propres
Aprés simplification on a (8w* — 14w3w? + 3wi =0 )

Onpose Q =w? onadonc 80? — 14w3Q + 3wg = 0 Il existe deux solutions :
0 0

Wo

Q, = :)%_ :)g =>|w, = z

2 3 2 3
sz 0)2:50)0 => Wy = E(UO

La solution générale sera la combinaison des deux modes propres

v, (t) = Ajcos(wit + ¢1) + Aycos(wyt + ¢y)
vy,(t) = Bicos(w.t + ¢1) + Bycos(w,t + ¢p5)

Calcul des rapports d’amplitudes

Lorsque w = w4 le systeme oscille dans le premier mode propre le systeme d’équation au-dessus nous donne
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(wp — w14y — , B1 =0 B, 3
p=-t=:
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—ngf‘h + (ng—wf)&:O



Solutions des exercices de la série IIl - USTHB - 2013
Oscillations libres et forcées des systemes a deux degrés de liberté

Lorsque w = w, le systeme oscille dans le second mode propre. Le systéeme d’équation au-dessus nous donne
2
w

(W§— w4, - 7032 =0

—%w(Z,AZ + Gw%—w%)BZ:O

y1(t) = Ajcos(wqt + ¢1) + Aycos(wyt + @)

3
y2(8) = §A1C05(w1t + ¢1) — Azcos(wyt + ¢3)
Ay, Ay, P, et py) sont des constantes a déterminer a partir des codnitions initilales.

B/ On considére la figure 2

1°)Une force F = F, cos(wt) est appliquée au bord de la tige
La fonction de dissipation D = %alzézdﬁe a 'amortissement

Le systéeme des deux équations différentielles devient

4

{gm}}'z +ay, + ky, —ky, = 2F(t)

2°) F(t) sinusoidale implique que vy, ¥,y sont sinusoidaux

y=Ael® | y= judel® = jwy, = —w?del® = —w?y=joy
Les équations aux vitesses sont
( 2 2

.. Wy . Wy . .
e+ - =0
! jwy; + 2w Yi-+ 2w (01 —¥2)
i 4 281 +3w%(. . )_3F(t)
l]w}’z V2 4w Yo— V1) = om
3°) Pour w = % , On remplace dans la premiere équation on a
. T
] \/2— ) 0 2]0)0 V1 V2
=2y, =Yy, , maintenant on remplagant dans la deuxiéme équation on obtient
©) = 3F(t) _ 3F, ot = .
' Y2\t = 2m(28 +jw) 2m(268 + jw) sinwt = y1(6)
Comme a+ib=ae ona
® B ingt + )
= sin(w
Y2 2mw V462 — w?
4°)La puissance moyenne a la maniére du systéme électrique
P =e(t).i(t)
e(t) © F(t)
i(t) e y()
9FZ

P=F(t).y(t) = 2 sin(wt) sin(wt + ¢)

m2w?(46% — w?)



