
Solutions des exercices de la série        -   USTHB  -  2013 
Oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de liberté 

 

Exo 4 : 
A/    On considère la figure 1 
1°) 

𝑇 = 
1

2
𝑀𝑦1

2 +
1

2
𝐽𝜃2̇   , 𝐽 =

𝑚(2𝑙)2

12
+  𝑚𝑙2 =

4

3
𝑚𝑙2 

𝑈 =
1

2
𝑘[𝑦1

2 + (𝑦1 −  𝑙𝜃)
2] 

 

{
𝑀𝑦1̈ +  𝑘(2𝑦1 −  𝑙𝜃) = 0 
4

3
𝑚𝑙2𝜃 ̈ +  𝑘𝑙2𝜃 − 𝑘𝑙𝑦1 = 0

 𝑂𝑟 𝑦2 = 𝑙𝜃 

 

{

𝑀𝑦1̈ +  2𝑘𝑦1 −  𝑘𝑦2 = 0 
4

3
𝑚𝑦2̈ +  𝑘𝑦2 − 𝑘𝑦1 = 0 

 

 

2°)  Calcul des pulsations propres    𝜔1  𝑒𝑡  𝜔2   𝑒𝑛 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒  𝜔0 = √
𝑘

𝑚
    ,   𝑀 = 2𝑚  

On pose 𝑦1(𝑡) = 𝐴 𝑒
𝑗(𝜔𝑡+𝜙1)𝑦2(𝑡) = 𝐵 𝑒

𝑗(𝜔𝑡+𝜙2) 
 
On obtient le système d’équations des deux inconnus A et B suivant 
 

{
−2𝑚𝜔2𝐴 + 2 𝑘𝐴 − 𝑘 𝐵 = 0 

−
4

3
𝑚𝜔2𝐵 +  𝑘𝐵 − 𝑘𝐴 = 0 

   On normalisant on {
(𝜔0

2 − 𝜔2)𝐴     −                        
𝜔0
2

2
𝐵 = 0 

−
3

4
𝜔0
2𝐴             +    (

3

4
𝜔0
2 −𝜔2)𝐵 = 0 

 

 
Ce système admet une solution non triviale si et seulement si le déterminant est nul : 
 

 (𝜔0
2 −𝜔2) (

3

4
𝜔0
2 −𝜔2) −

3

8
𝜔0
4 = 0  C’est l’équation aux pulsations propres 

 

Après simplification on a (8𝜔4 − 14𝜔0
2𝜔2 +  3𝜔0

4 = 0    ) 
 

On pose Ω = 𝜔2   on a donc   8Ω2 − 14ω0
2Ω+ 3ω0

4   = 0 Il existe deux solutions : 

Ω1 = 𝜔1
2 = 𝜔0

2   => 𝜔1 =
𝜔0
2

 

Ω2 = 𝜔2
2 =

3

2
𝜔0
2   => 𝜔2 = √

3

2
𝜔0  

 
La solution générale sera la combinaison des deux modes propres 
 

𝑦1(𝑡) = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2)  
𝑦2(𝑡) = 𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐵2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

 
Calcul des rapports d’amplitudes 
 
Lorsque 𝜔 = 𝜔1 le système oscille dans le premier mode propre le système d’équation au-dessus nous donne  

{
(𝜔0

2 −𝜔1
2)𝐴1      −                        

𝜔0
2

2
𝐵1  = 0 

−
3

4
𝜔0
2𝐴1              +   (

3

4
𝜔0
2 −𝜔1

2)𝐵1 = 0 
𝜇1 =

𝐵1

𝐴1
=

3

2
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Lorsque  𝜔 = 𝜔2 le système oscille dans le second mode propre. Le système d’équation au-dessus nous donne  

{
(𝜔0

2 −𝜔1
2)𝐴2      −                        

𝜔0
2

2
𝐵2  = 0 

−
3

4
𝜔0
2𝐴2              +   (

3

4
𝜔0
2 −𝜔1

2)𝐵2 = 0 
𝜇2 =

𝐵2

𝐴2
= −1 

 
𝑦1(𝑡) = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2)  

𝑦2(𝑡) =
3

2
𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝜔1𝑡 + 𝜙1) − 𝐴2𝑐𝑜𝑠(𝜔2𝑡 + 𝜙2) 

𝐴1, 𝐴2, 𝜙1 𝑒𝑡 𝜙2)  𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 à 𝑑é𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑒𝑟 à 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑟 𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑑𝑛𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑙𝑎𝑙𝑒𝑠. 
 
B/ On considère la figure 2 
 
1°)𝑈𝑛𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝐹 = 𝐹0 cos(𝜔𝑡)   𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢é𝑒 𝑎𝑢 𝑏𝑜𝑟𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑡𝑖𝑔𝑒 

La fonction de dissipation  𝐷 =
1

2
𝛼𝑙2�̇�2dûe à l’amortissement 

 
Le système des deux équations différentielles devient 
 

{

𝑀𝑦1̈ +  2𝑘𝑦1 −  𝑘𝑦2 = 0 
4

3
𝑚𝑦2̈ + 𝛼𝑦2̇ +  𝑘𝑦2 − 𝑘𝑦1 = 2𝐹(𝑡) 

 

 
2°)  F(t) sinusoïdale implique que 𝑦 , �̇�, �̈� 𝑠𝑜𝑛𝑡 sinusoïdaux 
 

𝑦 =  𝐴 𝑒𝑗𝜔𝑡  ,   �̇� =  𝑗𝜔𝐴 𝑒𝑗𝜔𝑡 = 𝑗𝜔𝑦 ,   �̈� =  −𝜔2𝐴 𝑒𝑗𝜔𝑡  =  −𝜔2𝑦 = 𝑗𝜔�̇� 
Les équations aux vitesses sont  

{
 
 

 
 𝑗𝜔�̇�1 +

𝜔0
2

2𝑗𝜔
�̇�1- +

𝜔0
2

2𝑗𝜔
(�̇�1 − �̇�2) = 0

𝑗𝜔�̇�2 + 2𝛿�̇�2 +
3𝜔0

2

4𝑗𝜔
(�̇�2 − �̇�1) =

3𝐹(𝑡)

2𝑚

 

 

3°)      Pour  𝜔 =
𝜔0

√2
     ,        On remplace dans la première équation on a 

 

𝑗 (
𝜔0

√2  
−
𝜔0
2

2𝜔0
√2

) �̇�1 +
𝜔0
2

2𝑗𝜔0
(�̇�1 − �̇�2) = 0 

�̇�1 = �̇�2    ,  maintenant  on remplaçant dans la deuxième équation on obtient  

𝑦2(𝑡) =
3𝐹(𝑡)

2𝑚(2𝛿 + 𝑗𝜔)
=

3𝐹0
2𝑚(2𝛿 + 𝑗𝜔)

sin𝜔𝑡 = 𝑦1(𝑡) 

Comme    𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑎 𝑒𝑖𝑏   𝑜𝑛 𝑎  

𝑦2(𝑡) =
3𝐹0

2𝑚𝜔 √4𝛿2 −𝜔2
sin(𝜔𝑡 + 𝜙)  

4°)La puissance moyenne à la manière du système électrique  
𝑃 = 𝑒(𝑡). 𝑖(𝑡) 

𝑒(𝑡) ⇔  𝐹(𝑡) 

𝑖(𝑡)  ⇔ �̇�(𝑡) 

 

𝑃 = 𝐹(𝑡). �̇�(𝑡) =
9𝐹0

2

4𝑚2𝜔2(4𝛿2 −𝜔2)
sin (𝜔𝑡) sin(𝜔𝑡 + 𝜙) 

 

0 


