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Epreuve RattraPage (durde : th30)

1. Trouver l'eXpression du lagrarlgien L du systdme ainsi que la fonction de dissipation D'

2. Etablir l,dquation de mouvement du cylindre. Donner les expressions de la pulsation propre @e et du facteur

3. frlfiT;i:ffiH"dd,or.irtution ? D6terminer arors rexpression cte x(t) en tenant compte eles conditions initiales'

On donne ;m = 5 kg, k = 6Q N lm et q = 60 kg's/m

Exercice 2 : Oscillateur forc€ A 1' degrd de libert6 (5 points)

Exercice 1 : Oscillateur libre d 1degr6 de libertd (5 points)

Uncy|indredemasseMetderayonR,estre!i6dunb6tifixeBpar|,interm€diaire
d,un ressort attach6 i son centre de masse. Le cylindre peut rouler sans glissement

,ui un tapis (voir figure ci_contre), Les frottements sont mod€lises par un

amortisseur de coefficient de frotternent visqueux (z comme indiqud sur la figure ci-

contre. Le cylindre est 6cart6 de 5cm par rapport i sa position d'6quilibre puis l6ch6

sans vitesse initiale'

Le systdme pr6cbdent est modifi6 comrne indiqu6 sur la figure ci-contre'

Le b6ti B est soumis rr,nt"nun, i un d6placement horizontal sinusoidal de la

forme : s(t) = ss cos ut a'vec so = 5 cm

l.D6ternlinerl,6quationdumouvementducy|indreenfonctiondex.
2. Trourrer la rdponse x(t) du systbme" Quelle est son expression en

rEgime permanent en fonction des paramdtres i cds' 6 e.t so'

3. Exprimer ta pulsation de rdsonance ? Que peut-on conclure pour cet

oscillateur ?

Exercice 3 : Oscillateur libre A 2 degr6s de libert€ (5 points)

Oau* tr*"s ponctuelles ffir €t lYlz= 2mrsont reli6es par

l'interm6diaire d'un resso;'t de raideur k' La masse m1 est aussi

t.ufiet a un bf,ti fixe d I'aide d'un ressort de raideur 3k' Les deux

*.r", peuvent se d€placer sur un tapis horizontalement sans

irottement (voir figure), Les ddplacements par rapport aux

positions O'iquilibie des deux masse.s solt not6s 
1r(t) 

et rz(t)'

)c

-+

losltlons o equlllure uE

1,. Etablir les 6quations diffdrentielles de mouvement

2. Trouver les deux pulsations propres dr€t ia,zdu sys

3. Ddterminer le rapport des amplitudes des oscillatio

solutions g6n6rales de xr(t) et xz(t)'

al repr6sentd par le ddplacement S{t)= 'Ss 
sinalt'

on de dissiPation D'

) et xz(t).'p**un"n, 
(utiliser la forrnulation des rtombres

comPlexes)
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SOLUTION 

Exercice 1 :  

1. L’équation de mouvement :  𝐿 = 34𝑚�̇�2 − 12𝑘𝑥2     𝑒𝑡     𝐷 = 12𝛼�̇�2         (1.5) 
2. L’équation de mouvement :   3𝑚�̈� + 2𝛼�̇� + 2𝑘𝑥 = 0     𝜔0 = √2𝑘3𝑚 = 2√2 𝑚. 𝑠−1     𝑒𝑡    𝛿 = 𝛼3𝑚 = 4 𝑠−1 (2) 

Il s’agit du apériodique, donc : 𝑥(𝑡) = c1𝑒r1𝑡 + c2𝑒r2𝑡    𝑎𝑣𝑒𝑐 𝒓𝟏,𝟐 = −𝜹 ± √𝜹𝟐 −𝝎𝟎𝟐         (1.5) →   𝒙(𝒕) = −𝒆−𝟔.𝟖𝒕 + 6𝑒−1.2𝑡   
Exercice 2 :  

1. 𝐿 = 34𝑚�̇�2 − 12𝑘(𝑥 − 𝑠)2   →  3𝑚�̈� + 2𝛼�̇� + 2𝑘𝑥 = 2𝑘𝑠0 cos𝜔𝑡  (2) 
2. La réponse :  x(t) = 𝟔𝒆−−𝟔.𝟖𝒕 − 𝑒−1.2𝑡 + 𝑋 cos(𝜔𝑡 + 𝜙) 

En régime permanent : 𝑥(𝑡) = 𝜔02𝑠0√(𝜔02−𝜔2)2+4 𝛿2𝜔2  cos(𝜔𝑡 + Φ)    avec  Φ = atan ( −2𝛿𝜔𝜔02−𝜔2)  (2) 
3. La pulsation de résonnance : 𝜔𝑅 = √𝜔02 − 2𝛿2   ∶ 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝛿 >  𝜔0   𝑖𝑙 𝑛′𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑑𝑒 𝑟é𝑠𝑜𝑛𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑐𝑒𝑡 𝑜𝑠𝑐𝑖𝑙𝑙𝑎𝑡𝑒𝑢𝑟 (1) 

Exercice 3 : 

1. 𝐿 = 12𝑚�̇�12 + 12𝑚�̇�22 − 32𝑘𝑥12 − 12𝑘𝑥22 + 𝑘𝑥1𝑥2   (1) 
{ 
 𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕𝑥1̇) − ( 𝜕𝐿𝜕𝑥1) = 0𝑑𝑑𝑡 ( 𝜕𝐿𝜕𝑥2̇) − ( 𝜕𝐿𝜕𝑥2) = 0 →   {

𝑚�̈�1 + 4𝑘𝑥1 − 𝑘𝑥2 = 02𝑚�̈�2 + 𝑘𝑥2 − 𝑘𝑥1 = 0     
2. Les pulsations propres (2)    𝜔0 = √𝑘/𝑚 { (4𝜔02 −𝜔2)𝑥1 −𝜔02𝑥2 = 0(𝜔02 − 2𝜔2)𝑥2 −𝜔02𝑥1 = 0  → 2𝜔4 − 9𝜔02𝜔2 + 3𝜔04 = 0 →𝜔1 = √9−√572 𝜔0  𝑒𝑡 𝜔2 = 𝜔1 = √9+√572 𝜔0        

 

3. Les solutions   (2) 

{ 𝑥1 = 𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)𝑥2 = 𝜇1𝐴1 cos(𝜔1𝑡 + 𝜙1) + 𝜇2𝐴2 cos(𝜔2𝑡 + 𝜙2)    𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡𝑠   𝜇1 =
𝐵1𝐴1 = 3.64    𝜇2 = 𝐵2𝐴2 = −0.14  

Exercice 4 : 

1. Le Lagrangien :  𝐿 = 12𝑚�̇�12 + 12𝑚�̇�22 − 12𝑘(𝑥1 − 𝑠)2 − 12𝑘(𝑥1 − 𝑥2)2  𝑒𝑡  𝐷 = 12𝛼(𝑥1̇ − 𝑥2̇)2   (1.5) 
2. Les équations de mouvement :(1.5) {𝑚�̈�1 + 2𝑘𝑥1 + 𝛼�̇�1 − 𝛼�̇�2 − 𝑘𝑥2 = 𝑘𝑠0 sin 𝜔𝑡    𝑚�̈�2 + 𝑘𝑥2 + 𝛼�̇�2 − 𝛼�̇�1 − 𝑘𝑥1 = 0                        
3. Les solutions en régime permanent : (2)    On pose : 𝑥1 → �̅�1𝑒𝑖𝜔𝑡    𝑒𝑡 𝑥2 → �̅�2𝑒𝑖𝜔𝑡  𝑒𝑡 sin𝜔𝑡 → −𝑖𝑒𝑖𝜔𝑡     {(2𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔)𝑥1 − (𝑘 + 𝑖𝛼𝜔)𝑥2 = −𝑖𝑘𝑠0         −(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔)𝑥1 + (𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔)�̈�2 = 0            �̅�1 = |−𝑖𝑘𝑠0 −(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔)0 2𝑘 − 2𝑚𝜔2𝑖𝛼𝜔||2𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔 −(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔)−(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔) 𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔| = −𝑖𝑘𝑠0(2𝑘 − 2𝑚𝜔2𝑖𝛼𝜔)(𝑘 − 2𝑚𝜔2 + 𝑖𝛼𝜔)(𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔) − 𝑘2      

 �̅�2 = |2𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔 −𝑖𝑘𝑠0−𝑘 0 ||2𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔 −(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔)−(𝑘 + 𝑖𝛼𝜔) 𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔| = 𝑖𝑘2𝑠0(𝑘 − 2𝑚𝜔2 + 𝑖𝛼𝜔)(𝑘 − 𝜔2𝑚+ 𝑖𝛼𝜔) − 𝑘2  


