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Nomenclature

Lettres

a : Vitesse de phase

a; : Coeflicient de p¢; au noeud 14

A : Matrice Agky

A : Fonction du nombre de Peclet

A, : Matrices des équations d’Euler sous forme primitive
B : Coefficient du noeud S (programme)

c : Vitesse du son

Cy : Chaleur spécifique & volume constant

C : Intensité du vortex

d : Vecteur SL

D : Nombre de diffusion, coefficient du noeud W (programme)
ds  : Element de surface

dQ : Element de volume

DX : Parameétre du maillage dans la direction x
DXU: Parameétre du maillage dans la direction x
DXG: Parameétre du maillage dans la direction x
DY, : Parameétre du maillage dans la direction y
DYV : Parametre du maillage dans la direction y
DY G : Parametre du maillage dans la direction y
e : Energie totale

E;  : Energie interne

E. : Energie cinétique

E  : Coefficient du noeud P (programme)
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: Perturbation de vitesse (onde acoustique)

: Nombre de convection, coefficient du noeud E (programme)

: Vecteur flux (équations d’Euler 2D)

: Accélération de la gravité

: Opérateur des cinq noeuds voisins (équation de I’énergie)

: Hauteur des obstacles

: Coefficient du noeud N (programme)

: Opérateur des cinq noeuds voisins (équation de quantité de mouvement selon x)
: Opérateur des cinq noeuds voisins (équation de quantité de mouvement selon y)
: Flux de convection diffusion, opérateur de dissipation visqueuse

: indice de maille selon z

: Nombre de noeuds dans la direction z

: indice de maille selon y

: Nombre de noeuds dans la direction y

: Constante (conditions limites non-refléchissantes)

: Largeur du domaine

: Vecteur propre a gauche

: Longueur du domaine

: Vecteur des amplitudes des ondes caractéristiques

: Nombre de Mach

: Vecteur normal

: Pression

: Nombre de Peclet

: Matrice de passage des variables primitives aux variables conservatives
: Nombre de prandtl

: Source terme dans I’équation de I’énergie

: Matrice de passage, second membre d’un systéme linéaire
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: Constante des gaz parfaits

: Vecteur propre & droite

: Rayon

: Nombre de Reynolds

: Source terme

: Matrice diagonalisante pour A

: Temps

: Température

: Taux de reflection

: Composante de la vitesse selon z
: Vecteur de variables primitives

: Vecteur des variables conservatives
: Composante de la vitesse selon y
: Vecteur vitesse

: Variable caractéristique

: Premiére coordonnée Cartésienne
: Seconde coordonnée Cartésienne
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Lettres Greques

: Densité

: Viscosité dynamique

: Conductivité thermique, normale & la frontiere

: Rapport des chaleurs spécifiques

: Variable transportée

: Coeflicient de diffusion, contour de I’element de volume
: Volume d’intégration

: Taille de maille selon z

: Taille de maille selon y

: Valeurs propres de la matrice A

: Constante (CL non refléchissantes), contrainte visqueuse, ecart type
: Fonction de courant

: Pulsation

: Vecteur tangent a la frontiere
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Indices supérieures

+ : Partie positive
— : Partie négative
* : Premiére approximation (PISO)

x% : Seconde approximation (PISO)

% %+ : Troiséme approximation (PISO)

NSCBC: Obtenue sur la frontiere par ’algorithme NSCBC
n : Pas de temps n

n+1: Pas de temps n + 1

Indices inférieures

: Cinétique

: Interne

: Suivant la direction z
: Suivant la direction y
: Milieu de la face Est
: Noeud voisin Est
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: Milieu de la face Sud

: Noeud voisin Sud

: Milieu de la face Nord

: Noeud voisin Nord

: Milieu de la face Ouest

: Noeud voisin Ouest

: Coefficient central (équation de quntité de mouvement )
: Coefficient central (équation de quntité de mouvement v)
: Coefficient central (équation de quntité de 1'énergie e)

: Grandeur de référence

: Relatif & I’équation de quantité de mouvement selon x

: Relatif & I’équation de quantité de mouvement selon y
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Abbréviations

NSCBC: Navier Stokes Characteristic Boundary Conditions
CFL : Nombre de Courant Friedrichs Levy

SIP : Strongly Implicit Procedure

CFD : Computational Fluid Dynamics

PISO : Pressure Implicit Splitting Operator

MSI : More Strongly Implicit

CL  : Conditions aux Limites

ADI : Alternating Direction Implicit

LODT : Local One Dimensional Inviscid

EPP : Equation de Poisson pour la Pression
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Résume

La simulation numérique d’un écoulement requiert la spécification de conditions limites sur les
frontiéres. Lorsque la frontiére considérée ne correspond pas & une frontiére physique (paroi, axe de
symmétrie, interface solide-liquide, ...), la frontiere est dite ouverte. Tel est le cas de la frontiére
de sortie d'un jet plan, ou d’un sillage. La spécification de conditions limites adéquate sur les
frontieres ouvertes est une difficulté majeure pour la simulation numérique. Dans le présent travail, on
propose une méthode d’implémentation d’un algorithme de conditions aux limites ouvertes bien connu
(NSCBC) & un code de calcul Navier Stokes compressible implicite avec correction de pression. Le
travail comprends quatre parties essentielles: Un code originalement développé pour les écoulements
de jets sur maillage uniforme est modifié pour intégrer un maillage non-uniforme. Le code est testé sur
différentes configurations pour attester de son bon fonctionnement. La méthode NSCBC est présentée
et une méthode d’implémentation a notre code de calcul est proposée. La validation des conditions
aux limites ainsi obtenues est effectuée a ’aide d’une serie de tests incluant I’onde entropique, I'onde
acoustique et le vortex advecté pas un écoulement uniforme. Des résultats intéréssants sont obtenus.
Les limitations de notre algorithme sont discutées et des suggestions proposées.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

Iy a quelque décades les calculs scientifiques se faisaient encore 4 la main. Certains savants ont passé
des années a remplir des pages de calcul pour aboutir & des résultats considérés aujourd’hui dérisoires.
Le grand développement des moyens de calcul (ordinateurs) en puissance et en capacité durant les
30 derniéres années a révolutionné le monde des sciences et de la technologie. On est en mesure
a présent de calculer, I’écoulement de l'air autour d’un avion, la réaction nucléaire d’une bombe
atomique, la trajctoire complete d’un missile et bien d’autres phénomeénes physiques extremement
complexes. Les softwares et méthodes numériques ont également subi un grand développement, di
a l'intérét succité par la disponibilité de ces moyens de calculs.

Parmi les domaines qui ont trouvé un vaste champs d’applications pour ces méthodes numériques,
la Mécanique des Fluides occupe une place de choix. En effet, les équations de base qui régissent
les écoulement des fluides sont semblables aux équations modeles utilisées dans les autres domaines.
L’ordinateur et les programmes sont 13 pour permettre la simulation compléte d’un écoulement donné.
Par simulation, on entend la détermination des champs de vitesse, pression, température, densité,
concentration (et bien d’autres grandeurs) ainsi que leur évolution avec le temps. Le principe d’une
simulation numérique repose sur la discrétisation par des méthodes de type différences finies des
équations aux dérivées partielles qui gouvernent la conservation des différentes variables. A cette fin,
une discrétisation spatiale est efféctuée en premier lieu. Celle-ci consiste & choisir un maillage qui va
définir des noeuds ou les variables de ’écoulement seront calculées. On remplace ainsi un milieu con-
tinu par un systéme discret. Dans une deuxiéme étape, les équations du mouvement sont discrétisées
en chaque noeud par intégration (volumes-finis), séries de Fourier (méthode spectrales), séries de
Taylor (différences finies) ou bien series de fonctions orthogonales (éléments-finis). Le résultat, est
un systéme d’équations en général non-linéaires qui est résolu par une méthode numérique appropriée.
Des conditions initiales et aux limites completent le probleme.

Tous les écoulements de fluide sont régis par les mémes équations au niveau d’approximation
utilisé prés ( on peut aussi utiliser des équations simplifiées, mais elles sont dérivées des équations de
Navier-Stokes et leur solution n’est donc qu’un cas particulier ou limite de ces derniéres). La seule
différence qui existe donc entre deuzx écoulements donnés est imposée par les conditions auz limites.
Il n’est donc pas surprenant que le choix et 'implémentation des aux conditions limites dans un
code de calcul est une opération cruciale a laquelle trop souvent il n’est pas accordée I'importance
requise. Ce la provient aussi du fait, qu’en pratique, on ne connait pas la solution du probléme
au préalable et on ne sait donc pas a priori quelles conditions aux limites s’appliquent. Ainsi, on
simplifie souvent le probléme, par exemple en ”assumant une paroi isotherme”, ce qui donne une
condition aux limites de Dirichlet trés facile & implanter pour la température T' = constante. Cela
se justifie en I'abscence d’informations valides, mais ne peut conduire & une solution précise que si
I'on est assuré qu’en pratique, cela est bien vérifié.

Parmi les différents types de frontiére qu’on rencontre en pratique (entrée, paroi glissante, paroi
non-glissante, axe de symétrie, sortie .....), la frontiére de sortie est 'une des plus difficiles & traiter.
Trés souvent, I’écoulement est considéré établi & la section de sortie ce qui permet d’utiliser des
conditions aux limites de type ” gradient normal de toutes les variables égal a zéro”. Ceci n’est valide
que si la frontiere de sortie est suffisament éloignée de I’entrée (domaine de calcul trés long). Si



de plus I’écoulement acquiert un caractére tourbillonnaire & la sortie, ’écoulement de peut pas étre
considéré établi. La prescription des conditions aux limites dans ce cas précis devient un probléme
délicat pour lequel beaucoup reste a faire.

C’est dans cette optique que se situe notre travail. On se propose d’implémenter un algorithme
de conditions aux limites & un code de calcul Navier-Stokes implicite, en volumes finis et utilisant les
variables conservatives. Les trois derniers points mentionnés constituent notre apport personnel car
I’algorithme de conditions aux limites que ’on se propose d’utiliser existe déja, mais est utilisé sur
des codes explicites en différences finies. Nous nous proposons donc de réaliser une extension de ces
conditions aux limites. Une autre difficulté pour nous, réside dans le fait que la méthode que nous
utilisons est une méthode a pas fractionnaires et qu’il nous faut donc des conditions aux limites aux
instants intermédiaires.

Notre travail consiste donc & mettre au point un code de calcul incorporant un traitement partic-
ulier des conditions aux limites a la sortie et qui pourrait étre utilisé pour la simulation d’écoulements
convectivement instables générant beaucoups de tourbillons. Il est connu que les instabilités hydro-
dynamiques sont trés sensibles aux perturbations extérieures qu’elles amplifient. Il est donc impératif
de disposer de conditions aux limites qui ne réfléchissent pas d’ondes parasites dans 1’écoulement.

Le plan de notre travail est le suivant:

I1 démarre d’'un code de calcul développé initialement & l’institut de Mécanique des Fluides de
Toulouse pour la simulation des écoulements instationnaires faiblement compressibles et utilisant la
méthode & pas fractionnaires PISO. Ce code qui est écrit en maillage uniforme, doit étre dans une
premiére étape modifié pour permettre la simulation en maillage non-uniforme. Ceci, pour étre en
mesure de raffiner notre maillage dans les zones nécéssitant une plus grande précision sans avoir &
réduire la taille de maille dans le reste du domaine, permettant ainsi de réduire considérablement
le temps de calcul et la place mémoire nécéssaires. Dans une deuxieme étape, un algorithme de
conditions aux limites sera mis au point et implanté & la frontiere de sortie de 1’écoulement. La,
troisiéme étape consiste a valider ’algorithme sur une série de tests soigneusement choisis.

Le mémoire est organisé de la facon suivante:

Aprés la présente introduction, les équations modeles utilisées ainsi que les hypothéeses qui les accom-
pagnent sont présentées dans les chapitre II. Le chapitre suivant (IIT) décrit la méthode numérique
utilisée, la procédure de discrétisation employée, les équations obtenues ainsi que la méthode de
résolution du couplage par la méthode PISO. Puisque, cette phase consitue une grande part de tra-
vail personnel et apporte un certain nombre d’innovations, elle est présentée de maniere détaillée.
Dans le chapitre IV, on présente les tests du nouveau code en maillage non-uniforme. Ceux-ci com-
portent une comparaison avec ’ancien code et une validation avec des résultats publiés. Le chapitre
V introduit le nouvel algorithme de conditions aux limites. Aprés un rappel théorique sur les fonde-
ments de la méthode, nous présentons 'algorithme NSCBC (qui sert de base & notre travail) ainsi
que les différentes étapes qui ont mené a son élaboration. Ultérieurment, on présente notre procédure
d’implémentation de maniére détaillée. Le nouvel algortihme est mis au banc d’essai dans le chapitre
VI qui présente les différents tests choisis pour sa validation. Enfin, on termine ce travail par une
conclusion générale donnée dans le chapitre VII.



Chapitre 2

MODELE NUMERIQUE

Nous nous intéressons essentiellement & I’implémentation de conditions aux limites pour les équations
de Navier-Stokes en situation compressible et sous forme conservative. Ces équations qui servent de
base a toute notre étude, sont données ci-aprés.

2.1 Equations de transport
La conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie sont décrites par les relations
suivantes:

Equation de continuité

9p | Opu , Opv

ot Vo T oy 0 (2.1)

Equations de quantité de mouvement

dpu  Opuu , Opvu 0 Ou 0 ( Ou oP
F R I AR 71 R
208)-50%) -3 b(3 )
oz \| Oz oy \" Oz 3 0x ox Oy
%_'_Bpuv_*_apvv _ i(u@>+2(u@> gy_a_P
ot Ox Oy Oz \" Oz oy \ Oy Oy
+2(M3_”) +£(H@) _ Eﬁ[u(@Jr%)] (2.3)
oy \' oy or \" oy 3 0y or Oy
Equation de ’énergie
Ope | Opue | Bpve _ 3<£@) 2<£%> + puga + pug, — 2% _OPv ﬂ(ﬁaEc)
ot oz oy oz \ ¢y Ox Oy \ ¢y Oy or oy ozr \ ¢, Ox
- gy (ga(f;) + %(uam + vo4y) + %(uazy + voyy) (2.4)
ou
u Composante selon x de la vitesse.
v Composante selon y de la vitesse.
p Masse volumique.
P Pression.
T Température.
e Energie totale (Energie interne F;+ Energie cinétique E.).
E, : Energie cinétique 3(u? + v?).
Cy Chaleur specifique & volume constant.
7 Viscosité dynamique.
K Conductivité thermique.

gz : Composante selon x de I'accélération de la pesanteur.



gy : Composante selon y de 'accélération de la pesanteur.
Oza,0zy,0yy - Contraintes visqueuses.

Ce systeme d’équations constitue la forme conservative des équations de Navier-Stokes pour un
fluide compressible en situation bidimensionnelle. Le modeéle est basé sur les hypothéses suivantes :

Hypothéses :

Milieu continu.

Ecoulement monophasique.

Les forces de volume se réduisent aux seules forces de pesanteur.

La conduction de la chaleur obeit & la loi de Fourier : ¢ = —kVT

Fluide Newtonien: Les contraintes visqueuses sont données par la loi de Newton-Stokes:

ou 1 [0u Ov

2("—am ~30lge* a—yD @5)
ov 1 [0u  Ov

T = 2(”@‘5“[37%7,]) (2:6)

Ory = H[Z_Z+Z_Z] (2.7)

e

Oza

2.2 Equations de la thermostatique
Le sytéme précédent est complété par les deux équations de la thermostatique:

Equation d’état Reliant densité, pression et temperature

P=prT (2.8)

Relation thermodynamique Exprimant ’énergie interne pour un gaz parfait.

E’i = CUT (29)

2.3 Coefficients de transport

Des relations supplémentaires permettent de relier les propiétés physiques du fluide aux variables
thermodynamiques:

Viscosité dynamique Elle est donnée par la loi de Sutherland:

1 S
T\ 2 1+T—0
= — 2.10
a NO(TO) 1 ?‘ ( )

Conductivité thermique On utilise la relation suivante ou ’on considére y (rapport des chaleurs
spécifiques) et P, (nombre de Prandtl) sensiblement constants et ne dépendent donc pas de la
température 1"

Koy
rF_# 2.1
c P (2.11)



Chapitre 3

METHODE NUMERIQUE

3.1 Meéthode de discrétisation

La discrétisation du systéme d’équation aux dérivées partielles (2.1-2.4) est effectuée par la méthode
des volumes finis. C’est donc la forme intégrale des équations de transport qui est utilisée. Le
domaine de calcul est subdivisé en un nombre fini de volumes élémentaires contigus, entourant
chacun un noeud o1 la variable est définie, et les équations sont intégrées sur chacun de ces volumes.
A cette fin, chaque équation de transport est mise sous la forme conservative générale suivante:

%0 19 (1V8) = V- (0sV9) + 55 (31)

ou ¢ désigne la variable transportée, S4 le terme source dans lequel sont inclus les termes diffusifs
normaux a V¢ (voir Table 3.1).

Equation Variable Variable | Diffusion Terme source Sg
transportée | conservée Ty
Continuité 1 p 0 0
Quantité op , 9,0 9, 0 2 0 i) o)
de muvt T u pu Iz P9 = G+ 5; (hge) + 5, (05s) — 55, (n(Gs + &)
Quantité oP | 9 (,0vy, 8 (,8uy_ 28 [,(0u_ 8
de mot v pv p poy = 5, + 5, (hgl) + 5, (nge) — 35, [n(ge + 50)]
; N pugs + pugy — %’ﬂ—%’ﬂ—g—(ci—a’f—)
Energie e pe o 9 oE 9 v 5
3y (cu ayc) + 5, (Wozs +vowy) + 7( Oy + voyy)

Table 3.1: Forme conservative des équations

Aprés intégration de cette équation sur un volume élémentaire 2 de frontiére S et transformation
des intégrales de volume en intégrales de surface par la formule de Green, on obtient la forme suivante:

// 9p9 dQ+// pv¢nds_// P¢V¢nds+// Sy dQ (3.2)

dans laquelle n désigne la normale sortante a I’élément de surface ds. Cette équation traduit
I’équilibre entre la variation de p¢ dans 1'élément de volume, le flux de p¢ & travers la frontiere
S par diffusion et convection et, la génération de p¢ par le terme source. ¢ est la variable transportée
alors que p¢ est la variable qui se conserve.

La discrétisation numérique démarre de I’équation 3.2. Les intégrales de volume et de surface
sont évaluées par des quadratures appropriées et les valeurs des variables nécéssaires sur les faces du
volume d’intégration sont obtenues par interpolation.

L’écriture des équations discrétisées en chaque noeud du domaine conduit & un systéme algébrique
d’équations reliant les valeurs de la variable p¢ aux différents noeuds du domaine de calcul. La
résolution de ce systéme fournit la solution recherchée. Notons que les inconnues principales sont les
variables conservatives p¢ (¢ = 1,u,v,e).




3.2 Coordonnées et systeme de vecteurs de base

Les coordonnées utilisées sont les coordonnées cartésiennes et les vecteurs sont définis par leurs
composantes cartésiennes dans un repére fixe. En particulier, le vecteur vitesse a pour composantes
u suivant z et v suivant y dans le cas bidimensionnel.

3.3 Maillage

Le maillage utilisé est un maillage structuré orthogonal, formé de lignes paralleles aux axes de
coordonnées et donc aux composantes du vecteur vitesse. C’est un maillage de type décalé, identique
a celui introduit par Harlow and Welsh [8] pour la méthode MAC. Les différentes variables ne sont pas
définies aux mémes noeuds. Les grandeurs transportées ¢ autres que la vitesse (p, T,e...) ainsi que la
pression P, sont définies aux noeuds principaux (Intersections des lignes de maillage principal), alors
que les composantes de la vitesse sont décalées d’une demi-maille dans le sens des axes de coordonnées
par rapport aux noeuds principaux (voir Fig. 3.1). Les volumes d’intégration aussi different : Ils
entourent chacun un noeud ou est définie la variable principale de ’équation considérée.

Figure 3.1: Maillage, Noeuds
et volumes
d’intégration

- Q, est le volume d’intégration de I’équation de quantité de mouvement selon z (¢ = u).
- Q, est le volume d’intégration de ’équation de quantité de mouvement selon y (¢ = v).
- Qp est le volume d’intégration des équations de continuité et de I'énergie (¢ = 1,e resp.).
Selon la variable ¢, le volume d’intégration est du type (a) noeud au centre de la cellule (b) faces

centrées entre les noeuds (c) mixte.
Une attention particuliére doit-étre accordée au traitement des indices lors de la programmation. On
utilise généralement la convention suivante:

®(J,K) = ok
ULE) = wuj1y, (3-3)
V(LK) = vyt

ou @, U et V désignent les variables programme repésentant respectivement ¢, v and v.

3.4 Approximations finies

La discrétisation opere sur 1’équation 3.2. Il s’agit donc d’évaluer des intégrales de surface et
de volume. En situation bidimensionnelle (dans le plan z,y), les grandeurs de I’écoulement sont
indépendantes de la troisitme coordonnée z. On considére donc des éléments de volume d’épaisseur
unité suivant z. Les intégrales de volume se ramenent alors & des intégrales de surface et les intégrales
de surface & des intégrales le long d’un contour (car les intégrales sur les deux faces perpendiculaires
a l’axe z s’annullent mutuellement).

Considérons le cas ou la variable ¢ est définie aux noeuds principaux (les cas ¢ = u,v sont traités
de fagon similaire). La figure 3.2 représente un élément de volume typique € entourant le point P



Volume d’intégratitm Q
T y de contou I
S
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W w P e E Figure 3.2: Repérage des
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D \S c d’intégration
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e

ou est définie la variable ¢. Les intégrales de volume sur ) se raménent & une intégrale sur I'aire du

rectangle ABCD alors que les intégrales de surface se raménent & une intégrale le long du contour
ABCD.

3.4.1 Evaluation des intégrales de surface

Considérons I'élément de volume 2 de la figure 3.2, et soit a évaluer 'intégrale sur son contour I’
[ 1as (3.4)
r

%
ou ds désigne I’élément de contour. Pour f = pqSV-ﬁ), Iintégrale 3.4 représente le flux convectif de p¢
a travers I alors que pour f =T,V ¢- 1 elle représente le flux diffusif de p¢ a travers I'. L’évaluation
de I'intégrale 3.4 se fait en trois étapes:

lére Etape L’intégrale sur le contour I' est subdivisée en intégrales élémentaires le long de chacune
des quatre (4) faces T'y (k=1,..,4) du contour:

4
/Ffds=; kads (3.5)

2éme Etape L’intégrale sur une face Ty du contour est obtenue par la régle du point milieu
(midpoint-rule) qui est premse a Pordre deux par rapport au pas spatial (taille de la maille).
Cette regle consiste a approximer 'intégrale sur I'y par le produit de la valeur fi de la grandeur
f au milieu du segment I'y, et de la longueur du segment I'y:

fds= fil' (3.6)

T

A titre d’exemple, I'intégrale sur la face Est I, (segment BC) du contour (voir figure 3.2) est
approximée par :

fds=f. BC (3.7)

Te

Pour obtenir une précision supérieure a I’ordre deux (2), il faut utiliser des quadratures faisant
intervenir un plus grand nombre de points. les matrices qui en résultent sont plus complexes,
donc plus difficiles & inverser et plus cotiteuses en temps de calcul et place mémoire. De plus,
le traitement des noeuds au voisinage des frontiéres nécéssite alors un traitement spécial. Nous
avons donc opté pour une précision d’ordre deux.

3éme Etape L’évaluation de f au milieu du segment I'y, nécéssite les valeurs de p¢ ainsi que d’autres
variables au méme point. Celles-ci sont obtenues par interpolation en fonction des valeurs aux
noeuds voisins. Afin de préserver la précision du schéma, les interpolations utilisées doivent
étre du méme ordre que pour les intégrales (ordre 2). Les différents schémas d’interpolation
sont présentés dans la section ”Interpolations”.

Reégle importante :
1l est essentiel que les flux a travers une face soient calculés par des formules indépendantes des
volumes adjacents afin que la propriété de conservation globale soit préservée.



3.4.2 Evaluation des intégrales de volume

Considérons a présent le terme source (d) de I’équation 3.2 que l'on intégre sur le volume 2 de la
figure 3.2. C’est une intégrale de volume de la forme :

/ /Q gdQ (3.8)

ou 'on rappelle qu’en situation bidimensionnelle, 2 est 1a surface du rectangle ABCD. L’approximation
du second ordre la plus simple pour 3.8 consiste a évaluer I'intégrale par le produit de la valeur de ¢
au centre P de 2 par I'aire du rectangle:

//qusz:q,,-AB-CD (3.9)

3.4.3 Interpolations

Variable transportée ¢ : I. Généralités

Revenons & D’évaluation des intégrales de surface précédentes de 1’équation 3.2. Ces intégrales
représentent respectivement le flux de convection et le flux de diffusion a travers la frontiére d’un
élément de volume. Considérons I'une des quatre faces de I’élément de volume €2 de la figure 3.2, par
exemple la face BC (la méme démarche s’applique pour les autres faces). L’évaluation de 'intégrale
sur la face BC requiert la valeur au point e du flux par unité de surface

' 9¢
J = pu¢ — Pa_:z; (310)

Supposons que l'inconnue principale soit la variable ¢ (c’est le cas lorsque l'on utilise les variables
primitives; le cas des variables conservatives qui nous intérésse sera traité ultérieurement). Les autres
variables sont alors supposées connues sur la frontiére et il faut exprimer d’une part la valeur de ¢
et d’autre part celle du gradient d¢/0z au point e en fonction des valeurs de ¢ aux noeuds voisins
ou elles sont définies (Points P et E par exemple).

CONVECTION

Un grand nombre de schémas d’interpolation courament utilisés existent pour le terme de con-
vection pu¢. Le choix doit s’effectuer en fonction de :
- La précision.
- La stabilité.
- La diffusion numérique.
- Les oscillations engendrées.
On citera parmi les plus importants:

Le schéma centré : 11 consiste a utiliser un profil linéaire entre les points P et E, conduisant a:

d)e = A(»:4’6 + (]- - Ae)d)P (311)
)\ _ LTe — P
€ TE —XP

Ce schéma est précis au second ordre mais peut produire des oscillations de la solution.

Le schéma décentré amont : 1l tient compte du sens de I’écoulement:

{¢P si e >0

fe = b5 Siue <0

(3.12)

C’est un schéma qui n’est précis qu’au premier ordre et qui introduit une importante diffusion
numérique. Toutefois, il ne produit jamais d’oscillations et il est inconditionnellement stable.

DIFFUSION

Considérons a présent le terme de diffusion I'9¢/0z. La dérivée en x peut étre approximée
simplement par :

<%>e _¢r—¢r (3.13)

ox TE —Tp



Cette évaluation est précise au second ordre lorsque le maillage est uniforme (point e au milieu du
segment PE).

CONVECTION + DIFFUSION

L’étude approfondie d’un grand nombre de schémas d’interpolation a permit d’aboutir & 1’élaboration
d’une classe de schémas trés performants, dont la principale caractéristique est qu’ils sont basés sur
la nature physique de la solution plutét que sur la précision du schéma. L’étude de I'influence de
Pimportance relative de la convection et de la diffusion sur la nature de la solution a permis de
donner naissance aux schémas suivants:

Le schéma exponentiel : 1l suppose que le profil entre P et E est représenté par la solution exacte
de I’équation de convection-diffusion monodimensionnelle et cette courbe est utilisée pour ef-
fectuer les interpolations. Toutefois , ce schéma n’est pas exact dans le cas bidimensionnel avec
termes sources, et le temps de calcul important nécéssaire pour 1’évaluation d’exponentielles le
pénalise.

Le schéma hybride : 11 combine les schémas centré et décentré amont pour mieux se rapprocher
du schéma exponentiel tout en assurant une bonne stabilité.

si —2 < Pe < 2 on utilise le schéma, centré
si |Pe| > 2 on utilise le schéma amont

pu(wEF—mp) (

avec Pe = nombre de Peclet local au point e).

Le schéma de puissance : C’est le schéma recommandé. Il est presque aussi précis que le schéma
exponentiel et nécéssite moins de temps de calcul. Le profil exponentiel est ici approximé par
une courbe puissance du 5éme ordre.

Variable transportée ¢ : II. Formule générale d’interpolation

Patankar [17] a développé un formalisme général qui regroupe les cinq schémas précédents en une
seule formule. On peut ainsi changer de schéma trés simplement rien qu’en ajustant la valeur d’un
parameétre.

/ Interface S

i +1 Figure 3.3: Nomenclature de
o linterface pour le
calcul du flux

Considérons l'interface S de hauteur ¢’ située entre les noeuds principaux i et i+1 (voir figure 3.3).
Le flux (convection + diffusion) & travers l'interface S

J =4 (puqS—rg—i’) (3.14)

= §J

s’éxprime en fonction des valeurs de ¢ aux noeuds i et i+ 1 & travers I'une des deux formules générales
suivantes:
J o= DA gin) + Fo) (3.15)

J o= g (B'(¢i — ¢it1) + F¢¢+1) (3.16)

S

>,



dans lesquelles les coefficients A’ et B’ sont fonctions du schéma, d’interpolation utilisé:

A" = DA(Pe)+| - F,0 (3.17)
B' = DA(Pe)+|F,0|

Dans ces expressions, les nombres Pe, F' et D définis localement au milieu de I'interface, représentent
respectivement le nombre de Peclet, le nombre de convection et le nombre de diffusion:

pud

Pe = T
F = u (3.18)

e

T

La fonction A est une fonction du nombre de Peclet qui dépend du schéma d’interpolation choisi.
Son expression est donnée dans le tableau 3.2. L’opérateur ||.,.|| retourne la valeur du plus grand de
ses deux arguments.

Formule Schéma
—0.5|Pe] Centré
1 Amont e 32, 1 ‘ y
A(Pe) | 10,1 —0.5|Pe] | Hybride sbie 3.2: Les cing _schémas
10, (1 — 0.1| Pe|)|| | Puissance p
|Pe| )
exp([Pe])—1 Exponentiel

Il est & noter que cette formulation est limitée aux schémas d’interpolation & deux points (7 et
i+1).

Variable transportée ¢ : III. Cas des variables conservatives :

L’utilisation des résultats précédents nécéssite quelques transformations dans le cas ou les inconnues
principales sont les variables conservatives. Il faut alors exprimer le flux J en fonction de la variable
¢' = p¢. Nous avons procédé de la fagon suivante:

J = &7
= 5'<pu¢—I’g—ﬁ> (3.19)
_ ¢ . 0¢'\ Ted dp
= p(”“’ Fam)* p O
—

J

On peut alors utiliser les formules 3.15-3.16 pour évaluer le terme j et on obtient les deux formules
générales suivantes:

J = A8~ (o)l + Flpg)i +D Lo, (3.20)

J = Blp#)— (p8)isi] + Flpd)iss + DL, (3.21)
avec

A = DAPe)+| - Ff (3.22)

B' = DA(Pe)+||F,0]

La valeur de ¢ au noeud % + % représente la valeur de ¢ aur l'interface S. Les différents coefficients
D, F, Pe, p, 0p/0z, A’, B’ sont évalués également au milieu de I'interface S.

10



Interface S

Figure 3.4: Nomenclature  pour
les interpolations de p
X et K

OX

Coefficients de transport u et « :

La consistance des flux sur une interface entre deux volumes adjacents (lére régle de Patankar)
requiert que le flux sortant d’un élément de volume & travers une face soit identique au flux rentrant
dans I’élément de volume adjacent & travers la méme face. Afin de ne pas violer cette regle, la valeur
du flux sur une interface 7 + % doit-étre évaluée en utilisant une valeur de p (ou k) qui sera identique
pour les deux volumes de controle centrés aux noeuds % et 7 + 1.

Pour évaluer le flux de chaleur par conduction & travers l'interface i + % (voir figure 3.4), on peut
utiliser la formule
Tiy1 —T;

dans laquelle k;_ 1 représente la valeur de la conductivité thermique & 'interface i + % Celle-ci peut

+2
étre obtenue par interpolation linéaire mais, comme le montre Patankar [17], une évaluation plus
précise est donnée par la formule

1 _ dx~/ bz n szt oz

3.24
K’H—% KRi Ki+1 ( )
Si I'interface est située au milieu du segment [i,7 + 1], cette formule se réduit a
1
t 1,1 (3.25)

Kit 1 Ki Kit+1

ou l'on peut constater que £, 1 est la moyenne harmonique de s; et ;1.
2

Autres variables :

Aprés avoir défini les interpolations utilisées pour la variable transportée ¢ et les coefficients de trans-
port, il reste & définir les interpolations nécéssaires pour obtenir les autres variables sur l'interface.

De maniere générale, si la variable n’est pas définie au point considéré, on utilise une interpolation
linéaire qui est précise & 'ordre deux (toujours avec le soucis de préserver la précision globale du
schéma).

3.4.4 Cas du maillage non-uniforme

Que deviennent les approximations précédentes dans le cas d’un maillage non-uniforme? Dans ce
cas, en effet, les noeuds utilisés pour le calcul ne sont ni exactement au centre de 1’élément de volume
ni au milieu des faces du contour. Dans les zones ou le maillage est non-uniforme, les approximations
précédentes ne sont plus du second ordre et la précision dépend du rapport r entre deux mailles
consécutives. L’erreur de troncature est généralement proportionnelle & (1 —r)dx et c’est pourquoi il
est nécéssaire de ne pas dépasser des valeurs de r de 'ordre de 1, 15 en pratique, afin que la précision
reste supérieur & l'ordre un. Vu que les zones & forts gradients sont physiquement de longueur
constante, un raffinement du maillage entraine I’augmentation du nombre de mailles qui induit une
diminution du facteur r qui se rapproche & nouveau de I'unité et I’on retrouve ainsi une précision
d’ordre deux.

11



3.5 Détails de la discrétisation spatiale

3.5.1 Forme générale de I’équation discrétisée

Quelle que soit la variable ¢, la discrétisation de 1’équation de conservation 3.2 effectuée selon la
méthode décrite dans les sections précédentes, conduit & une équation de la forme:

Q% = ap(pd)r +aw(pP)w + an(pd)n +as(pp)s + ar(pd)p
b
—(F. — Fu+ F, — F.)(pd)r (3.26)

c

_[F¢Ay¢@] +[T¢Ay¢@] _[T¢A$¢@] +[T¢A$¢@] +08,

a

p Oz p Oz p Oy P Oyl, ~—~~

€

d
Les notations utilisées font référence a la figure 3.2. A ce stade, aucune hypothése n’a encore été
faite sur le schéma temporel utilisé. Nous allons faire quelques observations concernant la forme de
I’équation obtenue afin que cela puisse servir de guide dans la démarche & adopter lors de ’application
de 'algorithme PISO.

Le terme (a) est le terme temporel. Il fait intervenir 'inconnue p¢ uniquement au noeud central
P mais a plusieurs instants.

Le terme (b) représente la forme discrétisée des flux convectif et diffusif sur la frontiere I' du
volume élémentaire 2. Il peut étre écrit sous forme d’un opérateur faisant intervenir une combinaison
linéaire des valeurs de 'inconnue p¢ aux cing noeuds P, E, N, W, et S (le noeud principal et ses
plus proches voisins). Le coefficient ap du noeud central est égal a la somme des coefficients des
noeuds voisins affectée du signe moins (-). Ceci garantit la positivité de la solution. Cet opérateur
sera dénoté H,, H, ou G selon qu’il s’agira respectivement des équations de quantité de mouvement
(composantes z et y) ou de ’équation de I’énergie.

Les termes (c) et (d) proviennent également de la discrétisation des termes convectif et diffusif.
Ce sont des termes supplémentaires qui n’apparaissent que du fait de l'utilisation des variables
conservatives comme inconnues principales. L’algorithme PISO ne prévoit pas de traitement pour
ces deux termes et c’est pourquoi il faudra faire un choix.

Si le terme (c) est traité comme le terme (a) lors de la discrétisation temporelle, cela conduit
a violer la régle importante précédente stipulant que le coefficient central est égal a la somme des
coeflicients des noeuds voisins, ce qui peut conduire & des champs irréalistes dans le régime station-
naire. Pour des raisons de stabilité, ce terme sera toujours traité implicitement si le coefficient ) F;
est positif. Cela conduit a le regrouper avec la partie implicite du terme temporel durant les pas
correcteurs explicites comme on le verra ultérieurement.

Le terme (d) quand & lui, fait intervenir la variable ¢ (et non I'inconnue principale p¢) aux noeuds
e, n, s, et wou elle n’est pas définie. Afin d’éviter des interpolations supplémentaires qui pourraient
étre incompatibles avec celles de p et p@, le terme (d) qui est généralement faible en pratique (selon
Issa) sera traité comme terme source et donc inclus dans Sy.

Les résultats de la discrétisation pour chacune des équations de transport par la méthode indiquée
ci-dessus sont donnés dans les sections suivantes.

3.5.2 Equation de quantité de mouvement

Composante u

L’équation de quantité de mouvement selon z sous forme conservative

% +V-(pVu) = V- (uVu) + S; (3.27)

est intégrée sur le volume élémentaire 2, de la figure 3.5.

Le maillage est supposé non uniforme. On obtient la forme discrétisée suivante:

Q. a(gtU) = H,(pu) — (Z Fu> (pu)e — ng—i + S, (3.28)
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I’équation correspond a 1’élément de volume centré au point e qui est un noeud de vitesse u. Les
différents opérateurs sont définis ci-dessous:

Hu(pu) = aE(pu)eE + aP(pu)w + Gen (pu)eN + Qes (pu)eS + Aou (pu)e (329)
UeE — Ue Ue — Uy
u = Vv DY en n — Un) — Hes s — Us
S (“EDXUHl HP DXT, ) Vie + pen (vEn — Un) — fles(VEs — vs)
2 - = DYV, 0
——(ueV-VE —ppV - Vp)DY Vi + pegoe — ReZ” "k U5 (2P (3.30)
3 PE 0r ) 5
+HPDYVk up (@) _ HenDXGj+1 Uen (@) + HesDXGj+1 Ues (@)
PP Oz P Pen Oy en Pes Oy es
ap = DgA(Peg)+| - Fg,0|
ap = DpA(Pep)+|Fp,0]
Gen = Don A(Peen) + || = Fun, 0| (3.31)
aes = Des A(Pees) + ||Fes,0||
Aou = _(aE +ap + Gen + aes)
> Fy=Fg—Fp+F., — Fo, (3.32)
/,LE DYVk FE
5 =ug DYV} © = e DXUst es = o
pp DYV, Fp
= Y Dp="—__ - Pep = —
Fp =up DYV}, P pr DXU; ep Dp
Men DXGj+1 Fen
Fer, = Ven DXGj Deyy = ——7— Peep, = 3.33
v GJ+1 Pen DYGk+1 ¢ D¢y, ( )
Hes DXGj+1 Fes
es = Ves j Des = —r—or— Pe.s =
F, v, DXG]J,_l Des DYGk- € Des
Q. = DXG; 11 DYV; (3.34)

Dans Iéquation 3.28, le terme correspondant au terme (d) de I’équation 3.26 a été inclus dans le
terme source S, pour les raisons indiquées dans la section précédente. De plus le terme de pression a
été séparé du terme source S, car il fait 'objet d’un traitement particulier dans ’algorithme PISO.

Composante v
L’équation de quantité de mouvement selon y sous forme conservative

% +V- (P\_}U) =V (uVv) + S, (3.35)

est intégrée sur le volume élémentaire 2, de la figure 3.6.

Le maillage est supposé non uniforme. On obtient la forme discrétisée suivante:

0,200 — b, (o) = (LR ) oo = 0.5+, (3.0
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I’équation correspond & 1’élément de volume centré au point n qui est un noeud de vitesse v. Les
différents opérateurs sont définis ci-dessous:

Hy (pv) = aen(pv) En + Gwn(pv)wa + an (pv)an + ap(pv)s + Aow(pv)n (3.37)
UnN — Un Un — Us
v = N s DXU; en(UeN — Ue) — Pwn\UwN — Uw
S (u DY Vit MPDYW) Uj + pen(teN — tte) — pun (YN — Un)
2 — — en DY Grq1 Ven [ O,
—2(unV Vi — ppV - Vp)DXUj + prgyn — HenZm kit len (2P (3.38)
3 Pen or /),
4 Hun DY Gt 1 Vun (@) _ py DXUj oy (@) 4 bp DXUjvp (@)
Pun oz ), PN oY) n pp oY) p
Gen = Den A(Peen) + || — Fen, 0||
Awn = Duyn A(Pewn) + ”Fwn, 0”
an = Dn A(Pen)+| - Fn,0| (3.39)
ap = DpA(Pep)+||Fp,0|
Aoy = —(Gen +awn +an +ap)
> Fy=Fen—Fuyn+Fy - Fp (3.40)
Hen DYGk+1 Fe,
en — Uen oL N —————e— P en —
F U, DYGk+1 D Pen DXGj+1 € Den
_ _ Hwn DYGk+1 _ Fwn
Fuyn = Uuwn DYGk+1 Dyp = Pun DXG] Peyn = Do
pun DXU; Fx
Fy =vy DXU; Dy = ———1 Pey = — 3.41
N = UN f N = DYV en =5 (3.41)
pup DXU; Fp
» = vr DXU; P r DYV °* = Dp
Qy, = DXU; DY Gy41 (3.42)

Dans 1’équation 3.36, le terme correspondant au terme (d) de ’équation 3.26 a été inclus dans le
terme source S, pour les raisons indiquées dans la section précédente. De plus le terme de pression a,
été séparé du terme source S, car il fait 'objet d’un traitement particulier dans 1’algorithme PISO.

3.5.3 Equation de I’énergie
L’équation de I’énergie écrite sous la forme conservative

dpe = K
P+ (pVe) = V- (5W> + 8. (3.43)

est intégrée sur le volume élémentaire p de la figure 3.7.
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Le maillage est supposé non uniforme. On obtient la forme discrétisée suivante:

QP% = G(pe) — (Z F) (pe)p — Qp [% + 08_1;1;] +J(u) + J(v) +Q (3.44)

I’équation correspond a I’élément de volume centré au point P qui est un noeud principal. Les
différents opérateurs sont définis ci-dessous:

G(pe) = ac(pe)r + aw(pe)w + an(pe)n + as(pe)s + Bo(pe)p (3.45)
Jw) +Jw) = 0.5 DYVk{ue (Cazp + Ozzp) + 0.25(Wrs + VEn + Vn + V:)(Tayp + Tayp)
—Uyw (Um:cp + U'a:acw) —0.25 (Un + Vs +vwn + UWS)(O'acyp + Uzyw)} (346)

+0.5 DXU; {0.25(ue + Uy + ten + wun ) (Tayp + Tayn) + Vn(Tyyp + Oyyy)

—0.25(te + Uw + Ues + UwS)(Tayp + Ouyg) — Vs(Oyys + O'yyp)}

Q = 05DXU; DYVk{((pu)e + (pu)w)gz + ((pv)n + (PU)S)gy}
K EC —EC K Ec _Ec
+DYVk{<a)w BijW N <a)e DI:JXGJ'-HP}
K EC — EC K Ec - Ec
+DXUj{(a)s45ygk - (c_)n D]§/Gk+lp}
e —— () s —(50), (3.47)
(£),e0 DXU; 1oy (&), DX g,
—p—n(a_y)n * p7<6_y)
Qe = DeA(Pee)+||_F€70”
an = Dy A(Pen)+||Fn,0|
aw — Du) A(Pew) + || _ F’w,O” (348)
as = D, A(Pes)+ ||Fs,0]
B, = _((le + an +aw +as)
ZFe:Fe_Fw+Fn_FS (3-49)
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(g)epyvk

Fo=uDYVi  De=-"ftm  Pe=p
(i) DXU; .

Fo=wnDXU;  Da=-fhn—  Pen=3"
(2),0vv Fy

Fy, =u, DYV, D, = pwgiXGj Pe, = Do (3.50)
() DXU; F

Fo=w,DXUj  Dy==Tpom—  Pe=g

Qp = DXU; DYV, (3.51)

Dans Iéquation 3.44, le terme correspondant au terme (d) de I’équation 3.26 a été inclus dans le
terme source @ pour les raisons indiquées dans la section précédente. De plus le terme de pression a
été séparé du terme source @) car il fait 'objet d’un traitement particulier dans I’algorithme PISO.

3.6 Discrétisation temporelle

Le systeme constitué des équations (3.28, 3.36, 3.44) complétées par '’équation de continuité, con-
stitue un systéme complet de quatre (4) équations a quatre (4) inconnues p, pu, pv et pe. Les variables
P (Pression) et T' (Température) sont reliées & p par la loi d’état. La discrétisation temporelle est ef-
fectuée & 'aide du schéma d’Euler implicite qui est précis a I'ordre un O(At) et inconditionnellement
stable. On obtient le systéme suivant:

(%—on>(m})n+l = Hy(pv)""" — (Zﬂ)(p )" — 81;;1+5v+—(pv) (3.53)
%(p““—p") + V-(pV)" =0 (3.54)

(% 5) o = Gt~ () o o, [AEL oo
+ I + T+ Q + 6—:(pe)n (3.55)

Le coefficient central Ao, (respectivement A,, et B,) a été séparé de 'opérateur H, (respective-
ment H, et G) et la partie restante de cet opérateur est dénotée H), (respectivement H, et G'). Ceci
est nécéssaire pour assurer une bonne stabilité a 1'algorithme PISO. Les termes sources sont évalués
a linstant (n). Bien que ces deux derniers termes proviennent tous les deux de la discrétisation des
flux de convection-diffusion, ils ne sont pas traités de la méme facon pour les raisons indiquées dans
la section 3.5.1. Le systéme précédent est non-linéaire, fortement couplé et ne peut donc étre résolu
directement. Une linéarisation des coefficients est nécéssaire et le découplage est effectué grace a
I’algorithme & pas fractionnaire PISO présenté dans la section suivante.

3.7 Algorithme PISO

Nous n’allons pas présenter ici les fondements de la méthode PISO qui sont bien exposés dans
la référence [11] mais nous nous contenterons de donner les étapes de 'algorithme tel que nous
I'utiliserons ainsi que les modifications que nous y avons apporté pour ’adaptation a notre probléeme.

Il convient de mentionner que 1’algorithme PISO est une méthode & correction de pression (cas
compressible) et qu’on utilise donc la pression comme inconnue principale au lieu de la masse volu-
mique p. Cette derniere est déduite de la pression par la loi d’état. On peut avec ce type de méthode,
simuler les écoulements trés faiblement compressibles (M < 1) qui constituent 'un des objectifs de
ce travail.

Dans la structure de nos équations, il apparait trois (3) différences importantes avec les équations
qui ont servi de base a la présentation de 'algorithme PISO [11]:

1. Le terme (3 Fy)(p¢) constitue une contribution supplémentaire au noeud central.
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2. L’inconnue principale est p¢ au lieu de ¢.
3. La masse volumique n’apparait pas au dénominateur des coefficients A, Ay et B,.

D1 & ces trois différences, les étapes de la méthode de résolution ont été modifiées de la facon suivante

1. Le terme (Z F¢) p¢ qui inclut la variable principale aux noeud central nécéssite un traitment
particulier. Lors des pas correcteurs explicites, il est traité comme le coefficient central si
F, > 0 ou est inclus dans 'opérateur H' (resp. G') si }_ Fy < 0. Ceci pour des raisons de
¢ P P ¢
stabilité.

2. p et ¢ sont incrémentés simultanément dans le terme p¢.

3. Les équations n’étant pas exactement similaires a celles qui ont servi de base a la présentation
de la méthode PISO I'application de cette derniére n’est pas immédiate. Initialement, nous
avons introduit une modification des équations en posant :

A, = AOU
Pe

L. _ AoV (3.56)
Pn

B, = B9
PP

Cela permettait I’application directe de I’algorithme PISO. Les étapes obtenues de cette facon
ont servi de base a la version initiale du code.

Nous avons apporté un changement en omettant la masse-volumique au dénominateur avec pour
conséquences d’importantes simplifications dans les équations et le traitement des conditions
aux limites. De plus, p et u sont & présent incrémentés simultanément dans le terme pu. La
version obtenue de cette facon a été testée et comparée avec I’ancienne version et a donné des
résultats tout a fait similaires, mettant ainsi en évidence sa supériorité. C’est cette version que
nous présentons avec les notations adaptées.

3.7.1 Procédure de fractionnement

Afin d’incorporer de fagon automatique le traitment particulier du terme (E F¢) p¢ dans les équations,
on utilise la décomposition du coefficient ) Fi, en une partie négative et une partie positive:

S Fs = Ff 4+ Fy = max(Y Fy,0) + min(3 Fy,0) (3.57)

On a évidement les relations suivantes:

Ff=YF
SF20 = { P b

Fy =0
Ff=o0

F;<0 = ¢ 3.58

Z v = {F¢ =X F (3:58)

Dans les différentes étapes qui suivent, les coefficients des inconnues principales sont linéarisés a
I'instant (n) excepté lorsqu’il en est spécifié autrement.

I. Schéma a deux pas
a. Pas prédicteur de la quantité de mouvement

5
Les équations (3.52, 3.53) sont résolues de maniére explicite pour calculer (pV)* en utilisant les
valeurs de p et P a l'instant précédent (n):

Qu —+ * _ ! *1 - * apn n Qu n

(5= Ao+ P2 ) ou = HLlo0)'] ~ Fi o) =250 4 52+ o) (3.59)
Qv —+ * _ 7 * — * apn n Q’U n

(g — Aoy + F, )(pv) = H,[(pv)"] — F5 (pv)" — By TS g lev) (3.60)
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b. ler pas correcteur de quantité de mouvement
L’équation de quantité de mouvement est écrite sous la forme:

oP* Q.

(5 - Aot FE) 0" = Hullou] — Fu oo =5 4 524 Sy (3.61)
(%—Aou+F+)( 0" = H[()] — (o) — Q0 aap* +Sn—|—Q—(pU) (3.62)

On obtient la forme incrémentale en combinant celle-ci avec le pas prédicteur de quantité de mouve-
ment 3.59,3.60:

(pu)”" = (pw)” = - (S;t Aou+F+>_ %(P*—P”) (3.63)
(0 =0y = (G- At FE) PP (3.69)

En prenant la divergence de ’équation ainsi obtenue et en tenant compte de ’équation de continuité
correspondante

AN 1 * % n
V- (pV) T =507 = ") (3.65)
on obtient I’équation de Poisson suivante qui permet de déterminer la correction de pression (P* — P™)
d Qu Ao d Q, N a 1 e oy
{%[9 (6t A”“+F> ax]+%[9 (6t —Awt B ) Bl T ey P =
- *
V- (pV) (3.66)

La densité p** est déterminée grace a I’équation d’état

>k % — P*
=T (3.67)

%
Le champ de vitesse (pV)™" est alors donné explicitement par les équations (3.63, 3.64).

c. Pas prédicteur de I’énergie

I’équation de 1’énergie 3.55 est résolue sous la forme implicite suivante pour déterminer I’inconnue
k% %k

pe
Qp . wox % T s % OP*uw** OP*v**
(W—B +F) = G[p e]—Fepe—Qp oz + By
FIW) + I + @+ 2B Q ” (pe)” (3.68)
La température est obtenue & partir de la relation
e* =T + 0.5((u**)2 + (u**)z) (3.69)

Remarque (linéarisation):
Les essais numériques ont montré que pour obtenir une bonne solution, il fallait linéariser les coef-
ficients des opérateurs de convection et diffusion ainsi que le terme source Q a l'instant (p**, V**, P*).

d. 2éme pas correcteur de quantité de mouvement
L’équation de quantité de mouvement est écrite sous la forme suivante

e o L A e (3.70)
Q Kok K _ ! ok — *ok ap** n Q
(E — Aoy + F ) (pv) = H,[(pv)"™] — F, (pv)™ — Q oy + Sy + E( pv)" (3.71)

On obtient la forme incrémentale en combinant celle-ci avec le ler pas correcteur de quantité de
mouvement (3.61, 3.62):

. H,[(pu)™ — (pu)*] = Fy {(pu)** — (pu)*
— (pu)
<5_u Aou+ )

(o) H,[(pv)** = (pv)*] = F {(p)** = (p0)"}
() =
(‘}— A0U+F+>

} Q (P** _P*)

(3.72)

(pu)

v é%;(}p** _ l)*)

)***

(pv (3.73)
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En prenant la divergence de 1’équation ainsi obtenue et en tenant compte des équations de continuité
correspondantes

- * % 1 * %k a
Vo (pv)" = — (07 ") (3.74)
T\ kKK 1 ok 5k n
Ve (pv)T = (07T ") (3.75)
on obtient I'équation de Poisson suivante qui permet de déterminer la correction de pression (P** — P*):
9 [q, (& 0] 9o (R AN " _py =
{a [Q (M Aou+F) 2 +ay[9 (& AOU+F> 2] - g =Py =
a Q ! * % * — * % * ]
21(% ot ) (Ll — o]~ e (o™ — o'}
3 (% Yoo ]
I =+ *k *1 _ — ko *
2 (5= Ao+ FE) {Hel0) = 0] = s {(o0) = ('}
P [ 1 1]
AT [’rT* T (3.76)
La masse volumique p*** est déterminée par ’équation d’état
sokk P_**
T T (3.77)

_)

et le champ de vitesse (pV)*** est alors obtenu explicitement & ’aide des équations (3.72, 3.73).
A ce stade les variables p***, \7'***, P** et T* représentent les valeurs du champ de I’écoulement a
I'instant (n+1). Afin d’augmenter la précision, on peut ajouter un pas correcteur. On obtient alors

le schéma 4 trois pas suivant:
I1. Schéma a trois pas

a. ler pas correcteur de I’énergie
Le nouveau champ de ’énergie est déterminé de maniére explicite en résolvant I'équation suivante

pour p*** k%
QP =+ KKK KK _ EEPR] —  kk % aP**U*** aP**’U***
(615 B+F) e = G'[p*e*|—F, p*e QP[ B + 3y ]
% % Q
+J (W) + T+ Q + —(pe) (3.78)

En combinant cette équation avec le pas prédicteur de ’énergie 3.68, on obtient la forme incrémentale
suivante plus simple pour les calculs:

- - QP + -1 a(P**u*** — P*u**) a(P**U*** — P*,U**)
p e p Qp( g — B, + F, ) [ o + By (3.79)
La température T** est obtenue & partir de ’équation suivante:
6** — CUT** + 05((’!1/***)2 _+_ (’U***)Z) (380)
d. 3éme pas correcteur de quantité de mouvement
L’équation de quantité de mouvement est mise sous la forme suivante:
Q XKk * % — * K P*** n Q n
R [ e A B R e R (3.81)
Q‘U EE LT ! k% - * % P*** n Q n
(%~ o ) oo™ = L0 ] = B (o - 2,20 24 S o) (3.82)

On obtient la forme incrémentale en combinant cette équation avec le 2éme pas correcteur de quantité
de mouvement (3.70, 3.71):

sk ok % )***

(pu)™™" = (pu

)**** )***

(pv — (pv

Qu
Q2
(%

Qy
(5 -

A + -t 6 ok K * ok
ou + F, %(P — P*)

-1
Aoy + F*)

0

o’
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En prenant la divergence de 1’équation ainsi obtenue et en tenant compte des équations de continuité
correspondantes

kK kK ]- K K Kk n

V(W) = (0 =) (3.85)
* KK ]- * ok ok n

V(W) = — ™ =) (3.86)

on obtient I’équation de Poisson suivante qui permet de déterminer la correction de pression (P*** — P**):

a Qu =+ -t a 8 Q'u —+ -t 8 1 *k K **k\
{&[Qu(ﬁ_Aou‘FFu) &]_Fa_y[QU(E_AW_‘_Fv dy| T et (P =P =
P>l 1 1
o [—T - T] (3:87)

Kok ok ok

La masse volumique p est déterminée par I’équation d’état

% % %
Hokkok P

= (3.88)

N
et le champ de vitesse (pV) “** est alors obtenu explicitement 3 Iaide des équations 3.83,3.84.

Le dernier champ calculé p****, \7****, P*** et T** représentent les valeurs du champ de I’écoulement
a Pinstant (n+1), c’est & dire la solution du systéme original (3.52-3.55).

L’organigramme du code de calcul est donné sur la figure 3.8 qui montre le processus de calcul
suivi durant un pas de temps. Puisque I’écoulement est instationnaire, il n’y a pas de test de
convergence; le nombre de pas de temps (ou la durée du calcul) est fixé initialement.

3.8 Résolution des systemes d’équations

A cette étape, un probléme important est le choix des noeuds ou vont étre discrétisés les équations,
des noeuds qui seront utilisés comme noeuds fictifs (situés a l'extérieur du domaine de calcul et
utilisés pour commodité de calcul) et des noeuds situés sur la frontiere.

La figure 3.9 représente le domaine de calcul délimité par la frontiére (en trait pointillé gras) ainsi
que le maillage utilisé. Pour chaque variable (u, v, (P-¢)), on indique en trait continu et avec des
symboles pleins, les noeuds ol les équations correspondantes sont disrétisées. En traits pointillés et
coloriés en clair (ou blanc) sont indiqués les noeuds fictifs et les noeuds frontiéres. En ces noeuds, les
valeurs des inconnues principales sont éliminées des équations pentadiagonales grace aux conditions
aux limites. Les plages d’indices (j et k) utilisées sont aussi indiquées sur la figure. Rappelons qu’il
s’agit d’une notation indicielle dans le plan physique & ne pas confondre avec les indices des variables

programme. Ainsi, '’équation de quantité de mouvement selon z est discrétisée de j = % ajx — %
et de k = 1 & k = kz alors que I’équation suivant y est discrétisée de 7 = 1 & jz et de k = % a

k=kx— % L’équation de pression ainsi que ’équation de 1’énergie sont discrétisées de j = 1 a jz
etde k=14 kz.

Le processus de discrétisation utilisé pour les équations de transport conduit a des sytémes
d’équations algébriques linéaires. Les matrices obtenues sont & structure pentadiagonale. Il est donc
souhaitable d’utiliser un solveur d’équations adapté qui tire parti de cette particularité. La méthode
utilisée dans la version originale du code est la méthode MSI [21] trés bien adaptée & la résolution
de ce type de probleme. Nous avons également testé deux autres solveurs sous forme vectorisée: Un
solveur ADI et un solveur SIP. Les trois solveurs ont donné des résultats similaires.
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DEBUT D’UN NOUVEAU PAS DE TEMPS (n+1)

|

[Calcul de pV*}

Calcul de P*

[Calcul de pV**}

ECalcul de p*= 0 }
rT"

[Calcul de p**e*]

— 2
e - 05|V }

Equcul de T"=
Cv

[Calcul de P**j

[Calcul de pa***}

ECalcul de p***= P**}
rT*

T*

|
()
*

Fin du calcul

Figure 3.8: Oganigramme du code de calcul: processus suivi au cours d’un pas de temps.
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» Noeuds ou 'equation de quantite de mvt-u est discretisee > 4 - Noeuds frontiere
A Noeuds ou l'equation de quantite de mvt-v est discretisee et fictifs

® Noeuds ou les equations de pression et de I'energie sont discretisees Frontiere

:I>—_:—:I>—_:—<[>—,:H[>—_:~—<l>—,:~—<l>—,:-—'[>—,:><1>—_:-—<I\>—,:~—<[‘>—,:,—l‘>—_:—:lzlj
[ — Y ], e ] Y (Y o] o ] | e N |t e ] e ] e

kx+1

)—l =)
I 7
(L 1
It H
| &
IF;[ 1L
I [
7 I
Il |_[)
11 { 1
2 [>—I[ :_[
| |
i | VT
1 ot ,lx—tw
L — e e = e e e — e —
0 B i s s e s s o il

0 1 2 3 > jx jx+1
J
Figure 3.9: Maillage, noeuds de calcul et emplacement ou les
équations sont discrétisées.
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Chapitre 4

VALIDATION DU CODE DE
CALCUL

Le présent travail a démarré sur la base d’un code de calcul développé & l'institut de Mécanique
des Fluides de Toulouse. Il est bon de rappeler les étapes qui ont mené du code original au pro-
gramme actuel afin, d’une part, de mettre en évidence notre contribution et, d’autre part, les grandes
différences qui existent entre les deux codes. Le dernier point mentionné est 14 pour rappeler la
nécéssité d’une validation du nouveau code de calcul. Les étapes du développement du nouveau code
de calcul sont les suivantes:

1. Familiarisation avec le code original.

2. Modification des conditions aux limites qui étaient théoriquement erronées : Le code ne con-
vergeait pas (les valeurs moyennes des différentes variables augmentaient de fagon monotone
di au fait que les conditions aux limites étaient théoriquement mal posées).

3. modifications de la structure du code (dimension des variables, et ajout de calculs sur les
frontiéres) afin de permettre 'implémentation de conditions aux limites arbitraires.

4. Reécriture compléte du code en maillage non-uniforme. Cette étape a nécéssité de refaire toute
la discrétisation. Au cours de cette phase, d’importantes contributions ont été apportées a
l’algorithme de calcul: Le traitement des termes sources issus de la discrétisation des flux
de convection-diffusion (qui sont nouveaux di & l'utilisation des variables conservatives) et
l’adaptation de la méthode PISO au cas des variables conservatives (Il est bon de rappeler ici
que la méthode PISO a été présentée en variables primitives). Cette derniére étape ayant eu
le support de I'auteur de la méthode PISO, Dr R. I. Issa.

5. Suppression des obstacles présents dans le code original et adaptation a la configuration du
demi-canal plan ainsi qu’a toutes les configurations qui ont fait I'objet de notre étude

Au vu de toutes ces modifications, plusieurs tests ont été efféctués. Nous présentons ceux-ci dans
les sections qui suivent. Le test le plus important étant bien entendu celui utilisé pour la validation
(comparaison avec des résultats publiés).

4.1 Test du nouveau code sur maillage uniforme

Le test le plus élémentaire pour le nouveau code en maillage non-uniforme consiste a simuler le
méme écoulement que dans le code original en utilisant un maillage 4 pas constant. Le nouveau code
devrait étre en mesure de reproduire les résultats de I’ancien code. La configuration utilisée est celle
du code original et est décrite sur la figure 4.1.

11 s’agit de I’écoulement dans un demi-canal plan avec obstacles modélisant des rugosités de paroi.
Les parameétres utilisés dans les essais sont les suivants :
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<—v Sortie ~— Entrée

= w =Sy e u =)
:_.‘ ' profil en B profil en
‘:_' €a_ra0bole __' parabole

Pv=20

Obstacle

paroi u = v =20

Figure 4.1: Configuration pour la comparaison entre nouveau et
ancien code. Ecoulement dans un demi-canal plan
avec obstacles.

Air :  Fluide utilisé
Pr = 0.71 (nombre de Prandtl)
M = Ugge/c = 0.14 Nombre de Mach (c est la vitesse du son & T =T,,)

Re = poUageh/ito = 15 Nombre de Reynolds (h est la hauteur des obstacles)
T = 273.13K

P, = 10°Pa

Lo = 1.7109 x 10° P1

L = 2.88 x 107® m (Longueur du domaine de calcul)

l = 9.996 x 10 % m (largeur)

h = 4.7 x 107% m (hauteur des obstacles)

w = 5.029 x 1075 m (largeur des obstacles)

At = 1.77x1077 s

Maillage : 49 x 17 uniforme Cartésien

Schéma, d’interpolation : hybride
a Dentrée, le profil de vitesse suivant est imposé:

W) 0 si0<y<h (4.1)

u\y) = _ _ . .
Uane P (2— 1) siy>h

avec

Uaze = MRB
pol

Les essais ont été efféctués sur 30000 pas de temps en partant de conditions initiales de fluide au
repos.

(4.2)

Les résultats obtenus sont donnés sur les figures 4.2 et 4.3 qui représentent les vecteurs du champ
de vitesse. Ceux-ci sont parfaitement identiques. Un zoom sur la cavité donne une meilleur image
pour comparaison (figure 4.4 et 4.5).

Les champs de pression sont aussi en trés bon accord bien que non représentés ici. Toutefois, les
valeurs moyennes de toutes les variables augmentent de facon monotone croissante avec le temps.
Cela est dit au fait que les conditions aux limites qui imposent les profils de vitesse aussi bien &
Pentrée qu’a la sortie sont mal posées. Ce test n’est donc qu’'une comparaison entre deux codes qui
donnent tous les deux des résultats erronées mais comparables. On rappelle qu’ici, il s’agit de voir
si le nouveau code tourne et donne des résultats semblables & ceux obtenus avec son prédécesseur.

4.2 Test du nouveau code sur maillage non-uniforme

Pour voir comment se comporte le nouveau code avec un maillage variable, on utilise une config-
uration analogue & la précédente mais avec des dimensions différentes et un maillage non-uniforme
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Obstacle

Figure 4.2: Ecoulement dans un demi-canal plan avec obstacles. Champ de vitesse
obtenu par ’ancien code MODOBS.

Obstacle

Figure 4.3: Ecoulement dans un demi-canal plan avec obstacles. Champ de vitesse
obtenu par le nouveau code NJET.

o N e e {_( NN = - e -
¢ s - = = =N P
T L Lo o
Loy N~ o N
\ VN o~ = s | N
[ N [ T
’ ' ~ - - - - ’ \ ~ - - - -
Figure 4.4: Zoom sur cavité. Champ Figure 4.5: Zoom sur cavité. Champ
de vitesse. Code MOD- de vitesse. Code NJET
OBS

25



(fig 4.6). A présent, il n’y a plus que deux obstacles, et on s’intérésse & la structure de ’écoulement
dans 'unique cavité. La hauteur du domaine est cinq fois celle des obstacles h et sa largeur 4.5
fois (Ce choix est basé sur I’étude de Schen et Floryan [20] qui ont donné les valeurs de ces deux
parameétres en fonction du rapport w/h de telle sorte que effet de la frontiere fictive sur 1’écoulement
soit négligeable).

Sortie Entree
profil profil
parabolique parabolique
v=0 v=0

U= Ky) i LU= f(y)

i
-
-
I

paroi u=0,v=0

Figure 4.6: Configuration pour test du nouveau code sur maillage
non-uniforme. Ecoulement dans un demi-canal plan
avec obstacles.

Les parameétres de I’essai sont les suivants:

M = 04

Re = 10

L = 45x10%m

I = 482x10%m
h = 15xAy=10""

At = 1.77x107 s
Az = Ay =6.6 x 108 (dans la cavité)

Maillage : 42 x 36

Le nombre de mailles est fixé & 15 dans la cavité pour plus de précision et le maillage est uniforme
dans la cavité. La taille de maille augmente en progression géométrique de raison r = 1.1 & I'éxtérieur.
Le nombre de Reynolds maximum autorisé par la taille de maille est Re = 10.

Les essais ont été efféctués comme précédement sur 30000 pas et pour quatre valeurs différentes
du rapport de forme w/h. les résultats sont présentés sur la figure 4.7 qui montre les lignes de courant
obtenues dans la cavité. Les résultats concordent bien avec ceux de Schen et Floryan [20] que I'on
n’a pas représentés ici.

4.3 Supression des obstacles et changement de conditions aux limites

Une autre étape a consisté a supprimer les obstacles de la configuration. Par la suite nous avons
entrepris de modifier les conditions aux limites pour résoudre le probleme de la divergence des
valeurs moyennes de 1’écoulement. Cela a nécéssité le redimensionnement de beaucoup de variables
et 'ajout de certains calculs sur les frontiéres assez délicats car nécéssitant de faire des hypothéses
supplémentaires sur la valeur des variables & I'extérieur du domaine de calcul. De plus le solveurs
de systémes d’équations ont dii aussi étre adaptés en conséquence. Nous avons ainsi été en mesure

26



© @
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V w/h=3

Figure 4.7: Lignes d’émission dans la cavité pour différentes valeur du rapport de forme
w/h. Nouveau code NJET
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d’imposer les conditions aux limites correctes: Trois variables imposées a I’entrée (température et les
deux composantes de la vitesse) et une imposée & la sortie (la pression).

Le code ainsi obtenu a été prétesté et a donné d’excellents résultats. Les variables convergeaient
comme désiré.

4.4 Validation du nouveau code

Une confrontation des résultats obtenus par le nouveau code avec des résultats publiés s’avere indis-
pensable avant de pouvoir attester de la fiabilité du code. Nous envisageons a cet effet un écoulement
stationnaire, le cas du canal plan pour lequel une solution analytique existe. On dispose aussi de
résultats numériques dans la référence [18].

4.4.1 Solution analytique

Axe de symetrie X
— — — — S -
u
I
!
=
Paroi isotherne T=T,
1y

Figure 4.8: Ecoulement dans un demi-canal plan
avec parois isothermes.

Vu la symétrie du probleme, on peut se limiter au demi-canal. on considére un écoulement
incompressible dans un demi-canal & paroi isotherme. La solution établie (indépendante de z) est
donnée par :

v = 0 (4.3a)
2
U = Uny (1 — ?lj_z) (4.3b)
avec
__1(oP\p
Um = ZH(BQI )l (4.3¢)

ou u,, représente la vitesse sur 'axe, p la viscosité dynamique et P/0zx la valeur du gradient de
pression longitudinal qui est constant dans 1’écoulement. Avec les conditions aux limites prescrites
(voir figure 4.4.1), I’équation de 1’énergie associée au probléme

o*’T = oP Ou\?2

ou k représente la conductivité thermique, admet la solution

r=n - (1 (1) 1(2)] @

K

K et p étant supposées constantes en premiere approximation et évaluées en pratique a la température
T="T,.

4.4.2 Configuration étudiée

La configuration utilisée pour valider le programme est décrite dans [18, page 123] et représentée sur
la figure 4.9. Le domaine de calcul est un demi-canal plan de largeur [ et de longueur L = 10 /. Le
maillage utilisé est uniforme avec 100 x 10 noeuds. Sur I’axe de symétrie, on impose les conditions
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Axe de symetrie X

Sortie /V Entree
T:TO
P=R profil sinusoidal v=0
u=f(y)

y

Figure 4.9: Configuration test et conditions aux limites pour la
validation du nouveau code: Ecoulement dans un
demi-canal plan avec paroi isothermes.

aux limites classiques de symétrie (v = 0 et gradient des autres variables égal & zéro). La paroi
inférieure est isotherme (7' = T,) et on applique les conditions aux limites d’adhérence u = v =0 .
A Tentrée, la température est fixée a T, et le profil de vitesse &

v o= u [cos(g%)r (4.6)

v = 0
A la sortie du domaine (frontiére Ouest), la pression statique est imposée (P = P,) et on suppose
I’écoulement établi

Ou _Ov _ 90T _dp _

Erinl rialy il i (4.7)

Remarque:

Dans leur étude, Poinsot et Lelé [18] ont essayé plusieurs types de conditions aux limites a la
sortie du domaine. Nous comparons nos résultats & ce qu’ils ont obtenu de meilleur.

4.4.3 Parametres de ’essai

Les parameétres de base utilisés lors de la simulation numérique sont les suivants:

Fluide utilisé : Air

Nombre de Prandtl . Pr=0."71

Nombre de Mach i M =wu,/c=0.1
Nombre de Reynolds i Re = pouol/uo =15
Température de référence : T, =273.13 K
Pression de référence . P,=10° Pa

Densité de référence : po = 1.2725 kg/m®
Viscosité de référence D e = 1.7109 x 10° P1
Longueur du domaine : L=6.072x10""m
Largeur du domaine : 1=1LJ/10

Maillage : 100 x 10 uniforme Cartésien
Pas de temps : At=1833x10"7s
Schéma d’interpolation :  hybride

Pour une valeur LM? /IR, < 1 (0.007 avec les paramétres ci-dessus), la chute de pression totale le
long de la conduite est faible devant la pression moyenne P, imposée & la sortie et on peut considérer
que la masse-volumique p reste approximativement constante. On s’attend donc & voir la solution
numérique évoluer vers la solution incompressible a la sortie du domaine. De la conservation du
débit, il découle par intégration des équations 4.3b et 4.6 que 1’on doit avoir

3

Um = Lo (4.8)

d’ou le profil de vitesse attendu & la sortie

u) = =30, (1- %) (4.9)
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et celui de la température
_, S pub[L vy, Loyt
TW =T -5 [2 (7) +3(7) (4.10)

avec k évalué par la formule

_ HSp
P,

(4.11)

Comme le font remarquer Poinsot et Lelé [18], la température décroit en allant de la paroi vers 'axe
de symétrie. Cela est di au gradient de pression négatif dans le sens de 1’écoulement retenu dans
I’équation de I'énergie.
Le gradient de pression longitudinal est également donné par la solution incompressible. Il est
constant et égal a
opP _ _3mi
ox 2 2

(4.12)

4.4.4 Résultats et interprétation

Une solutions stationnaire est recherchée avec le code instationnaire. On considére que la solution
stationnaire est atteinte lorsque la variation relative de la solution d’une itération & l'autre reste
inférieure & une valeur € prédéfinie. On utilise pour cela la norme Euclidienne et une valeur de €
égale & 1075, Les résultats obtenus sont présentés sous la forme de courbes isovaleurs de pression,
température et vitesse, ainsi que de profils transversaux de vitesse longitudinale u et température 7'.
L’évolution longitudinale de la pression est également présentée.

La figure 4.11 représente le champ de pression 100(P — P,)/P, obtenu par le code NJET. Les
résultats concordent avec ceux obtenus par Poinsot et Lelé [18] représentés sur la figure 4.10. Pour
effectuer la comparaison, il est toutefois nécessaire de se rappeler que les deux écoulements vont en
sens contraires et que nous simulons un demi-canal alors que Poinsot et Lelé simulent un canal entier.

Figure 4.10: Ecoulement dans un canal plan avec parois isothermes. Champ de
pression. Ref. [18].

(3]

1.250
1174
——————————————————————— T — A .0es
0.960
0.854
0.747
0.640
0.534
0.427
0.320
0.213
0.107

QD
X
(0]

@

SNWHOON®©

paroi isotherme T=To

Figure 4.11: Ecoulement dans un demi-canal plan avec parois isothermes. Champ
de pression. Code NJET (présente éude).

Les champs de vitesse longitudinale u/u, sont comparés sur les figures 4.12 (résultats de [18])
et 4.13 (code NJET). La ressemblance des résultats est aussi trés claire. On peut constater que les
isocontours tendent vers une ligne horizontale en se rapprochant de la sortie. Cela indique que le
gradient longitudinal devient nul et donc que 1’écoulement devient établi. Notons la rapidité avec
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laquelle le vitesse atteint ce régime établi. Nous allons confirmer cela plus loin lors de I’étude du
profil transversal de vitesse.

Figure 4.12: Ecoulement dans un canal plan avec parois isothermes. Champs de
vitesse u. Ref. [18].

0.3833
0.3125
0.2417
0.1708

D 09500
axe C 0.8792
e e Y . D — - — - — - — - B 08083
|
! A \g\_ h A 07375
1
(O g _gA—! % 9 0.6667
= Q 8 [ 8 05958
51 7 B E— i e
5 = 5 = 7 05250
?, S 7 > :—z;f ) 5 04542
X | 5
I | 4
3
2

paroi isotherme T=To

Figure 4.13: Ecoulement dans un demi-canal plan avec parois isothermes. Champ
de vitesse u. Code NJET (présente étude).

Figure 4.14: Ecoulement dans un canal plan avec parois isothermes. Champ de
température. Ref. [18].

9]

0.02400
0.01700
0.00834
0.00000
-0.0080
-0.0166
-0.0250
-0.0333
-0.0417
-0.0500
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-0.0687
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I
I
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|
I
|
I

—“N WA MO N ®®

paroi isotherme T=To

Figure 4.15: Ecoulement dans un demi-canal plan avec parois isothermes. Champ
de température. Code NJET (présente étude).

Les champs de température sont donnés sur les figures 4.14 et 4.15. Les deux champs concor-
dent parfaitement. A noter que les mémes valeurs des isocontours sont utilisées, ce qui permet de
faire une comparaison non seulement qualitative mais aussi quantitative (ou se situe par example
l'isotempérature 100(T — To)/T, = —0.0687 sur les deux courbes 7). On peut aussi noter que les
variations de température sont trés faibles dans le domaine de calcul justifiant ainsi les comparaisons
avec la solution incompressible.

Les figures 4.16 et 4.17 représentent 1’évolution du profil transversal de vitesse u le long de la
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conduite. On constate qu’en se rappochant de la sortie du domaine, les profils évoluent vers la solution
analytique correspondant au régime établi de 1’écoulement de Poiseuille donné par la formule 4.9.
La vitesse converge trés vite et atteint sa valeur finale & la section z/L = 0.33. Nos résultats sont
en parfaite concordance avec ceux de la référence [18].

a
1.
| 1.00 . T
%: i B X/ L
S N \»\ei——— Q (Entree)
g 0.045
2 0.75 B
g ~— Exact solution >
E ‘31/L=0. (InJet) N 0.165 qg)
E ~ =033 - 033 IS
3 ™ =066 o NV 0.66 2
g O 0501 % N 1(sotie) | O
E N =1 (Ouﬂet) 5 ) © o (Theor.) ﬁ;
2 &
Q Q
S
?
: 0.25
3
x
<
0.00 bbb L o
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Tranverse coordinate (x3 1} y/1
Distance I'axe
Figure 4.16: Ecoulement dans un canal Figure 4.17: Ecoulement dans un
plan avec parois isother- demi-canal plan avec
mes. Profil transversal de parois isothermes. Profil
vitesse u. Ref. [18]. transversal de vitesse u.
Code NJET (présente
étude).

La figure 4.18 représente une vue éclatée de 1’évolution longitudinale du profil transversal de
vitesse u.

Profil paraboﬁque\ paroi T=To Profil sinusoidal

Figure 4.18: Ecoulement dans un demi-canal
plan avec parois isothermes. Evo-
lution longitudinale du profil de
vitesse u.

L’évolution le long de la conduite du profil transversal de température est donné sur les figures 4.19
et 4.20. Comme pour la vitesse, il y a une bonne concordance avec les résultats de Poinsot et Lelé.
Toutefois, le profil de température du régime établi admet un minimum égal & —0.09 dans nos éssais
alors que ce maximum est de —0.08 pour les résultats de Poinsot et Lelé. En fait, les conditions de
lessai de Poinsot et Lelé sont incomplétement spécifiées (T, x et le fluide étant indéfinis). Notons
aussi que la température n’a pas encore atteint sa solution établie a la sortie de la conduite et que
celle-ci est donc trop courte.

La figure 4.21 donne la répartition longitudinale de pression en trois sections (k = 3,5 et 8). On
constate que I’évolution est linéaire sur la majeure partie de la conduite avec un gradient de pression
égal & 0.9995 OP/0%theorique- Cela est en parfaite concordance avec les hypotheses de la théorie. Les
profils présentent un pic & lentrée di au fait qu’on impose la condition aux limite P/0z = 0 &
I’entrée et que la vitesse v ne peut étre nulle proche de I'entrée.
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Figure 4.19: Ecoulement dans un canal
plan avec paroi isother-

mes.

Profil transversal de

température. Ref. [18].
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Figure 4.20: Ecoulement
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dans  un
demi-canal plan avec
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température. Code NJET
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Figure 4.21: Ecoulement dans un demi-canal plan avec parois isothermes. Evolu-
tion longitudinale de la pression en trois sections (k = 3,5, 8).

4.5 Conclusion

Les différents tests que nous avons effectués sur le nouveau code de calcul ont été positifs.
plus le code a été validé avec succés et peut donc étre utilisé avec confiance pour des investigations

ultérieures
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Chapitre 5

CONDITIONS AUX LIMITES
CARACTERISTIQUES

5.1 Introduction

D’un point de vue mathématique, la résolution d’un probléme de Mécanique Des Fluides nécéssite
des conditions aux limites dites analytiques (ou physiques) qui font de celui-ci un probléme bien posé.
Cependant, du point de vue numérique, des conditions supplémentaires sur les variables & la frontiere
doivent étre introduites pour le probléme discrétisé. Ces conditions, dites numériques, doivent étre
compatibles avec la physique du probléme ainsi qu’avec les conditions aux limites physiques.

La résolution du probléeme initial par une méthode numérique nécessite la limitation du domaine
par des frontiéres fictives sur lesquelles on ne connait pas & priori la solution. On est amené &
introduire des conditions aux limites artificielles sur ces frontiéres qui doivent refléter au mieux la
physique du probleme. Sur les parties perméables de la frontiére ou I’écoulement est subsonique et
localement tourbillonnaire, la spécification des conditions aux limites pose un probléme car on ne peut
pas utiliser les méthodes locales bien connues appropiées pour les écoulements quasi-paralléles. D’une
part, cela aurait pour conséquence une altération de la précision du calcul au voisinage de la frontiére
et , d’autre part, la réfléxion et la génération d’ondes parasites a la frontiére pourraient avoir un effet
décisif sur I’évolution du phénomene, notamment le développement d’instabilités hydrodynamiques.

Les modéles numériques pour la simulation des équations de la Mécanique Des Fluides requiérent
donc des conditions aux limites instationnaires dans ce cas. Pour les systemes hyperboliques, tels que
les équations d’Euler, ou pour ceux de la magnétohydrodynamique, une méthode de spécification des
conditions aux limites consiste & intégrer directement les équations de conservation sur la frontiere.
A cette fin, la méthode des caractéristiques est utilisée pour transformer ces équations en un systéme
d’équations de compatibilité dont I’'intérét principal est de mettre en évidence les différentes ondes
qui se propagent 3 travers la frontiére et de permettre ainsi la prescription de conditions aux limites
physiques adéquates. Cette méthode a été introduite par Thompson [24] pour les équations d’Euler
et par Wu and Hu [26] pour les équations de la magnétohydrodynamique. Plus tard, un formalisme
unificateur de prescription de conditions aux limites basé sur la méme méthode a été proposé par
Thompson [25] pour les sytémes hyperboliques (et en particulier pour les équations d’Euler) et
appliqué par Sun, Wu and Dryer [23] dans le cas des équations de la magnétohydrodynamique.
Poinsot and Lelé [18] ont proposé une extension de ces conditions aux limites aux équations de
Navier-Stokes qu’ils ont testé sur différents types d’écoulements avec amélioration dans tous les cas.

Le but de cette étude est d’adapter ce type de conditions aux limites & un code Navier-Stokes
compressible, instationnaire, bidimensionnel, en volumes finis et utilisant la méthode & pas fraction-
naire PISO [11] pour résoudre le couplage obtenu lors de la discrétisation temporelle par le schéma
d’Euler implicite. Ces conditions aux limites devraient apporter des améliorations dans la simula-
tion des instabilités de jet qui sont trés sensibles aux ondes acoustiques parasites engendrées par la
réflection des ondes de I’écoulement sur les frontieres ou des conditions aux limites non adéquates
sont utilisées.
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5.2 Bases théoriques - Analyse caractéristique pour les équations
d’Euler

5.2.1 Cas général - Systéeme hyperbolique multidimensionnel

Considérons le sytéme d’équations aux dérivées partielles quasi-linéaire, homogeéne, du premier ordre:

oU | LU _
Bt + 3—xk =0 (5.1)
ou t (temps) et zx (k = 1,...,n) représentent les variables indépendantes, U le vecteur & m com-

posantes des inconnues ou variables primitives et A¥ des matrices m x m dont les coefficients sont
fonction de ¢, x et U mais non de ses dérivées. Le systéme 5.1 est hyperbolique, si pour toute

direction i = (K1, K2, .- -, kn), il admet des solutions de la forme onde plane
U = Ue'FF-wt) (5.2)
avec w réel, X = (z1,x2,...,Ty) représentant le vecteur position. Ces solutions correspondent aux

ondes se propageant dans la direction K & la vitesse de phase a = w/k et sont aussi solutions de
I’équation d’onde

W+(5-V)U=o (5.3)
avec
= w5

A-R=AFk (5.5)
ot A représente la matrice
A=(A" A% . . AMT (5.6)

Toute solution du systéme 5.1 peut alors se mettre sous la forme

m
U= UpelF*eat (5.7)
a=1
ou les w, sont les valeurs propres associées a la direction & et U, les vecteurs propres associés.

Equations de compatibilité

Le systeme 5.1 peut-étre transformé en un sytéeme équivalent composé d’équations de compatibilité
obtenues par combinaisons linéaires des équations originales du systéme 5.1. Ces équations de com-
patibilité sont caractérisées par le fait qu’elles ne comportent que des dérivées le long de certaines
surfaces de dimension n définies dans I'espace & n + 1 dimensions (¢, z1, z9, ..., Z,) qui sont les sur-
faces caractéristiques associées a la direction K. Les coeflicients de ces combinaisons linéaires sont

les composantes des m vecteurs propres a gauche I; (j = 1,...,m) associés a la matrice AFky et
définies par les relations

1] (AFky) = N1T (5.8)
avec \; désignant la jeme valeur propre de la matrice Ak, En désignant par S~! la matrice dont

les rangées sont les les vecteurs 1}1, la forme caractérisique du systéme 5.1 formée des équations de
compatibilité associées & la direction &, est obtenue en multipliant 5.1 & gauche par la matrice S~!

_18U -1 kBU _
S E+S (A %>—0 (5.9)

Forme caractéristique associée a la direction d’un axe de coordonnées

Lorsqu’on traite les conditions aux limites sur une frontiére perpendiculaire & un axe de coordonnées,
I’axe des = par exemple, il est intéréssant d’écrire les équations de compatibilité associées a la direction
K = X, car on peut ainsi dissocier les ondes qui entrent dans le domaine de celles qui en sortent.
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Ainsi, dans le cas ou & = % = (1,0,...,0), la matrice A¥ky n’est autre que A', et en vertu de 5.8,
elle est diagonalisable par la transformation

S™'AS = A = Diag(\;) (5.10)

ou on peut montrer que S n’est autre que la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres a
droite r; associés a la matrice A'. Les équations de compatibilité prennent alors la forme
-1 oU —1 ou -1
&L As 18 = .
SIS +ASTI TS 8T IC =0 (5.11)
avec

ou
C k
Z o
ou sous forme scalaire

7 ou A7 ou

i Tk G

+1C=0 (5.12)

Forme monodimensionnelle des équations de compatibilité - Variables caractéristiques

Considérons la forme monodimensionnelle du systéme précédent 5.12, obtenue en posant liTC =0:

Ir ou 179U ou

i Tl gy =0 (5.13)

et définissons les variables W; par
dw; = I dU (5.14)

Dans le cas des équations d’Euler monodimensionnelles qui nous intéresse, les variables W; peu-
vent étre intégrées car les membres de droite de 1’équation 5.14 ne contiennent pas plus de deux
différentielles. Ces nouvelles variables appelées variables caractéristiques, permettent de reécrire le
systeme 5.13 sous la forme

oW, N )\'(')Wi
ot ' Oz

=0 (5.15)

qui est un syteme découplé d’équations d’ondes se propageant & la vitesse \; dans la direction x.
Définissons les variables L; par

70U oW,
L; = \1; B2 =\ B
On constate d’aprés 5.15 que —L; représente la variation temporelle de 'amplitude W; de ’onde
caractéristique se propageant a la vitesse \; dans la direction z. Par référence a la solution théorique
de I'équation d’onde, il devient clair que la quantité L; doit étre évaluée numériquement par un
schéma décentré amont.

Toutes ces remarques sont a la base de la méthode de prescription des conditions aux limites.
Considérons la frontiere z = z, située a la sortie du domaine de calcul (fig.5.1):

(5.16)

y
A
/\ X Figure 5.1: Analyse caractéristique
a la frontiere
0 Xo
B
Domaine =
de calcul 2
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o Lorsque la vitesse \; de I’onde caractéristique W; est positive, celle-ci se propage de l'intérieur
du domaine de calcul vers 'extérieur. La valeur de la L; correspondante est estimée par un
schéma décentré amont qui fait intervenir uniquement les points intérieurs du domaine de
calcul.

e Lorsque la vitesse \; est négative, 'onde W; rentre dans le domaine et la quantité L; ne peut
étre évaluée par la méme méthode qui serait instable. Il faut donc imposer une condition auz
limites qui remplace I'information inconnue du domaine extérieur.

Deux conséquences importantes découlent de ce qui précede:

1. Le nombre de conditions aux limites & imposer est égal au nombre de caractéristiques rentrantes
dans le domaine de calcul (valeurs propres )\; positives & ’entrée du domaine de calcul et
négatives a la sortie).

2. La valeur L; associée & une onde rentrante doit étre évaluée par la condition aux limites imposée.

Relations LODI

Afin de réaliser le dernier point mentionné (évaluation de la L; associée & une onde rentrante &
l’aide de la condition aux limites imposée), les équations de compatibilité 5.13 avec 'introduction de
la notation L;

TaU J—
I 5 +Li=0 (5.17)
et dont la forme matricielle est la suivante
10U
4 L= .1
sT o +L=0 (5.18)
avec L = (Ly,Ls,...,Ly,)T, sont mises sous une forme ou les dérivées temporelles des variables

primitives sont découplées. On obtient celle-ci en multipliant 5.18 & gauche par S, ce qui donne

au
5 = ~SL (5.19)

Ce systéme, appelé systéme LODI (Local One-Dimensional Inviscid) par Poinsot and Lelé [18], sera
utilisé ultérieurement pour la préscription des conditions aux limites dans le cas bidimensionnel.

Le choix des grandeurs primitives est dicté par la nécéssité d’imposer des grandeurs mesurables
comme conditions aux limites.

Lorsqu’on impose une condition aux limite de Dirichlet sur la variable u; (Composante j du
vecteur U), on peut en déduire la valeur de Ju;/0t et se servir de la relation 5.19 pour calculer la
valeur L; de I'onde rentrante en fonction des valeurs L; des ondes sortantes. Si la condition aux
limites sur u; est imposée en terme de gradient dans la direction normale & la frontiere (qui est celle
de propagation des ondes caractéristiques), on obtient également une relation permettant d’exprimer
la valeur L; de I’onde rentrante en fonction des valeurs L; des ondes sortantes en utilisant simplement
la relation 5.16 inversée

oU

=
Toutefois, 'utilisation des relations LODI 5.19 pour évaluer les variations d’amplitude des ondes
caractéristiques dans le cas bidimensionnel n’est pleinement justifiée que dans le cas ou I’écoulement
admet un caractere localement monodimensionnel, ce qui correspond pour les équations d’Euler &
une pression et une vitesse uniformes le long de la frontiére:

f(L) (5.20)

7.VP = 0 (5.21)
(7-V)V

ou 7 désigne le vecteur unitaire parallele & la frontiére [10, p.377]. Dans le cas des équations de
Navier-Stokes, la justification est encore plus sujette & controverse puisque 1’écoulement doit aussi
étre localement non visqueux. L’expérience numérique a prouvé toutefois, que la méthode donne
d’excellents résultats.
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Equations de compatibilité avec variables conservatives

Lorsqu’on souhaite obtenir les dérivées temporelles des variables conservatives tout en conservant
I’expression des variations d’amplitude L; des ondes caractéristiques en fonction des variables primi-
tives, il faut transformer le systéme 5.11 de la fagon suivante: Sous forme conservative, le systeme 5.1
s’écrit

U | OF*

— +=—=0 5.22

ot oz ( )
ot U est le vecteur & m composantes des variables conservatives et F¥ le vecteur flux dans la direction
zx. Définissons les matrices P et QF par

aU;
Pi = 5y,
v OF}
Qs = 50, (5.23)
On a alors les relations
Ak _ P—le
U U
et le systéme 5.11 peut-étre transformé & 1'aide de 5.16,5.23 en
%_[tj +PSL+C =0 (5.25)
avec
=~ OF*
C=> 5. =FC (5.26)

k=2

Ceci est la forme caractéristique de 5.22 associée & la direction . On constate que les termes
hyperboliques correspondant a la direction de propagation z ont simplement été transformés par la
relation

OF!

5 = PSL (5.27)
C’est cette procédure qui sera utilisée pour les équations d’Euler, ainsi que pour les équations de

Navier-Stokes, le terme C incluant alors les termes visqueux.

Conditions aux limites

Un probléme mixte aux valeurs initiales et aux valeurs limites est bien posé si on peut établir
I'existence et 1'unicité de la solution et sa dépendance continue en fonction des données initiales et
aux limites.

Pour un systéme hyperbolique de la forme 5.1, le nombre de conditions aux limites physiques
qu’il faut imposer sur une frontiére de normale 1i(ny, ng,...,n,) pour avoir un probléme bien posé,
dépend du signe des valeurs propres de la matrice A¥ny. Si la frontiere correspond & une sortie
(domaine de calcul & gauche de la frontiére), le nombre de conditions aux limites & imposer est égal
au nombre de valeurs propres négatives et s’il correspond a une entrée, le nombre de conditions aux
limites est égal au nombre de valeurs propres positives.

Alors que les conditions aux limites doivent imposer les variables caractéristiques (amplitudes
des ondes rentrantes), en pratique, ce sont les variables primitives (grandeurs mesurables) qui sont
utilisées pour la spécification des conditions aux limites. Il faut donc que le choix des variables
a imposer permette de déterminer I'amplitude des ondes caractéristiques rentrantes. Dans le cas
monodimensionnel, 'analyse caractéristique suffit pour vérifier cette condition alors que dans le cas
des sytemes multidimensionnels, il faut avoir recours & l'analyse des modes normaux developpée
par Kreiss [12]. Le cas des équations d’Euler & plus d’une dimension a été traité par Oliger et
Sundstrém [16] ainsi que Oliger [15].

Pour les systémes & coeflicients variables, ’étude du probleme bien posé se fait en ayant recours
a la technique du gel des coefficients et pour les systémes non-linéaires, I’étude se fait sur le systéme
obtenu par linéarisation.

En résumé, le nombre de conditions aux limites & imposer est égal au nombre de caractéristiques
rentrantes alors que le choix des variables & imposer doit étre guidé par I’analyse des modes normaux.
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5.2.2 Application - Cas des équations d’Euler bidimensionnelles

Forme conservative

La forme conservative 5.22 pour les équations d’Euler bidimensionnelles est la suivante:

oU  OF'  OF?
W_‘_ Ox + Oy =0 (5.28)

avec
p pu pv
~ | pu 1 pu”+ P 2 pUU
U= pv F= puv F= pv> + P
pe (pe + P)u (pe + P)v

p désigant la masse volumique, u et v les composantes de la vitesse suivant les coordonnées cartésiennes
z et y, e I'énergie totale (e = c,T + 0.5(u? + v?) pour un gaz parfait) et P la pression. La corre-

spondance avec les notations utilisées précédement est la suivante : z' = z, 22 = y, u; = u et
U = U.
Forme primitive
Sous forme primitive, le systeme précédent s’écrit
ou 10U 20U
AT LA = 5.29
a T e TRy (5.29)
avec
p v p 0 0 v 0 p 0
|l u 1 0 » 0 1/p 2 | 0 v O 0
U= v A= 0 0 w 0 A= 00 v 1/p
P 0 vP 0 u 0 0 P v

Matrices de passage

Le passage des variables primitives aux variables conservatives se fait 4 I’aide des matrices de passage
définies par les relations 5.23. On obtient:

1 0 0 0
_ U p 0 0
P = . 6 0 (5.30)
2 2
0.5(u” +v*) pu pv ﬁ
U p 0 0 v 0 P 0
2
uw 2pu 0 1 w  pv U 0
Ql _ . P Q2 _ y P p
pv  pu 0 v 0 2pv 1
0 0o 0 0 2o
Analyse caractéristique suivant la direction z
Valeurs propres et vecteurs propres
Les quatre (4) valeurs propres de la matrice A! sont données par
A1l = u-—c
A2 = w
A3 = u (5.31)
M = u+ec
ou ¢ = \/7yp/p désigne la vitesse isentropique du son. Les vecteurs propres associés a gauche
1’{' = (05 —PC, 03 1)
lg = (02)0107_1)
15 = (0,0,1,0) (5.32)
i = (0,pc0,1)
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forment un ensemble orthonormé avec les vecteurs propres & droite

1 1

22 212_ 0 2¢2
L 0 0 —
r, = 02pc ro = 0 rz3 = 1 rqy = 260
1 0 0 1
2 2
et les matrices S et S~ sont données par
0 —pc 0 1 37 = 0 5z
2 _ 1 1
S — c 0 0 1 g1 — ~ 50 0 0 o
0 0 1 0 0 0 1 0
0 pc 0 1 % 0 0 %

Variables L;

(5.33)

(5.34)

Les variations temporelles I; des ondes caractéristiques définies par les relations 5.16 sont les

suivantes:
o= -5
Ly = ug—z
Ly, = (u+c)[pcg—z+g—1;]

Systéme LODI

Le systeme LODI défini par les relations 5.19 prend la forme

0 1
a—i = 5L +05(L1 + Ly)]
Ou 1
D [L-L
ot 2pc[ * 1]
Ov
99— _L
at 3
oP 1
9 - _J[L+L
ot 2[ 1+ 4]
ou, sous forme inversée
8 _ 1[Ly 1/ Li | L
dr cz[u 2(u+c+u—c)]
o 1L L
8r = 2pclutc wu—c
w _ L
dr u
oP _ AL, L
Or = 2lu—c wu+c

Modification des termes hyperboliques

(5.35)

(5.36)

(5.37)

Les termes hyperboliques OF!/0x correspondant & la direction de propagation z sont modifiés &

I'aide de la relation 5.27 ainsi qu’en introduisant la relation

oo (5.38)
et 'on obtient
di
OF’ udr + pda
o vdi -+ pds (5.39)
0.5(u2 + vz)dl + puds + pvds + %
avec
& 2 [L2 +0.5(L1 + La)]
_ | d _ ﬁ [L4 _ Ll]
e )T Ls (5.40)
dy 0.5[L1 + Li]
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Une remarque s’impose ici. Le vecteur d défini par la relation 5.40 n’est pas identique & celui
mentionné dans les références [18, 24, 25]. La différence résulte du choix différent que nous avons
fait pour les vecteurs des variables primitives U et conservatives U. Une simple permutation entre
les d; permet de voir que les résultats sont analogues.

Conditions aux limites pour les équations d’Euler

Dans le cas des équations d’Euler bidimensionnelles 5.29, le nombre de conditions analytiques
nécéssaires dépend du signe des valeurs propres de la matrice A qui est identique 3 la matrice du
probleme linéarisé. Le signe des valeurs propres dépend du signe de la composante u de la vitesse
selon z et du régime d’écoulement (subsonique u < ¢ ou supersonique u > c). Le tableau 5.1 résume
le nombre de conditions nécéssaires pour deux types de frontiere (entrée et sortie).

Valeurs propres Frontiére Conditions aux limites | Conditions auz limites
de Al physiques nuUMEriques
u, U, U + ¢, 4 — ¢ | Entrée subsonique 3 1

Entrée supersonique 4 0

Sortie subsonique 1 3

Sortie supersonique 0 4

Table 5.1: Nombre de conditions aux limites pour les équations d’Euler bidim.

Les conditions aux limites numériques sont celles qui complétent les conditions analytiques et qui
sont nécessaires pour la résolution du probleme discrétisé.

Le choix des variables & imposer dépend essentiellement du type de frontiére. Pour une sortie
subsonique, on obtient un probleme bien posé en imposant la pression comme condition analytique.

5.3 Méthode NSCBC

La méthode NSCBC (Navier-Stokes Characteristic Boundary Conditions) introduite par Poinsot et
Lelé [18] et que nous allons utiliser sur la frontiére de sortie dans notre Code de calcul, est une
méthode de spécification des conditions aux limites pour les équations de Navier-Stokes, basée sur
I’analyse caractéristique des équations d’Euler associées. Elle repose sur les principes suivants:

1. Le nombre de conditions aux limites utilisées pour les équations de Navier-Stokes est celui,
nécéssaire pour avoir un probléme bien posé comme 'indiquent les analyses théoriques effectuées
par Strikwerda [22] et Dutt [1].

2. Les conditions aux limites pour Navier-Stokes sont construites & partir des conditions aux
limites caractéristiques associées aux équations d’Euler, puis complétées par des conditions
aux limites visqueuses supplémentaires, le nombre des conditions aux limites nécessaire pour
Navier-Stokes étant supérieur a celui d’Euler (Le terme visqueux se rapporte aux mécanismes
spécifiques & Navier-Stokes: Dissipation visqueuse et diffusion thermique).

Exemple:

Une sortie subsonique bidimensionnelle requiert trois (3) conditions auz limites physiques.
L’une d’elles sera la condition aux limites non-visqueuse obtenue pour les équations d’Fuler
et elle sera completée par deuz (2) conditions auz limites visqueuses.

Plus précisement, le role des conditions aux limites caractéristiques associées aux équations
d’Euler est de :

(a) Déterminer le nombre de conditions aux limites visqueuses et non-visqueuses d’une part,
physiques et numériques d’autre part.
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(b)
()

Indiquer comment modifier les termes hyperboliques des équations de Navier-Stokes cor-
respondant aux ondes se propageant dans la direction normale & la frontiére.

Montrer comment évaluer ces termes.

3. La détermination des valeurs des inconnues principales sur la frontiére & Uinstant (n + 1) se
fait explicitement en intégrant les équations du mouvement sur la frontiére. A cette fin, les
équations sont discrétisées selon les régles suivantes:

(a)

(d)
(e)

Les conditions aux limites visqueuses supplémentaires, qui doivent étre compatibles avec
les conditions aux limites non-visqueuses, sont implantées directement dans les équations.
Pour un choix convenable des conditions aux limites visqueuses, il est possible de se référer
aux travaux de Strikwerda [22] et Oliger et Sundstrém [16].

Si une condition aux limites physique impose la valeur de I'une des inconnues principales
sur la frontiere, il n’est pas nécessaire d’intégrer I’équation correspondante sur la frontiere.
En général, le choix de ’équation & éliminer est indiqué dans la référence [18, p.111].

Les termes hyperboliques (terme L; des équations 5.16, 5.35) sont évalués en fonction du
sens de propagation des ondes:

i. S’ils correspondent & des ondes sortantes (selon le signe de J;), ils sont évalués, comme
pour Euler, & I'aide de schémas décentrés ne faisant intervenir que les points intérieurs
du domaine de calcul.

ii. S’ils correspondent a des ondes rentrantes, deux cas sont a envisager:

A. La connaissance d’une solution approchée a l’extérieur, permet d’estimer les gra-
dients normaux & la frontiere des inconnues principales et ceux-ci sont utilisées
directement pour le calcul des termes hyperboliques.

B. On ne connait rien sur la solution a la frontiére et il faut donc choisir une condition
aux limites. Cela est réalisé en considérant I’écoulement localement non-visqueux
et monodimensionnel (hypothése LODI), ce qui permet d’exprimer les termes
hyperboliques correspondants aux ondes rentrantes en fonction des termes hyper-
boliques connus correspondants aux ondes sortantes, une fois la condition aux
limites & imposer choisie.

Les dérivées normales & la frontiere subsistant dans les équations sont évaluées par des
schémas décentrés amont.

Les reste des termes est discrétisé avec le méme schéma qu’a l'intérieur afin de garantir
une bonne consistance avec le schéma intérieur.

5.4 Implémentation de la méthode NSCBC dans notre code calcul

5.4.1 Procédure générale

Le nouveau code NJET permet la résolution par la méthode PISO des équations de Navier-Stokes
bidimensionnelles, compressibles, instationnaires, discrétisées par volumes finis et schéma d’Euler
implicite. La méthode numérique, qui est implicite, a été décrite de facon détaillée dans le chapitre 3.

Nous nous proposons d’implémenter les conditions aux limites par la méthode NSCBC au code
de calcul de la facon suivante:

1. Le champ de I’écoulement étant connu & Uinstant (n), on détermine explicitement la valeur des
inconnues principales & U'instant (n + 1) sur la frontiére par la méthode NSCBC décrite dans
la section 5.3.

2. Le schéma de discrétisation des équations sur la frontiere utilisé dans NSCBC, n’est pas le méme
que celui utilisé & l'intérieur car, d’une part, le schéma intérieur est implicite et, d’autre part,
la discrétisation est effectuée par volumes finis et sur des volumes distincts pour les différentes
variables. De plus la forme des équations sur la frontiere (forme caractéristique) est différente
de celle des équations & l'intérieur (forme conservative).
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3. Les valeurs ainsi calculées sur la frontiére sont utilisées comme conditions aux limites de Dirich-
let pour avancer les valeurs de I’écoulement & I'intérieur du domaine de calcul 4 l'instant (n+1).

4. Les équations sur la frontiere utilisent comme inconnues principales les variables conservatives
car, on obtient ainsi directement les grandeurs nécéssaires pour le domaine intérieur et de plus,
un traitment implicite des conditions aux limites pourrait étre envisagé.

5.4.2 Modification des équations sur la frontiere

On considére une frontiere perpendiculaire 4 ’axe des . les termes hyperboliques des équations de
conservation (2.1-2.4) sont modifiés sur cette frontiére & 1’aide des relations (5.25-5.27, 5.38-5.40).
Le terme C de I’équation 5.25 comprend tous les termes visqueux. On obtient la forme suivante:

Equation de continuité

op Opv
E+d1+a_y_0 (5.41)

Equations de quantité de mouvement

9pu Opuv 00ze . O0zy
ot + udy + pda + ay = pg: + O + £ (5.42)
Opv Opvv orP O00ys | Ooyy
En + vdy + pds + oy oy + pgy + oz + By (5.43)
Equation de ’énergie
ope 1,5 4 dy 0 _
5 +2(u +v)d1+7_1+pud2+pvd3+ay[(pe+P)v] =
9 9 _% Y4
oz (W02 + vOay) + dy (uozy + voyy) oz Ay + puge + pugy (5.44)

ou ¢, et g, représentent les flux de chaleur par conduction dans les directions z et y respectivement.
Les termes d; sont définis par les relations 5.35 et 5.40.

5.4.3 Configuration étudiée - Choix des conditions aux limites

La méthode NSCBC est applicable a différents types de frontieres. L’objectif de ce travail étant
d’apporter une solution au traitement des conditions aux limites a la frontiere de sortie, nous nous
intéressons plus particuliérement au cas important d’une ”sortie subsonique”.

Pour les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles, le nombre de conditions aux limites
physiques nécessaire & une sortie subsonique est égal & trois [1, 22]. Dans la méthode NSCBC, 1'une
de ces trois conditions aux limites est la condition aux limites non-visqueuse des équations d’Euler as-
sociées (table 5.1 et équation 5.29). Les deux autres sont des conditions aux limites supplémentaires
dites conditions aux limites visqueuses. L’étude du signe des valeurs propres (éq. 5.31) montre qu’une
seule est négative (A1) et que les trois autres (A2, A3, A\4) sont positives. Les variations d’amplitude
des ondes caractéristiques sortantes sont donc Lo, L3 et Ls. Un schéma décentré utilisant les points
intérieurs du domaine est utilisé pour les évaluer. L; correspondant a ’onde rentrante doit étre
évaluée en utilisant la condition aux limites non-visqueuse choisie. Différentes possibilitées sont
listées dans ce qui suit.

Conditions aux limites classiques

Comme condition aux limite non-visqueuse des équations d’Euler associées, on peut choisir par
exemple d’imposer la pression sur la frontiere de sortie(P = P,). Il s’ensuit que dP/0t = 0 sur la
frontiére, ce qui permet d’utiliser les relations LODI 5.36 pour obtenir la relation suivante

Li=—Ls (5.45)

permettant de déterminer L, en fonction de la valeur connue de Ly4.
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Conditions aux limites non réfléchissantes

Imposer la pression (ou bien une composante de la vitesse) représente une condition aux limites
bien posée pour une frontiére de type sortie subsonique. Cependant, cela conduit au probléme
bien connu de la réflexion des ondes sur la frontiere. Pour y remédier, une solution proposée par
plusieurs auteurs, consiste & utiliser des conditions aux limites non-réfléchissantes. Engquist et
Majda [2] ont proposé ce type de conditions aux limites pour les systémes linéaires hyperboliques
multidimensionnels. Hedstrom [9] a étudié le cas des sytémes nonlinéaires monodimensionnels.Wu
et Hu [26] ont proposé une extension aux systémes non-linéaires multidimensionnels, basée sur la
méthode de projection des caractéristiques dans le cas des équations de la magnétohydrodynamique.
Plus tard, Thompson [24] a généralisé la méthode de Hedstrém aux équations d’Euler mono et bi-
dimensionnelles. Dans le cas bidimensionnel, sa méthode consiste & annuler la variation d’amplitude
des ondes rentrantes, en ’occurrence:

Li=0 (5.46)

Conditions aux limites partiellement réfléchissantes

La condition aux limites non-réfléchissante présente un inconvénient majeur; I’écoulement n’a aucun
moyen de déterminer la pression moyenne et cela conduit donc & la dérive des variables avec le
temps. Le probléme devient mal posé. Poinsot et Lelé [18] ont proposé une condition aux limite
partiellement non-réfléchissante qui conduit & un probléme bien posé. Son principe est d’imposer la
pression P a l’infini, ce qui est réalisé en posant

Ly = K(P — Py) (5.47)
ou K est une constante dont la forme qui suit a été donnée par Rudy et Strikwerda [19]:

_o(1—M?)c

K =70 (5.48)
avec
o : Constante.
M : Nombre de Mach de I’écoulement.
¢ : Célérité du son.
L : Longueur caractéristique de I’écoulement.

et Py est la pression & l'infini. Cette condition aux limites permet la non-réflexion des ondes
tout en maintenant la valeur de P sur la frontiére proche de P,. Le choix de ¢ dépend de la
configuration. ¢ = 0 correspond & une frontiere complétement non-réfléchissante. o = 0.25 est une
valeur recommandée pour une sortie subsonique.

Conditions aux limites visqueuses

Comme indiqué précédement, les équations de Navier-Stokes nécessitent deux conditions aux limites
supplémentaires dites conditions aux limites visqueuses. Pour une sortie subsonique, Poinsot et
Lelé [18] ont testé plusieurs combinaisons de conditions aux limites visqueuses et ont abouti & la
conclusion que 'un des choix les plus approprié est le suivant:

0qz
dr 0
00y _
o = 0 (5.49)

Ces conditions aux limites sont implantées directement dans les équations (le terme g, /0x est posé
égal & zero dans 1’équation de 1'énergie 5.44...). Pour un choix adéquat de conditions aux limites
visqueuses, on peut se référer aux travaux de Oliger et Sunstrom [16] et Strikwerda [22].

5.4.4 Calcul des inconnues principales sur la frontiére a ’instant ¢ = (n + 1)

La premiere étape de ’algorithme de conditions aux limites consiste a calculer, par la méthode
NSCBC, la valeur des inconnues principales sur la frontiére & l'instant (n + 1). La procédure est la
suivante:
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1. Analyse du signe des valeurs propres. ce qui permet de discerner les ondes sortantes des ondes
rentrantes. Dans notre cas, trois ondes caractéristiques sont sortantes (Lo, L3 et Ly) et une
est rentrante (Lj).

2. Ly est évaluée a l'aide de la relation 5.47 qui est la condition aux limites partiellement non-
réfléchissante proposée par Poinsot et Lelé. Lo, L3, et Ly sont évaluées par des schémas
décentrés n’utilisant que des points intérieurs au domaine de calcul.

3. Les d; sont obtenues par les relations 5.40

4. Les conditions aux limites visqueuses 5.49 sont implémentées directement dans les équations
5.41-5.44.

5. Ces derniéres sont intégrées sur la frontiére pour déterminer les valeurs des inconnues principales
sur la frontiere & instant (n+1). Le schéma de discrétisation utilisé est présenté dans la section
suivante.

5.4.5 Discrétisation des équations sur la frontiere

Comme il a déja été mentionné dans la section 5.4.1, on ne peut discrétiser les équations sur la
frontiére par le méme schéma que celui utilisé & l'intérieur car I'application de la méthode des
volumes finis sur la frontiére pose les problémes suivants:

o Le systéme d’équations doit étre sous forme conservative , ce qui n’est pas le cas aprés la
modification des termes hyperboliques.

o Les volumes d’intégration n’étant pas les mémes pour les différentes variables, ils ne sont pas
tous centrés sur la frontiere.

e La discrétisation ferait intervenir des points fictifs extérieurs au domaine de calcul.

D’autre part, il faut utiliser un schéma explicite en temps sur la frontiere alors qu’a l'intérieur
le schéma est implicite. Les équations ont donc été discrétisées par différences finies. L’ordre de
discrétisation des conditions aux limites est généralement inférieur d’une unité & celui du schéma
intérieur [13] car la précision globale n’est pas affectée et aussi, parceque 'utilisation sur la frontiére
d’approximations du méme ordre qu’a I'intérieur conduit parfois & des solutions instables. Dans le
domaine intérieur, le schéma temporel est O(dt) (schéma d’Euler) et la discrétisation spatiale utilisée
est O(6z2, 6y%). On utilise donc sur la frontiere un schéma d’Euler explicite O(6t) alors que les
dérivées spatiales sont approximées par des schémas centrés O(Ay?) dans la direction tangentielle 3
et par des schémas décentrés précis au ler ordre suivant .

Le maillage utilisé est rappelons le, un maillage décalé ou les noeuds de vitesse se trouvent entre
les noeuds de pression. Toutes les équations sont discrétisées sur la frontiére aux noeuds de vitesse
u (jz + %, k) comme indiqué sur la figure 5.2. La rangée j = jx + 1 est une rangée de points fictifs,
située & l'extérieur du domaine et utilisée pour commodité de calcul (Permet 1'utilisation du méme
schéma de discrétisation a la frontiere que dans le domaine intérieur).

On obtient les équations discrétisées suivantes dans lesquelles les conditions aux limites dites
visqueuses ont été prises en compte (les termes qui ne comportent pas d’indice supérieur sont pris &
Iinstant n).

Equation de continuité

+1 —

(pj:c+%,k'+1 + pja:+%,k)vj:c+%,k+% - (pj:c+%,k'—1 + ij+%,k)”jac+%,k—% }

_At{dl(k) + 2 DYV (k)
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DXG(jx+1)

TMK Frontiere
1
— D

k+1

~ 2 Figure 5.2: Nomenclature des

g k % -1 noeuds pour la

= < discrétisation sur

I % la frontiere
k-1 | -
i
x-1 jx jx+12 o jx+1
—
Index j
Equations de quantité de mouvement
(Pu)::;%k = (pu)jm+%,k + At{ﬂjm+;,k9w - ujm+%,kd1 (k) — ij+%,kd2(k)
P Tt N s o e s T (5.51)
DXU(jz) DYV (k) '
_ [(Pu)jm-%,k + (pu)jm+%,k+1]1}jm+%,k+% - [(pu)jz+%,k—1 + (pu)jm+%,k]vjm+%,k—%
2 DYV (k)
(PU);L:__:%JC = (pv)jm+%,k + At{ﬂjz+;,k.‘]y - Ujm+%,kd1(k) - ij+%,kd3(k)
_(Rﬂ+%w'*RM+%k+JV3+%w+%'_(RM+%w—1+”%w+%kﬁfw+%w—% (5.52)
2 DYV (k) '
_ (ij+%,k + ij+%,k+1) - (ij+%,k71 + ij+%,k)
2 DYV (k)
TWjardntl ~ OWWjasl el
DXU(jz)
Equation de ’énergie
1 das(k)
+1 2 2
(pe);z+%,k = (pe)jz+%,k_At{i(ujz+;,k+,Ujm+é,k)d1(k)+7T1+(pu)jz+%,kd2(k)

+(PU)jm+%,kd3(k) - (Pu)jm+%,k9m - (Pv)jm+%,k9y

T Yo g kTTT, 1,

ujw+%,kamzjm+%,k
v, 1 10 —U; 1 10
jztgokts WWietd ety Imtakm s Wit ga-g

DYV (k)

2ot (3), sy * (3 g
——0Ooy. .. - i
2 7’""’%”“ or jm+%,k+% ox jm+%,k—%

1
+m ([(pe + P)jz+%,k + (pe + P)jx+%,k+1]vjw+%,k+%

~[(pe + P)ipyt o1+ (pe+ P)jz+%,k]vjm+%,k—%) (5.53)
(Wjasd b T %jasd ha1)%50,0 00 s ™ Wit g o1 F %as b 1)0u,, 00 g
B 2 DYV (k)

_E ij+%,k+1 - sz+%,k B ij+%,k - Tjac+%,k-—1
DYV (k) DYG(k+1) DY G(k)
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Dans ces équations le terme Jv/0xz est évalué par une dérivée décentrée régressive a trois points
précise a l'ordre deux et tenant compte du maillage irrégulier:

v
(87>J ot ey CUinrbked T Peged Tty (5.54)
TTa,kTy
avec
2a +b g= a+b _ a
a(a +0b) T ab = b(a + b)
a = 0.5DXU(jz) b= DXG(jz) (5.55)

Les contraintes visqueuses doivent étre évaluées aux noeuds suivants:

1 1
Ozy €t Oyy (jz + §,k+ 5) k=0,kz

La précision est réduite a l'ordre un lorsqu’on utilise un schéma décentré. La discrétisation
adoptée pour les contraintes visqueuses est la suivante:

o _ 2 Yiordk T Ye—3k  Yie+rdk+d T Yietde-3
“ierin . 3H DXU(jz) DYV (k)
o _ 2 [ Y%atgk T Ya—gk | Yia-gk T Yjo-Fik
T e ko 3 DXU(jz) DXU(jz — 1)
_l(”gm N N n Yje—1,k+3 _Uj:z—l,lc—%)
2 DYV (k) DYV (k)
2 k2 Y A+d o Yierl e+l T Vet lk-1
oy o, = op{lmhied ZSierdied | Bevhird — Cierhied (5.56)
je+dird 3 DYV (k+1) DYV (k)
1 ( +ik+1 T YL et Yol T ujmfé,k)
2 DXU(jz) DXU(jz)
o _ Uizl k+1 — Yjatd k + (8_1;)
Vjetd ot T DYG(k+1) 0z/ jo+i.k+3

Dans I'expression de 0y, le terme 0v/0z est évalué par la relation 5.54.

Amplitude L; des ondes caractéristiques

Les valeurs des L; nécessaires pour le calcul des d; qui sont utilisées dans les relations (5.51-
5.53) sont discrétisées comme indiqué dans la section 5.4.4. Ly, L3 et L4 sont évaluées par schémas
décentrés du type utilisé dans la relation 5.54. L; est évaluée directement en utilisant I’expression 5.47.
On obtient ainsi:

Ly = ij+%,k(13jm+%,k_ o)

L, = Ujzt1 k |:Cj2'z+%,k <%>J‘m+;,k - (%)iw%,k]

Ly = %ujﬁ%,k [(g—;)jﬁl o + (%),-H;,k_;] (5.57)
Li = (Ujpq15+Cagy, k)[(a$>jm+;,k+pjz+;’kcj”+§,kuijrg,;(;(Z;x)l’k

Les différentes dérivées suivant z étant évaluées comme dans la relation 5.54.

5.4.6 Conditions aux limites aux instants intermédiaires

Les valeurs des inconnues principales sur la frontiére étant connues & l'instant (n + 1), il reste
a déterminer comment les utiliser pour obtenir des conditions aux limites pour les variables in-
termédiaires de la méthode PISO. Les équations du spliting par PISO étant consistantes avec les
équations discrétisées de base, il est naturel d’imposer aux différentes variables intermédiaires la
condition de Dirichlet & l'instant (n + 1) obtenue par NSCBC. Malheureusement, comme cela va
apparaitre par la suite, il n’est pas possible d’imposer toutes les variables. Il faudra donc se con-
tenter du choix de certaines d’entre elles qui vérifieront les conditions aux limites, les autres étant
déterminées par l’algorithme.
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La méthode PISO utilise une équation de Poisson pour la pression afin de résoudre le couplage
vitesse-pression. Il est donc essentiel de connaitre les particularités des conditions aux limites as-
sociées & cette équation. La section suivante est un rappel sur ces conditions aux limites, basé sur
Particle de Gresho [3]. Bien que l'article traite du cas incompressible, il donne un bon apercu de ce
qu’il faudrait faire dans le cas compressible pour lequel la méthodologie est analogue.

Rappel sur les conditions aux limites pour 1’équation de Poisson de la pression

Soit le probléeme suivant:
od

E+G-Vﬁ+VP=uV2ﬁ+f" (5.58)
V-i=0 (5.59)
avec les conditions aux limites (¢ > 0) :
di=w sur I'p
— P+ Vg_:zl =F, sur 'y (5.60)
it
1/6—;_l =F, sur 'y

si I'=Tp, Ilfaut aussi que /ﬁ-v?rds:O
r

et les conditions aux initiales :

i4(%,0) = 1do(X) dans Q=QUT
V-idg=0 dans Q (5.61)
o - A=Wo -O=w-10 sur I'p Xel,t=0)

ou X désigne le vecteur des coordonnées spatiales, ¢ le temps, i et 7 les directions normale et
tangentielle respectivement, @ le vecteur vitesse, P la pression, v la viscosité cinématique, f le
vecteur des forces extérieures, I' = 'y U 'p la frontiere du domaine Q et F,, et F; les contraintes

normale et tangentielle sur la frontiére.

Le probléeme précédent est souvent résolu en dérivant une équation pour la pression, obtenue en
prenant la divergence de 1’équation de mouvement et en utilisant ’équation de continuité; Ce qui
donne :

VP=V- -wVii+f—i. Vi) (5.62)

Les regles suivantes déterminent quelles conditions aux limites sont appropriées lors de 1'utilisation
de ’équation de pression:

Reégles

e Lorsqu’une condition aux limites de Dirichlet 4 = W est imposée sur I', la condition aux
limites correcte pour I’équation de Poisson de la pression est la condition de Neumann obtenue
en appliquant la composante normale de I’équation de mouvement sur I':

(')P_ 2 - Oun
a—n_uV un+fn—u-Vun—7

C’est la seule condition qui assure V- = 0 dans . (Note: u, représente la composante
normale de la vitesse @ et f, la composante normale de f).

(5.63)

e Lorsque la contrainte est imposée sur la frontiere, la condition aux limites pour I’équation de
Poisson de la pression est la condition aux limites de Dirichlet
ou,

P=vot —F, (5.64)

e Sil’on résoud I’équation de Poisson de pression avec des conditions aux limites de Dirichlet sur
la pression et U = w sur I', la condition aux limites incorrecte sur la pression entrainera une
discontinuité de la composante normale u,, de la vitesse sur la frontiére bien que V - v = 0.
Seule, la condition de Neumann correcte pour la pression permettra d’obtenir une solution
réguliére et continue vérifiant @i - i = w - i sur I'. Les conditions aux limites de Dirichlet
pour la pression sont incorrectes, sauf si elles sont fixées & leur valeur correcte, celle obtenue
en résolvant I’équation de Poisson avec la condition aux limites de Neumann appropriée.
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¢ Une remarque similaire s’applique aux conditions aux limites de Neumann homogenes 0P/dn = 0
souvent mentionnées dans la littérature. La solution de I’équation de Poisson existe (pour
G-i=0sur et f =0). On obtient une solution vérifiant V- & = 0 dans  mais pas sur I ce
qui est incorrect.

e On ne peut pas vérifier la composante tangentielle de la condition aux limites i = w sur T, ce
qui est un inconvénient majeur de la méthode utilisant I’équation de Poisson de pression. Cela
va, étre un probléme majeur comme nous le verrons par la suite.

o Il n’existe pas de condition aux limites légitime pour 1’équation de Poisson de la pression
lorsqu’on impose une condition aux limites de Neumann sur u,, telle que du,/0n = 0.

Différentes possibilités

Les remarques précédentes montrent les restrictions qui sont associées & 'utilisation d’une équation
de Poisson pour la pression. Les conséquences qui en découlent sont mentionnées et utilisées dans ce
qui suit. Il n’est pas possible de déduire des équations elles-mémes des conditions aux limites pour
les instants intermédiaires car on obtient ainsi des conditions non-locales inutilisables. La méthode la
plus naturelle consiste donc & imposer la condition aux limites de Dirichlet ¢ = ¢"*! sur la frontiere
lorsque cela est possible (¢! représente la valeur de la variable ¢ prédite par la méthode NSCBC
sur la frontiére). Les différentes possibilités qui s’offrent & nous pour les instants intermédiaires sont
présentées dans ce qui suit et leur implémentation numérique dans la section suivante. A cet effet,
on considére & titre d’exemple une frontiére paralléle a ’axe des y:

1. Pas prédicteur de quantité de mouvement

(a) On impose les conditions aux limites de Dirichlet

(pw)* = (pu)"*!

()" = (pv)"*!

qui sont utilisées pour résoudre respectivement les équations 3.59-3.60
2. ler pas correcteur de quantité de mouvement

(a) On impose P* = P*t1,
IEPP (Equation de Poisson pour la Pression) 3.66 est donc résolue avec des conditions
aux limites de Dirichlet. Il s’ensuit que les champs de quantité de mouvement obtenus
par 3.63-3.64 ne satisfont pas la condition aux limites correspondante & 'instant (n + 1).
De méme pour p** puisque 7™ # T™t1,

(b) On impose la densité p** = p"t+1.

De I’équation d’état 3.67, on déduit la valeur de P* & la frontiere. Celle-ci est utilisée
comme condition aux limites de Dirichlet pour résoudre I’'EPP et déterminer la correction
de pression (P* — P™). Les champs de quantité de mouvement obtenus par les relations
3.63-3.64 ne vérifient pas leurs conditions aux limites de Dirichlet & (n + 1).

(c) On impose la quantité de mouvement (pu)** = (pu)™**.

ce qui permet d’obtenir une condition aux limites de Neumann pour la pression a 1’aide
de la relation 3.63. Le champ de pression P* obtenu par 'EPP ne satisfait pas en général
sa condition aux limites de Dirichlet & (n + 1). Il y va de méme pour (pv)**.

(d) On impose la vitesse u** = u"*1.

qui est substituée dans 1’équation 3.63. La densité p** est éliminée & 1’aide de la rela-
tion 3.67 et 'on obtient ainsi une condition aux limites mixte pour la pression P*.

P*
rim

e o (R Y 0 e pn
(u) (puw)* = Qu(ét =—Ao + F, Bx(P P™) (5.65)
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3. Pas prédicteur de I'énergie

(a) On impose T* = T" "1,
C’est la seule condition aux limites valide puisque pour le schéma PISO & deux pas, T*
représente la valeur finale de la température. On déduit de la condition aux limites choisie
une condition de Dirichlet sur I’énergie:

p**e* _ p**(chn+1 + %[(u**)2 + (’U**)Q]) (566)

4. 2eme pas correcteur de quantité de mouvement

(a) On impose P** = P"t!,
Ce qui fournit une condition aux limites de Dirichlet pour résoudre 'EPP 3.76. p***
satisfait sa condition aux limites de Dirichlet mais pas les composantes de la vitesse u***
et v***.

(b) On impose la densité p*** = p"*L.

La pression P** 4 la frontiére est obtenue de la relation 3.77 (Note : On obtient en fait
P™t1 puisque p et T vérifient tous les deux leur condition aux limites de Dirichlet.) et
est utilisée comme condition aux limites de Dirichlet pour résoudre ’'EPP et déterminer
(1)** __1)*)

(c) On impose la quantité de mouvement (pu)*** = (pu)
ce qui permet d’obtenir une condition aux limites de Neumann pour la pression a 1’aide
de la relation 3.72. Le champ de pression P** obtenu par 'EPP ne satisfait pas en général
sa condition aux limites de Dirichlet & (n + 1). Il y va de méme pour (pv)***.

n+1

)***

(d) On impose la vitesse u*** = w1,
qui est substituée dans ’équation 3.72. La densité p*** est éliminée & 1'aide de la rela-
tion 3.77 et 'on obtient ainsi une condition aux limites mixte pour la pression P**.

P . Q, R S,
TTnJrl(u) T (pu)™ = —-Q, (E —Aou+Fu+> %UD — PY) (5.67)

*

Implantation numérique

A chaque étape implicite de I'algorithme PISO il faut résoudre un sytéme a structure pentadiagonal.
Ce systeme résulte de la discrétisation de 1’équation de transport correspondante en chaque noeud
intérieur au domaine de calcul. Sil’on considére la variable générale ¢, la discrétisation de ’équation
correspondante au noeud (7, k) (voir figure 5.3) donne

Bjxdjk—1 +Djxdj—1.k + Ej bk + Fixbit1.x + Hjxdjrr1 = Qjk (5.68)

ou les valeurs de ¢ aux cinq noeuds voisins sont les inconnues du probleme et les coefficients B, D,
E, F, H et @ dépendent du noeud considéré (7, k)

L’écriture de I’équation 5.68 & tous les noeuds intérieurs au domaine de calcul conduit & un
systéme d’équations ou le nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations. Pour résoudre
le probléme on utilise les conditions aux limites pour éliminer les inconnues définies aux points fictifs
(les points frontiere). La procédure générale consiste & exprimer la valeur de l'inconnue au point
fictif en fonction des valeurs aux noeuds intérieurs et cela grace & la condition aux limites. La valeur
ainsi obtenue est substituée dans I’équation a la frontiére, ce qui élimine la variable au point fictif.
Les différents termes sont réarrangés et on obtient un relation identique & 5.68 avec de nouveaux
coefficients qu’il faut définir. Dans ce qui suit nous allons présenter quelques exemples sélectionnés
pour clarifier cette application. Comme précédement, on considére une frontiére de sortie parallele
a laxe des y située au noeud (jz + 1/2,k). La nomenclature des noeuds et indices est donnée sur la
figure 5.2.

(1) ler pas prédicteur de quantité de mouvement
a la frontiére de sortie (j = jz + 1/2,k) on impose

(PWispr2e = (pu)"*! (5.69)
(pv)"*! (5.70)

(PU);m+1/2,k+1/2

50



D (p 1.k E (p K F (p Figure 5.3: Noeuds intervenant dans
-1 J +1,k
O O

I’équation discrétisée au
noeud (4, k).

)
N\

B (pj,k—l
O

ot (pu)™*t et (pv)"*! sont les valeurs & l'instant (n + 1) calculées par NSCBC sur la frontiere.
A noter que les deux composantes de la quantité de mouvement ne sont pas imposées aux mémes
noeuds. L’équation de quantité de mouvement pour la composante u au noeud adjacent & la frontiere

(jz —1/2,k)
B(pw)iz_1/2,k—1 + D(pu)jo_sj2k + E(pu)je—1/2,k + F(pw)isti/ok + H(pu)jo 172,641 = @ (5.71)

ou les indices inférieurs ont été supprimés par convénience, est modifiée en substituant la valeur de
E3 re rd re .
(pu) Jo+1/2,; donnée par 5.69. Aprés réarrangement des termes on obtient

B(pu)je—1/2,6-1 + D(pu)ju_s2 + B(pu)ja— 12k + H(pU) o 172,641 = Q@ — F(pu)™ ™ (5.72)
Ce qui est une équation de la forme 5.68 mais avec les coefficients modifiés :

Qmod — Q _ F(pu)n+1

Fmod = 0

I’équation de quantité de mouvement de la composante v est modifiée de facon légerement différente.
Cette équation qui est écrite au noeud (jz,k + 1/2) est donnée par

B(pv)je k=172 + D(pv)ja—1,kt+1/2 + E(pV)jo k172 + F(0)jot1 k172 + H(pV)jo ky3/2 = Q (5.73)

A présent, c’est la valeur de (pv)* au point fictif (jz+1,k+1/2) qu'il faut éliminer. Une interpolation
linéaire est utilisée pour exprimer la valeur de (pv)* sur la frontiére (jz+1/2) en fonction des valeurs
aux noeuds (jz) et (jz + 1):

(PU);w+1,k+1/2 = 2(PU)"+1 - (PU);z,kH/z (5.74)
Cette valeur est substituée dans I’équation 5.73 et aprés réarrangement des termes on obtient
B(PU);‘z,k—l/z + D(P“);x—l,k+1/2 +(E - F)(pv);w,k+1/2 + H(P”);z,k+3/2 =Q - 2F(Pv)n+1 (5.75)

On obtient donc la forme standard 5.68 avec les coefficients modifiés

Epoda = E-—-F
Qmoa = Q- 2F(pv)n+1
Froa = 0

(2) ler pas correcteur de quantité de mouvement
Si on impose la condition aux limites de Dirichlet
(pu)a+1/2,6 = (pu)™™ (5.76)

on peut obtenir une condition aux limites de Neumann pour la pression en substituant cette valeur
dans la projection de I'équation de quantité de mouvement selon z (équation 3.63):

0, . n 1 /Q, n .
%(P —P") = o, (E — Aoy + Fu+) [(PU) - (pu)jac+1/2,k] =4 (5.77)
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Le gradient de correction de pression § ainsi déterminé peut aussi étre évalué par différences finies.
La relation obtenue

(P* —Pn)jm+1’k =5 DXG(_].@—F].)—F(P* —Pn)jm,k (578)

permet d’exprimer l'inconnue (P* — P™);;11  au point fictif en fonction de la valeur & l'intérieur du
domaine. Cette valeur substituée dans 1’équation de Poisson de la correction de pression

B(P* = P")jyr—1+D(P* —P")ju_1 + E(P" —P")jur
+ F(P" = P")joy1e + HP" = P")jo k41 = Q (5.79)

fournit une équation de la forme standard 5.68

B(P" — P")jo -1+ D(P" —P")jz 1x + (E+F)(P"—P")jz

avec les coefficients modifiés

Enoa = E+F
Qmod = Q—FJDXG(]$+1)
Froa = 0

Un traitement analogue s’applique aux autre étapes de I'algorithme PISO et pour les autres choix
de conditions aux limites.

Choix des conditions aux limites

Les différentes possiblités qui s’offrent & nous pour le choix des variables a imposer aux instants
intermédiaires ont été présentées dans la section précédente. Parmi les combinaisons possibles, nous
avons retenu trois cas que nous dénotons CL1, CL2 et CL3:

CL 1: 1. pu™t! et pv™t! sont imposés au pas prédicteur de quantité de mouvement.
2. pu™t! est imposé au ler pas correcteur de quantité de mouvement.
3. T™t! est imposé au pas prédicteur d’énergie.
4

Pt est imposé au 2éme pas correcteur de quantité de mouvement.

CL 2: pu™ ! et pv™t! sont imposés au pas prédicteur de quantité de mouvement.
pu™t! est imposé au ler pas correcteur de quantité de mouvement.

T™*! est imposé au pas prédicteur d’énergie.

-~ W

pu™t! est imposé au 2éme pas correcteur de quantité de mouvement.

CL 3: pu™ ! et pv™t! sont imposés au pas prédicteur de quantité de mouvement.

Pt

Tt est imposé au pas prédicteur d’énergie.

1 est imposé au ler pas correcteur de quantité de mouvement.

=L =

Pt est imposé au 2éme pas correcteur de quantité de mouvement.

Ces trois cas seront utilisés & la frontiere de sortie lors des essais numériques sur les différentes
configurations qui font 'objet de notre étude dans le chapitre 6.
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Chapitre 6

TEST DES CONDITIONS AUX
LIMITES CARACTERISTIQUES

6.1 Introduction

La validation du nouvel algorithme de conditions aux limites est éffectuée en procédant & une serie de
tests élémentaires de difficulté croissante, dont le but est de mettre en évidence les erreurs éventuelles
lors de la programmation ainsi que les limitations de la méthode. Quatre tests ont été choisis a cet
effet et sont présentés ci-aprés. Il s’agit des configurations de I’écoulement uniforme, de I'onde
entropique, de ’onde acoustique et du vortex. Ces trois derniéres étant superposées a un écoulement
uniforme.

La qualité d’un algorithme de conditions aux limites peut étre évaluée par plusieurs critéres basés
sur la transmission et la réfléxion d’ondes traversant la frontiére. Ces critéres, évalués & la sortie de
I'onde sont les suivants :

1. Distorsion de 'onde (changement de forme).
2. Variation d’amplitude de 'onde.
3. Taux de réfléxion.

Les deux premiers indiquent si la condition aux limites influence ou non la solution dans le domaine
de calcul. Le troisiéme critére, qui est par définition le rapport de 'amplitude de ’onde réfléchie
a celle de 'onde incidente, mesure la qualité de la transmission. Si ce rapport est faible, I'onde a
été transmise correctement et il ne reste pas de perturbations dans le domaine. Si le rapport est
élevé (supérieur & 1%), la sortie de 'onde est accompagnée par la génération d’une onde parasite
qui remonte 1’écoulement en sens inverse. C’est ce phénomeéne que 'on souhaite éviter lors de la
simulation des instabilités de jet car, les ondes parasites générées entretiennent l’instabilité et ne
sont pas représentatives de la physique du probléme.

Ces criteres vont étre utilisés pour évaluer I'éfficacité des nouvelles conditions aux limites lors des
tests présentés dans ce chapitre.

6.2 FEcoulement uniforme

Le test le plus élémentaire consiste a simuler un écoulement uniforme:

u = up
v = 0

P = B (6.1)
p = po

T = To

Ce test est un moyen efficace pour déceler les erreurs de codage; Toute perturbation de I’écoulement
au voisinage de la frontiére de sortie indique un malfonctionnement des conditions aux limites. Les
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test effectués ont donné des résultats trés satisafaisants. Les perturbations relatives des variables de
’écoulement de 1'ordre de 10™!! sont attribuables aux erreurs d’arrondis et de troncature.

6.3 Onde entropique

Ce test est destiné & étudier la transmission des ondes thermiques par 1'algorithme de conditions
aux limites. La configuration d’une onde entropique bidimensionnelle circulaire advecté par un
écoulement uniforme est retenue pour le test. Le domaine de calcul est initialisé par un écoulement
uniforme

u = uo
v = 0 (6.2)
P = P

auquel est superposé une onde entropique dont le champ de température est défini par

2, 2
T = To—)\exp{—m2_};Cy}

P
p = T (6.3)

ou R, représente le rayon de I'onde et A son amplitude. L’onde est centrée dans la zone de maillage
uniforme (fig. 6.1). Les parois latérales glissantes sont modélisées par des axes de symmétrie. A
Pentrée, on impose un écoulement uniforme et & la sortie, la méthode NSCBC est utilisée pour
préscrire des conditions aux limites non-réfléchissantes avec ¢ = 0. Le choix CL1 a été retenu pour
les conditions aux limites aux instants intermédiaires.

Axe de symetrie

Zone de nmil | age uniforne

‘ y

|

|
ENTREE } SORTIE . )

| Figure 6.1: Configuration test

= ‘ ‘ X

Pu=Plg ‘ Conditions limites de l'onde entropique
v=0 | non-reflechissante ,

‘ G=0 advecté  par un
=T écoulement uniforme

Axe de symetrie

6.3.1 Parameétres de ’essai:

Re = Uyl /v = 10,000

M =U,/c=0.1
R, =0.15L

A =14

T, =273.15K
P, =10° Pa

2l =1 (Largeur et Hauteur de la zone de maillage uniforme.)
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Fluide : Air
Maillage : 100 x 115 avec 96 noeuds dans la zone uniforme. La taille de maille augmente & 1'extérieur
en série géométrique de raison r = 1.1.

Schéma d’interpolation (Flux convection-diffusion) : Centré en espace.
Schéma PISO & deux pas.

Max=0.5 Max=0.5 Max=0.5

(@ uti=0 (b) Ut/=0.28 (o) Utl=0.42

Max=0.5 Max=0.5 Max=0.493

-

(d) Ul =0.56 (9 U I=0.70 (f) Ut =0.84

Max=0.477 Max=0.318
0.002

\

i
o

(g) Ul =0.98 (h) Ul =112 (i) UMl =154

12>\

Figure 6.2: Onde entropique: Test avec les conditions aux lim-
ites CL1. Contours de température (T-To)/To a
différents instants

6.3.2 Résultats

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 6.2 qui représente les isocontours de température
adimensionnelle (7' —T,) /T, & différents instants U,t/l. La figure 6.2(a) met en évidence la structure
annullaire du champ initial de température, alors que les figures qui suivent représentent le suivi de
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I’onde pendant sa sortie du domaine & travers la frontiére. Comme on peut le constater, 'onde ne se
déforme pas et se transmet parfaitement. Plus tard, lorsque 'onde a quitté le domaine, il ne reste
plus qu’une perturbation d’amplitude 0.01 (2% de ’amplitude initiale qui est égale & 0.5) qui est
en réalité générée i la frontiére d’entrée ou le traitement des conditions aux limites n’utilise pas la
méthode NSCBC. La valeur de I'amplitude de 1’onde réfléchie & la sortie est en fait 0.002 comme
indiqué sur la figure 6.2(i) et est inférieur & 0.1% de I'amplitude de I'onde incidente. Ceci indique
que la condition aux limites donne d’excellents résultats.

6.4 Onde acoustique monodimensionnelle

Aprés avoir testé 1'algorithme de conditions aux limites sur le champ thermique (entropique), on
procéde & un test plus difficile qui fait intervenir le champ de vitesse. Dans un premier temps,
par souci de simplicité, on étudie un cas monodimensionnel. La configuration de ’'onde acoustique
monodimensionnelle est un candidat idéal car il constitue le cas le plus simple possible et permet
d’évaluer de facon précise 'effet de la condition aux limites sur I’écoulement. En effet, la solution
attendue est connue: l'onde se propage a la vitesse du son ¢ tout en s’atténuant du fait de la
dissipation visqueuse et thermique. De plus, on peut évaluer le taux de réflexion d’une composante
de Fourier quelconque, puisque le choix de la forme de 1'onde est arbitraire (on peut choisir une
sinusoide). Une autre raison importante pour la sélection de ce test est qu’il est possible d’évaluer
analytiquement les valeurs des amplitudes des ondes caractéristiques L; définies par les relations 5.35.
Finalement, il est bien connu que les ondes acoustiques sont présentes dans la plupart des écoulements
et qu’elles peuvent entretenir des instabilités. Leur simulation correcte (s’assurer qu’elles quittent
le domaine de calcul sans reflexion) est donc d’une importance fondamentale. A noter que cet
écoulement est irrotationnel. L’étude des ondes de rotationnel est reporté a ’essai suivant.

6.4.1 Configuration

Paroi glissante

Figure 6.3: Configuration test
de londe acoustique
monodimensionnelle
superposée a un
écoulement uniforme

Paroi glissante

On consideére un écoulement uniforme (v = U,, v =0, P = P,, T = T,) auquel est superposée une
faible perturbation de vitesse du = f(z) sous forme d’onde acoustique monodimensionnelle. En vertu
de la théorie linéarisée en fluide parfait (voir par exemple Lighthill [14]) I’écoulement est initialisé
comme suit:

u = U,+f(x)
v = 0
= P, + pocof(z) (6.4)
P\~
p = po <Fo) isentropique
T = Ll gaz parfait
pr
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L’amplitude de la perturbation du = f(z) est faible devant la valeur moyenne U,:

ou

T, €1 (6.5)
Le domaine de calcul est de forme rectangulaire, ’'onde se propageant dans la direction des x positifs.
Les frontieres latérales sont modélisées par des axes de symetrie et a ’entrée, on impose un écoulement
uniforme (pu = pouo, T = Tp, P = P,). A la sortie, les conditions aux limites non-réfléchissantes

(avec o = 0) sont imposées par la méthode NSCBC.
On peut estimer 'amplitude des perturbations de pression et de température par les formules
suivantes qui font intervenir le nombre de Mach de I’écoulement M = U,/c,:

J_P ou

oT ou
7~ (v— 1)M70 (6.7)

La dérivation de ces formules est donnée en annexe2 et repose sur ’hypothése de faibles perturbations.
Ainsi, & faible nombre de Mach (M < 0.2), la perturbation relative de pression est plus faible que celle
de la vitesse (au moins 2 fois plus petite) alors que la perturbation relative de la température est d’un
ordre de grandeur plus faible que celle de la pression. Ceci est important car, une légere distorsion

du champ de vitesse peut donc entrainer de grosses répercussions sur le champ de température.
On peut aussi, en vertu de la solution théorique, déterminer les valeurs des amplitudes car-
actéristiques L; a la sortie du domaine (annexel):

Li = 0

Ly = 0

Ly = 0 (6.8)
Ly = 2(U,+ c)pocof' (z)

On peut ainsi comparer les valeurs numériques obtenues aux valeurs théoriques.

6.4.2 Parametres des essais

Les parameétres de base utilisés lors des simulations numériques de ’onde acoustique monodimen-
sionnelle sont les suivants:

Re = 1000 (Nombre de Reynolds).

M = 0.1 (Nombre de Mach).

P, =0.7 (Nombre de Prandtl).

A =14

To =273.15 K

P, =10° Pa

po = 1.2725 kg/m?

po = 1.71 x 10° P1

L =8.1x10"* m (Longueur du domaine suivant z).

I = L/10 (Largeur du domaine suivant y).

Fluide : Air.

Maillage : 800 x 6 uniforme.

Schéma d’interpolation (Flux convection-diffusion) : hybride.
Schéma, PISO & deux pas.

La perturbation f(z) sélectionnée est une Gaussienne centrée en z = %L et d’écart type o = 5 dz:

A 1[z—a]’
f(r) = ——exp—= 6.9
@) = = ew—3[22 (©9)
avec
3
= 2L
“ 5
o = bz (6.10)
A U,
foo = =
e = —J==12
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La valeur de ’amplitude de la perturbation de vitesse f(x) est prise égale & 1/100 de la valeur U, de
I’écoulement moyen.

Note:

Le pas de temps 6t est choisi pour assurer un nombre CFL inférieur & 1. Cela est nécessaire,
vu que sur la frontiére, un schéma explicite est utilisé pour intégrer les équations. La taille du
maillage dx a été choisie de fagon & minimiser les erreurs de dispersion et diffusion numériques. Ceci
a été réalisé en réduisant systématiquement la taille des mailles jusqu’a obtenir une solution stable
(convergée).

6.4.3 Résultats
Investigations préliminaires

Avant de passer aux résultats, nous mentionnons certains points importants. La taille des mailles doit
étre suffisament fine pour éviter, d’une part, une trop grande diffusion numérique (I’onde s’aplatit
trop vite du fait d’une importante viscosité numérique) et, d’autre part, les erreurs de dispersion qui
générent une onde parasite en amont de I'onde acoustique & I'instant initial (voir figure 6.4-(a)).

y B
Onde acoustique )
Pic

Onde parasite Onde acoustique

Frontiere

e

(@) (b)

Figure 6.4: Onde acoustique monodimensionnelle. Problémes rencontrés lors des simulations. (a)
Onde parasite générée a t=0. (b) Pic sur le profil & la traversée de la frontiere.

Cette derniere, qui est de signe opposé 4 celui de I'onde acoustique, est advectée par I’écoulement
a la vitesse U,. Une autre remarque importante, concerne la linéarisation du terme source () et des
coefficients (de 1'opérateur G') dans I’équation de prédiction de I’énergie 3.68. Comme mentionné
précédement, il est nécéssaire d’évaluer ces termes & l'instant (p**, \7**, P*) afin d’éviter la création
de 'onde parasite précédente a ¢t = 0.

Une autre remarque concerne le comportement a la frontiere de sortie. Une anomalie peut étre
décelée si le profil présente un pic sur I'une des variables comme indiquée sur la figure 6.4-(b).
Cela nous a permis entre autres, de corriger un bon nombre d’erreurs dans la phase initiale de
développement de I'algorithme de conditions aux limites.

Cas des conditions aux limites CL1 et CL2

Les premiers essais de 'onde acoustique monodimensionnelle ont été faits avec les conditions aux
limites CL1 (et CL2 qui donnent des résultats identiques). Les résulats sont présentés sous forme
d’un suivi du profil longitudinal de la perturbation de pression & différents instants. La figure (a) est
utilisée pour montrer ’'onde acoustique se propageant vers la frontiere de sortie et son comportement
a la traversée de celle-ci. La figure (b) représente I'onde réfléchie aprés la sortie de 'onde acoustique
du domaine de calcul. Cette derniére se déplace en sens inverse, remontant 1’écoulement & la vitesse
(c—U,). Une fois la frontiere d’entrée atteinte, cette onde va se réfléchir & nouveau et se propager vers
la sortie. Ce mécanisme de feed-back, est I’'un des principaux détracteurs de simluations numériques
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d’instabilités (tels que les configurations de jet, couche limite cisaillée,...). En effet, ces perturba-
tions jouent le role de catalyseur, auto-entretenant les instabilités et les transformant d’instabilités
convectives en instabilités absolues.

La figure 6.5 représente les résultats obtenus pour ¢ = 0.25 et ¢ = 0 (Les résultats sont iden-
tiques). Tout en se propageant vers la sortie fig 6.5-(a), I’onde diminue d’amplitude en s’élargissant
(un phénomene typique de diffusion). A la traversée de la frontiére, 'amplitude de 'onde augmente
brusquement. Ceci n’est pas physiquement acceptable et les conditions aux limites ont donc un
probléme. Aprés la sortie de 'onde acoustique, une onde réfléchie fig 6.5-(b) est générée et on peut
estimer son amplitude & 20% de ’amplitude de I’onde incidente. Cette grosse perturbation, générée a
la sortie de I'onde acoustique, entache les résultats de la simulation d’erreurs grossiéres complétement
inacceptables.

Pour une valeur ¢ = 3.4, on obtient les résultats de la figure 6.6. A présent, 'onde diminue
brusquement d’amplitude & la sortie du domaine de calcul. De plus, 'onde réfléchie qui est de signe
contraire aux résulats précédents atteint 50% de ’amplitude de ’onde incidente.

D’autres valeurs de o donnent des résultats qui se raménent & 'un des deux cas exposés. On
conclut, d’une part, que les conditions aux limites CL1 et CL2 sont inappropriées et, d’autre part,
que le parametre ¢ influence considérablement le comportement de la solution & la frontiére.

Cas des conditions aux limites CL3

Les résultats de la section précédente montrent que le traitement des conditions aux limites aux in-
stants intermédiaires peut étre adéquat pour certaines configurations (onde entropique) mais pas pour
d’autres (onde acoustique mono-dimensionnelle). C’est pour cette raison que nous avons envisagé
le troisiéme choix de conditions aux limites CL3. Ces derniéres conditions aux limites présentent la
particularité d’imposer les variables les plus sensibles P, p et T. Les résultats obtenus sont donnés
par la figure 6.7 qui représente les perturbations relatives de Pression, température et vitesse longi-
tudinale. Seule la phase de sortie de 'onde est représentée, la phase de réflexion étant traitée plus
loin. L’onde sort de facon impeccable. Il est méme possible de vérifier qu’elle n’est pas déformée
en translatant le profil d’une courbe & la suivante vers la droite et en vérifiant qu’il y a parfaite
superposition (au taux de diffusion prés). On peux effectuer cela en imprimant le méme graphe sur
deux feuilles différentes et en les superposant & la lumiére du soleil par exemple. Un résultat encore
plus indicatif de la qualité des conditions aux limites est 1’élimination quasi-totale de I’onde réfléchie
qui n’est pas représentée sur la méme figure, vu qu’a la méme échelle, elle est trop petite pour étre
visible. Une plus ample discussion est donnée dans la section suivante.

Onde réfléchie. Taux de réflexion

La transmission d’une onde sans distorsion a travers la fontiére est un parameétre déterminant. Non
moins important est le taux de réflexion. Lorsque ’onde atteint la frontiére, elle se réfléchit en une
onde plus petite qui remonte 1’écoulement en sens inverse. Ce phénomeéne purement numérique ne
peut-étre évité. Il faut cependant minimiser autant que possible 'amplitude de I’onde réfléchie. Le
taux de réfléxion quantifie cela. Il est défini par

Amplitude de 'onde réfléchie

Taux de réflexion = T, = (6.11)

~ Amplitude de 'onde incidente
En pratique, un taux de réflexion de I'ordre de 0.1% est considéré adéquat pour des simulations
précises.

La figure 6.8 représente une vue agrandie des ondes réfléchies aprés la sortie de ’onde du domaine
de calcul pour le cas précédent des conditions aux limites CL3 avec o = 0. Ces ondes se propagent
dans le sens des z négatifs comme indiqué sur la figure. A noter la forme sinusoidale de I'onde
réfléchie qui contraste avec la forme en cloche de 'onde incidente. On peut aussi noter une onde
parasite dans le champ de température au voisinage de la frontiére d’entrée. Celle-ci se propage a la
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Figure 6.5: Onde acoustique monodimensionnelle. Perturbation de pression & différents
instants. (a) Onde incidente (b) Onde refléchie. Conditions aux limites CL1
aveco =0.25 ou o =0.
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Figure 6.6: Onde acoustique monodimensionnelle. Perturbation de pression & différents
instants. (a) Onde incidente (b) Onde reflechie. Conditions aux limites CL1
avec 0 = 3.4.
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Figure 6.7: Onde acoustique monodimensionnelle. Perturbations de Pression, temperature et
vitesse & différents instants. Conditions aux limites CL3 avec o = 0.
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Figure 6.8: Onde acoustique monodimensionnelle. Onde réfléchie a I’instant

(U + ©)t/L, = 1.3 (L, représente la distance initiale de 'onde & la frontiere
de sortie) Conditions aux limites CL3 avec o = 0.
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vitesse de I’écoulement U, et est générée par le traitement des conditions aux limites a ’entrée qui

n’est pas efféctué avec NSCBC mais par une méthode classique.

Les taux de réflexion obtenus lors de la simulation avec les conditions aux limites CL3 et 0 = 0
sont résumés dans la table 6.1.

Amplitude

Amplitude

perturbation perturbation TZ/Z:;:; Table 6.1: Taux de réﬂe).(ion
incidente réfléchie de Tonde acoustique
Pression 0.0014 7.5 x 1077 5x 107 monodimensionnelle
Température 0.0004 7x 1077 0.0017 (Conditions aux limites
Vitesse 0.01 3 x 107° 0.0003 CL3).

Comme on peut le constater, le taux de réflexion est inférieur & 0.1% et cela pour toutes les
variables (P, T et u). On peut donc affirmer que les conditions aux limites assurent une trés bonne
transmission de 'onde & travers la frontiere de sortie.

6.5 Vortex advecté par un écoulement uniforme

Le nouvel algorithme de conditions aux limites a donné d’excellents résultats lors de la simulation
d’ondes entropiques et acoustiques. Pour attester de leur bon fonctionnement, il reste a consid-
erer le troisiéme type d’ondes présent dans les écoulements de fluides qui est ’onde de rotationnel.
C’est un niveau de difficulté plus élevé car ’écoulement étant rotationnel, il ne satisfait pas par
définition les hypothéses de fluide non-visqueux et mono-dimensionnel qui ont servi & I’élaboration
de la méthode NSCBC (hypotheése LODI : Local One Dimensional Inviscid). De plus les intéractions
vitesse-température deviennent plus importantes du fait de la dissipation. Finalement, c’est le type
d’écoulement le plus difficile du point de vue des conditions aux limites comme nous ’avons men-
tionné & plusieurs reprises. Arriver a obtenir des conditions aux limites qui traitent ce cas de fagcon
précise est I'objectif final de ce travail.

6.5.1 Configuration

La configuration choisie est identique & celle étudiée par Poinsot et Lelé [18]. Elle consiste en un
écoulement uniforme (eq. 6.1) auquel est superposé un vortex défini par

$2+y2
P = Cexp{— SR
1 9y
U = U+ — 7
po Oy
v = —pig—f (6.12)
C
P = Po'f‘Poﬁd)
T = T,

ou 7 est la fonction de courant d’un vortex en écoulement incompressible, R le rayon du vortex et C
son intensité. L’origine des coordonnées (centre du vortex) est située au centre de la zone de maillage
uniforme (voir figure 6.9). L’indice inférieur ”0” correspond aux grandeurs de 1’écoulement uniforme.

Le domaine de calcul est rectangulaire. Sa taille ainsi que le pas d’espace ont été choisis pour
simuler 1’écoulement correctement et minimiser l’effet des frontiéres latérales. Le maillage qui com-
porte 210 x 240 noeuds, est composé d’une partie centrale uniforme de 200 mailles avec dy = dx. A
I'extérieur de cette region, le maillage croit selon une suite géométrique de raison r = 1.1 aussi bien
a l'entrée que sur les frontieres latérales.

Les frontieres latérales sont des parois glissantes modélisées par des axes de symétrie. A 1’entrée,
les variables suivantes sont imposées : quantité de mouvement pu = pyu,, température T = T, et
vitesse v = 0. A la sortie, La méthode NSCBC est utilisée. La condition aux limites non-réfléchissante
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Paroi glissante (conditions de symetrie)
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Paroi glissante (conditions de symetrie)

de Poinsot et Lelé [18] avec o = 0 est choisie pour spécifier la condition aux limites non-visqueuse
nécessaire pour une frontiére de sortie subsonique.

6.5.2 Parametres des essais

Les parameétres suivants sont utilisés pour la simulation numérique:

Re = 10,000 = u,l/v

R =0.25]

M =0.1=u,/c
P, =0.7

C = —-0.0163 ¢l
T, =273.15 K

P, =10° Pa

po = 1.71 x 10° P1
Fluide : Air.

Maillage : 210 x 240
Schéma d’interpolation (Flux convection-diffusion) : hybride.
Schéma PISO & deux pas.

6.5.3 Résultats

Les résultats sont présentés sous forme d’isocontours de vorticité et de vitesse longitudinale & quatre
instants différents (I) ¢t/l = 0 champ initial (II) ¢t/l = 0.6, 0.8 et 1 lorsque le vortex traverse la
frontiére de sortie.

Le champ initial 6.10-(a) montre la structure annullaire du champ de vorticité qui consiste en
une zone de vorticité négative entourée d’un anneau de vorticité positive. Les valeurs de (u —
uo) /U, sont utilisées pour la vitesse longitudinale fig 6.10-(e). ainsi, les lignes de contour supérieures
correspondent & des valeurs négatives (u < u,), alors que les lignes de contour inférieures indiquent
des valeurs positives (u > u,). Le vortex tourne dans le sens trigonométrique.

Les figures 6.10-(b)(c)(d) montrent le champ de vorticité lorsque le vortex quitte le domaine
de calcul. Sa structure reste intacte et il n’apparait pas de discontinuité & la frontiére. Cela est
certainement un bon résultat car il est impossible d’obtenir quelque chose de semblable avec des
conditions aux limites classiques. Les mémes remarques s’appliquent au champ de vitesse fig 6.10-
(f)(g)(h) qui préserve bien sa forme. Néanmoins, la sortie du vortex est accompagnée d’une légere
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Figure 6.10: Vortex avec les conditions aux limites CL1 et ¢ = 0. Champs de
vorticité et de vitesse & quatre instants (a-e) ct/l = 0 (b-f) ct/l = 0.6
(c-g) ct/l =0.8 et (d-h) ct/l =1.

augmentation de ’amplitude du champ de vitesse de 10% (non visible sur la figure). Cela montre
que les conditions aux limites ont un probleme avec la transmission des ondes de rotationnel.

Ampli Amplitud o
mp mu,de et u, ¢ Tauz de Table 6.2: Taux de réflexion du
perturbation perturbation . N
o PP réflerion vortex superposé a un
NI réfiéchic écoulement  uniforme
Vorticité 33,372 1,197 0.036 Conditi limit :
Vitesse u 0.3 0.016 0.053 C(Iir:; 1bions aux  lmites

Plus tard, a ct/l = 2, aprés la sortie du vortex du domaine de calcul, il subsiste une perturbation
générée par les ondes réfléchies. Cette perturbation a une amplitude égale & 5% de la vorticité initiale
max et 3.6% de la vitesse initiale (voir table 6.2). Ceci montre que les conditions aux limites ont un
taux de réfléxion trop élevé et qu’elles ne peuvent par conséquent pas étre utilisées pour la simulation
des instabilités.

6.5.4 Analyse des résultats - Problemes rencontrés

Nous essayons dans ce qui suit d’analyser plus en détails les résultats obtenus précédemment lors de
la simulation du vortex et ce, afin de déterminer 1’origine des nos problémes.

La figure 6.11 représente I’évolution temporelle du profil longitudinal de vitesse u aux deux
sections ou ||u|| atteint son maximum (y = 0.25 [ et y = 0.75 [). Les figures 6.12 et 6.13 représentent
les profils longitudinaux & la section médiane y = 0.5 ] de v et T respectivement. Dans tous les cas,
les conditions aux limites CL1 sont utilisés & la sortie.

On constate que les amplitudes des ondes incidentes augmentent ou diminuent brusquement &
la sortie du domaine et ceci, pour toutes les variables. Ce probléme a déja été rencontré lors de
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Figure 6.11: Evolution temporelle du profil de vitesse u a deux sections
longitudinales y = 0.75] (gauche) et y = 0.25] (droite).

la simulation de ’onde acoustique monodimensionnelle avec les conditions aux limites CL1. Le
changement de conditions aux limites (CL3 au lieu de CL1) avait permis d’apporter une solution
au probléeme. On est donc tenté d’essayer les conditions aux limites CL3. Cela a été fait mais les
résultats obtenus n’ont pas amélioré la solution.

000000 PV

-0.00050

0.00100 -

-0.00150

-0.00200

-0.0050 '00‘025 -0.0;00 0.0025 -u,uluuu -U.ulozu -0.0000 0.002%
Figure 6.12: Evolution temporelle du Figure 6.13: Evolution temporelle du
profil de vitesse v a la sec- profil de température T a
tion moyenne y = 0.5/ la section moyenne y =

0.51

Les profils de u, pu, v et pv a la frontiere de sortie, obtenus pour les conditions aux limites
CL3, sont représentés sur les figures 6.14-6.17. La figure 6.14 montre la valeur pu™°E¢ prédite par
Ialgorithme NSCBC sur la frontiére, et utilisée comme condition aux limites pour les calculs. La
valeur pu™t!, déterminée par les calculs, differe légérement et cela est dii au fait que pu n’est pas
imposé au deuxiéme pas correcteur de quantité de mouvement avec les conditions aux limites CL3.
Comme indiqué précédement, on s’attend donc a ce que la valeur obtenue de pu ne satisfasse pas
sa condition aux limites de Dirichlet. Imposer pu revient simplement a utiliser les conditions aux
limites CL1 ou CL2 qui ont aussi un probleme. Des remarques similaires s’appliquent & la vitesse u
représentée sur la figure 6.15.

Pour ce qui est du champ de pwv, il faut mentionner une différence importante: La frontiére est
située au noeud j = jzr + % alors que l’algorithme de calcul permet la détermination de pv aux
noeuds j = jz. On est donc contraint de déterminer pv sur la frontiére par extrapolation (on utilise
une extrapolation linéaire). Comme on peut le constater sur la figure 6.16, la valeur de pv™t! en
j = jx obtenue par ’algorithme de calcul coincide avec la condition aux limites de Dirichlet pv™>¢EC,
Cela est dii au fait que 'on a imposé cette condition aux limites au pas prédicteur de quantité de
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Figure 6.14: Profils de pu a la frontiere Figure 6.15: Profils de vitesse v a la
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mouvement. Le champ de vitesse obtenu pv* satisfait donc la condition aux limites. Comme, les pas
correcteurs n’affectent pas la valeur de la composante tangentielle de vitesse a la frontiére, il s’ensuit
que les champs finaux aussi satisfont la condition aux limites de Dirichlet pv™SCBC,

5E-06 5E-06

1E05 -1E-05

pv

-1.5E-05 > -15E-05

2605 2605

2.56-05 25605 |-

Y Y
Figure 6.16: Profils de pv & la frontiere Figure 6.17: Profils de vitesse v & la
de sortie. frontiere de sortie.

En revanche, la valeur de pv sur la frontiére obtenue par extrapolation n’est pas bonne. Il semble
donc que 'extrapolation ne puisse pas donner de bons résultats. Mais que peut-on utiliser d’autre?
Les mémes remarques s’appliquent aux profils de vitesse v donnés en figure 6.17

On conclut donc qu’il semble difficile d’apporter une solution au probléme vu qu’il n’est pas
possible d’imposer & la fois toutes les variables durant les instants intermédiaires. D’autre variantes
de conditions aux limites pourraient étre testées dans ce but.
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Chapitre 7

CONCLUSION

Dans le cadre de la présentation du diplome de Magister, nous avons apporté une contribution au
probleme de la spécification des limites adéquates aux frontiéres de sortie lorsque ’écoulement y est
fortement perturbé. Ce type de conditions limites permet 'utilisation de domaines plus petits (donc
temps de calcul plus courts et moins de mémoire) et surtout la simulation précise de I’écoulement &
I'intérieur du domaine de calcul. On espére pouvoir utiliser ces conditions aux limites pour la simu-
lation des instabilités de jet, cependant des améliorations sont encore nécessaires avant de disposer
d’un algorithme suffisamment précis.

Durant ce Magister nous avons réalisé les travaux suivants: 1) Développement d’un code de
calcul Navier-Stokes compressible instationnaire bidimensionnel en volumes-finis utilisant la méthode
PISO sur maillages non-uniforme (& partir d’un code original en maillage uniforme). Cette étape a
nécessité la reécriture compléte du code de calcul aprés avoir refait toute la discrétisation. 2) Test et
validation du nouveau code. 3) Adaptation de la méthode PISO au cas des variables conservatives.
4) Développement d’un algorithme de conditions aux limites basé sur la méthode des caractéristiques,
applicable aux codes implicites en volumes-finis et utilisant les variables conservatives. Cet algorithme
est basé sur la méthode NSCBC développée par Poinsot et Lelé [18]. 5) Test des nouvelles conditions
aux limites sur plusieurs configurations destinées a évaluer leurs points positifs et leurs insuffisances.
Ces tests ont été choisis de facon & inclure tous les niveaux de difficulté présents dans les écoulements
de fluides.

Notre algorithme s’est avéré excellents pour la simulations d’ondes entropiques et acoustiques. 11
peut aussi étre utilisé avec des vortex mais ses performances sont encore insuffisantes pour une bonne
précision. Des améliorations sont encore nécéssaires et cela pourrait faire 'objet d’études ultérieures.

Plusieurs aspects du présent travail peuvent étre analysés dans le cadre de la poursuite de cette
étude. Le choix de conditions aux limites aux instant intermédiaires (variables & imposer lors de la
résolution des équations par 1’algorithme PIS0) offre plusieurs autres possibilités qui n’ont pas été
analysées par manque de temps. Des schémas de discrétisation d’ordre plus élevé pourraient étre
employés sur la frontiére ainsi qu’a l'intérieur du domaine. L’emploi d’un arrangement collocated
pour les noeuds du maillage pourrait résoudre le probléme de consistence entre les équations sur la
frontiére de sortie et les équations & I'intérieur du domaine. De plus cela pourrait rendre possible un
traitement implicite des conditions aux limites.
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ANNEXE 1

Amplitude des ondes caractéristiques
Cas de 'onde acoustique monodimensionnelle

Les equations 5.35 sont combinées avec les relations 6.4 pour obtenir les valeurs théoriques des
amplitudes des ondes caractéristiques L;:

L = (u—c)[g—f:—pocog—Z]

= (u—c¢) [pocog—; - pacog—;]

28p 8P
¢ oz 8.’1:]
2 Po 1P%_18P 8P]

Py ox Oz

[
[
_ u[czpo(P>1/’Y 1 9P ap]
[
[

L3 = U=

Ly = (u+0)[poco%+g—1;]
8f]

of
= (U + C) I:pocoa + poCo %

= 2(u+ c)pocog—;
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ANNEXE 2

Approximations des amplitudes relatives de T et P
Cas de 'onde acoustique monodimensionnelle

On peut dériver des approximations pour les amplitudes relatives de pression et température en se basant sur
Phypothése de petites perturbations du/u, < 1.

dP _ poco du
P, P,
_ po_du
= Yoo P g
= Ycou 1 du
- YCo ocg Yo
_ A Uodu
T o uo
ou
= M —
Y .

La perturbation de pression sera donc d’autant plus petite que le nombre de Mach est faible.
Similairement pour la température :

= = —_1

oT T
T T

Q

Q
—_
+
|
—_

La formule du binéme suivante a été utilisée

(1+m)pz1+pm+...

Celle-ci est valide pour z de faible amplitude (petit devant 1).
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