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{iénéraiif6s sur les vibrations et équations de Lagrange
Axrnée 2û1612ST.7
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Une des choses le plus irnportantes à apprendre cn physique est que de nombreux systèmes apparemmellt

différents peuvent êire décrits avec les mêmes terrnes rnathématiques. Les huit systàmes physiques ci-dessus ont

semblent avoir peu de choses en commun.
Tous ces systèmes sont de simples oscillateurs harmoniques qui quand légèrement perturbés ds leur position

d'équiiibre vont csciller autour de cette position. Le but de ce premier exercice est ds faire une analyse de certains

de ces systèmes.

Figure (a) L'équation du mouvement mir = *kx avec (02 = k/rn est directement trouvée par application de la

loi de Hooke et la deuxième loi de Newton"
l. Si la masse dg pendule cle la figrire (b) est déplaeée d'une petite distance x, rnontret que la raideur (force

de rappel par unité de distance) est rng/I et que çt' = Bll où g est l'accélération due à la gravité"

Utiliser un petit déplacernent angulaire S au lieu de x et rnontrer que $ est le même.

2. Daps |e oas de ia figure (c), les oscillations angulaires sont rotationnelles, de sorte que la masse est

remplacée par le môment d'inertie tr du disque et que la raideur est remplacée par le eouple de rappel du

. fil, qui est Ktrad-l, de dépiacement angulaire t. Montrer que ot =Krll.
3, Figure (d) Montrer que la raideur est k=2Tll et que tÊ:ZTllm.

4. Figure (e) Montrer que k: 2pAg,où A est la surface de section, et que a' =Zpfuglm.
5. Figure ($, Seul Ie gaz dans le goulot oscille. Utiliser la relation adiabatique pVÏ - constante pour

montrer que dp = *yp Ax/V, où x est le déplacement du gaz dans le goulot. Montrer que

lpz =ypAf |pv .

6. Figure (g) La surface cle section du goulot est A et l'hydromètre est à une distance x au-dessus de son

niveau normal de flottement, la fbrce de rappel dépend du volume de liquide déplacé (principe

d'Archimède). Montrer que or2:gpA/m.

Exgrcice 2 :

Montrer que pal un choix approprié des valeurs

Que des solutions égalernent valicies pour x sont

x = acos(alt+ $) x = asin(cot* $)

A et E de l'équation x = A cosut * B stnott

N=acos(rrlt*Ô)

Vérifrer que ces solutions satisfonl l'équation : ii * trrZx = 0

 

 

 



SERIE D'EXERCICES Nol (2 Séa*ces)

Génénalités sur les vibrations et équations de L'agrange
Année 2ût6l20\7

Module VOM

Calculer x = xr + x, dans les cas suiva'nts :

1- vilrrations ayant la même fréquence (faire une figure) I xr = a, cos(r':t + $,) , xz = àzcos(rot + $')

Trouver x dans le cas particulier i a=az:a

2- Vibration ayant des fréquences diftrentes mais la mêrne amplitude

. Traiter le cas particulier o:, - û)r = ô0), ôo{{ol'

IT- SERIES DE FOURIER

xr =âsinort et x, =asinG:t avec cÙz)ol

Exereice 4 :

La force d'impact d'un marteau-pilon
peut être modélisée par la fonction x(t)

be la figwe. Déterminer ie

développement en série de Fourier de

cette force ci'imPact.

Exereiee 5 :
Soient les deux fcnctions :

;re(t)

Fonction paire :

Fonction imPaire :

Exercice 6 :
Donner dans chacun des cas

suivants, les liaisons, le nombre

de degrés de liberté et ies

coordonnées que I'on peut utiliser
pour définir le sYstème.

Exe+gice-.,L:
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Exercice 7 :
on considère les quatre systèmes à un degré de liberté représentés sur les figures ci-après' on-se propose d'étudier

les mouvements de faible amplitude. Déterminer pou, 
"iruque 

système : I'Jnergie cinétique, i'énergie potentielle'

le Lagrangien, l'équation différentielle du rnguvement, |a période T des petits oscillations'

1r.tA.

1^
la.
L

,0Ets

. l<ts'2

o Trouver les développements en série de Fourier des deux fonctions'

r Montrer qu,ii exisie une relation directe entre les deux développements des deux fonctions"

fiI.CooRDoNNEEsGENERALISEES,EQUATIONSDELAGRÀNGEETDUMOUVEMENT

nJfxtparticutes séparées

pal une distance d constante

Particule sfdéplaçant sur un cçrcle

 

 

 



Module VONI SERIE D'EXERCICES NÔL (2 Sénnces)

Génératités sur les vitrrations et équations de Lagrange
Année 2gt6l2g1'7

Système nolsystème nol système no2 système n"3 systême n-4

Exercice I :

i-a difficulté rnajeure pour trouver l'équation du mouvement d'un système oscillatoire à travers l'équation de

Lagrange est d'écrire l'énergie cinétique et l'énergie potentielle du système. Définir pour chacun des systèrnes

des quatre fïgures sui'rentes :

1' Les énergies cinétique et potentielle et le Lagrangien

2- L'équation du mouvçment linéariséc au voisinage de tion d' équilibre stable (c' est-ildire l' équation

Figurc 1 : bras de longueur

I d'un cylindne qui roule
sans glisser

Figure2:cylindreM
oscillant autour de O ftxe,
aftaché à un ressort k, lc fil
s'enroule sans glisser

Figure 3 : Fiéau portant les

mas$esMetmoscillant
autour du point fixe O A
l'équilibre, 0-0

Figure 4 : Système de bras

rigides tourneût autour du

point fixe 0. A l'équilibre

0:0

x(0) = 0,05 et x(O) = g

Exercice I I

Trouver les équations du rnouvement des deux systèmes à deux degrés

de liberté suivant représentant (a) u: ensemble de deux masses et de

trois ressorts, (b) deux pendules simples identiques mis bout à bout.

ry- SOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES
VIBRATIONS:

Excrcice 10 :
Résoudre les équations différentielles en utilisant leurs conditions initiales :

(a):i+100x=0 x(0)=0,05 et *(O)=0 $) X+r*x't-100x=0

(c) ii + 140x + 100x = 0 x(0) = 0,05 et i(O) = I

Exercice Ll :

Résouclre les équations différentielles en utilisant leurs. conditions initiales :

(a)ti+(t/ZS)x+100x = 30cos4t ; x(0) = 0,35 et X(O)= g

(b) ii+121x=121(sin2t+cos2t) ; x(0)=1 et x(o)=g
(c) ii+25x'=2f3sin2t ; x(0)=0 et x(O)=.0.

(d) ;i + 81x = 24,3sin9t ; x(0) = 0 et É(0) = g

4

Système no3 Système no4

 

 

 



lvlodule VOM sÉrue D'EXETacICE No2 (3

Oscillations libres et forcées de svstèrnes à

SEANCES)

un degré de liberté

Année ?Arcn0fi

I- ûseillations libres de systèmes à un degré de liberté

Exereice I :

On considère une bane rigide uniforme qui pivote à une extrémité et
qui est connectée symétriquement par cleux ressorts à I'autre extrémité,
comme le montrc la figure. On suppose la masse de la barre égale à m
et les ressorts au rËpos lorsque la barre est verticale.

{a) Établir l'équation du rnouvement du système.

(h) Donner et discuter la solution dans les trois cas qui se présentent.

Exercice 2 :

IJn marteau percute une enolume avec une vitesse de 20 m/s (frgure). I-e
5Û0N respeçtivement. L'enclume est supporté par quatre ressorts chacun
mouvernent résultant de I'enclume :

(a) Si le mârteau reste en contact avec i'enclume
(b) Si ie marteau ne reste pas en eontact avec I'enclume après le contact initial.

Exerciee 3 :

Trouver l'équation Cu mouvernent pour les deux systèmes de la figure (a) et (b).

I ff.ytr,"*-I\'ldltenitl'l llL------_ *
+'ulj-------l

fi

1

I,tj,

I

{b}
Figure pour I'exercice L

1

marteau'et l'enclume pèsent 50N
de raideur k:20 kN/m. T'rouver

(a) (b)
Figure pour I'exercice 3

ie

Figure pour loexercice 2

 

 

 



h,Ioelule VÛM SÉRIE D'EXERCICE FIoz (3 SEANCES} Année 2fi1612*t7

CIscillations libres et forcées clo systèmes à un degné de liberté

(a)
Figure pour Itexercice 4

Exeraice 4 :
(n) tjn cylindre de masse m et de moment d'inedie Jo est tribre de rouler sans glisser mais est retenu par deux

ressorts de constante cle raideur ki et kz oomme le nrontre la figure (a)'

Trouver sa fiéquence naturelle de vibration. Trouver la valeur de a qui maximise cette fiéquence

(b) Ce oylindre esf inaintenant libre et pivote au point O ccmme le montre ia figufe {b)'

Trouver la fréquence naturelle clu système et la fréquence maxirnale en faisant vafier la distance b'

II- ûscittations libres de systèmes-amortis à un clegré de liberté
--.-d|È*'..

FS,ç

T c:, t':{t

":i::::+---L* m **' '+l

l

i.***I 15 m
Figure Pour loexercice 5

Exercice 5 :
ijn cycliste peut être modélisé pâï un système màsse-ressort-amortisseur avec un poids, une raideur et une

,on*t'unt, d'âmortissernent de $ûbN, 50000N/m et 1ti00 N.s/m, respectivemenl'

une pause différeritielle de blocs de béton sur l'autoroute a ôausé le niveau de la surface de diminuer

soudainement comme i,indique la tigure.-si i* uitesse de la bicyclette est de 5mls (l8krlh) déterminer le

deplacement du cycliste dans la position verticale, supposez que la bicyclette était libre de toute vibration avant

de subir ce changement dans la direotion vertlcale. Ecrire la solution sous la forme x(t) = X.,-(t'r"t sin(co,t + $) où

(= ? est ie facteur d,amortissement, cx, est labonstante d'amortissement critique et {0. =.[rt'*" est la

c{, -

pulsation des oscillations amorties.
'On 

pourru utiliser la notation i + ?6i!' + uf,x = 0 qui donne

Exercice6: i, 1-'--r^L^,.+^
Le schéma simpliflré d,un canon est montré sur la figure. Quand le canon tire un boulet' des gaz de haute presslon

accélèrent te projectiL ai'intgriru, d,un baril à unJvitessà très élevée" La fcrrcc de réaction qui en résulte pousse

le baril dans la direction opposée au pr"j"*tile. Pui.squ'il est désirable de ramcner le baril dans la position fixe

dans le ternps le plus *ourt ,un* ou"illuiionr, on utiiise I'amortissement critique d'un système masse-ressort-

amortisseur qu,on appelle le mécanisme de rappei, La distance maximum cle rappel du canon est spécifiée çoÏnrne

étant 0,5m. si Ia vitesse initia.le de rappel .ritoo,lr et ia masse du canon 
"si 

sootcg. Trouver la constante de

raideur du mécanisme de raPPel.

 

 

 



Module VOM SÉ,RIE D'EXERCICE Nô2 (3 SEANCES) dnnée 20t612Û17

Oscillations libres et forcées de systèmes à un degré de liberté

projlhle

Figure pOur lt*Xereice 6 -Ë'lgure pûur l'exerclge I

Exereice 7 :
Le système montré dans ia figure a une fréquence naturelle de 5Hz pour les données suivantes. M:10Kg, Jo-S

Kg,mt, ri=Lûc,m, rz=11cm" Quancl le système subit unc perturbation qui hii donne un déplacement initial,

I'ampiitude de vibration libre est réduite de 80% en 10 périodes. Déterminer les valeurs de K et de s'

On rappelle que Ie décrément logarithmique A=hl- =-5"* ruZnÇ in("., où ( est le facteur^ x, 
^h_q,

do amortissement : o(,/ctc.

Exercice I :

Déterminer les valeurs de ( et de coa pour les systèmes amortis suivants et donner la

la masse lorsque xo:0,1m et xo= 10mls pour chacun des cas. Crn rappelle que q =

doamortissement et que toâ = f* 6t *n est la pulsation des oscillations amorties.

(a) m:10Kg, cr,: 150N-s/m, k= 1000N/m

(b) m:lOKg. ct= 200N-slm, k: 1000N/m
(c) m=lOKg, u= 250N-s/m, k= 1000N/m

Exercice 9 :

Trouvsr l'énergie dissipée durant une période d'un mouvement harmonique simple d'équation x{t)--0,2 sin cout

(m), par un Jystème iibre masse-ressort avec amortissement visqueux ayant les données suivantes où
I f------ l -

,o. = |.Ji ] 1t r, ) est la pulsation des oscillations arnorties, Ç étant le factew

d' amortissement, Ç-al u",
(a) m=lOKg, a:50N-s/m, k= 1000N/m
(b) m=10Kg, u: 150N-s/m, k: 1000Nim

solution du mouvement de

o'= q*estlefacteur
c[r 2mcrln

+X

Figure pour I'exercice 7

 

 

 



M*aÈrrle VtlM SÉefn p'EXEITCICE Noz (3 SEANCES) Année 2{tn-6126}1}

osciliations libres et fkrncées de sysfèrnes à un degré de liberté

Intr-Système soumis à une force sinusoidale

Exercice 10 :

Trouver ia réponse totale du système masse-ressort-amortisseur à un degré de

liberté cie la figure avec rn:l0 kg , cr:20Nsim, k:4OÛÛNlm, xo: 0,[J1m et xo:0

avcc les eonditions suivantes :

Exenciee ltr :

Une 6arre unifarme cle masse m pouvant pivoter autour du point O, est sonnecté a ses extrémités par cleux ressorts

de constante de raidegr k I'extrémité P âu ressort PQ est soumise à un déplacement sinusoidale x(t)*xo sin rr;t

fflmme le mantrent les figures (a) et (b)

Tl.*uver po'r les deux iigur*r't. ceptaceinent angulaire en régime perrnanent de la bane quand d':lm,

k:1û00N/tn, rn:l0kg, xrr: 1 cm. rri:lOradls et cr:500Nsirn '

(a) T-)ne tbrce extérieur F(t)=Iro cos

tri-10 rad/s
ftr) Les oscillations sont libres avec

o:t agit sur le systèrne avec Fo=100N et

F(t)=0
F{r)

Figure pour I'exercice X{}

.r(r) = 5o6n ,,

Barleuniforme
ma65e m

t,l*- ii +-*l----_* ---_-l--*i*
(b)

(a)

Figure pour ['exercice 11

,1.

izltî;tlrlr
{-

1

0 r--i
Zone,pour

I'accellet'omètre

Figure pour loexercice 12

+- [: f]r''- 
|

I

IL_t 5- û.25

\
'(:s,I+.

50

É
æ

g -.

reT:I { * tl;Iû!.00 I

F*--- -tt
" # Zone pour le'' vibrqrnètre

(b)

Exerciee 12 :

Le dispositif mécanique de la figure (a) est rur instrument sisrnique qui consiste en une masse (m), un ressort (k),

*n amortisseur (ct) et un traceur qui donne le mouvement de Ia masse m en fonction du temps' Soit x(t) le

rnouven:.ent de la masse m et y(t) le mouvement de la base que l'on suppose de la forme y(t)=Y sin o:t'
^'^-î-; 

Èôri, r;àà"ution du mouvemenr de la masse m en fonction du déplacement relatif z(t)=x(t)-y(t)'

oà,irtl,t"

 

 

 



\Iodule VOM SÉnfn I)'EXERCICE l{o2 (3 SEANCES) Annêe 2il1.g2Û17

oscillations libres et forcées de systèmes à un degré de liberté

(b) Déterminer la solution stationnaire z(t). Cette solution est cionnée dans la forme z(!):Z sin (rrlt-$). l,a

variation lzlylen fonction clu rapport des fréquencÊs r = JL es1 donnée dans la figure (b)
o)n

(c) Dans le cas d'un ressort de faible raicleur, ia pulsation propre (Èn Êst petite devant la pulsation ri>

H;rarJ;; **,ur z(0 montrer que L'on peut ainsiilétermiuèr I'amplitude Y cies vibrations. Ceci est le principe

du vibromètlc.
(C) Dans le cas d,un ressort de raideur élevé, on ost grande devant crl, montrer que I'on peut déterminer ainsi

l,accélérati.n des vibraticns ar2y. ceci est le principe de .1'accéléromètre" Dites pourquoi ies

accéléromètres sont préférés aux vibromètres'

Exercice 13 :

La bâtisse schématisée sur la figure (a) est soumise à rme accélération harinr:nique du sol.

(a) Trouver la réponse subie par la dalle supérieure cie masse m

iui r rorru"r ie déptu"*rn*nt hori.zontale cle la dalle quand i"accélération du sol est dorulée par

x, = tOOsinart **7r. On suppose ies tlannées suivantes : m=20Û0 kg, k:0,1 MN/m ,$-25 rad/s etx*(t=O):

xu(t = o) :x(t:0):x (t:0):0 1.

(e) Le sol de la figure (a) est maintenanl sujet a un déplacenrent harmonique horizontal âvec une fréquence

co:200 rad/s et une amplitude Xg: 15rnm, trouver l'amplitude des vibrations de la dalle supérieure, on

suppose la rnasse de la àa1le toujôurs égale a2000kg, mais lu raicleur des colonnes est égale a Û,5 MNlsr'

(d) cn se propose d,ajouter un amortisr.* "o**e 
le montre la figure (.b), pour absoïber des vibrations ct;es

a un tnouvement hcrizontale du sol y(t)=Yeosrrrt, Trouver I'expression de la constante d'amortissement

de I'amortisseur qui absorbe le rnaximum d'énergie'

$-+x{r} #{f)

4
#s(i) = -4 cas t'rr

ta)

--"+;/.{i)r= I'eos:cot

(b)

Figure pour l'exercice 13

Fr ji$i i â 
j 

F f d,f Ëi if Ë 
jid

t:

!rl

- -.1.i. :I -i*!
I

l
I

+y

Y(r) = lsintut

Base

Figure pour Itexereice 14 Figure pour I'exercice 15

 

 

 



Module VOM sÉmn D'EXERCICE No2 (3 SEANCSS) Année 20L612ruL7

oscillations libres et forcées de systèmes à un degré de liberté

Exercice 14 :

tjn compresseur à air monocylinclre de masse 100kg est monté sur des supports en caoutchouc comme le montre

la f,rgure, les constantes d,élasticité et cl'amortissement des supports en càôutchouc sont données par k:lÛ6N/m

et o=2000 N.sim, respectivement. si le déséquilibre de rotation du compresseur est équivalent à une masse de

0,1 kg localisée à ta fin cle l'essieu (point A;, àéterminer la répanse du cômpresseur à une vitesse de l'essieu cle

3ûûû rpm. SuPPoser r=10 cm.

IV- Systèmes soumis à une force quelconque :

Exercice L5 :

Trorler la réponse totale d'urr système masse ressort à un degré de

à une excita.tion harmonique de sa base comme le montre la figure

T.{.m/s, k=4000Nim, y{t):0,Û5 sin 5t(m), xo:0,02m, io:1Om/s'

liberté avec amofiissemetrt visqueux sotlmls

pour les données suivantes : m-10k9, a:20

Exercice 16 :

Dans les tests de vibrations tl,une structure, un marteau d'impact et une cellule mesutant ia charge sont utilisés

cornme mæériel d,excitatiol cûmme 1e montre la tigure. En supposant m:Skg, k:2Û00N/m, q,:l0N's/m, trouver

la réponse du sYstème :

(a) Dans le cas d'une force cfirnpact F:20N's donnée a t=0'

(b) Dans le cas d,un double impact comme ie montre la figure (b) donnant lieu a une force applio,uée

F(t) = 2oô(t)+ 106(t-- 0,2)

F,i,)

t+T
(b)

Figure pour l'exercice 16

Exercice 17 :
U*e machine de cgmpactage modélisée cornme un système à un degré de liberté est montrée sur la figwe (a), h

force agissant sur la rnasse m, qui inclus les masses àu piston, de la plateforme et du matériel a compacter, dûe I

une appiication soudaine de la pression. peut être idgâtisge ootnmà une fonction escalier tomme le montre Ir

figure {b).
(a) Déterminer la réponse clu système.

(b) Détenniner la réponse du système lorsque la force escaiier comrnence au temps Fto comme le montre i

figure (c).
(c) En décluire la réponse lorsque la force est une pulsation rectangulaire comme ie montre la figure (e1)'

T*
I
I

I
h-

I

I

I

-i-

Êll
tl
II UE

/-rÀ;n\ (sir-*l I *\-.,/-L.,J

I
IvIarl.êau
tlliinpact

{ r(o
n
tl

U'

Lû
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ûscillations libres et forcées de systèmes à un degré cle litrerté

Année 2tl6l20l7

NTN

+
.l(r)

Fo

0

{c) (d)

Figure pour I'exercice 17

Exercice l8 :

Soit un château d'eau sujet a une accélération linéaire du sol due à un tremblement de terre. La figure (b) montre
la forme de cette accéiération linéaire du sol. La masse du réservoir d'eau est m, la raideur de la ôolonne est k et
I'amortissement est négligeable. Trouver la réponse pour le déplacement relatif z:x-y du réservoir d'eau.

*"n
0<t<2to

t>2to

Réservoii
d'eau

eoloimq k

+y(r) -.J,rm.,

(a) (b)

l8Figure poul' l'exercice

1_1

 

 

 



Module VOM SERIE D'EXERCICE NO3 (2 SEANCES) Année 20161201,'7

Oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de Lihe#é

2. ûn pose 9r =0t+t, et (h=0t -dr. Motttrer qu'il existe un systême d'équations differentielles

découplées en ( etQy Résoudre le systèrne dans ce cas.

3. T'rouver les sotrutions 0' (t) et 02(t) des deux pendules et tracer les courbes donnant ieur variation
en fonction du temps, Que deviennent ces solutions lorsque ie couplage esi lâohe (k faible).

a- 0scillations libres :

Exerçice l_i

Deux pendules simples, de même longueur./, de même masse
tn, mobiles dans un même plan vertical, sont reliés par un ressort de
raideur k; sa longùeur est choisie de façon que les deux penclules
soient verticaux à l'équilibre. On pose:

i+ -_\ /* _\
oC : o'D = a ; lOx,OAJ= 0, et (Ox, O'BJ= 0,
Les conditions initiales imposées sont les suivantes:

à t : 0, 0r (0):0, 0z (0)40, 0r (0){z (0):0.

1. On suppose que les mouvements sont des oscillations de faible
amplitude. tréterminer les équations différentielles en t, et9, qui
régissent le mouvement du système.

li'.IeJçice 2 :

(n) Trouver les fréquenses naturelles du système de la figure: avec rurl=lil,
mz:2m, kr:k et k::2k" Déterminer la réponse du système quand
k=i 000N/m, m=20kg, et les valeurs initiales des déplacements sont de
1et de -1, respeetivement. (Les unités de déplacements sont
quelconqueso dm par exemple).

(b) Déterminer les conditions initiales pour lesquelles le système'vibre à sa
fréquence la plus basse seulement pour les données sriivartes. kr:k,
kz=Zk, mt:m et mz:Zm.

(c) Le systènle est rnaintenant perturbé initialement en prenant la inasse mr
stationnaire et en donnant la masse m2 un déplacement vers le bas de 0,1
m. Discuter la nature du mouvement résultant du système.

Exercice 3.i

Un pendule double, est libre d'osciiler dails le plan vertical oxy. Les tiges
sont de masss négiigeable et de même longueur. Elles portent les masses
2m et m. On désignera par Or(t) et Oe(t) les arrgles respectifs que fbnt les
tiges avec la verticale descendante Ox, à f instant t. On suppose que ce
pendule double n'est soumis qu'à itre pertites oscillations.

l.*,,,,
T

-l.,,(r)
* '"

i.2.

Ëase

 

 

 



Module VOM sÉnrn D,EXER.cICE No3 (2 sEANcES) Année 20t612û17

Oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de Liberté

(a) Etablir les deux équations du mowement de second ordre en 0r(t) et 0z(t).

(b) Exprimer en fonction de to =.,/9 les pulsations propres (ù' et 6)" des petits mouvements de ce
" \(' 

r -f-----

pendule double,

(c) Trouver les rapports d'amplitude et les næuds de vibration.

Exercice 5:
Un cylindre homogène de masse m, et de rayon R peut rouler sans glisser au-dessus d'un

plateau de masse rn, qui peut coulisser sur un bâti horizontal. Un premier ressort de raideur k relie
I'axe du cylindre au plateau, lui même relié à un support {ixe par I'intermédiaire d'un second ressort
rle raideur k. Ecarté de sa position d'équilibre puis relâché, le système effectue des oscillations de très

f'aibles amplitudes.

réferentiel x0y
On décrit ce système à l'aide des deux coordonnées \ et X2 mesurées dans un

4.
t.

1. Calculer l'énergie potentielle de ce système.
2. Montrer que son énergie cinétique s'écrit sous la forme:
3.

rf3m\., 1 .. rfsm).,T=:l _ lxi -;mx,x, +il # l*3 avec ffil = m et ffiz =2m)\)1') )l/-\L./ a. L\L)

Déterminer les pulsations propres du système.
Trouver les modes propres associés à chacune de ces pulsations propres et écrire les solutions
générales régissant le mouvement du système.

Exercice 6 :
Le système de la figure ci-contre est constitué d'une tige

de longueur 21, de masse négligeable, portant à chacune de ses

extrémités une masse m. Un ressort de raideur k, relie I'une

des extrémités de la tige à un bâti fixe tandis que I'autre

extrémité est couplée à un oscillateur (M,kr) par

I'intermédiaire d'un ressort de raideur k, . On repère ce système *;
à deux degrés de liberté par les paramètres de

positionyet0.Enprenant M=2m et k, =kz =k: -k:
1) Etablir les équations différentielles régissant les petites
oscillations.
2) Déterminer les pulsations propres et les rapports des amplitudes de chacun des modes.
3) Ecrirç les solutions générales y(t) et 6(t) .

13

 

 

 



Module VûM sÉrug D'EXERCICE No3 (2 SEANCES) .A.nnée 201612017

Oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de Liberté

b- Oscillations t'orcées :

F*\ereice I :

On considère ie système à deux degrés de liberté

représenté par la figure ci-dessus. Il est constitué par deux

rnasses identiques M reliées par un ressort de raideur K.
La seconde masso est reliée à un bâti fixe par un

amortisseu de coefficient de frottement visqueux a'
tandis que la première masse est soumise à une force

sinusoïdale Fr cle pulsation or. Les deux masses glissent

sans frottement sur le plan horizontal. ut et u: représentent

les positions respectives de chaeune des masses par

L+
Llt

rapport à l'équilibre"
1. Etablir les équations différentielles du mouvement pour les coordonnées ur

2. Dans le cas où cl est négligeable devant [*t-*], calculer en régime

+
Uz

et uz"

permanent sinusoTdal

I'amplitucle complexe Vz ae la vitesse de la seconde masse cn fonction de I'amplitude de Fi.

3. En déduire l.'amplitude complexe Fz de la force transmise à l'amortisseur.

lv/
5. Si o>>./ Y^ AD montrer que le coeff;cient de transmission B s'écrit sous la fotme :

v /.Nr

^aÊ=:-;--i clonner alors l'expression de a en fonction de lcl !et K'' M'cùo

4xercicg9 i
Le système représenté sur la figure ci-dessus est assujetti

à se déplacer, sans frottement, sur un plan horizontal' La tige de

longueur 2L est sans masse. Le mouvement du systèrne peut être

décrit par les coordonnées généralisées 0 et y. 0 représente

l'angie de rotation de la tige autour du centre de masse G; y est

le déplacement du centre de rnasse par rapport à la position
d'équilibre. On considère les rnouvernents de faible amplitude

et on suppose qu'à l'équilibre 0=0 et y :0. Au point G on

applique une foroe sinusoidaie de pulsation cr: d'amplitude Fo et

dirigée selon OY.
1" Donner les coordonnées dans le repère XOY, des points A

et B ainsi que celle de chacune des masses ponctuelles m'

2. Etablir les équations differentieiles du mouvement de ê et y.

3. Montrer qu'il existe une valeur d.e la pulsation co pour laquelle le centre de masse C reste

immobiie. Quelle est la nature dn mouvement dans ce cas ?

4. On suppose maintenant que krl.r= kzl:. Calculer, en régime permanent sinusoldal, les

expressions de 0 et y en tbnction du temps. Quelle est la nature du mouvement dans ee cas ?

L4
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ûscillations libres et foreécs des systèrnes à deux degrés de Liberté

l"
',

Hxefcicc t0 :

t 
" 

sy*tCme ci-conlre est constitué de deux tiges rectilignes identiques,

homogènes de masse m et de longueur 21. Ces deux tiges sont reliées,

en leur milieu, à deux bâtis fixes par deux- ressorts identiques de raideur

k. De plus elles sont couplées pal un ressoit de raideur K. A l'équilibre
les tigàs sont horizontales. Elles oscitlent dans un plan vertical, autour

de 1eùs extrémités respectives ûr et Oz eneffectuant des oscillations de O1

faible amplitude représentées par les angles 0r et 02. On pose !t : /.0t,

vt=Iorct0n: "ftl .' v,/m
tr,es différents frottements supposés faibles sont représentés par ' tz

un amortisseur cle coefficient de frottement o.. Le sYstème est soumis à

une force extérieure sinusoidale d'amplitucle Fo et de pulsation o'

Cette f,orce verticale agit sur I'extrérnité de la prernière tige'

F-[l-;
Etablir les équations différentieiles du mouvement pour yr et yz. ,. ..-- 1.

Hn utilisant 1'analogie force-tension, cionner les équations intégro-di{Iërentielles qui régissent le

système éiectrique ànalogue au s.v*stème mécanique étudié, On précisera soigneusement toutes les

grandews mécaniques eiélectriques respectivement analogues. Bn déduire le schéma éleetrique

analogue,

Sxencic-e-ll:

A/ S,rr la figgre l, la masse TvI est reliée à un bâti fixe par un ressort de raideur k . La barre homogène,

de mas:e m: ly'rl2 et de longu eur 2L,, est reliée sn son milieu à la masse M, par un ressort de raideur

k, et poulant oscilier autcurà'un point fixe O. Le système effectue des oscillations de faible arnplitudeF-r
dans le pian yertical. On suppose qu'à l'équilibre la barre est hor:izontale. On pose : cû0 : lY^

Figure (1) F'igure (2.)

on appelle yr(t) le déplacement de la masse L{ par rapport à la position d'équilibre et yz(t) : L0(t) où

0(t) est l'écart angulaire de ia barre par rapport à I'horizontale.

1. Etablir les équations différentielles en yr(t) et yz(t)"

2. Déterminer les pulsations propïes du système en fonction de rrro '

0

1C,
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oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de Liberté

B/ On veut maintenant étudier les oscillations du système autour de la position d'équilibre lorsqu'il
esT soumis à une force extérieure sinusoidale verticale d'amplitude Fo et de pulsation c,r. Les
differents frottements, supposés visqueux, sont représentés par un amortisseur de coefficient de
frottement o (voir figure 2). On suppose que F(t) reste verticale pour de faibles oscillations,

1. Déterminer les équations differentielles en yi(t) et yz(t).
2. En déduire ies équations aux vitesses de yr(t) et de yz(t) en fonction de o:0.

3. Déterminer les solutions yr(t) et yz(t) pour la pulsation 0) = cù0 I "lî .

4. Calculer alors la puissance moyenne fournie au système pour cette pulsation.

Exercice 12 :
(l) Déterminez les fréquences et les localisations des næuds de vibration, des mouvements angulaire

et linéaire d'une voiture avec les données suivantes (figures (a) et (b)) :

Masse m:1000kg, Rayon de giraticn r:0,9m,
Distance entre i'axe frontal et le centre de gravité &1=!m,
Distance entre l'axe arrière et le centre de gravité I,z=1,5m,
Raideur des amortisseurs avant kr18kN/m,
Raidew des amortisseurs arrières kr:22kNlm

(b) La voiture roule maintenant sur une route rugueuse dont la surface varie sinusoldalement avec
une ampiitude de 0,05 m et une longueur d'onde de 10 m (figure (c)). T'rouver les équations clu
mouvement de la voiture si sa vitesse est de 50 km/h.

:S,#aodi*sdmari

RdÉcace

(c)

,(d)

Exercice 13 :
On considère un système électrique formé de deux circuits LC-série couplés par induction mutuelle
de coefficient M (M<0 ou M>0) voir figure 1.

1, Etablir les équations différentielles qui régissent le système, en utilisant les courants de mailles
comme coordonnées généralisées.

2, on cherche des solutions de la forme ir = Ir exp(cot) et iz: Iz exp(icot).

Calculer les pulsations propres du système en fonction des paramètres Ç)r = ll$tcr ,

Az: ll Jf rCr, crr : M/Lr et az: MlLz. eue représentent Or et ez ?
on alimente ie circuit LiCr avec une tension Er = Er expfiot). Er étant réel.
Calculer les amplitudes complexes L et Iz des courants de maille.
calculer l'impédance compiexe aux bornes du générateur "rl" .

Pour quelle valeur particulière, non nulle, de la pulsation d'excitation co, le courant Ir est-il nul ?

/h),

3.

4,

1"6

 

 

 



Module VOM sÉRrE D'EXERCICE No3 (2 SEANCES) Année 201612017
oscillations libres et forcées des systèmes à deux degrés de Liberté

5. 
Qn guppose que le générateur "Er" fonctionne à la pulsation calculée à la question 4.
Calculer alors la f.e.m. induite par le deuxième cirôuit dans le premier et exptiquer en une phrase,
pourquoi il ne peut y avoir d'oscillations forcées dans le premier circuit.

Exercice 14 ;

Dalrs le circuit ci-dessous, utilisé en récepteur, la bobine est mobile et est liée à une masse m rappeléeà une position d'équilibre par un ressort de constærte de raideur k. Ce ,yrtr*" est amorti et la
constante d'amortissement est cx' La masse m est repérée, par rapport à sa position d'équilibre, par la
coordonnée x" on applique, sur la tige une force 16; dr typ. sinusoidale, d'amplitude Fo et de
pulsation co.

ETÊT

L. Le circuit électr{que est-il traversé par un courant lorsque :

alB=0etF'o=0 b/B=0etFo*0
clB*0etFo*0 dlB*0etFo:0

;Fii.z

régissant leâ
I'impédance

complexe de

pulsation cù0, ce rendement est-il maximal ?

I
I

I

2. Etablir les équations integro-differentielles
fonctionnement de ce système. En déduire
mécanique Z = f(t) I v{t), f(t) étant la forme
F(r) et v(t) celle de x(r).

Calculer le rendement du système. A quelle
Donner, alors, sa valeur.

t7
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tr es ondes mécaniques

Ânnée 2û1612t17Module VÛM

a- Génératités sur les ondes, cordes vibrantes

représente l'aspect d'un ébranlement Se plopageant le long d'une cordeegsry!cç.1
La figure ci-dessous

indéfiniment longue. L'aspect de la corcle est

A

1- Calculer la vitesse de propagation de 4

cet ébranlement. Quelle est la position de z

l'ébranlement à /: 0?

2- A quel instant t1 le point B aura t - il
',.rne arnplitude maximale ?

3- A quel instant t2 le point B revient-il

à sa position initiale ?

4- A quel instant t3 le Point M

aux instants t:2 s et É:5 s.

18 ?-A 22

____---A--
#æ.+-i#r-
t-à I 10 12 14 10 18 2a -- 24 26 28 31

v(cm)

y(cm)

0

I
o

4

2

0

retrouvera-t-il pour la première fois une élongation nulle ?

5- Tracer sur un mgme graphe 1es amplitu des wft) et yn(t) cles points A et B de la corde'

6- Représenter la corube de vitesse y, (r) du point B'

$$ercice 2

1" D-tr- ébranlenrents de même ainplitude mais

de signes opposés se dirigent l'un vers l'autre

à 20 mis sur une ccrde. La fîgure ci-contre les

représente à / -= Û. Si les deux ébraniements

sont distants de d : 60cm, dessinez la

confîguration de la corcle aux instants 10, 15 et

30lns.
2- Répondre aux mêmes questions si

l'ébranlement de droite est du même signe que

celui de gauche.

J

Exercicl:1
une onde transversale sinusoirJale, se propage ie long d'une corde dans le sens des x négatifs à la

vitesse Z: 10m/s. La figure ci-d.essous iliustre le déplacernent des particules sur'la corde en

fonction de la position à un instant t.

10

Calsuler i s

a) l'amplitude de cette onde,

b) sa longueur d'onde, o

c) sa vitesse de phase, 
.s

d) sa période,
e) la vitesse maximale d'une -10

particule sur la corde.

û Quelle est l'équation de cette onde ?

ts

x(m)
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Les ondes mécaniques

.{nnée 2û16/2MJ

EXgfg:iee 4
Le dispositif représenté sur la figure ci-dessous permet de sommuniquer à l,extrémité s d,une cordetendue horizontalement, une vibration vefiicale d,équation , y{t)= 5 sinar t (en cm). Le moteurutilisé à cet effet, tourne à la vitesse de 3600 tr/mn.

La r''itesse des ondes transversares dans une corde de masse
T-

donnee par: V = JF/ p.
1- La longuew totale de la corde est L = '5 m et sa mâsse est m = l0û g. euelle doit être la masse Mdu poids tenseur agissant sur le brin vertical de la corde, pour que la longueur d,onde desvibrations transversales rJe pulsation e.r soit ,tr, =Im.2- Juste avant la poulie, la corde est pressée à frottement doux entre de*x plaques de feutres,empêehant toute réflexion de se prodriire,
a) Ecrire I'expression en fcrnction du temps cle l'élongation y(x,t)du point A tel qr,re SA=x àl'instant t
b) Donner les abscisses des points qui vibrent en phase avec S et de ceux qui vibrent en opposition
elc phase aveo S.

c) R.eprésentçr sur un même graphe le mouvement de S
mouvement du point A tel que x = Z,7S m ,

entrelesinstants t=0 et t=1/3CIs etie

d) Représenter l'aspect de la corde sur un même graphe aux instantst=t et t*1/600s" entrex=0 et x=4rn

Exercice {
Le dispositif proposé dans I'exercice 4 peut être utilisé dans I'expérience de Melcle" En effet, le moteurresponsable des vibrations de la corde, pelt êtrer remplacé par un diapason clont la fréquence devibrations, entretemres électriquement, esl/= 3AHz.
i . on règle la masse Mde façon qu'il n'i' ait pas de næud de vibration entre les deux extrémités dufil et I'on trouvs M: 72a g. Déduirà de cette expérience la masse m de racorde si la longueur r clufil entre le diapason et la poulie est de 2 rnètres.2' Quelles valeurs devra-t-on donner à.f'et à M pour obtenir entre les extrérnités clu frl un næud devibration, puis deux næuds ? On donne s : 9.g n L2.

linéique p subissant une tension F est

masse rn = 80 g et cie longueur L = 2rn, est tendue avec une tension
à son extrémité ,,\ d'abscisse r = 0 par un ressort de raideur K tioni

!0

Exercice 6
Une eorde AB horizontale, de

T'réglable" La corde est reliée

Plaques de feutre
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Les ondes mécanlques

I'extrémité C est reliée à un vibreur. Celui-ci communique au iessort un mouvernent sinusoïdal

transversal d'amplitudê s0 = 1cm et de pulsation ar = 100 tr tadls:

s(r;= soeJat

L'autre exhémité B d'abscissê x = L de la corde est reliée à un

amortisseur de coefficient de frottement visqueux

a = A,ZN .s.m-l. Des guides parfaitement glissants n'autorisent

que les mouvements transverses des points A, B et C. Un point M
d'abscisse x est repéré à I'instant t par sa petite élongation

y(x,t), L'onde se propageant de A vers B est progressive.

1- Pow quelle tension I, exprimée en fonction de p et u , I'onde

qui {22222?2222222222222e propAge le long de la gOrde eSt

progressive. En déduire la vitesse de phase Z de l'onde et sa

longueur d'onde l.
2- Montrer que les extrémités A et B de la corde vibrent en

phase"

Exprimer les forces qui s'exercent au point A et écrire

l'équation différentielle du mouvement de ce point.

Etablir les expressions de l'amplitude ys et de la phase p de l'élongation y(A,t) du point A. En

déduire l'élongation y(x,t) d'un point quelconque de la corde. Dans quel cas la phase I est nulle

? Que vaut dans ce cas l'ænplitude de vibration de chaque point de la corde ?

Exercice 7

Deux cordes I et 2, de longueurs L, et L2, so$t reliées à la jonction O pour fonner une longue corde

fixée à ses deux extrémités et tendue horizontalemeût avec une tension T cons tante (figure a). Les

cordes 1 et 2 ont respectivement pour masses linéiques pr t et /rz. On étudie les vibrations transversales

sinusoidales de ce système.
1- Montrer que ce système est équivalent au systèrne représenté sur la figure b),

2- Ecrire les conditions aux limites pour la figure b).

3- En déduire l'équation aux pulsations propres.

ttt o Pz
Figure a

3-

4-

Exerc:igg 8

Deux cordes 1 et 2, de masses linéiques p1 et Ëz, soût

horizontalement suivant l'axe Ox avec une tension I' On

deux cordes

soudées à la jonction O et sont tendues

choisit I'abscisse x = 0à la jonction O des

Figure b
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Modutre VfJM SH,RIE D'EXERCICE No 4 (3 SEANCES) Année 201612077

Les ondes mécaniques

4-

Soit une onde ineidente de la. forme
yi$,t) = ar exq j{û t - krx} et venant de la gauche

(région"ï < 0). Cette onde donne naissance, à la jonction

O, une onde réfléchie yr(x,r) dans la région des x < 0 et

rme onde transmise lt@,t) dans la région des x > 0.

i- Ëcrire ies expressions des ondes yt(x,t) pour la région

EAS:rciçg.?
llne corele, de longueur I- et de masse linéiqu.e p, est
sournise à u:e tension T constante. Soit Z la vitesse de
propagation des ondes transversales. La direction de la
corde au repos est prise cornïne axe Ox .

Vibrations libres

-.,

des x < 0 et yztx,t) pour la région des
x>0,

2- Exprimer la tension transversale instantanée :

- en tout point M d'abscisse x de la corde 1 (région x < 0i ,

- en tout point Ir,{ d'abscisse .r de la corde 2 (région # > 0) .

Ecrire ies deux équations de continuités au niveau de la jonction O pour le déplacernent et la
tension transversale.
En ciéduire les coeffrcients de réflexion r et de transmission t en déplacement en fonction de

Ft et Fz.
5- Appllgatiglruérlqug; calcuier ret r Jorsqu'unfîl d'acier (corde 1)dediamètre d, =2mnr

est relié à la jonction O à un autre fil d'acier {eorde 2) de diarnètre d, = l mm.
6- Application numérique : mêmes questions, i'onde incidente venant de la droite pour aller vers la

jonction û.

-ts
X

la corcle est fixée à I'une de ses extrémités r = 0 ; i'antre extrémité, x = L , est attachée à une larne
vibrante qu'cn assimile à une masse m reliée à un ressorl de raidsur ff. On cherche les oscillations

libres stationnaires de la forme : y{x,t) = A(.x) ri*' .

1- Ecrire l'équation differentielie satisfaite par I'arnplitude l(x).
2- Résoudre l'équation ditferentielle et exprinier la condition arx limites €fl x = û.
3- En écrivant la condition aux limites en r = L, montrer que l'équation aux pulsations propres
s'écrit :

To:

ValL
tg*_ r
" 1/ mr,r'-K

4- Que devient cette équation dans le cas où la masse n't d,elalame est faible. Proposer alors rrne

nrétliode qui perrnet de détenniner les trois pulsations possibles les plus basses.

!l

 

 

 



Module VOM sÉnrg, D'EXURCICE No 4 (3 Sn'ANCES) Année 2û1612Û17

Les ondes mécaniques

Vibrations forcées

La corde étant toujours attaohée en x = L à la larne vibrante, un vibreur communique maintenant à

IK
l,extrémité x = 0 un mouvement transversal sinusoicTal cie pulsatiorl û) =,h * d'amplitude a i

Y(0,1)=aej'''
l- calculer l,impédairee mécanique cle la corde en x = L " E* déduire le coefiîcient de réflexion rr en

déplacement. Comment se compotte la corde dans ce cas ?

2. Déterminer l,équati an y(x,tjclu mouvernent de ia corde en tout point lv{ d'abscisse x, à f instant

vibration. Pour quelles longueurs L observe-

par la corde sur le vibreur êfl x = 0.

Exerclce l"Û

une corde de longuerr infinie, cle masse linéique ,u, est tendue sous la tension T' La direction de la

corde au repos est paraflère à l,axe x, ox.une masse m e*fixée à l'origine x =0 (fig''e a)' on

négligera le poicls de ia corde et ceiui de la masse n devant les atrlres forces'

y{x,t) m

Yz(x,t)

- _- ,--+

On considère une onde incidente de déplaceurent de la forme : 1';(x,f) = ai exP i(0 t - kx) venant de

ia gauche (région r < 0) et se pïopageant clarrs Ie sens 'Jes x croissants' Elle donne naissance en

x = 0 à une onde réfléchie ïr(x,t')et à une onde transmise .ri (x,t)' On notera r et f les coefficients

complexes de réllcxion et de transmission relatifs ar:-x amplitudes des dépiacements au point o'

1- Donner l,expression compiexes de l'onde transversale lt(x,f) pour ia région des x<0 et de

l'onde transversal e y2(x,t) pour la région des x > 0 '

2- Montrer que |a force transversale qui s'exerce sur la masse m s'écrit :

I t^ \ /'^ '

Fy(0,,)=rl r+.l f*l "i[\ âx /r=o \ dx /x=o ]
3- Montrer que, compte tenu de la condition de continuité du cléplacement enx = 0 et de l'équation

du mouvem.J;-i;;;; ;, les coelficients de réfiexion r et de transmission I s'écrivent :

,=* jry1* et ,=-44^-, avec z"=r[TP '
jmln+22" Jmcù + a/'a

r. Conclure.
3- Calculer I'amplitude et les positions des ventres rJe

t-on le phénomène de résonance d'amplitude ?

4- Caiculer tra composante verticale de la force exercée

+'
I

a)

I
I
I

-ttlgur"e

Yr (x, /)

22

 

 

 



Module VOM SÉRIE I}'EXF]R.CICE NO 4 (3 SEANCES) Année 20ffin0l7

Les ondes rnécaniques

Quelles sont les limites de ces dertx coefficients lorsque m -+ 0 et m *+ æ ?

4- Montrer que ie système de la figure a) est équivalent au système de la figtne b) constitué d'une

corde semi-infinie occupant la région des x < 0 et fermée en O par une impédxrce Zgdont on

calculeral'expressionenfonctionde Z,nleto.Donnerlecoetficientderéflexion r enfonction

<le l'impédance réduit e Z'g = Zo lZ, .

5- Calculer f impédance mécanique ramenée Z(x) entout point d'abscisse x (x < 0) , en fonction

de Z*Z|,ket x . Que vaut cette impédance pour les positions particulières suivantes :

_x-,ia.\ xn=n--: b) x'r=(2n+I)+, où 2 estlalongueurd'onde et n=0, -1, -2,..'24
6- Ecrire l'onde résultante de déplacement yt(x,/) sous la forme : yt(x,t)= A(x)'!,(x,t).

Déterminer les positions et l'arnplitude .4*i' des næuds de déplacement ainsi que les positions

et l'amplitude Aslzrdes ventres de déplacement. En déduire le taux cl'onrles stationnaire défini

Â

parlerapport p=ry.
Amin

7- A quelle distance se trouve le premier maximum le plus proche de la terminaison x = 0,

b- Ondes Acoustiques dans les {luides

Exercice I :

Soit I f intensité acoustique cl'une oncle sonore et i6 I'intensité de référence prise égale à 10*12Wnr2.

On appelle IoB le niveau d'intensité acoustique exprimé en décibel (dB) : Iae=l0 tog*."t0
1. Calculer en décibels le seuil de douleur pour I'oreiile hurnaine sachant que son intensité est

10W/m2.
2.IJn des hzut-parleurs d'une chaîne haute-fîdélité (FIi-F-i) fonctionne et le niveau d'intensité

acoustiquo oir se trouve l'auditeur vaut 65 dB. Quelle est f intensité du son perçu ?

3. Les dçux haut-parleurs fonctionnent. Le seuil de douleur est-il atteint ? Quel est ie niveau

acoustique pour I' auditeur.

Exercice 2 :
1. Chez I'homme, i'amplitude de pression maximale tolérable par l'oreille (seuil de douieur) est

po,=28Pa. Quelle est l'arnplitude de déplaeeme\'rt. um d'une telle onde sonore dans I'air à la

fréquence ,f = 1000 Hz. Calculer son intensité acoustique.

2. Mômes questions si l'amplitude de pression minimale toléral:le par l'oreille humaine (seuil

d'audibilité) est p* = 2,8.10-5 Pa à la même fréquence.

ûn donne pour I'air i p =I,Zkglm3 et V = 340m/s.

LJ
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Les ondes mécaniques

Exercice-3j
ffir1,impédanceacoustiquespécifiqued'unmilieuparIerapport,ennotationcomplexe,de
la pression acoustique sur la rtitesse des particules :

z=4
lt

lo Calculer Z pour une onde progressive plane sinusoidale se propageant vers les x croissants. A-

N : ott dome pour l'air P =l,Zlkglm3 et v = 343m/s'

2o Une onde incide rrte u;(x,t'1 = ug eikD t-'kx), se propageant dans

I'air, arrive en incidence normale sur |a surface d'un solide dont

f impédance acoustique spécifique en x : 0 vaut Z0 = !9'+" ù(0,t)

a) Calculer" en un point d'abscisse x (x < 0) , l'impédance

ramenée Z(x\: ry! en fonction de p V, Zç et tg(lm) .

ù(x,t)
b) euelle est la valeur de l'irnpédance Z(-),/4) ramenée au point x =--)'14 ? Ehrdier les cas

particuliers : Zç -+ $ ; Z0 = pV ; Z0 =.7X (où X est un réel positifl et donner pour chacune

de ces impédances p(*A.l 4,t) et ù(-l l 4,t) '

c) Mêmes questions pour 'r = -')"12 .

Exerciçe 4 :

On considère deux milieux m.atériels semi-infinis, d'impédances caractéristiques pt\i eÎ p2Y2,

séparés par îIne interface plane en x : 0. Une onde de pression incidente p;(.x't1de pulsation rt et

d'amplitude pl se pïopage dans le milieu (i) dans le sens des x croissants'

1o Ecrire, en fonction des coefficients de réflexion r et de transmission t en pression, les expressions

des pressions réfléchie p,. ettransmise p,.Eîdéduire les expressions des vitesses des particules

ùi,ù, el w,

2o Ecrire les équations de continuité en x : 0. En <léduire, en fottction de Pt,Y1, Pzet V2, les

expressions de r et f.

3o Donner ies intensités acoustiquos moyennes Ii,I, et I, et définir les facteurs de réflexion R' et

de transmission T (en intensité) '

4o Application. : une onde plane sinusoidale ultrasonore de fréquence f = 50 kllz, se propage dans

l,eau(p1 = 1000kglm3;Vl = i450m/s) avec une intensité It = 4Wm2, et rencontre

perpendiculairement la coque en acier d'un navire (pz = 7800 kg/m3; Vz = 5000 mls) '

a) calculer pour I'onde incidente dans l'eau, les amplitudes a1 du déplacement des particules et p1

de la pression acoustique.

b) Calculer pour l'onde réfléchie dans l'eau, I'intensité 1. et les amplitudes a'1 et p'1'

c) CalcuLer pour I'onde qui pénètle dans l'acier: 11,a2 et Pz'

$olide
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Module VûM SERIE D'EXERCICE No 4 (3 SEANCES) Année 7,$7612&17

Les ondes rnécaniques

Exçrciee-.5:

On cpnsidère un tuyau cylindrique de section S contenant un fluide de masse volumique p. Il est

fermé0n r: L par un matériau absorbant d'impédance acoustique compiexe 21-X+jI', où

X etY sont deu-r nombres réels que l'on déterminera. Une source sonore (haut-parleur) placée en x
: 0, émet des ondes acou.stiques qui se propagent le long du tuyau à la vitesse /. Une sonde à

mi.crophone déplacée le long du luyau grâce à un chariot, permet de mesurer l'ampiitude de la

pression en tout Foint x du tuYau'

tutrrtdripu,

*fos*r':[rant

ÏË $*lr,3s à ru'r*lwPhnt*rn 
1.

On écrit la pression acoustique p(x,t) en un point quelconque d'abscisse x du tuyau sous la fotme

p(x,t) = 4 
"Xc'r 

t*kx) *g *j(* t+kx).

1o a) Donner i'expressior: clu coefficient de réflexion ru en pression au point x = L en

fonctian de Z 1_ et de f impédance caractéristique Zç du tgyau.

b) En éerivant rp sous fonne trigonométrique, soit ,p = Ruj6 , mo'trer que 
'a 

pression

acoustique peut se mettre sous la forme : p(x,t)= P(x) ,i{r't t*lw}

où P(x) est une fonction complexe de r à déterminer.

c) Déterminer les positions et l'ampiitude P,o;r, dcs minima de pression (næuds) ainsi que

les positions et l'amplitude Pn u" des maxima de pression (ventles)

En déduire le taux dlçndes stationnai$â (T.O'S) défini par le rapport ' = 'P*3ë- '
Pmin

Zo En déplaçant la sonde à microphone de la terminaisolr ir: L vers l'origine r : 0, on. mesurç les

valeurs de Pn,u* et P*in et on repère le minimum (næud) de pression le plus proche de ia terminaison

x: L.
a) Sachant que le T.O.S mesuré est s = 2 , en décluire la valeur de À '

b) Sacirant que le premier næud est à la distance O = à^ de l'extrémité x : t, calculer la valeur

de 0.
c) En déduire la valeur de f impédance terrnitrale Z 7

ondonne i P=l,Lkgim3;Y -*340nv's et S=8'10-3m2'

llar*t FarÏslnr

25
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Les ondes rnécaniques

Année 2ft1612t17

EFercice 6 :

Un tuyau de longuew semi-infinie et de section 51 est raccordé en..ï æ 0 à un second tuyau de
longueur CD = d et de section Sz < Sr, femré en D par une paroi rigide (figure a). Ces tuyar"rx
contiennent le même fluide de masse volumique p dans lequel se prCIpagent les onrJes acoustiques à

la vitesse V. Les impédances caractéristiques des tuyaux de sections ,S1 et ,92 sont respectivement
21= pYlSlet 22 = f,llS2"

(P,v,St ) (p, v,sr )

Dans chacun des trois tuyaux, la pression acoustique s'écrit :

- tuyau semi-infini (x s 0) : pl(x,r) = Al ei?t r-h') + Bt ei?) t+kx)

- tuyau CD (0 < x < d) : p2(x,t) = tr, "i(ct 
t-Ér) - p^ 

"-i(ct 
t+fu)

1o Ecrire les expressions respectives, z1 (x,t) etù2$.t) , des r"itesses particulaires dan-s les ruyaux de

sections 51 et,S2 ,

2o Ecrire les équations de continuité en x = 0 pour la pression acoustique p(xfl et pow le débit
S ti(x,t). En déduire les deux équations reliant les coefficienrs .41 , Bt , Az et 82 .

3o Ecdre ia condition à la limite en rc = d pour la vitesse particulaire. En déduire une relation entre
les coefificients A2 et 82.
4o En déduire le coefficient de réflexion en pression r = At / Bt.
5o Trouver la condition sw d pour que la pression présente un næud en x : 0.
6o I-a condition précédente étant satisfbite, déterminer en fonction Ar,l'amplitude de lapression
acoustique sur la paroi rigide en ff = d dans le cas où .11 * 2Sz.
n) 1" Montrer qu'en régime de vibration harrnonique, le système de la figure (a) peut être considéré
comme un tuyau de longueur semi-infinie et de section ,S' fermé par une impédance Z (figure b)
que l'on calculera.

2o Donner, en fonction de Z etZ1,!e coeffrcient de réflexion r en pression. Retrouver le résultat de
la question I) 4".
3o Trouver Ia condition siir d pour que l'impédance Z soit nulle. R.etrouver le résultat de ia question
I) 5". En déduire dans ce cas le coefficient de réflexion r.

Exercice'L :.

Un tuyau cylindrique de section S contient de I'air de masse volumique p .Làvitesse de propagation
des ondes acoustiques est V, Ce tuyau semi-infini est terminé à son extrémité, située en x = L, par rm

(p, v,st )

za
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Les ondes méeaniques

Année 201612û17

système masse-ressort représenté sur la tigure ci-contre"
La masse rn peut glisser sans frottement à l'intérieur du
cylindre" La constante de raidew du ressort est K.
lJne onde acoustique plane sinusoidale de pulsation ar

d'intensité Ic = 10-6 W/rn2 est envoyée tle - co dans 1e

sens des x croissants, On donne :

P =I,29kg/m3 ; V = 34t rnls .

1, Calculer l'amplitude po de l'onde <ie pressir:n ineidente.
2' Appliquer la reiation feinclamentale de la dynamique à la masse m. Err déduire, pour ie

régime sinusoïdal, l'impédance acoustique terminale zy dutuyau en x = L.
3' Rappeler I'expression du coeftîcient cle rétlexion r de l'onde de pression en fonction de

I'impédance caractéristique Zç du tuyau et de son impédance terminale Zy.

Ivlontrer que le coefficient de réflexion r s'écrit sous la fonne , , = 
jLi 

ott i2 = -i et X unejX+t
fonction réelle de ar et dépend de ag et de e <iéfinis pâr : cû0 = Jt#* et Ç) = 

pvs 
.'" rrr

Déterminer I'expression de X . Préciser la dirnension de ÇI .

4o Pour ûJ -= ctla i

4.a Calculer r
4,b Déterminer l'expression de la pression qt(x,t)en toul point du tuyau.
4.c En déduire les positions des maxima et minima d'amplitude rJe pression. Calculer les

valeurs de ces maxima et minima.
4.d Détenniner l'expression de la vitesse de particules ù(x,t) en tout point du tuyau
4.e Calculer les amplitudes maximale et minirnale de la vitesse de particules.

5o Pour les grandes valeurs de at (as )r cùg etas >2 Q). Répondre aux mêmes questions que 4o.

27
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Les ondes électrcmagnétiques

Année 2fr1612017

rflppelle les rcIdions suËvantes :

ë,,' divÂ=V.Â:+.+-**&Avôz

0n

---^ Ê. âf - Aî - Af
SrâOI = Vï = -e* 

*;-Ou *;0x o"v oy

^ = = ô2f ô2f azfAf=V.V= I I ++*i+ tAx.' AV' ôz'

ê-= = -,- ( att- ôA" )-rotA=VnA=l-- ^-Àlê-\ry oz)

Exerciçe !. :

Soient .f et gd es champs scalaires, À et Ê cles champs veçtoriels, démontrer les relations

suivantes : (On se limitera aux coordonnées cartésiennes)

grad(f g) = f Sadg + g gradf

div(fÂ) = fdivÂ + Â . lpaâr
div(Â r, Ë; = Ë.6iÂ *Â.rotË

rot(fA.) = frotÂ + (gradf) n A

"iirroiÂl = ffiinivÂ)-^Â

ÀÂ = ÂA,ê- +ÂArê, +ÂAi.

. ( ôa- ôA")= .(a , aA-.[;;- * J"'*l.Ë- ,;
Exercice 2 :

1o Déterminer l'état de polarisation des ondes éléctromagnÉiqm rep'résentées par leurs

champs électriques rlo,î, etË*.

El * E- = Eo coscr,cos(ot-kz) E, =Eosinucos(ot-kz) E,=0

t*Ë. =Eicos(rrrt-kz) E, =E,sin(rot-kz) E,=0

Ëz -+ E* = E, cos(rot-kz) E, = -Ez sin(rtrt-rz) E" = 0

2' Quel est l'ètat de polarisation de l'onde dont le charnp électrique est Ë, +Êz avec Er = Ez

Exerc.ice 3 :

Une onde électrornagnétique plane sinusoTdale, de pulsationar, se propage dans I'espace vide

rapporté à un repère orthonormé direct Oxyz de vecteurs unitairesâr,Ay,Az. Elle posède rm

vecteur champ magnétique donné par :

Ëo,t) = Ho cos(ar r -lw)ër,

où H6 et ft sont des constantes réeiles et positives.

1' Quelle est la direction de propagation de cette onde ?

2o Calculer les composantes du vecteur champ électriqueË. En déduire la polarisation de cette

onde.

28

 

 

 



Module VOn{ sÉRrE D'EXERCtrcE Nos (2 $EANCEs) Année 2tt6/20fi

Les ondes électromagnétiques

3o on appelie impédance caractéristique la quantitéL" =lËl/"1 . Donner l,expression de z"
en fonction des caractéristiques du vide. Quelles sont les dimensions de Z" et sa valeur
numérique. On donne i F0 = 4n .lt-7 MKSA et c = 3.10s mis .

40 Calculer les composantes du vecteur de Poynting F puis la valeur moyenne de son module
au cours du temps que i'on notera llFl\.\l ll
5o Calculer la densité volumique d'énergie électromagnétiqueu, puis sa valew moyenne au
cours du temps que l'on notera (a) . euelle relation existe-t-il entre {z).t llFl\ ?\/ \l li
6o AnplicatioE : Un faisceau laser de section circulaire de diamètre d = 2 mm transpCIrte une
puissance de 600 Wm2. Calculer les valer /t-t\

rrs de (lPli, (zr), H6et E6 .

ELercice 4 :

Une source de rayonnement électromagnétique de puissance p ! 596 l|r et delonsueur
d'onde ), = 25 m émetde façon isotrope dans I'espace.
1o) Cornment varie I'amplitude .E'o du champ électrique avec la distance d à la source ? Calculer
alors dà une distance d = 100 hrn dela sornce de rayonnement.
2u) Un cadre formé de N = 50 spires conductrices est placé dans le plan xOy à une distance
d = 100 lon de la source de rayonnement éléctromagnétique et a unê forme rectangulaire de
dimensions a = 1,25m et â = 0,80n et est disposé perpendiculairement à I'induction
rnagnétique B ,fe champ électrique est polarisé reetilignement selon OV (Ë = Eoei,,ë,) en 0
(x = o,y = 0) (voir figwe ci-dessous).

Exprimer le flux $(t) de l'induction magnétique à travers le cadre. Déduire la valeur
effrcace de la force électromotrice induite apparàissaot aux bornes du cadre.

1
b

J
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Module Vûh{ SÉR.IE D'EXSRCICE Nos (2 SEANCES) A,unée 201612t17

Les ondcs électromagnétiqucs

Exerciçe 5 :

La fibre optique est un guide de lurnière, régi par la loi de Snell-Descartes. Elle est

constituëe rl'wn cæur d'indice de réfraction n, dans lequel se propage une onde lurrtineuse en

se rëfiéchissant sur une gaine optique constituée d'une mince eouche d'un matériau d'indice

de réfractian n, plus foible (voir figure ci-dessous).

On considère une fibre optique baignant dans un milieu d'indice 16. On envoie un

faisceau de lumière sous un angle d'incidence S par rapport à la normale à la face d'entrée

Déterminer la valeur limite 0, de 0 pou laquelle la lumière subit effectivement la

réflexion totale sur ia surface de la gaine.

A.N : Calculer 6, dans le cas où : no = 1; 4 =1'48; r2z =1,46

Cæur

d'indice ft,

Exercice 6 r

Une onde électromagnétique plane sinusoidale, de pulsation a, d'intensité I, polarisée suivant

la direction ûy, se propage suivent la direction Ox dans un rnilieu 1, diéleetrique parfait d'indice

rui. Elle arive en incidence normale sur un milieu 2, diélectrique parfait d'indice re2 et

d'épaisseur L2 déposé sur un conducteut supposé parfait (voir figure ci-dessous)

On notera c la vitesse de la lumière dans le vide, v1, k1 et Y ?,k2 ies modules des vitesses et

vecteurs d'onde dans ies milieux 1 et 2 respectivement. ëx,Ay,d, sontles vecteurs unitaires du

repère Qxyz. On utilisera la notation complexe pour représenter les ondes sinusoldales.

Milieu I MilieU.2 condustcur

rrt
L--+î

t{1 F
_<J
k'l

îE"
*t rrK2 

+r2_d
a l-le,, ft1

30
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Les ondes électromagnétiques

1-Prélimiratue-s:

a- Donner les expressions de v1 st v.7 , puis de \ et k2 en tbnction de o, r\ Çt rc2.

tr- Ecrirc les expressions des ehamps électriques il,t,Ëî*rt;_*n notantAl,A'1,
A2 et A'2 leurs amplitudes respectives.

c- Eerire les expressious des champs électriques résultants q *t A dans les milieux 1 et 2.

d- En déduire les charnps magnétiques résultant* {*t Hl dans les mj.lieux 1 et1.

2-Réfle_xibq:

a- Ecrire les relations de oontinuité pour le champ électrique et le champ magnétique
en x: 0,

b- Ecrire les relations de continuité p<iur le champ éiectrique en .r = L2.
c- En déduire les équations reliant les amplitudes A1, A,1, A2 et A'2 .

A"
d- calculer ie coefficient de réflexion r = 1; . tn clonner le module et la pha.se.

3-M$prq de-lli$dice /r, :

a- Quelle est la eondition pour que, dans le miiieu 2, ie champ éiectrique possède un næud en
x = 0 et un seul ventre ?

b- Sachant que le premier næud du champ électrique dans le miiieu 1 se situe en r = *LI,
calculer I'indice n2 en fonction de n1,L1 et Lr .

c- L'expérience est réalisée, clans les conditions si-dcssus, avec de I'air Çomme milieu 1

(nr =, 1) et du méthanol çomme milieu 2. On mesure Lr = 15 mmet Lz =11,3 nrm. Quel
est I'indice de réfraction du méthanol.

Exercice 7_:

L'espace est rapporté à un trièdre orthonomaé direct Oxyz de vecteurs u"nitaires ëx,êy,ê2.

Soient deux oudes électromagnétiques planes se propageant dans le vide et dont les vecteurs
champs électriques associées aux ondes I et 2 sont respectivement :

Et = Eo cos(ar t -la.)ëz et

I o On demande :

a) les vecteurs d'oncle { A* t'
b) de décrire chacune de ces

polarisation).

c) Les champs magnétiques

2o Calculer le champ électrique

onde 1 et k2 de i'oude 2.

andes ( plan d'onde, direction et sens de propagation,

et}J2 associés aux ondes 1 et7 respectivement.

E, + E. de l'onde résultante et l'écrire sous la forme :

H1

=

Ji
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Les ilndes électronragnétiqraes

Année 2û1612û17

É = Ë(r,y) 
"c,s[*t 

r - Q(x,y)],

a) Donner les expressions de E(x,y) et de 4D(x,y) '

b) I)écrire cette onde ( direction et sens de propagation. vitesse cie phase, polarisation,

uniformité)

3o Calculer la valeur moyenne (ft), au cours du temps, du

résultantË . Déterin.iner :

a) les plans of (St) est maximale ?

b) les plans ,:tr (f ') est minimale ?

carTe du nrodule du champ

Exerciqe 8J

tin résonateur électromagnétique est constitué par deux plans métalliques parallèles supposés

conducteurs parfaits occupant les positions y = û ety = a. On étudie les propriétés d'une onde

plane sinusoidale de pulsatio* o et polarisée selon Oz, dans I'espace vide entre les deux plans

(voir figure ci-dessous).

1o Etablir I'expression du champ électriqu* Eç1,,f'lentre les plans conducteurs en un point

quelconque ltr{{x,y,z)..En dédr.rire l'expression de I'induction magnétique E1-u.r).

2o Calculer les pulsations plopres c0,,, des ondes stationnaires dans la cavité.

A.N : Calculer la fi"équence proprc I la plus basse pour une distance entre les plans

a=Scm
3o Calculer la valeur moyerule dans le tsmps de la densité d'énergie électrornagliétique(t/)

dans la cavité pour les différents modes (différentes valeurs de m)-

4o Calculer la densité surfacique de courant y,(l) qui apparaît sur le plan x = Ûpour chaque

modeo ainsi que la pression de radiation électromagnétique p à laquelle est soumise

ceplan.A.N:Amplitudeducharnpélectrique Eo=2tayftn.calcvler (u) et ppour m=1.

(y:o) (y=a)

Métal Vide

 

 

 


