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Préface

Ce cours du module écoulement pulsé est destiné aux éudiants de la deuxiéme année Master
spécialité Energétique et Mécanique des Fluides. Il couvre en cing chapitres I’étude
dynamique et thermique des écoul ements pul sés.

L’enseignement de ce cours a débuté en 2006 au sein du département Energétique et
Mécanique des Fluides. 1l fait partie d’un axe de recherche de I’équipe de recherche dirigée
par le Professeur A Ghezal et dont la production scientifiques de ses membres continue a

enrichir cet enseignement.

Chaque chapitre commence par une introduction comportant une bréve étude bibliographique
et un exposé des points fondamentaux du cours.

Ce document est accompagné par des annexes comportant des rappels mathématiques et des
grandeurs physiques ainsi que par des exercices d'application dont une partie est tirée des
sujets de contrdle continu de la discipline, suivis des sujets d’examens accompagnés de leurs

solutions détaill ées.

Cette premiere édition comporte slrement quelques imperfections, les auteurs serions
reconnaissants a tous ceux qui leurs ferait part de leurs remarques et suggestions.

Le courssetrouve sur lelien :

A partir du mois d’octobre 2017

http://perso.usthb.dz/~snouri/

Les auteuns
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NOMENCLATURE

Ao Gradient de pression moyen

A1:: Amplitude de gradient de pression
L : Longueur (m)

Nu : Nombre de Nusselt local

Pr : Nombre de Prandtl (V/¥)

P: Pression Pa

R : Rayon delaconduite ( m)

r : Coordonnéeradiale

Remax : Nombre de Reynolds maximum

Rt : Rayon du tube extérieur m

Robs : Rayon du tube intérieur (obstacle) m
Rel[1Fréguence adimensionnelle

t :Temps

t0 ;' Temps de référence

T :Température K

T" :Température adimensionnelle

T*ad : Température adimensionnelle de la paroi adiabatique
U :Composante axiale de lavitesse

Um :vitesse débitante instantanée

Vdeb :Vitesse débitante

X : Cordonnée axiale (axe de laconduite) m

Aw : Amplitude de pulsation delavitesse axiale
Tp" : Température adimensionnelle de la paroi chauffée
X,y,z : Coordonnées

U,W: Cordonnées radiale et axiale de la vitesse

2
RQN: Nombre de Reynolds ci nétique( R ‘*’/ v)
Re: Nombre de Reynolds

W Vitesse moyenne

Symboles grecs
all[LJNombre de Womersley

8 : Température adimensionnelle
2

V. Viscosité cinématique (™M /9

@ Frequence adimensionnelle

€ : Taux d’amplitude (EA)
Indices



f :Fluide
m : Moyen
s :Solide
0 Composante stationnaire
1 : Composante oscillatoire

e : Entrée

“ Variable dimensionnelle (utilisée pour r,z,t, uw, 9 et p).



ECOULEMENT PULSE (PERIODIQUE)

INTRODUCTION:

L’étude des écoulements oscillatoires est loin d’étre nouvelle comme c’est souvent lecas pour les nombreux
types d’écoulements. Elle date du début de 20éme siécle. Car les écoulements pulsés intéresse de tres
nombreux domaines vu son implication dans différents phénomeénes naturels et processus industriels on cite
les moteurs Stirling, les échangeurs de chaleur, le transport des produits énergétiques, leraffinage du pétrole,
ains gue dans le domaine médical particulierement le traitement des vaisseaux sanguins. Richardson et
Tyler [1929] ont été les premiers & mettre en évidence par des mesures expérimentales, I’existence d’une
des principales caractéristiques des écoulements oscillatoires, a savoir I’effet annulaire (dit de Richardson)
sur les profils de vitesse et de température. Ceci est caractérisé par la présence d’un maximum prés de la
paroi et non pas au centre comme c’est le cas pour I’écoulement laminaire stationnaire (écoulement de
Poiseuille). Par la suite, séparément, Womerdey [1955] et Uchida [1956] ont déterminé anal ytiquement
I’évolution des profils de vitesse pour un écoulement oscillant dans une conduite horizontale. Cette solution
est fonction du nombre de Womersley et de la position radiale. De méme, Siegle et Permmutte [1961] ont
donné une solution exacte du profil de vitesse pour un écoulement complétement développé a travers un
canal formé de deux plans paralleles. Atabek et Chang [1961] ont développé une solution anal ytique pour
les profils de vitesse en écoulement laminaire pulsé dans un tube cylindrique. Ils ont considéré que
I’écoulement est établi avec une vitesse débitante sous forme d’une somme algébrique des pulsations en
sinus et cosinus. |lIs ont obtenu une expression de la vitesseécrite sous forme d’une série de fonction de
Bessdl.

Pour un écoulement a gradient de pression arbitraire, Majdalani et Chibli [2002] ont donné une solution
exacte du profil de vitesse sous forme d’une série de ccefficients de Fourier. La solution obtenue pour un
écoulement pulsé dépend de deux paramétres : le nombre de Reynolds angulaire Rew et I’amplitude de la
composante oscillatoire du gradient de pression. lls ont montré que I’atténuation de I’écoulement dde a
I’augmentation de la fréquence adimensionnelle est plus rapide pour les grandes que pour les faibles
amplitudes de la composante oscillatoire. Dans toutes les approches théoriques, les profils dépendent
fortement de la fréquence adimensionnelle Rew. Aux faibles valeurs de Re w, les profils de vitesse sont
paraboliques et similaires a ceux obtenus pour un écoulement stationnaire dans le régime laminaire. Aux
grandes valeurs de Rew les profils de vitesse s’aplatissent au centre de la conduite et atteignent un maximum
au voisinage de la paroi. Ces résultats sont confirmés par des travaux numériques de Creff et al [1985].
W.L.Cooper et a [1994] et Sert et Beskok [2003] et expérimentalement par Habib [2002] et Bouvier [2000].
Pour un écoulement a gradient de pression pulsé dans une cavité rectangulaire Y akhot et a [1999], ont
étudié par laméthode des différences finies I’influence de la fréquence et le facteur de forme sur I’évolution
du profil de vitesse et delacontrainte alaparoi. Ils ont montré que le déphasage varie de 0°, pour lesfaibles
oscillations, jusqu’a 90° pour les oscillations rapides. A partir de I’expression de profil de vitesse donnée



par Uchida [1956] sur les écoulements pulsés, Seume et Simon [1988], ont obtenu pour un modée
unidimensionnel le déphasage du gradient de pression et de la contrainte par rapport ala vitesse débitante.
Les amplitudes et le déphasage de T pet AP sont des fonctions qui augmentent avec la fréquence
adimensionnelle Re w. Pour un écoulement dont Re , varie entre 0 a 1000 et pour Re=4000, ils ont montré
gue la contrainte a la paroi est multipliée par 8 et la perte de charge par 130 par rapport au cas de
I’écoulement permanant. Le gradient de pression et la contrainte représentent respectivement un déphasage
qui varie de 0° pour les faibles fréquences a 90° et 45° pour les grandes fréquences.

Pour un écoulement oscillatoire, Zhao et Chang [1996] ont obtenu I’expression exacte du coefficient de
frottement moyen sur un cycle puis I’ont comparé avec leurs résultats expérimentaux.

Ils ont constaté que :

* Le maximum du ccefficient de frottement moyen est inversement proportionnel a Rew.

» Le déphasage entre la contrainte et le débit varie de 0° & 40°. Cette valeur limite est inférieure de 5° par
rapport a celle obtenue par Seume et Simon [1988].

Zhao et Chang [1998] ont utilisé I’expression du ccefficient de frottement trouvée par Uchida [1956] pour
représenter I’évolution de la différence des ccefficients de frottements entre I’écoulement pulsé et
I’écoulement moyen. lls ont montré que le maximum du ccefficient de frottement dépend de Rew, de
I’amplitude et du nombre de Reynolds. Ce coefficient est une fonction croissante de Rew, ce qui confirme
les résultats de Seume et Simon [1988].

Pour un écoulement pul sé dans une conduite atravers un orifice, Y akhot et Leopold [2003], utilisent le plan
de phase pour représenter la trajectoire de vitesse et le gradient de pression imposé pendant un cycle. La
représentation des trgjectoires a chaque cycle dans le plan de phase pour différentes oscillations est une
ellipse. Les résultats montrent que, la trajectoire est une ellipse dont I’axe de révolution et I’aplatissement
dépendent de la fréquence et du rapport des amplitudes de la vitesse et du gradient de la pression. lls
montrent aussi que le déphasage pour les hautes fréquences atteint 90°. Ceci correspond a un cercle dansle
plan de phase.

Y akhot et a [2004], dans les mémes conditions et avec la méhode numérique Immersed-Boundar, ont
montré que la longueur de la recirculation de I’écoulement posséde une forme périodique, de méme période
que I’écoulement imposé et présente un déphasage de 180° pour le nombre de Womersley A>7.

Une étude anal ytique faite par Gedeon [1981], montre aussi I’existence du déphasage entre la différence de
température et le flux thermique dans le cas de I’écoulement d’un fluide soumis a des pulsations rapides
entre des plans paralléles d’une canalisation. Ce déphasage tend vers 90° pour les grandes fréquences.
Seigel et Perlmutter [1962], ont montré que pour I’air (Pr=0.7) et pour le nombre de Womersley A supérieur
a 2.8, I’effet de I’écoulement pulsé sur le transfert thermique dans une conduite n’est pas important, a cause
des faibles fluctuations de I’amplitude de la vitesse. Leur analyse donne une valeur limite de la position
pour laquelle, I’utilisation de I’approximation quasi-stationnaire donne de bons résultats pour le calcul du
taux de transfert de chaleur local. Cette approximation est valable a la zone d’entrée de la conduite. Par
contre, pour les faibles nombres de Womersley, I’approximation quasi stationnaire demeure valable le long
de toute la conduite. Des résultats expérimentaux du transfert de chaleur entre la paroi d’une canalisation
cylindrique et I’écoulement d’air turbulent pulsé (Remoyen=1.5 10°) sont obtenus par Andre et Creff [1997].
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Ils ont montré une modification importante du mécanisme detransfert convectif lors de lamise en résonance
acoustique de la canalisation conduisant & des augmentations importantes de 150% du taux des transferts
thermiques locaux par rapport a I’écoulement stationnaire ou pul sé hors résonance.

Dans le but de confirmer ces résultats, les auteurs ont étudié le méme probléme, en adoptant I’hypothése
d’un écoulement laminaire pulsé. Le résultat de cette analyse a confirmé I’existence de conditions
particuliéres de fréquences de pulsations favorisant I’augmentation du transfert thermique. Les auteurs ont
expliqué cette résonance par un accord entre la fréquence de pulsation et |a fréquence propre associ ée aux
propriétés physiques et géométriques de I’installation. Moshandreou et Zamir [1997], se sont basés sur
I’expression classique du profil de vitesse donnée par Uchida [1956] pour déterminer la variation de la
température et le nombre de Nusselt pour un écoulement pulsé dans un tube a flux de chaleur constant ala
paroi. Lesrésultats montrent qu’autour de la fréquence adimensionnelle, w=15, le taux de transfert augmente
pour atteindre son maximum. Par contre, pour les fréquences approximativement inférieures a 5 et
supérieure 25, I’effet de la pulsation s’inverse. Les auteurs, ont expliqué cette variation par I’effet de
Richardson dans | es basses et |es hautes fréguences.

Guo et Sung [1997], ont étudié I’influence de I’amplitude sur quatre versions du nombre de Nusselt suivant
la température moyenne du fluide. 1ls ont opté pour une température calculée a partir de la moyenne de
I’énergie massique. Pour les faibles amplitudes 0O<Aw <1, la variation du nombre de Nusselt dépend de la
fréguence de pulsation. Cependant pour les grandes amplitudes Aw >1, le transfert de chaleur augmente
guelque soit la fréguence de pulsation.

Zhao et Cheng [1988], ont présenté une synthése sur le comportement des paramétres dynamiques et
thermiques des écoulements oscillatoires pour différents régimes d’écoulements et dans différentes
géométries. IIsont conclu que :

1. Dans le cas d’un écoulement de couche limite laminaire pulsé et pour une amplitude de la vitesse
constante, |e transfert de chaleur dépend du nombre de Strouhal (Str). Pour les basses et hautes fréquences,
le taux de transfert de chaleur n’est pas différent de celui de I’écoulement stationnaire mais plus important
pour les fréquences voisines de Str=1.

2. I’'analogie de Reynolds pour la couche limite stationnaire et I’écoulement dans une conduite est non
valable dans le cas d’un écoulement de la couche limite pulsé. D’aprés les auteurs, ce désaccord est du &
I’effet opposé de lafréquence sur la variation du coefficient de frottement et du transfert de lachaleur.

3. Le nombre de Nusselt moyen pour un écoulement laminaire pulsé dans une conduite dépend de la
fréguence. 1l peut étre inférieur ou supérieur a celui de I’écoulement stationnaire suivant la gamme de la
fréquence de pul sation.

4. le transfert de chaleur d’un écoulement pulsé augmente par rapport & son écoulement moyen en fonction
de I’augmentation du taux de vitesse Aw.

Habib et a [2002] ont réalisé une étude expérimental e sur les caractéristiques du transfert de chaleur pour
un écoulement laminaire pul sé dans une conduite, pour différentes conditions du nombre de Reynolds (780
<Re< 1987) et de lafréquence de pulsations (1 <f < 29.5 Hz).

Les auteurs ont constaté I’existence d’une bande de fréquences favorisant le transfert de chaleur et qui varie
avec le nombre de Reynolds. Une réduction du nombre de Nusselt moyen relatif est enregistrée en dehors



de cette bande. Cette réduction est proportionnelle a la fréquence, elle est de 40% pour les fréquences qui
varient de 4.1 & 17 Hz et de 20% pour les fréguences qui varient de 17 a 29 Hz. Une équation
adimensionnelle empirique a été dével oppée pour |e nombre de Nusselt reliant e nombre de Reynolds (750
< Re < 2000) et lafréguence adimensionnelle (3<w<18).

Récemment Yu et al [2004], ont présenté une étude sur le transfert de chaleur par convection d’un
écoulement laminaire pulsé dans un tube circulaire avec un flux de chaleur pariétal constant. Une solution
analytique des équations de I’énergie et de la quantité de mouvement est obtenue en supposant que la
solution est donnée sous forme d’un champ moyen plus une fluctuation. Les résultats, indiquent que la
température et le nombre de Nusselt fluctuent périodiquement autour des solutions stationnaires de la
convection laminaire, avec des amplitudes qui dépendent de la fréquence et I’amplitude de I’écoulement
pulsé. Les auteurs ont montré aussi que les pulsations n’ont aucun effet sur le nombre de Nusselt moyen.
Les résultats publiés sont parfois divergents, probablement en raison des conditions opératoires : des
augmentations, des diminutions ou pas d’effets sur les parametres physiques. De plus, les résultats obtenus
en écoulement oscillant ne sont pas valides dans I’écoulement pulsé. Car la partie stationnaire n’est pas prise
en compte dans la résolution des équations de Navier Stocks.

DEFINITION :

Les écoulements instationnaires ou périodiques sont souvent régis par des équations de type
suivant :

X = X, cos (Wt +j ) 1)

Ou x est le déplacement des particules sur I’axe (0x).
Ces écoulements sont générés dans certains cas soit par un gradient de pression de type périodique et qui
est donné par I’équation suivante :

= Py + Py cos Wt @

ﬂ||_\
<3

Ou dans d’autre cas par un débit de type périodique décrit par :

Q= Qg *+Q, coswt ©)
L’allure de la vitesse d’un écoulement pulsé dans une conduite cylindrique se présente comme
suit :
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Fig 1.Déplacement des particules sur I’axe (0x) en Fig 2.Vitesse des particules sur I’axe (0x) en
fonction du temps. fonction du temps.

La vitesse est maximale au niveau des parois de la conduite, en revanche elle est aplatie au centre,
ceci contrairement a I’écoulement de type Poiseuille.

Paramétre de similitude:
Dans les écoul ements périodiques les paramétres sont : I’amplitude et la fréquence.
Par analogie a I’écoulement stationnaire caractérisé par le nombre adimensionnel qui est le nombre

de Reynolds, on définit pour |es écoul ements périodiques un nombre de Reynol ds cinétique comme
suit :

Rew = 4)

Dans cetype d’écoulementsil y adeux parties, une partie stationnaire et une autre partie
instationnaire.
Pour la partie stationnaire, on définit un nombre de Reynol ds maximum comme suit:

U max D
n

©®)

Remax =



Ona:

X = X”"Tax(l- coswt) (6)
U= X - Xma g @
dt 2

On définit I’amplitude adimensionnelle pulsee :
X
A= 2m 8
0~ €S)
L’équation de Navier -Stokes dans le cas pulsé est donnée comme suiit :

1Y

Wy A RV=- [P+ ©
1t 2 R..
Signification physique du nombre de Reynolds cinétique :
Ona:
U D WX max D
Remax — max — max (10)
n n
Remplacant (9) dans (10), on a:
WA (D2
Remax = (11)
n
Par conséquent :
Remax = Ag Rew (12)
Remarque

Le nombre de Reynolds cinématique est lié ala géométrie de la conduite a travers son diameétre
et alanature du fluide atravers sa viscosité.
Dans certains travaux expérimentaux, on utilise le nombre de Womor sley définit comme suit :

12= (13)

Avec aest lerayon et qui vaut D/2.



12 = == 14
4u 4 u (14)
Par conséquent :
I2:%Rew b |:%1/R€W (15)
Profil de vitesse d’un écoulement pulsé :
La vitesse de I’écoulement pulsé est définit comme suit :
U(r.t) = Us(r) + Uing (r,t) (16)
Lavaleur moyenne est exprimée par :
<U(r,t)> =( Us(r)> + (Uingt (r,t)> (17)

Lorsque la partie instationnaire est dominante, dans ce cas I’écoulement moyen stationnaire est
faible. Par conséquent, I’écoulement est compléetement instationnaire ou oscillatoire.

Cas d’un écoulement oscillatoire :

On étudie le cas d’un écoulement oscillatoire généré par un gradient de pression de type
sinusoidale. Le gradient de pression s’écrit alors sous laforme suivante :

- =~ = Acos(wt) (18)

A : Amplitude adimensionnelle de gradient de pression.
On montre gue les profils de vitesse possedent la forme que le gradient de pression et qui est
donnée par Uschida (1950) dans une conduite cylindrique comme suit :

U(r,t) = Uy, [B coswt +(1- A)sin wt] (19)

Avec A et B des fonctions de Bessel qui dépendent de la fréquence et qui se trouvent dans les
fonctions cylindriques et sphériques.

Etant donnée la complexité de ces expressions, on les étudie dans les deux cas limites a savoir le
cas de faible fréquences et celui de grandes fréquences.

Le casafaible frequence:

S lafréquence est faible, le profil de vitesse est donné par larelation suivante :



u(r,t) = Cte[l - (r/a)Z]cosvvt +R3;GZ"’ [(r/a)4 +4(r/a)? - S]Sinvvt (20)

En adimensionnel, I’équation (20) s’écrit comme suit :

* A *2 ) R A *4 *2 ) .
U(r ,t) = Egt Ucost + 8§ 4 5ldnt (21)
s ; 2 & f
Remarque :
Dans I’équation (21), il n’y a pas de fonction de fonction de Bessel.
On vérifie I’adhérence a la paroi par les conditions aux limites suivantes :
U(r,+a) = 0
On vérifie que la forme du profil de vitesse au centre ressemble a celle de Poiseuille, ceci par
I”application de la condition suivante : C(jj—U = 0bP U=Umax
=0
Le cas agrande fréquence :
S lafréquence est grande, le profil de vitesse est donné par larelation suivante :
Cte e E u
u(r*,t) = gsint - ——sin(t- E){ (22)
Rew g I :
Avec:
5«20 |R R
E=A-r31/ﬂ, :§(I-2c1)2+4c§,lzﬂ (23)
aVv 8 b 2

L’expression (22) indique la variation sinusoidale de la vitesse en fonction du temps. Elle montre
ladépendance de lavitesse alafréquence. Il est a noter que I’expression (22) vérifie I’adhérence a
laparoi.

Calcul desforcesde frottements

Le calcul desforces de frottement dans le cas des écoulements pul sés est différent de celui dans le
cas stationnaire. Car les frottements dépendent a la fois de la position et du temps. Parmi les
applications des forces de frottement dans le cas pulsé c’est le cas des écoulements sanguins dans
les veines. Les forces de frottement dans ce type d’écoulement peuvent engendrer la destruction
des tissus des veines. C’est le cas des Sténose ou des rétrécissements apparaissent au niveau des
veines empéchant la bonne circulation du sang.
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Fig3: Venenormale Figd : Veine malade

Dans le cas pulsé il faut faire apparaitre le temps dans I’expression des forces, ceci en procédant a
faire le bilan des forces dans une tranche de fluide de la conduite de la maniére suivante:

Bilan desforces dans le cas d’une conduite cylindrique:

Forzes de [rollement —
—
e s
Forces d wertic Torces de pression
——

Forces de frattement

Fig 5 : Bilan des forces dans le cas d’une
conduite cylindrique

Le bilan des forces par unité de longueur s’écrit comme suit:

Cas unidimensionnd :
ma = Fpron + I:frottement (25)
ma = I:pron * Frrottement (26)
pR2r 12 = - pr2 T2 2pRy (27)

It 1z
t:'quﬂ'H‘&% (28)
2612 Tt 3
D’ou:



Le calcul desforces defrottement sefait apartir des expressions de lavitesse dans les deux cas de
faible et de grande fréguence comme suit :

Grande fréguence
Ona:
U=2€[-r =+ 2 (B coswt + (1- A)sinwt) (30)
e g 16

U I - o

—|  =-2"2r +cst|Bcost +(1- A)sint (31)
|-

r=1

t=4+f (t',Rew) (32)

L’expression de t contient deux termes ; un qui représente le cas stationnaire qui est constant et
I’autre représente le cas instationnaire qui est fonction du temps et de la fréguence.

Remarque : on calcul parfoisle t dit normalisé comme suit :

t -t (33)

normalisé t
stationnaire

t =1+ f [ \Rew) (34)

normalisé

Selon Zhao I’expression de lavitesse, dans le cas de faible fréquence est :

* +20 ! R A x4 *x2 0. '
e 9 8 H
T’ \ . Rey [+ A TV
t - * :2(r )*_ COSt +ﬂ?~4.(r )3*_ +4, 2(I' )*_ ESInt
r r=1 16 &' r=1 r =14 (33)
' RaN . '
t = Ctecost + Tsmt (36)

On remarque que | e coefficient de frottementt est proportionnel alafréguence, ce qui signifie que
la pulsation fait augmenter les frottements.
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adimensionnel en fonctiondu  fonction du temps pour les fonction de lafréguence
temps pour différentes valeurs grandes fréguences
delafréquence
Déter mination du maximum dela vitesse
Casdefaible fréguence
L “expression de la vitesse est donnée par :
* ' *2 A ' R A *4 *2 ) . [
U(r t )= Zgi-r Qcost’ + WG 1477 SEsmt (37)
e %} 16 G
U * ' * '
ﬂ* =0b U(r 't ): Umax(r 1 ) (38)
qr
U *
W o—ob =0 (39)
qr
C’est la méme position que dans le cas de I’écoulement de Poiseuille.
Casde grandes frequences
L “expression de la vitesse est donnée par :
* ' ' e- . '
U(r 't ) =sgnt - = sin(t -E) (40)
I
1l ) *
— = O+ flr =0 (41)
qr
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On remarque que la position du maximum de la vitesse dépend de la fréquence a travers
I’expression précédente sa résolution se fait avec le logiciel Matlab.

Calcul de déphasage

Entre les paramétres de I’écoulement, il existe un déphasage. Exemple entre la vitesse et la
pression. Vitesse -température. Température et Nusselt.

Ce déphasage est di au retard mis pour que I’information donnée par les sources d’excitation
arrive au récepteur. Pour calculer leretard (déphasage) il ya plusieurs méthodes, de la méthode
directe ala méthode de plan de phase utilisée pour les écoulements pulsés, car les courbes ne
sont pas totalement périodiques et le calcul direct devient difficile.

1: 2 Vidiv 2. 2 Yidiv 1 ms/div

NS
\_IN\ \
. I \

AN
\ A\
/ \\J / \\J>L

Fig. 9 : Méthode directe de mesure de déphasage entre deux grandeurs

=12

Leplan dephase:

Ceplan est constitué de deux axes, chaque axe porte une grandeur. Les grandeurs sont normali sees.
Dans ce plan le déphasage est représenté par des courbes fermées. Si le déphasage entre la vitesse
et la pression est nul. Dans ce cas, la trgjectoire est une droite confondue avec la premiére
bissectrice. Cette situation se présente pour les écoulements pulsés a faibles fréquences.

B
-

0 U 0 U

L

Figl0: Plan de phase Figll : Déphasage nul
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Dans le cas ou la trgjectoire est un cercle de rayon R=1/2, |e déphasage est un angle droit. Cette
situation se présente pour les écoulements pul sés a grandes fréquences.

Dans le cas ou la trgjectoire est une ellipse d’axes principaux les deux bissectrices, |e déphasage
est quelconque.

1|~
-
bt i
ty -
by #
\
% #
#
% #
- -
LI
rol
P ”
i s
i LY
~
W
%

Figl2 : Cas de déphasage égale un angle droit Figl3 : Cas de déphasage quel conque

Déter mination du déphasage

On calcule I’angle de déphasage entre deux grandeurs, & savoir la pression et la vitesse de la
maniére suivante :

Si la pression est considérée comme la source d’excitation, sa variation en fonction du temps est
donnée par :

DP = DP, (1+ dsinwt ) (42)
La vitesse s’exprime alors par :

U= U0(1+ dsin(vvt +j u)) (43)

Ou:j |, estledéphasage dela vitesse par rapport ala source (pression)

13



1 ms/div

7~ ™~
/ A TN / A N
71NN VAN
V4 4
i %

Figl4 :Courbe de la vitesse et de lapression

Pour trouver latrgectoire des variables a étudier (U, P), on passe du plan (0,x,y) au plan (o, x’,y’).
On procede au changement de variable suivant :

Cas de déphasage entre x,y :

Danslecas:

Le systéeme d’équation précédent donne:

=ty
| (44)
y =32 ()
f 2
Ix = Sln(Wt+j X)
l
iy =sin {ut +] y) (45)
|
0 (y) =iy - ix
. _. . _Pp
D (y) =iy - ix=3 (46)
x 2 +y2 =1 (43)

On constate alors que lorsgue le déphasage égale amn/2, la trajectoire est un cercle de rayon R =1

et de centre o.
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Y

+1

N

Figl5 : Cas de déphasage égale am/2

Dans le cas généra ou | e déphasage est quel congue on étudie latransformation de cette trajectoire
dans le plan (ox’,0y’) comme sulit :

On pose:

Ona:

On trouve aors:

—_—— —— —
o]
|

< s o)
[

! e ®,-j,0 @ j,+j,00 0
'|. :\/Eg - LT Wt + — yT?

} 8cosé 5 E,Smé 2 55

:Ly' :72(-SH(M+JX)+9“(W”M))

i ® @, -j,0 ® ], +],00 “
i =3¢ * Y~ cosQwt + YT 7

S T T A A

PHA=WE T b ocwt v u2j )

(49)
= U2jx- jy)

sin(p+q) +sin(p- q) =2 sinpcosy
-sin(p+q) +sin(p- q) =2 singcosp

15



i x

. +j,0
X = asn E\Nt + 2] y—
e (50)
: & jy+iy?
y = bcosgwt +u_
g 5
Avec:
V2 cos (D /2) 51)
J2 sin (Dj /2)
L’équation de la trajectoire est alors :
2 2 &, +j,9 e +jy0
X +vy = a2 sinzc’wt+u' +bzcoszgwt+JX Jy; (51)
¢ 2 ¢ 2
e a e a
Cas particulier :
a=>b s cos%EDJ—Q:smaé:)J9 P D =P (52
€29 2 g 2
On retrouve I’équation du cercle. Dans le cas général, on a:
e + i 9
X = asmévvt+J X ZJ y_
e (53)
. E o jytiy?
y = boos St + - 2J L
: ;
L’equation de la trajectoire est donnée par :
2 2
X
— + y_2: 1 (54)
a b

C’est I’équation d’une ellipse dont les axes principaux sont tournés d’un angle gpar rapport aux
deux axes ox et oy et donné par larelation suivante :

tan2g = 22ab cos Dj (55)

D’ou I’angle de déphasage

16



cos Dj = Ttan 29 (56)

Cas particulier :

Si:a=bb cosDj =0b Dj =P /2

>
N
N

v

pt)

=054
3 |
.10
10 05 00 04 10
aft)
Fig. 16 : Ellipse de déphasage Fig. 17 : Ellipses de déphasage entre le

coefficient de frottement et le gradient de pression
pour différentes valeurs de la fréquence
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Etude Dynamique de I’écoulement pulsée dans une conduite rectangulaire :

On étudie le comportement dynamique de I’écoulement pulsée d’un fluide visqueux isotherme dans
une conduite rectangulaire d’auteur h = 2a de longueur I. A t = 0, le fluide est pulsé a la section
d’entrée de la conduite suivant I’axe de cette derniére avec une pulsation w. On s’intéresse a
chercher le profil de vitesse U.

A lhx(+a)=0
Yy
] ———— "
=3-t-4--1-1--- 0= - L
=3 l v
-
t Uxl-a)=0

Figl8 : Conduite rectangulaire

Equation de continuité :

fru) | 1lrv) _ 0 (57)

Equation de mouvement :

a2y Q
R ' (58)

L (59)
éﬂxz ﬂyza

Hypotheses : Ecoulement unidirectionnel, I’équation du mouvement selon x se simplifie comme

suit :

,
u _  Tp elus

(6]

r— = - —— +m - (60)
t -
f L

18



BRLEN (43)

fiy

On trouve aors que la pression ne dépends pas de y,elle dépend uniquement de X.

2P Z0 b op=t (61)
fy

La dépendance de la pression de I’abscisse x signifie que les lignes isobares sont verticales a I’axe
de laconduite.

Pour que I’écoulement soit défini avec des équations différentielles du second ordre, on impose un
gradient de pression indépendant de x et dépend uniquement du temps, comme suit.

1Tp _ iwt
T Po *+ P € (62)

Ou : poreprésente le terme stationnaire et p1 le termeinstationnaire.

L’équation différentielle associée a la vitesse axiale est donnée comme suit :
2,0
ut
°u?

v

On cherchel solution u (y,t) de laméme forme que le gradient de pression :
iwt

fu

i (63)

= po+p €+ n

uly,t) = ug+u e
Avec:

Ug = Uo(Y), u =uy, (Y)
Remplacant les équations (62 - 63) dans I’équation (60), on obtient les expressions suivantes :

Tu_ wuy et (64)

= + et (65)

On se retrouve avec deux expressions de la vitesse axiale, une dépend du temps et I’autre est une
constante.

Remplacant |les équations (64 - 65) dans I’équation (63), on obtient :
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_ . &2y M2u;, 9
iwu e = py + p e + ng 0 L ogiwt ] (66)
y? Ve =
& o
L’équation (66) ne peut étre vérifiée que si chacun des termes est nul:
€ ﬂzul‘:J
e gpl - iwug + n e E: 0 (67-a)
8 -
12U,
P+ N— =0 (67-b)
Ty

Lavitesse u est déterminée a partir de la résolution des équations (67-a) et (67-b). L’équation (67-
b) donne la partie stationnaire de la vitesse up dont sa résolution est sous laforme::

p
ugly) = - 2—2 y? +cy+c, (68)

La forme de la formule (68) est identique au profile de poiseuille. Les constantesc: et ¢, sont
déterminées a partir de I’adhérence a la paroi.

Conditions aux limites :

2
Py @
ug(+a) = S teare, = (69)
2
Py &
ug(- a) = T Gate, = (70)
2
p C, = &a_ c, =0 (71)
2 u 2 ! 1
Par conséguent :
Po [2 2]
u = — [a° - 72
o) o y (72)
Vérification :
La condition d’adhérence :
uly)=0 p a®-y*=0p y=za (73)

Lavitesse est maximum au centre de la conduite :
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=0 P y=0 (74)
iy

Equation différentielle dela partie instationnaire de la vitesse ui(y,t)

T2u
21 - Vﬁvu1+ |O_1=O (75)
iy

L’équation qui régit la partie instationnaire de la vitesse est une éguation différentielle de deuxieme
ordre avec un second membre. La solution est delaforme:

Sg =Sy t S (76)
Ou : Spdésignelapartie invariante et Sy est la solution de I’équation différentielle homogeéne sans

second membre.
Lasolution particuliere :

(77)
P u, =- ip—1
- w
La solution homogene
2
%uy
i Yu =0 (79)
Ty n
2
7y,
= L (79)
Ty n
On définit W, comme suit:
2 . W Iw
P w3 =1 — b w,=,— 80
0 n 0 n (80)
La solution homogene de la vitesse est de laforme::
U :CSCh(Woy) * °4Sh(Woy) (81)
Démonstration :
Les racines sont déterminées a partir de I’équation caractéristique comme suit :
'i'r - . = iw
1h = 0\ n
b r2=w? b | n (82)
i o |iw
Tr2 - - WO - F
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L’expression de la solution homogeéne de lavitesse est de laforme:

o ¥
—_ ny Ly _ n n
uy = celt” +c,e? = ce + Cye (83)

Lasolution générale est donc :

Ug = Uyt Up (84)
Soit :
X ip 0
- ¢ M +
Ug (y,t) & + Cgchwyy +C shwpy - (85)
e 2
Les constantesCs et C4 sont déterminées a partir des conditions d’adhérence a la paroi comme suit :
tu, (+a) = 0 ich(+a) =ch(- a
fu (-a)=0 i sh(+a) =- sh(a)
iP
u, (+a) = - ot cgewga +cswga=0 (87)
iP
Uy (-a) = - o + CBChWO(- a) +c4shwo(- a)=0
(88)
iP
- Wl + cochwy(+a) - ¢ shwy(+a)=0
2P
Lasomme donne: P - + 2cchwyy = 0 (89)
w
iR
p C3 = — (90)
w chw, a
Ladifférence donne:
p 2C,swpa=0pP C,=0 (91)
La solution générale s’écrit alors :
iP iP
up(y) = - -+ + —L+— chwgy (92)

w w chw, a

L’expression de lapartie instationnaire de la vitesse est donc :
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)= 18
R w g chw, a

chwyy

giWt (93)

Q- o

Leprofil radial delapartie stationnaire ul présente un effet annule prés des parois.Si lesfréquences
sont faibles, le profil delavitesse a tendance d’avoir le profil de Poiseuille et si les fréquences sont
élevées, le profil a tendance d’avoir un profil de I’effet annulaire.La solution compléte de la vitesse
gui comporte la partie stationnaire et |a partie instationnaire est de laforme :

e 0
uly,t) = P_o(az Ve )+ ?_191_ chwgy T gt (94)
2n g chwya g
Qui peut se mettre souslaforme:
e 0
oy = el y?ra?)e Ll SOV g (@)
2n |W§ chw, a B

On constate que dans cette expression PO et P1 ne sont pas connue. (PO et P1 gradient de pression).
En général, ce gradient de pression est calculé de lafagon suivante :
On calcule le débit atravers une section et durant une période :

Q= (ds = f(PO, Pl) (96)
Au lieu de calculer e débit Q, on peut aussi faire appel a la vitesse moyenne. C’est pour cela, on
calcule PO qui correspond ala partie stationnaire comme suit :

Ona:
+a
l 1 P 2 2)
Umoy: dey— 2_a.2n Ja“ - y°dy (97)
P
Umoy = 3_?] a’ (98)
1
Lref = 8 treff - v_v (99)
1

Pref :EI’ Uzm
St LR oy (100)

r qx r qx
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1 .
i r_E = py + pye™ (101)

X
P .
] lgi — 14 A giwt (102)
Rapport des pressions
j = P_l
103
P (103)
P
- - 0 .2
_1 2

Expression de la vitesse adimensionnelle de lavitesse totale :
Pour trouver cette expression, on définit d’abord les grandeurs de référence comme suit :

P P& chwy 9 |
u(y,t) = —Oaz(l- y2/a2)+_—191- oY ;e'Wt (106)
2n wg  chwya

En devisant par la vitesse moyenne et en tenant compte des autres grandeurs, | »expression
adimensionnelle s’écritsalors :

2
Pa P Paae chwoy

0
u = 0 2(1 y?/a )/ 0 1/ G- T e (107)
® 20 .
S Y°% P chwyy 9
g‘? —2_ —1 3 & WY 2w (108)

|wazg chw, a E

Remarque : Lavaleur maximale de la partle stationnaire de la vitesse adimensionnelle est égale a
1.5, elle est au centre de la conduite.

& « [ 9
d ) =g ) SiRj— §-1+Mien* (109)
EWS chy/iR gy p
a2W

Avec :Rgqy =—— estlenombrede Reynolds cinétique.
n
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Remarque :
Cette expression indique que la vitesse dépend de R, €t du rapport de pression.

Pour de faibles valeurs de lafréquenceRg,, , On trouve le cas stationnaire (profil Poiseuille). On

remarque aussi que lorsque lafréguence Rg, augmente, le profil de vitesse diminue.

Onfixelenombrede R,, et on trace lavitesse en fonction du temps.

e N

/'//I. . ", I

* \ 1/ =
i 7 i .\f J
EE 17 I
g \-.__\\ . — g ,/,1 I:i 'f_
\"*"-':\ 4 (A /!

: -l.q',uimnwrn .
Figl9 : Profil radial delavitesse pour Fig20 : Effet annulaire pour les grandes
différentes phases. K Belahda 2012 fréquences .K Belahda 2012

Déter mination du maximum dela vitesse :

Ona:
<) 0
* * i g h * R T
u :%@_yZ)J, g d g_1+cy— V'e‘Nfe't (110)
R - N
e""g chyiRay 5
R Tu’ (y,t
Ty
u* . 3fii shy iRay it
-y +3|\/T y ewelt —0 (111)
My JRay ciRay

Cette expression détermine la position du maximum de la vitesse et par la suite la valeur de cette
vitesse, elle est résolue a I’aide du Logiciel Matlab .Elle montre aussi que la position de la vitesse
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maximale dépende de (rapport des pressions) et de Reynolds cinétique Rg,. On €étudie cette
expression dans les deux cas limites.

Casdefaiblesfréquences: Si Rqytends vers zéro, I’expression devient :
Tu’ . )
— =-3y =0®y =0 (112)
fy

Cette position est indépendante du rapport des pressions.

Cas de grandes fréquences :Si R, tends vers I’infini, Sachant que dans ce cas que cette position
setrouve pres des parois effet annulaire, I’expression devient alors :

Tu” « 3] siRegy it
_=-3y + e =0 (113)
Ty VRay ChyiR

3yt + I iRgye =0 (114)

JRor

Cette position dépend de lafréguence, du rapport des pressions et du temps, elle est résolue a I’aide
du Logiciel Matlab. Une expression valable pour les valeurs modérées de lafréguence trouvée par
A.Ghezal permet de déterminer cette position comme suit :

§—\/Rev h—
B y3n=0 (115)
Qui devient :
4- Revh2,, +12h, =0 (116)
Si le déterminant est définit comme suit :
D =122 + 4Rev (117)
Les deux racines sont :
h@ = -12+yD _ 22-VD _ @ = "12-4D _ 124D 4 49
- 2Rev 2Rev - 2Rev 2Rev
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Lapremiereracine est rejetée.

12++/D
ey, = 119
max 2Rev (119)
12+4/(12)? + 4R
N max = ( ) = (120)

2Rev

Tableau 1. lesvaeursdelaposition du maximum de lavitesse.

Rev hmax Maximum dela vitesse
1 12.6 pas de maximum
10 1.27 maximum au niveau de la paroi h=1
11 0.62 maximum existe
16 0.45 maximum existe
100 0.12 maximum existe

Expression de laforce de frottement alaparoi :

Ty JRay chiRay

Cette force dépend de la fréguence, du rapport des pressions et du temps, elle est résolue a I’aide
du Logiciel Matlab. Il est a noter qu’elle contient deux termes ; le premier relatif a la partie
stationnaire et I’autre a la partie oscillatoire. Elle peut s’exprimer comme suit :

ﬂu* P g-] R L ox
_ vz, Sl SiRaw it (121)

t=-

— 3 3i\fij shyiRay ot (122)
VRay ChWiRay

tg=+3 (88)

t=tg +toge

AVEC:

T R e ARen
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Dans certains travaux on utilise la force normalisée comme suit :

t i/i] : it
tn=_L =1410% —q. Vi th |Ra,\,elt (124)

¢A
Région de |’écoulement
de retour

Pas d’écoulement de retour

Rew=1 Rew

1 2 RE\/
j :\/Rev/2+—\/Rev/2e 2
2

Fig 21 : Allure de la courbe d'instabilité dans le cas d’une conduite rectangulaire
d’apres A Ghezal 2007

28



Fig. 22 : Profil de lavitesse pour différentes phases et pour différentes valeurs de la fréquence
K.Belahda

Vorticité dans les écoulements pulsés

Son existence provoque des instabilités aussi bien dynamiques que thermique causant des pertes
thermiques dans les écoulements (dissipation d’énergie).
Dans le cas d’une géomeétrie rectangulaire, la vorticité est exprimée par :

W= == (125)



' ff'l //f \ 1 /1 f’/ x'f d f:""/
[ ) o | )/ s f.f,--"‘"f
LR I | & . e
| [t [/ L~ y, -

1 II_{:_.:-:'_..-# ' ;f - R!fz.fl? o /n‘&:.m"
,J:- Re, =1 i e Re, =10
o B
| \ S \R“\\ e
RN TH AN T I
/ : . ) | , " —
i T E T W DT Tt R RN T 0 L 3
(r 4 o

Dans notre cas, on s’intéresse a I’écoulement unidimensionnel :

v=0 b W= - Tu
iy
On remarqgue larelation précédente se confond avec la formule des frottements ala paroi
t = - E
Ty Y=Yp

A laparoi, on ace qui suit :

y=yp P W(yp): t
L’expression de la vorticité est donnée alors par :

W( *)_3 N é%hy* i Rew O
Y=Y JRew $chy” /i -
= echy iRew

2

On constate que cette expression contient deux termes.
Le premier termeindique lavaleur de lavorticité de la partie stationnaire.
Le deuxiéme terme est relatif a lapartie instationnaire.

(126)

(127)

(128)

(129)

Le profil de la vorticité est tracé a I’aide de logiciel Matlab. Pour une période, les variations de la

vorticité normalisé sur une période sont indiquées sur lafigure suivante.

Fig22 : Profils de lavorticité adimensionnelle Pour ¢ = 1.5 et un nombre de Reynolds cinétique

K.Belahda
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Ecoulement pulsé dans une conduite cylindrique
Généralités:

Dans ce chapitre, la résolution des équations différentielles de la quantité du mouvement et de
I’énergie nécessite des connaissances sur les fonctions de Bessel ; c’est pour cette raison qu’un
rappel mathématique est indispensable.

Rappel mathématique :

Dans |l es écoul ements pul sés ou oscillatoires en coordonnées cylindrique, on fait appel alafonction
de Bessdl parce que les équations de quantité de mouvement et de transfert de chaleur sont définit
par des équations différentielles du deuxieme ordre a coefficients non constants de type :

x2y" + X y' +(x2 - nz)y =0 (130)

ou : nhest I’ordre de la fonction de Bessel
Danslecasoun = 0, lasolution de cette équation est de laforme

y (x) = A3 (x) + BK,(x) (131)
Jy (x) : Fonction de Bessel de premiére espece et d’ordre zéro

Ko(x) : Fonction de Bessel de la seconde espece et d’ordre zéro

L’ordre le plus utilisé dans les écoulements pulsés est 2.
Les fonctions Jet Jisontsemblables a des fonctions représentant le mouvement d’un oscillateur
amorti comme suit:

Jo (x) » € & coswx

(132)
J; (x) »e X sinwx
Remarque : On constate que :
3 (x)= 3o (x) (133)
Les dérivées des fonctions de Bessel sont d’ordre supérieur
J3,0)=1 3(0)=0
limJy (x) =0, limJ,(x)=0 (134)

X ® ¥ X ® ¥
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Remarque : dans I’écoulement pulsé lavariable est 1a fréguence.

x ® 0 (Fablefréquence)

X ® ¥ (Grandefréquence)

Remarque:Quand x® 0 Ko(x)® M .Cette solution n’est pas physique, on met B=0. Dans

le cas d’espace annulaire x ¥ 0  ontrouve Ko.

Pour les écoulements dans une conduite cylindrique, il n’y aque J:

y(r) =AJ,

Dans le cas d’un espace annulaire le B existe

y (r) = AJo(r) + BKo(r)

Remarque :
Si x = | x quedevient I’équation différentielle et les solutions,

Dans ce cas lafonction différentielle en fonction dex  s’écrit comme suit :
k) ey ) b o) <o
Qui devient :
(" (1) + (0 )y (%) + (1x)2 - n)ylix) =0
Danslecasn =0, lasolution de cette éguation est de laforme
y (x' ) = AJy(1x) + BK,(lx)
Equations de Bessel modifiées

Si lavariable est un nombre complexe, lafonction différentielle devient alors :

(ix)2i2y" + (ix)y' - (xz + nz)y:O

(135)

(136)

(137)

(138)

(139)

(140)

Danslecasn =0, lasolution de cette équation est une combinaison linéaire de fonctions de Bessel

modifiéesd’ordre zéro :

y (x) = Alo(x) + BHO(x)
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Etude de I’écoulement oscillatoire dans une conduite cylindrique
Equation de quantité de M ouvement :

On suppose que I’écoulement est unidimensionnel, dans ce cas il existe qu’une composante suivant
(02) , I'autre composante verticale est égale a zéro. L’équation de la quantité de mouvement se
réduit a:

r— =-— +mi— + ~—_ (142)

En introduisant les grandeurs adimensionnelles suivantes :

* * *

Z :E;r :L;u :i’P = 2; (143)
a a aw r(aw)
On obtient I’équation adimensionnelle suivante :
2 *
Tu P 1 Ju 1 u @
— T 5 C %y S (144)
qit 9z a 8ﬂr r<qr <
Avec |le nombre de Womorcely définit comme suit :
a’w
a? = Rgy = (145)
u
On cherche une solution de la vitesse sous laforme suivante :
* * * * * |t*
u (r 1 ):f (r )e (146)
En remplagant u*, on obtient :
* L > * 0
* t t vl %) It * t =
f(r )le = Ale + %Qf ( )e' i*f (r )e' N (147)
a g r B
1] it
Avec: - — =Ale (148)
9z

Qui peut se mettre sous laforme suivante :
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r*zf"(r*) + r*f'(r*) - ir %% (r*) =- A1r 2a?
Résolution de I’équation différentielle avec second membre

Lasolution est delaforme:

AVEC :

fg (r* )= Al (r*) + A1/i
La constante A est déterminée a partir des conditions d’adhérence a la paroi
fo)= Al @) + Avi=
A = iAl1,(1)

fG(r*): iA1/|O(1)*|O(r*) + A= A& Y100 - 12

u*(r*, *)— |A1§? ? 5/1,(1) - 1°eIt

(149)

(150)

(151)

(152)

(153)

(154)

(156)

(157)

(158)

Remarquel :On constate que cette solution est semblable a celle trouvée dans le cas du rectangle a
une différence prés que cette solution est exprimée par des fonctions de Bessel (fonctions

cylindriques) par contre celles du rectangle sont exprimées par des fonctions hyperboliques.

Remarque 2 : Dans cette expression leterme A désigne I’lamplitude de gradient de pression n’est
pas connu apriori, il devrait ére calculé en fonction de la vitesse moyenne. Ce calcul est effectué

viale débit dans une section comme suit:

o
I

u:l:l.'I.D‘_V » e

Fig. 23 : Détermination de I’amplitude de gradient de pression A par le débit
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On calcule lavitesse moyenne en fonction du nombre de Reynolds maximum et le nombre de
Reynolds cinétique comme suit :

R
Up = — (159)
2a
Le débit volumique est exprimé par:
Q= U?n S= (‘jJ* ds, ds= 2pr* dr (160)

En appliquant les propriétés des Fonctions de Bessel, on trouve que :

1 (}) = 10(x) (161)
1, (1) = 10(1 %) (162)
(‘)Ill(lr*)r*dr :IO(Ir*)+cst (163)
)
Ul = iIAMR e1,() 1 (164)
&1, () >
b= adi=lI (165)
& 0
¢ N
iA1= Remax g 1 : (166)
222 Z2,() 1;
CINO I
2 0
o) = Remax clobr )/1o() - Le gt (167)
2a g 21, (b) . _
€& Dbly) o
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Fig24 : Ecoulement de Poiseuille pour les faibles Fig25 : Effet annulaire pour les grandes
fréguences fréguences

Ecoulement oscillatoir e dans un espace annulaire

Le but proposé de cette étude est de faire un dével oppement anal ytique et une résol ution numérique
des équations qui régissent les écoulements de type oscillatoire, afin d'étudier I'influence de
I'amplitude sur les mécanismes de transfert de chaeur entre un cylindre chauffé et un écoulement
defluideréel confiné dans un espace annulaire. Cetype d'écoulement présente un intérét particulier
sur le plan pratique : machines thermiques, pompes, valves, la génie chimique et labiologie, Il est
a noter, que I’écoulement d'un fluide réel confiné dans un espace annulaire est rencontré dans
différentes applications d’ingénierie, en particulier, dans les échangeurs de type tube dans tube.
Les effets engendrés par un écoulement soumis a des pulsations sont; I’effet annulaire, le
reversement de I’écoulement, I’augmentation des parametres moyens de I’écoulement comparés
au cas stationnaire et aussi le déphasage entre les parametres dynamiques et thermiques de
I’écoulement avec les pulsations imposees.

Fig. 26 : Espace annulaire

L'équation de conservation de quantité de mouvement en cordonnées cylindrique s’écrit alors
comme suit :
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ou(r,) _ 19p&0 [1 0 (rau(r, t))] (168)

Jt p O0x ror dar
En introduit les variables adimensionnelles suivantes:

*

X =

*

;= ;U = — P = —t =wt

X r

2
Ry Ry Ryw r (R ¢ W)
On obtient les égquations adimensionnelles suivantes:

* * * * 0
fu 4 ou 13
— = tSb— + -7 (169)
it ix a éﬂr* roqr =

I.  ETUDE ANALYTIQUE

A cause de la symétrie axiale du probléme, |le domaine d'étude se réduit au domaine compris
entre la conduite adiabatique et le solide chauffé, prenant I'équation (3). Sachant que le fluide est
soumis aun gradient de pression oscillatoire de forme:

P _

®&— it 0
—— =-A Co \/vt)zRegAe T (170)
ix @
Le profil de vitesse peut se mettre alors sous laforme suivante:
P * 't* (o}
u (r 't ) = Re?(r )eI * (171)
a

En introduisant cette expression dans I’équation (3) on obtient une éguation différentielle de
deuxieme ordre non homogene, qui a pour solution:

t17) = cugbr) + caxylor) (172)

On appliquant la condition d'adhérence alaparoi des deux tubes, on aura:

* R *
= —9Sey =0 (173)
Rt
r =1@ u =0 (174)
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€ g 0 u

& A dol)- 10T g

et - : E R 54 G
- 278 G
€1, (b)k G Rovs = (b)3 Gp Robs <0

e 0 Og R, * 0 Og R i@

g t & t

* 1
Rone —
ummaxeIt —2(‘)0—b‘°‘f(r)( t MRt R )dr
Rt
E t C < C. C2
n posant : =2, =_2
P 1A 17iA

Et aprés intégration on trouve que:
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é u
é a
€ a
.~  Remna € 1 a
iA = mgx é 50
éi(; b)- 1, gb ObSTT C2 QK b)- K, (;b 0bs—_1/2 1¢Tobs*
éb g X b g g R, iz 2@ R = U
g Ry 29 t 9g t g §
(181)
Le profil de vitesse dans I'espace annulaire s’écrit donc comme suit:
u’ (r [Cll b r )+ CoK (b r)- 1]| Ae' (182)
o | a4 7 1\ :
2 = 1O Sha Y
s 5 7T N
E’ | = L R = ,»:f_‘_‘ _':N'
g ;s 1 = bl ,%{/J:
% 25p I.."‘._' \:\\‘:' R _J;'f/x’
& p \:\:x_ //4 J
A R;;onAd?r:lenswo;r:el v | e eimersame
Fig 27 : Ecoulement de Poiseuille pour les Fig 28 : Effet annulaire pour les grandes
faibles fréquences .M.Deghmoum 2010 fréguences M.Deghmoum 2010

Ecoulement pulsé dans une conduite cylindrique

Dans ce type d’écoulement, il existe deux parties, une partie stationnaire et une autre partie
instationnaire. L’expression de la vitesse est de laforme:

u(rt) = ug(r) +uy (rt) (183)
ug (r,t) = Usg (r)ei""t (184)

Equation en la quantité de mouvement :
En supposant I’écoulement unidimensionnel, I’équation se réduit a :
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Ju_ TP . Uy 185
g ﬂz+”§ﬂr2+rﬂr; (185
2
On pose:
fip _ i
- o Py + Py et (186)

Comme le gradient de pression contient deux termes la solution de la vitesse doit étre recherchée
sous la méme forme. On cherche donc deux solutions, une stationnaire et I’autre instationnaire.
Dans ce cas, on regroupe les termes stationnaires d’un coté et de I’autre les termes instationnaires
comme sulit :

u, 9
+m}arﬂ_o'

. =0 187
Qui devient :
2
u r c
ﬂ_O - _Po_ + L (188)
1 m 2 r
Lasolution stationnaire est donc :
2
uo(r) = - y + ¢ Inr +c, (189)
Détermination des constantes :
Lavitesse est connue au centre, ce qui impose :
C, =0 (190)
up(@ =0 (130)
T 4m G2
azp0
C, = s (130)
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Umoy (1) = 9 a2, up (r*) = (1- r*z)

Leterme instationnaire est donné par :

Qui peut se mettre sous laforme suivante :

2 0
@l ulO + 1ﬂu10+

ngﬂrz rofr -
(4]

+-TUpWi =- p;

(130)

(191)

(192)

(193)

C’est une équation différentielle non homogene de second ordre a coefficients non constants

Lasolution particuliere est :

La solution homogene est solution de I’équation suivante :

2 .2
u ru,wir
rzﬂ 0 . r‘ﬂulo _ M0

=0
qr2 qr m

C’est une équation différentielle de type Bessel forme de Bessel :
x2y" + X y' - (sz2 +n2)y=0

Dans notrecas:

Solution homogene est:
uy(ir)= Alg(lr) +BH( r)
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Lasolution générale est :
ug(r) = uy(r) + up(r)
uy(ir)= Alg(lr) +BH( r)
Ho(l r)n’est pas définie pour r = Oce qui nécessite B =0

Lasolution générale est delaforme::

U (ir) =+ Al (i 1)

riw
1/2 &
Uy = Al gz wo vz, s R
10 - Mo = + "
& Mg é rw

La constante A est déterminée a partir de la condition d’adhérence a la paroi comme suit :

P
r=a u=0 b A = rl\//v2
, GEwE T2 0
0 = -
ngz
€ a
L’expression de la vitesse devient alors :
® 1/2 5 o
¢ Bewo Ta2 2 2
(o Ogg mB + :
uq(rit)=  ip,/rw §—5 2 1%
0 1 ¢ % 1/2 0 g
G CEWO a2 -+
Ogém‘ - x
g e e g o

L’expression de la vitesse totale est donnée par :

u(r,t): UO(I’) +U1 (r)eth

u(r,t)= -2

. 1/2) 6
Po (az ) r2)+ 1Py 8q0(| " ) = iwt
dm I"ngolil/za

L’expression adimensionnelle s’écrit alors :
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* % * 4p ? IogiRevvr*gglt*
u(r 1 )— (1 r2)+| 1 gl- 2 (206)
RewPo | &EliRgy 2 =
g gV o
Avec:
2
rwa
rw
| = == ad R, = 207
o aw o (207)

On remarque que I’expression adimensionnelle de la vitesse contient deux termes, le premier
indique I’état stationnaire et le deuxieme indique I’état instationnaire.

Casdefaiblesfréquences

Dans ce cas le nombre de Reynolds cinétique est faible et par conséquent le rapport des pressions
est auss faible, ce qui conduit a négliger le terme instationnaire devant le terme stationnaire.
L’ecoulement a tendance avoir le profil de Poiseuille

Casde grandes fréquences:

Dans ce cas le nombre de Reynolds cinétique est éleve et par conséguent e rapport des pressions
est grand, ce qui conduit & négliger le terme stationnaire devant le terme instationnaire.
L’écoulement a tendance avoir le profil d’un écoulement complétement oscillatoire.

La position du maximum de la vitesse a partir de Uchida

On calcule le maximum de la vitesse a partir d’une solution exacte du profil de vitesse d’un
écoulement oscillatoire unidimensionnel dans une conduite cylindrique

Le calcul du maximum de la vitesse a partir de I’expression exacte du profil de la vitesse d’un

fluide incompressible, en écoulement laminaire oscillatoire sinusoidalement dans une conduite

cylindrique s’avere complique, a titre d’exemple, le profil de vitesse donné par Uchidaest ;
w(rt) _ 32

We = oRen (Bcos((,)t)+ (l- A)Si n(wt)) (208)

Ou;
s,A,B: Sontdesfonctions de Bessel qui dépendent de Re,, .

a Cas d’écoulement a tres faibles fréquences (Re,, < 16)
b.
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' e A 0
wirt), 28 & o ¢ _cos( iR B o, o (O (209)
Wy o) 8 320 geR 12} eRg 5
c. cas d’écoulement a tres fortes fréquences ( Re,, > 16)
é u
: é -C a
w (r t) » 32 &gn (ot )- & —sin (wt - C)a (210)
WO o Re ® @ L u
& VR H
& 50
ou: c=q- & 072 Re, (211)
£ E&Ro 5\ 2

La position radiale du maximum de la vitesse est déterminée par la condition de dérivée nulle de
lavitesse.

1.1 Casdefaiblesfréquences (Re,, < 16)

Ladérivée de I’équation (210) est donnée par :

- 3 0
W, 4 ( t)+&&+i?sin(wt) (212)
Ir oR R0gRr* R?y
L’equation (212) est nulle quel que soitt s :
i i =0 LZ =0
R* R? & R (213)
oer2 0
Leterme é—z + 2= eﬂnon nul, donc la solution est donnée parr = 0.
R -
%]

Le maximum de la vitesse pour les faibles fréquences se situe donc au centre, ce qui correspond
bien au cas d’un écoulement de Poiseuille.

1.2 Casdefortesfréquences (Re,, > 16)
La dérivée de I’équation (212) s’écrit comme suit :
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W -32 c&i(-C). sn(wt- C)+ (- C)coslwt - c)++8eﬂ_ae Eggsin(wt- )0
fr oRe, & 1r [ \/T N 81Tr§ r P $
'e% R g gg R o a0
& 0 & ? T
-32 _cé&., |Réw sinfwt-C)= ¢ [R€w coswt- C) ¢ 1sin(wt- C)+u_
» e Cor +c2r to- ———+,=0
& ¢ ¢ U
oRey g | 8 RZ\F Do V8 ot 2 By
& R o g R& R o
32 |ar 6 c& 1 aR6 0
—.|C== e “¥sn(C- wt)+cos(C- wt)- —= sin(C- wt)7=0(214
» 5 gRgZRew 8 ( ) S( ) /—ZRew gl‘ p ( )B ( )

L’équation (6) est nulle si :

2
! (?39 sin(C- wt)=0 (215)

J2Re, ér @

sin(C- wt)+codC- wt)-

La solution de I’équation (215) est donnée par :

tan(wt - C) = 1 (216)

2
1. 1 &R0

J2Re, &1 5

La résolution directe de I’équation (216) s’avére difficile, ce qui & nécessiter I’utilisation du logiciel
Matlab.

Pour les grandes fréquences, Richardson amontré par des mesures expérimental es que le maximum
de lavitesse se situe au voisinage de la paroi, I’équation (216) devient dans ce cas :

tang (wt-C)=1 (217)
Do : (wt-C)=p/4

En utilisant cette approximation et compte tenue de lasymétrie de la vitesse par rapport ala demi
période (voir I’équation (210) ,W(r,vvt+p)=-W(r,Wt)), la solution de I’équation (216) est
cherchée dans I’intervalle wt =1 [O,T[], ce qui permet d’avoir I’expression de la position radiae
adimensionnelle comme suit :
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D’ou :

(218)

Les résultats avec et sans approximations pour différentes fréquences et différentes valeurs de
phases (0, n/4,n/2,3p/4 et 1) sont donnés par letableau (1).

L’analyse de ce tableau montre que I’approximation des grandes fréguences pour le calcul de la
position radiale du maximum de la vitesse, est valable que pour les fréquences supérieures a la
fréguence critique correspond aRe =128 , quel que soit la phase, aors que certains auteurs, ont

indiqué que le début de I’influence de la fréquence commence a partir de lavaleur Re,,. =16. A

notre avis cette valeur ne correspond que pour le debut de I’influence de la fréquence sur
I’écoulement.

On note un écart important qui peut atteindre 16% entre les valeurs des positions du maximum de
la vitesse calculé et approximé pour les faibles fréguences et surtout pour les grandes phases,
contrairement aux grandes fréguences les positions dans les deux solutions sont presque confondus
guel que soit la phase. Pour cela, I’utilisation de la formule donnée par I’équation (216) n’est
valable que pour les nombres de Reynolds cinétique supérieur a 256.
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wt =0 wt=p/4 wt=p/2 | wt=3p/2 Wt =p

Reyy a b a b A b a b a b
50| 0.83| 0,84 0.61| 0,70 024, 0,56 *| 0,40 "10,24°
100| 0.88| 0,88 0.75| 0,77| 058| 0.66| 0.33°| 0.55 *1 0,43
128| 0.90| 0.89 0.78| .079, 064, 0.69| 046 0.60 0.14*| 0.50
200 0.92) 0,92 0.83| 090, 073, 0,76/ 061 069 0.46| 0,60
256 0.93] 0.93 085 086, 076, 0.79| 0.67| 0.72) 0.55| 0.65
500 0.95| 0,95 0.0, 089 084, 085 078 080 0.71 0,75
1000 0.96| 0,96 093, 092 089, 089 085 085 081 0,82
1500, 0.97| 0,97 094 094, 091, 091 088 089 084 0,86
2000 0.98| 0,98 095 095 092, 093] 090f 0905 0.87| 0,88

N :B (*); indiquent que la valeur calculée n’a pas de sens physique

(@) ; lasolution avec I’approximation d’apres R .Hadj Ali et A Ghezal.

(b) ; la solution sans I’approximation d’aprés Uchida.

Tableau2. Les positions du maximum de la vitesse pour différentes fréquences et différentes
phases pour un écoulement unidimensionnel

On présente sur lafigure (29) lavariation de la position de maximum de la vitesse en fonction du
nombre de Reynolds cinétique pour les différentes valeurs de phases (0, n/4,m/2,3p/4 et ). On

note que le maximum du profil de vitesse s’approche de plus en plus de la paroi lorsque la fréquence

augmente, confirmant ainsi les mesures expérimentales de Richardson.

A partir de certaines valeurs du nombre de Reynolds cinétiqueRe,, , 1a position correspondante au
maximum de la vitesse tend asymptotiquement vers une valeur limite trés proche de celle relative

alaparoi. Lavaleur du Re, est d’autant plus faible que la phase diminue.

Aux faibles valeurs deRe,, , la position de maximum varie notablement en fonction de la phase,

alors que pour les grandes fréquences, cette variation n’est pas trés grande.
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Concernant la phase, le maximum de la vitesse s’éloigne de la paroi lorsque la phase augmente, et
on note que laposition de maximum peut atteindre une distance de 0.6R delaparoi pour les grandes
phases, contrairement ala phase nulle, cette position est trés proche de la paroi et varie de 0.88R a

0.98R, ce qui montre que I’effet dit annulaire ou de Richardson ne dépend pas seulement de la
fréguence mais aussi de la phase.

0,5(

700 800 1200 T600 2000
Fréquence Re,,

Fig29 : La position du maximum de la vitesse en fonction de la fréquence et de la phase pour
un écoulement unidimensionnel
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Fig. 30: Profil radial delavitesse en fonction de la phase et pour différentes valeurs de la

fréguence
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Fig 30: Profil radia de lavitesse pour différentes valeurs de lafréquence a différentes phases.
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Influence dela fréquence sur le coefficient de frottement

La figure ((Fig30) montre que le coefficient de frottement, pour différentes fréquences varie
périodiquement de la méme maniere que I’écoulement, Mais avec un déphasage qui augmente avec
la fréguence. On constate aussi que I'augmentation de la fréquence fait accroitre les maxima du
ceefficient de frottement et déforme légérement la forme sinusoidale surtout pour des fréquences
Rew>400. La figure ((Fig30) montre que I’amplitude maximale du coefficient de frottement
augmente avec la fréquence jusqu’a atteint environ 10 fois sa valeur dans le cas d’écoulement
permanent. Ces résultats concordent avec ceux obtenus par les auteurs déja cités. Néanmoins on
note une légere augmentation dans la zone d’entrée, cela peut se justifier par la contribution de la

deuxiéme composante de la vitesse pour les faibles fréquences. Aux basses fréquences Re,, <100,

le taux d’augmentation C¢/Csm est de I’ordre 1 ce qui correspond au cas d’écoulement stationnaire
, on constate que I’effet de la fréquence sur C¢/Crm commence a partir des fréquences [100-150]

qui correspondent au début de I’effet annulaire.

Odo 05 10 15 70 75 3.0

Fig30: Evolution du coefficient de frottement en fonction de la fréquence

Etude du déphasage et |le plan de phase

On sait que le plan de phase, le déphasage entre les parametres de I’écoulement est déterminé

directement a partir de I’aplatissement des ellipses.

Pour analyser I’influence de lafréquence sur les ellipses, on afixé Re=100 et Aw= 0.5 et on fait

varier Re,, de 1 a800. On signale que le tracé d’une ellipse pour un cycle nécessite un nombre
de points qui est fonction de la fréquence. A titre d’exemple pour Re, =1, le nombre de point est

de 40192.
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Représentation delatrajectoiredela vitesse et du gradient depression

On remarque sur la figure ((Fig.31) que la trgectoire dans le plan de phase de la vitesse et du
gradient de pression est une ellipse, ce qui confirme les résultats théoriques et numériques trouveées
par Y akhot (1999) représentésdanslafigure ((Fig.31a). Toutefois, on signale certaines différences
comme la symétrie dans un cycle trouvée par Y akhot (1999) et non trouvée dans notre cas pour la
phase décroissante de I’écoulement et aussi I’inexistence de la rotation des axes principaux pour
les différentes ellipses pour Yakhot (1999).A notre avis ces différences avec I’étude Yakhot
(1999) sont dues d’une part a I’hypothése d’un écoulement unidimensionnel complétement
développé et la prise en compte de nombre de Reynolds faible. Notre cas correspond a écoulement

bidimensionnel a Re=100 et Re, alant de 1a 800 (Fig31b). On noter aussi, que les fréquences

utilisées par I'auteur sont équivalentes dans notre étude a la racine du nombre de Reynolds

cinétique devisé par deux. On remarque que le cas correspond a Re,, =1 donne une ellipse presque

totalement aplati totalement et confondue avec la droite représentant |a premiere bissectrice. Ce

qui conduit & un angle de déphasage presgue nul dans ce cas.

| Sl E—

o R
-1 -08-06-04-02 0 02 04 08 08 1

o (t)

Fig31: Représentation dans le plan de phase de la trgjectoire (W, % ) pour différentes valeurs de
z

Rew : (a) résultats de Yakhot. (b) R Hadj Ali et A Ghezal 2006
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Lafigure ((Fig.31a), montre que pour les basses fréquences, les ellipses obtenues pour différents
cyclesdetempsrel atives a une fréquence donnée sont confonduesles unes sur les autres et donnent
I’impression de I’existence d’une seule ellipse ce qui correspond au demain temporelle a un
comportement périodique homogene des fluctuations pour toutes les cycles .Contrairement aux
hautes fréquences et a partir du nombre de Reynolds cinétique Re,, =500, |es ellipses tracées pour
différents cycles commencent a se détacher |es unes des autres de plus en plus et se déformer pour
les trés grandes fréguences, ce qui peut expliquer par la déformation des fluctuation dans le
domaine temporelle. Dans ce cas, la détermination du déphasage ne pourra pas s’effectuer

correctement.

aqd

s -1
- \
-10 -0.5 0.0 05 10

al) ! Q/dedeztefrps

3

Fig. 32.b : I’évolution du gradient de la
pression : bleu Rew=100, rouge Rew=500.
R Hadj Ali et A Ghezal 2006

Fig. 32:a: Lestrgectoires (W,‘HP/‘ﬂz) ; bleu
Rew=100, rouge Rew=500. R Hadj Ali et A
Ghezal 2006
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Fig. 33: Représentation dansle plan de
phase de trgjectoire (W, Cs ) pour lesvaleurs

de Rew 15 10, 20, 100, 150, 200, 500 et
800. R Hadj Ali et A. Ghezal 2006

Velocity

- . ' R(a':'dius . i
Fig35 :Influence de I’espace annulaire sur le profil
delavitesse Rew=20, wt=30°. M.Deghmoum?2009
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Rea
Figure 34. La position du maximum de
vitesse en fonction de la fréquence et de la
phase pour un écoulement dans un espace
annulaire. M.Deghmoum 2009

Espace | Positiondu | Pourcentage%
annulaire | maximum
delavitesse
0.3 0.455 22.14
04 0.551 25.17
0.5 0.663 32.6
0.6 0.791 47.75
0.7 0.849 49.66
0.8 0.900 50.00

Tablel: Position du maximum de lavitesse
pour Rew=20, wt=30°.M.Deghmoum2009




Vortex profiles

Figure36a: Profil delavorticité pour Re=10
obtenu par M Deghmoum. 2009
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Figure36b: Profil delavorticité pour Re1=10
obtenu par Majdalani et al. (2008).
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DUREE 1H30

EXERCICE 1: On donne I’expression determinant la position du maximum de la vitesse dans le
cas d’un écoulement pulsé dans une conduite rectangulaire, en fonction de la fréquence et du
rapport de pression comme suit :

2 5
*=1- [ —|1-—
Y Rew( f)

1) Pour quelle valeur de ¢ cette expression est valable ?
2) Remplir letableau suivant danslecas: ¢ = 100 .

> 110 25 30 50 70 100 500 1000

Re,W

*

y

3) Tracer lacourbe y* = f (Rew)
4) Dansle casde grandes valeurs de ¢, que devienne I’expression précédente ? Conclusion

Exercice 2 : Considérons un écoulement dans une conduite rectangulaire de hauteur h=2a (voir
fig. ci-dessous), généré par un gradient de pression sinusoidal de pulsation , dont I’expression est

) 10 : . . . .
donnée par : - 552 =po + p1e'®t. Les conditions aux limites dela température sur les parois

de la conduite sont indiquées sur la figure, I’écoulement est suppos¢ unidimensionnel et la
dissipation visqueuse est négligee.
1. Enutilisant les paramétres adimensionnels suivants:

i e g W e U ®_ T + _ LUmoy g - LT3 _ Uy _ Pumoya
X =gy T = B= b= T _T‘z—T}. PEE T "Re_ u

a a Umoy Umoy
Lavitesse adimensionnelle est exprimée comme suit :
3 ch(y*\/iRe : 4
) =2y + 3121 4 POV IR )]
2 Re,, Ch(,#iﬁ’ew)

y' T'(+1) =1

a4 w(+1) =0

1adp
_pax

fout

= Po+P1€

vyvvvy
o

v

|
-

u'(—l)=0 ?”(_1):0



1.1. Montrer que I’équation adimensionnelle de 1'énergie pour I’écoulement laminaire
incompressible s’écrit comme suit:
ar* o or*  _oT” 1. (& ; a%T*
u = 9
9t* " " ax* 3y"  Repr\dx*? 9y
En supposant 'écoulement unidirectionnel et % = y et sachant que latempérature T* (y*, t*) peut

+ v

se mettre souslaforme: T*(y*,t*) = f(y")e't’
1.2. Trouvez I'expression du profil de température dans une ce cas.

EXERCICE 3: Le déphasage entre les différentes grandeurs dans un écoulement pulse est
représenté dans les deux figures ci-dessous :

1)

2)
3)

4)
5)

Déterminer |e déphasage entre la vitesse, | e coefficient de frottement et le gradient de

pression a partir de lafigurel.
Expliquer comment est déterminée la phase a partir du plan de phase

Sachant que: tan(yy )= %Cos(f ) .Déterminer la phase entre la vitesse et le gradient

de pression pour les valeurs suivantes : Re,, =1,250,500,880

Tracer la courbe de la phase en fonction de Rg,
Déterminer de la courbe précédente lavaleur de la phase pour Re,, = 350et |a comparer

avec celle trouvée dans la question 1.

Pl 6!7 ¢ W L
.”\1 ) z ¥ JJ(-\ i ‘ )" A LY ."J
;) i ! ) ‘,'I sl ! iy lu'r r !
A, ; P A { o iy !
\ T ! o W ek b § . 0 !
yf §oot glom gy 4 B
! L ofy 4 s j g ¥l
) b ¢ A 5 5
| Voo ! I g ) |
it g 2 T I 5
) Lo Sl bl i b i
L (T ook &
B g LB, RO B s i
8O T T T
Y e o . Gl
" v l,.'l ."I \\ it ! i F "\ uooky
lI\ ,J\ v / i j':\ i Y { Y
Fis Bl el B “
£y N i ki 3 %
0 180° 360° 540° 720° 900

Fig.1: vitesse, le coefficient de frottement et gradient de pression pour Re, =350 et A=0.5
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Fig. 2. : Trgectoire représentant le plan de phase entre lavitesse et |e gradient de pression (
W, 5%2) pour différentes valeurs deRe, =1,5,10,20,50,100,150,250,500,880.
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EXERCICE

L’equation de conservation de quantité de mouvement en cordonnées cylindrique s’écrit comme
suit:

du(r,t)  1adp(xt) i3 [1 d ; du(r,t) ]
a p ox rar (r or )
En utilisant les paramétres adimensionnels suivants :

= '=1/R, lerayon adimensionnel;

= X'=x/R, I'abscisse adimensionnellg;

= " =ot, letemps adimensionnel;

» U =U/(Rw), lavitesse adimensionnellg;

»  p'=pl(p R? ®?), lapression adimensionnelle ;
1* Montrer que I’équation adimensionnelle de conservation de quantité de mouvement s’écrit
comme sulit:

= + —
at* dx* o2

ou* B arP- 1 [d%u* % 1 ou”
ar*2  r*or*

1/2

Tel que : = (“"”Z)

v

2* Sachant que la vitesse est de la forme u(r,t) = Re{f(r).e'“t} etdoncu® = f.e't" , et que

P’ ™ s : e ;
= A e't trouver alors I'équation différentielle du mouvement.

3* Donner lasolution de cette équation différentielle.
4* Tracer qualitativement I’allure du profil radial de la vitesse pour :

aCas de faibles fréquences
b-Cas de grandes fréequences
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Le champ de vitesse d’'un écoulement pulsé d’un fluide dans une longue conduite (avec une hauteur h=2a) peut étre
exprimé comme suit:

o = 3(1—y )+ 3j ch(y" i RqN)
2 R&y| on(fiRe,)
Avec: | = Eé parametres de pulsation (rapport de pression) , Re,, Nombre de Reynolds cinétique

1) Calculer le coefficient de frottement adimensionnel alaparoi, t *
2) Montrer qu’il peut se mettre sous la forme :

14‘ V th TRey)el

normallse o *
3) Trouver savaleur dansle casde:

a) Ecoulement stationnaire

b) Faibles fréquences Re,, —0
¢) Grandes fréquences R, — oo

Exercice 2

La détermination de la position du maximum de la vitesse d’un écoulement pulsé dans une
conduite cylindrique de rayon R est donnée par larelation suivante :

an(wt-C)= 11 , h=
1- @rny

J2Re,

T
R

Avec C= (1—(h )2)\/2%

1) Montrer que pour les grandes fréquences, I’expression précédente conduit a la rela-
tion suivante déterminant la position du maximum de la vitesse :



avecO<wt <p.

2) Remplir le tableau ci-dessous

Re, | wt=0 wt=p/3 wt=p/2 wt=3p/4 wt=p

128

500

1000

3) Tracer les courbesh = f (Re,) pour chagque phase

4) Pour lavaleur dela phase wt =0, qu’elles conclusions vous tirez pour les valeurs
de h dansles cas defaibles et grandes fréquences.

Exercice 3 : Considérons un écoulement dans une conduite rectangulaire de hauteur h=2a (voir
fig. ci-dessous), généré par un gradient de pression sinusoidal, dont I’expression est donnée par :

14 i L. — . . .
- 552 = Ae'®t. Les conditions aux limites dela température sur les parois de la conduite sont

indiquées sur la figure, I’€coulement est suppose unidimensionnel et la dissipation visqueuse est

negligée.
2. En utilisant les paramétres adimensionnels suivants:
* X * y * u - v * tUmoy * T-T, HCh PUumoya
x*== ==,u*= v = =2 Tr=—71 p ==L R, =T
a ;y a ] umoy ] T‘-moy a Tz—T1 T k yite i

Lavitesse adimensionneile est exprimée comme suit :

A ch(y*\[iRe, )| .-
————

Wyt =3i—|—1 4+
Re, ch( fiRe,)
y' T2(+1) =1
+1 ‘r u'(+1) =0
_EEE:AJM
pox

Yvvvvy
o

v

|
[N

w(-1)=0 T'1(-1) =0



Montrer que 1’équation adimensionnelle de I'énergie pour I’écoulement laminaire
incompressible s’ écrit comme suit:
or. o1t oT"_ 1 (91" 0T
u v .
at* dx* dy*  Repr\0x*?  0dy*?
. 55 : aT”* p
En supposant i'écoulement est unidirectionnel et 2 = Vet sachant que la température 7*(y*, t*)

peut se mettre sous laforme: T*(y*, t*) = f(y*)e't’
2 Trouvez I'expression du profil de température dans une ce cas.
3 Calculer e nombre de Nusselt ala paroi chaude.
4 Donner son expression dans le cas de faibles fréquences et | e cas de grandes fréguences.




SOLUTIONS

EXERCICE 1 2013-2014

u =§(1—h2)+3if— COShh\/_m -1l
2 cosh\/m

onaai - 313 ﬂsmh_\/m ~-1le" =-3+ C%llc\/_tanh\/_e'T
- k| coshvik k
1
k=L
Jik

Etude de cas limites
Pourj =0

1¢ cas : faibles fréquences (k — 0)

— sinhv/ik ~+fik ,onaauss cosh?+/ik ~1

U 34 3ip,ikik = —3-3ip,
oh |
ort’ :_—181:1+|P
3 oh

2°me cas : grandes fréquences (k — «)

* pO H iT
t =1+ tanh +/ike
ik

ko =t” el—i%ﬂ\/i_e” :1—i%\/ig(l+i)eiT

Po V2 v P V2

=1+ 2T i =g

Jk 2 Jk 2



onpose t =1+ A et

avec A =

P, - . Im
—tanhik| etj = Atan(—j
Jik ’ Re

Recherche de la partie Imaginaire et lapartie Rédlle t *

Ona A :fltanh\/mzs el

Vik
— . .

avec: s = Vsin?+sinh? 42k ot | :tan_ls!n\/zk s!nh\/ik

(cosﬁk + cosh ﬁk)\/ik sin+/2k —sinh+/2k
ona#:ﬁ(l—i)

Jik 24k

Jik _Jik g(l—#i)& —g(l-f-i)ﬁ
tanhyik=5_~¢ -_€ —€

e\/m + e_m Q(lﬂ)«/? —Q(lﬂ Wk

e? +e ?

B cosq(eq —e’q)+isinq(eq +e’q) cosq 2shg +ising2chq

~ cosqe’ +e?)+ising(e" —e?) cosq2coshq +ising2shg

En utilisant cos®q +sin®q =1 et ch’q —sh’q =1

sinz—@+shz—@

tgh\/m _ \/ 2 2
‘ ‘ ch\/g_k




ANNEXE :2

RAPPELS MATHEMATIQUES

A) FONCTIONSHYPERBOLIQUES

Définitions::
et —e "
fitY =
sh(z) = <
e +e "
e -
ch(r) = <
sh(z) e —e™"
th(zx) = =
(@) ch(z) e*+4+e=
setifis) ch(x) _€+e
sh(z) e —e®
Courbes :

Figure 1 sh(x)



Valeurs particuliéres

X 0
ch x 1
sh x 0
th x 0

coth x + 00

Forme exponentielle :
e = ch(z) + sh(z)
e © = ch(x) — sh(x)

Figure 2ch(x)

Figure 3th(x)

+ OO

+ 00

+ 00

+1

+1



Relations remarquables :
ch’z —sh’zr = 1

sh(x +y) = sh(x)ch(y) + ch(z)sh(y)
ch(z +y) = ch(z) ch(y) +sh(z)sh(y)

s (3) - !

1= th*(z) = chzl(:r,)
il ) = th(z) + th(y)

~ 1+ th(x)th(y)

(3) = e

sh(2x) = 2ch(z)sh(x)
ch(2z) = ch®(x) + sh’(z) = 1+ 2sh®*(z) = 2ch?(z) — 1

2th(x)

Relation entre les fonctions trigonomeétriques et hyperboliques :
cos(x) = ch(ix)
sh(x) = —i sin(ir)

B) Rappel sur lesfonctions et les équations de Bessel

L’astronome Allemand F. W.BESSEL (1784-1846) est connu pour ces travaux sur les



équations différentiellesqui portent son nom et sur la premiere étude systématiques des

solutions générales de cette éguation .Les fonctions de Bessel sont associées a des problémes

possédant une symeétrie cylindrique ou sphérique.

Elles interviennent par exemple dans I’étude des vibrations d’une membrane circulaire, dans

la propagation de la lumiére dans une fibre optique cylindrique, dans ladistribution de la

température dans un cylindre circulaire et dans d’autres domaines de I’ingénierie et de la

physique. C’est pour cette raison qu’elles sont également appelées “fonctions cylindriques’.
1. Fonctions de Bessdl :

Les fonctions de Bessel sont solutions de I’équation différentielle linéaire de second ordre :
2,/ / 2 2
XY +xy'+(x*-u“)y=0 (B.1)

ou y= f(x) et U un réel positif qui porte le nom d’équation différentielle de Bessel
d’ordreU .

e Pour desvaleursde U non entiéres, une solution possible de I’équation de Bessel est de la

forme suivante :

y(x)=AJ, (x)+BJ_, (X

ou:

(=D (x/2)*"
3,00 = Zk'l“ k+u+1) (B2)

(-D)*(x/2)*
. (9= Zklr k—u+1) (8.3

J, (X) est une fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre U et F(k +U +1) est la

fonction gamma définie comme suit :



I'(p)= j xP e *dx
0

e Pour U =N (entier), les deux solutions données aux équations (A.2) et (A.3) ne sont plus

indépendantes I’une de I’autre. Elles obéissent alors a la relation suivante :

J ., )=-D"I,(X) pourn=0,1,2... (B.4)
Ou:

0 _1 k 2 2k+n
J.(x) = k;)( k)!(;xi k))! (B.5)

Une autre solution possible pour I’équation (A.1) (équation du second ordre), qui est

également valide lorsque U est un entier et on a:

y(x) = AJ, (X) + BN, (X) (B.6)

N, (X) est appelélafonction de Neumann d’ordre U (ou aussi lafonction de Bessel de

deuxiéme espéece).

Notons que plusieurs auteurs utilisent ladésignation Y, (X) aulieude N, (X) . Cette fonction est

définie comme suit :

() COSUP) 3, (9=, (9
sin(up)

N

u

Ou bien:

TP Sy L
NU(X)_p‘:2|og2+2(O,5772)} kz—];kJU(X) pkz_(; K (2)



1 (D f&(1 1 X
pk_lk!(k+U)!{tZ_;‘[t+u+t j} 2 (B.7)

Les graphiques de quelques-unes de ces fonctions sont présentés aux figuresB.1 et B.2.

Lafonction N, (X) diverge pour. X = 0. Pour cette raison, elle n’est utilisée que dans les

probleme physiques ou I’origine (X = 0) est exclue.

La fonction Ju (X) , quant a elle, présente un caractére oscillatoire et elle est continue.
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figureA.1.Graphiques desfonctions de Bessel J, (X)
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2. Formule de Récurrence:
Ona:

d d 0 ( 1) (X)2k+2u
—[x3,(x)]==—
2l %] % 2 7T (K70 —1)

i D 2(K+u) ()%
2I‘*“k!l“(k+u +1)

0 ( 1) (X)2k+2u—1 0 )6]( 1) (X/2)2k+(u -1)
"2 TKIT (k+u) = 2ar (k+U-1)+1)
k:O k=0



d
soit: | X'3,00] = x'3,4(9 (8.9)

De fagon similaire, on peut déduire :

d
&[X_u 'Ju (X):| =X ‘Ju+1(X) (B_9)

Si I’on effectue la dérivation du membre de gauche de chacune des deux équations (B.8) et

(A.9), on peut écrire que :

K09+ 3,092 9509 & LX0-53,00=-3,09

Soit larelation :

23;(X)=3,.(0-3,.(% (B.10)
Et auss :

2

~ (%) =31 () + Jy1(X) (B.11)

De méme on démontre et nous admettrons que :

d

13, 009] =23, (0 ~ k3, () (8.12)
Et aussi :

d u

@[Ju (kx)] = 1 Ju (9 =X, (k) (B.13)

Lafonction de Bessel dedeuxiéme espéce Y, (X) satisfait pleinement aux équations de

Reécurrences précédemment établies pour lafonction J, (X) .



3. Comportement asymptotique:

Nous pouvons approximer les fonctions J, (x) et N, (X) pour X[I 1 etpour u #0 parles
expressions suivantes :

X'
J, (%) _ﬁ (B.14)
Et auss :
_2'u-D!
Nu (X) - p )dJ

LorsqueU =0, on obtient :

Jy(x)=1
(B.15)

2(Inx+c-1n2)
p

No(x) =

Nous pouvons facilement trouver le comportement asymptotique de ces fonctions pour des grands

arguments. Par exemple, pourU = O, I’équation de Bessel devient :
" 1 !
y +QY+Y=0 (B.16)

En posant :



-1/2
y=X Y f (X) , I’équation (A.16) nous donne :

" 1
f"+f (1+RJ =0 (B.17)

Qui apour solution lorsque X tend vers I’infini.

f =C,cos(x+j )

CO et ] sont des constantes, nous devons poser j =-p / 4 pour que le comportement

asymptotique (X — ) épouse parfaitement la.courbe delafonction Jy(X) .

_(2)Y" p
Jo(x)—(aj cos(x—zj (B.18)

Avec: ] =—3p/4 pour Ny(X).

(2Y (P
No(x)_(aj sm(x—zj (B.19)

Pour U quelconque, on a:

J (x)—(ij/2 cos(x—g—ﬁj B.20
T px 4 2 (8.20)



Y2
N, (X) =(ij sin(x—%—%j (B.21)

Les fonctions de Bessel, de premiére et de deuxiéme espéce, se comportent comme des
fonctions sinusoidal es, pour de grandes valeurs de leur argument. Elles représentent des ondes
stationnaires cylindriques.

4. Développements en séries de puissance des fonctions de Bessdl :

Lesfonctions de Bessel d’indice entier se développent en séries de puissances de lafagon suivante
([47] p.360) :

(—*X )"
‘]n(X):( )Zkl N+ k) (B.22)

Lorsque lavaleur de X est petite, on déduit de (A.22), les développements limités suivants :

1 2 X4 6
Jo(X)=1—ZX 5_2304 +0(x)° (B.23)
5

Ji( )—g—f—G % +0(x)’ (B.24)
2 4 6

3,00 = 5~ g5+ 3975+ O (.25
3 X5 7 8

3a( )_E_ms 15360 0™ (8:26)
4 X6

3,00 = o +0(x)° (B.27)

384 7680



5 7

J,(x) = X o(x)°

3840 92160

Par ailleurs, les fonctions de Neumann se développent ainsi:

No<x>=p3{ln(§)+g}~lo(x>

EXZ (1X2)2 (1X2)3
24 > = +1) 4 —+1+=+>) 4 5
@ 2" (2Y) 2 3 (3
1
(X" |
N, O(X):_ 2 (n- k 1! 411 2)
+pgln(%x)Jn(x)
1 .. 1
QY ¢ K+1 K+1 2
_ V7] V7] _a
§{ (krD+¥(n+k+ )}k!(n+k)!

Ou lP(ﬂ) est lafonction Psi, lorsque n est un entier, est définie par :

\P(l) =—0. lP(n)

et ge est la constante d’Euler qui vaut :

g, =Ilim

X—>00

1 11
1+ —+—+—+...
2 3 4

m

otnm|
+——Inm

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)



=0,5772156649...

Il vient :

No(x)zpz(g—ln2+lnx)+0(x)2 (B.33)

N, (X) =—3+5{_1+ 2 _In2+In x}+0(x)3 (B.34)
pXx p
4 1

N,(X) = - x2_5+0(x)2 (B.35)
16 2 X

N,(X) = ————=— -+ O(X)®

3(X) 0% DX 4p+ (X) (B.36)
% 8 1 X A

Ns(x)z—@—4—8—£—i+0(x)4 (B.39)

px> px* px 12p

5. Fonctions de Bessel modifiées :

En remplacant X par X, nous obtenons I’équation de Bessel modifiée que voici :
2.0 ' 2 2
XY +xy'—(x+u)y=0 (B.39)

Pour des valeurs non-entiéres deU , une solution possible de I’équation suivante (A.39) est la
suivante :

y(x)=Al, (x)+Bl_, (x) (B.40)



ou:

B o (X/2)2k+u
)_Z;k'l“ (u+k+1)

(B.41)

Pour desvaJeursentiéres(U = n), |u et |_u ne sont plus indépendantes ; elles sont reliées
par :

() =1_,(x)

Une utilisation possible, dans ce cas est :
y(x) = Al (X) + BK,(X) (B.42)

Ou:

Kn( )_ |: }”nl(n k 1)'( % 2) +( 1)n+1|n( JI (X)

1 ZT
. X
+(—1)”%Ex} > {¥(k+D+P(n+ k+1)}(4—

KI(n+k)! (B.43)

Lesfigures (A.3) et (A.4) illustrent quelgques-unes de cesfonctions. Leurs comportements
asymptotiques sont de forme:

X

€
Iu (X) = \/ﬁ (B.44)




K, (X) = | 2-e” (B.45)

2%
B
6
1, (X)
4
2
0
0 1 2 3 4
X
FigureA.3. Fonctions de Bessel modifiée |, (X)
2.0
[
1.5 F
K, (%) i
1.0 |
0.5 |
0.0
0 1 2 3 4

FigureA.4. Fonctions de Bessel modifiée K, (X)



Les équations de Bessel modifiées se comportent pour de grandes valeurs de leur argument,
comme des ondes évanescentes.

Lesfonctions 1,(x) et K, (X) sont reliées aux équations de Bessel par |es équations suivantes :

1, (jx) = €23, () (B.46)
K, (0 =2 13,0~ N, () (B.47)
1) Propriétés desfonctions de Bessdl.

1 Equations de Bessdl et leurs solutions :

lére équation :
62y+16y+4 B
9x2 " xox YT
Ou:
, 0%  dy .
22 7 el 2o
¥ 6x2+x6x+4xy 0

Dont lasolution est :
y = AJo(mx) + BY, (mx)
2éme équation :
%y

; d o
xza?+xa—i/+(xz—nz)y=0

Tel que n est un nombre entier, lasolution est :

= Ajn(x) + BY,(x)

3éme équation :

Lasolution est :



y = Aly(mx) + BK,(mx)

4éme équation :

Lasolution est :

y = AL, (x) + BK,, (x)

I Fonction de Bessel de premiere espéce d’ordre n.

Yn Fonction de Bessel de seconde espéce d’ordre n.

In Fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ordre n.
Kn Fonction de Bessel modifiée de seconde espece d’ordre n.
2 Propriétés des fonctions de Bessd :

2.1 LaFonction Jq:

Jon(x) = (=1)"]5, (x) Pour n entier
Jo(0) =1
J1(0) =0
2.2.2 LaFonction Yn:
V.n(x) = (—1)*V{(x) Pour n entier
Y (0) = —o0
¥;(0) = —oo

2.3 Lesformules de récurrence :

Jnsa () = s () + )

2n
Vi (x) ==Y, (x) +'x_Yn(x)



2
| (x) = In—l(x) _?nfn(x)

1=1(x)—2L,(x) + 21,(x) — 2I5(x) + -+
exp(x) = Ih(x) + 21, (x) + 2I,(x) — 2I5(x) + -
2n
Kn+1(x) = Kn—-—l(x) F ‘;Kn (x)

2.3 LesDérivées:

Fol) = Jaa 0 = 2 Jn@) = ~Jay1 (9 + = Ja ()
Fa0) = Yoog () = 21 () = Y () + = %o ()
X X
n n
100 = Iy () == () = L 0 + = ()

Ka() = ~Knoa () =~ Kn () = —Kny () + = Ko ()



