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2.1 Introduction

Soit f :]a,b] — R dérivable au point xy € ]a,b[. On a par définition

h£0

f(xo+h) = f (w0)
h

fxo+h)— f(x0) — hf (x9) = he (h) avec lime (h) = 0.

h—0

Soit € la fonction définie au voisinage de 0 par € (h) = — f"(x9). On alors

La dérivabilité de la fonction f en x( revient a I'existence d’un nombre f’(xg) et une fonction

¢ définie au voisinage de 0 vérifiant }llir% e(h)=0.
—
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2.2. Définitions et propriétés élémentaires

Lorsque h est assez petit, on peut écrire f (xg+ h) = f (zo) +hf' (zo). La notion de dérivée en
un point permet d’approximer les valeurs de la fonction en des points proches de celui-la.
Nous allons voir comment ceci se généralise au cas d’'une fonction de R” dans R™ moyennant

I'introduction de la notion de différentielle.

2.2 Définitions et propriétés élémentaires

Dans toute la suite de ce chapitre U désignera un ouvert non vide de R".

{Définition 53 )
Soit f une fonction de U dans R et a un point de U. On dit que f est différentiable en a s’il

existe une forme linéaire u, sur R™ (i.e. une application linéaire de R™ dans R) telle que

fla+h) = f(a) = ud(h)

lim
el

h—0
h#0,a+heU

=0,

ou ||.|| est une norme quelconque sur R™.

Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est différentiable sur U.

Remarque 54

La différentiabilité de f en a est équivalente a I’existence d'une forme linéaire u, sur R” et

une fonction ¢ telle que

fla+h)— f(a)—us(h)=|h|e(h) avec }lli_%a(h) =0.

{Proposition 55]

La forme linéaire u, introduite dans le définition précédente, quand elle existe, est unique.

Démonstration. Soit {ey, ..., e,} la base canonique de R™. Supposons qu'il existe deux formes

linéaires u, et v, vérifiant la définition 53. Il vient alors

fla+h) = f(a) =uq(h) = [l 1 (h) avec lim & (h) =0,

Ja+h) = f(a) = v (h) = B &2 (k) avec lim e, (k) = 0.
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2.2. Définitions et propriétés élémentaires

En posant w, = u, — v, et € = €1 — €9, il vient w (h) = ||h|| € (h) avec Ilzin(l)s (h) = 0.
ﬁ
Pour h =t e;,t > 0, on obtient w (t e;) = ||t e;]| € (¢ e;) avec PH&E (t e;) = 0.
%

D’ot, en utilisant la linéarité de w et en simplifiant
w(e;) = |le;]| e (t e;) avec lime (t e;) = 0.
t—0

Ce qui donne w (¢;) = 0,7 = 1,...,n. Alors w, =0 et donc u, =v,. m

Définition 56 }

La forme linéaire u, s’appelle différentielle de f en a et se note Df (a).

Remarque 57

Soit f = (f1, ..., fm) une fonction définie au voisinage d’un point a € R™ a valeurs dans R™.
La fonction f est différentiable en a si et seulement si chaque composante f;,j = 1,...,m est

différentiable en a.

{ Définition 58 )
Soit f une fonction de U dans R différentiable sur U.

On appelle fonction différentielle de f la fonction notée D f définie par

Df: U — (R

ou (R")* désigne le dual de R™ i.e. I'espace vectoriel des formes linéaires sur R™.

Exemple 11

Soit u une forme linéaire sur R”. On a u (z + h) = u (x) 4+ u (h), pour tout z,h € R™. D’ou

u(a+h) —u(a) —u(h)
17l

=0.

Il est alors clair (définition 53) que u est différentiable sur R™ et Du (z) = u, Vo € R™.

La fonction différentielle de u est alors la fonction constante définie par

Du: R" — (R

r +—— Du(z)=u. .

21



2.2. Définitions et propriétés élémentaires

Exemple 12
Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonction de I dans R.
Montrons que la dérivabilité de f sur I implique sa différentiabilité et réciproquement.

Supposons [ dérivable sur [ et soit x € I. On a alors

fle+h) - f(z)

. Y
i h = /).
h#0,z+hel
D’ou
_ _ /
i LErh) = f@) - f@h
h—0 ‘h|
h#0,x+hel
Comme 'application
R — R
h +—  f'(x)h.

est linéaire, il découle alors que f est différentiable en z et D f (x) (h) = f' (z) h,Vz € I, Vh € R.
Comme D f (x) est une application linéaire on a Df (z) (h) = hDf (x) (1) = f' (z) h, Vh € R.
D'ou Df (z) (1) = f'(x), Vo € 1.

Réciproquement, supposons f différentiable sur I, i.e.

fle+h) - f(z) = Df(x)(h)

i 7] =0
h#0,z+hel
Ce qui donne
i et h) = fe) - D)) _
h—0 h
h#0,z+hel
Comme Df () (h) = ADf (z) (1), on tire  lim L2+ h}i —I@ _ prw).

htOahel
Ce qui prouve que f est dérivable en z et que f'(z) = Df (z) (1). =

Remarque 59
Soit f = (fi,..., fm) une fonction de U C R™ a valeurs dans R™ différentiable en a € U.

La fonction différentielle de f en a notée D f (a) définie par

Df(a): R" — Rm™
h + Df(a)(h) = (Dfi(a)(h),.... Dfm(a) (h)).

{Théoréme 60 )

Si f est une fonction de U dans R différentiable en a € U, elle est alors continue en a.
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Démonstration. Si f est différentiable en a, on a alors
fla+h)=f(a)+ Df (a)(h)+||h]e(h) avec ,llig%)e(h) = 0.

Comme %ir% Df(a)(h) = Df (a)(0) = 0, il vient /Izin(l)f (a+h) = f(a). 1l s'ensuit que f est
— -

continue en a. W

Remarque 61

1. La réciproque de ce théoreme est fausse.
2. Ce théoreme montre que la non continuité de f en a entraine sa non différentiabilité

(c’est souvent sous cette forme qu’il est utilisé).

Les opérations algébriques sur les fonctions différentiables concernant sommes, différences, pro-
duits, quotients et multiplication par un scalaire sont les mémes que celles utilisées dans le cas

des fonctions dérivables d’une variable réelle.

2.3 Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a = (ay, ..., a,) € R™ & valeurs dans R.
Pour 6 > 0 assez petit et i fixé entre 1 et n désignons par g; la fonction réelle a une variable
réelle, définie par

g; - ]ai—(s,(li—i'é[ — R

t — gi (t) :f(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...,an),

(toutes les variables dans f sont fixées sauf la i-ieme).

{Définition 62 )

On dit que la fonction f : U — R admet une dérivée partielle par rapport a la ¢-iéme variable

au point a si la fonction g; introduite ci-dessus est dérivable au point a;.

On appelle alors dérivée partielle de f par rapport a la i-ieme variable, au point a le nombre

noté of (a) défini par

%

gf <a> _ g; (az> — lim f(a/17 vy @41, Q4 + h, Aiy1, ...,an) — f(a)
T

h—0 h
h#0
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Le calcul de consiste a ne dériver I'expression de f que par rapport a x;. Notons que les

X

fonctions dérivées partielles sont aussi des fonctions de n variables a valeurs dans R.

Exemple 13
La fonction f : R? — R définie par f (z,y) = sin (zy) admet des dérivées partielles par rapport

aux variables x et y en tout point (z,y) de R? et on a

% (x,y) = ycos(zy), g—g (z,y) = xcos (zy), V(z,y) € R

{Proposition 63]

Si une fonction f : U — R est différentiable en a, elle admet en a des dérivées partielles par

rapport a toutes les variables et on a

0
8xf» (a) =Df (a)(e;), i=1,..,n,
(] n 8
5

Df (a) (h)

81‘f (CL) hi, Yh = (hl, ,hn) c Rn’

{e1,...,e,} étant la base canonique de R".

Démonstration. L’hypothese de différentiabilité de f en a s’écrit
fla+h)=f(a)+ Df (a)(h)+|h]e(h) avec }llii%g (h) =0.
Pour h = h;e;, la relation précédente donne

f(a+hie;) = f(a) + Df (a) (hie;) + ||hies]| € (hi) avec ]}imoé‘ (hi) =0,

(3

ou encore, en tenant compte du fait que D f (a) est une forme linéaire
fla+hiei) = f (a) i

Ce qui implique que

= Df(a) (&) +

lleill € (h;) avec lim e (h;) = 0.
hi—>0

lim flay,..ai_1,a; + hi,aiq, ... an) — f(a)
hi—>0 h”L

— Df (a) (e,).

La fonction f admet donc une dérivée partielle par rapport a x; en a et on a

of N
oy (@ =Df(@)(e), i=1 ..n.
D’ou ) n n
Df(a)(h) = Df (a) (Z hi€i> - Zhin (a) (es) =, g_i (@hi g
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Définition 64 (gradient)
Si f est une fonction de U dans R admettant des dérivées partielles en a, on appelle gradient

de f en a le vecteur de R" noté grad f (a) ou Vf (a) défini par

rad f (0) = (52 <a>)19§n ~(Fw L wetw)

Définition 65 (matrice jacobienne)
Si F = (Fy,..., F},) est une fonction de U a valeurs dans R™ admettant des dérivées partielles

en a, on appelle matrice jacobienne de F' en a la matrice a m lignes et n colonnes notée Jp (a)

définie par

r OF) o0F; 0F, )
oF, OF, OF, OF,
J = =
v = (5 (“01@,@@ @ GE@ . T
| or, (a) .. O, (a) .. oz, (a) |

0(Fy, ..., Fy, D (Fy,..., F,
Cette matrice est également notée par ﬁ (a) ou ﬁ (a).

A noter que certains ouvrages définissent la matrice jacobienne comme la transposée de la

matrice ci-dessus.

Remarque 66
Avec les deux notions précédentes, les différentielles peuvent étre écrites sous la forme

Df (a)(h) = (grad f (a),h) et DF (a) (h) = Jr(a)h, Yh = (hq,...,h,) € R",

ou le symbole ( , ) désigne le produit scalaire euclidien de R™ qui est défini par

(x,y) = inyi, Vo = (1, .. 2),y = (Y1, ..., Yn) € R™.
i=1
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

{Définition 67 )

Soit f une fonction de U dans R. On dit que f est de classe C! sur U si ses dérivées partielles

of

(x),i=1,...,n existent en tout point x de U et si les fonctions dérivées partielles

8%—
8f: U — R

sont continues.

Exemple 14
La fonction f : R? — R définie par f (x,y) = Log (z* + y* + 1) est de classe C* sur R? puisque

1. Ses dérivées partielles existent en tout point (z,y) de R? :

o) = g L= 20
o YV T ey oy Y T e rn
: e of of : 9
2. Les fonctions dérivées (x,y) — E et (z,y) — 0 sont continues sur R?. .
Z Y
Exemple 15
Considérons la fonction f : R? — R définie par
?ysin (1) siz#0
f(z,y) = < '
0 six =
: . of of : > .
Il est facile de vérifier que 92 (x,y) et 90 (z,y) existent sur R* et sont données par
€z Y
of Yy (2x sin (%) — oS (%)) siz#0  of 22 sin (%) sixz#0
a_(xay): . ) a_(xuy): . :
X six=0 Yy 0 six=0

Montrons que f n’est pas continue aux points (0, ), yo € R*.
Pour cela considérons la suite de points (ﬁ, yo) € R?. Cette suite tend vers (0,10) quand n

tend vers l'infini, cependant

lim (9_f (L yo) =—yo # g (0,90) = 0.

n—+oo Ox \ 27’ or

Donc la fonction f n’est pas de classe C' sur R?. «
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

{Proposition 68]
Soit f une fonction de U dans R. Si f est de classe C! sur U alors f est différentiable sur U.

Démonstration. Soit a = (ay,...,a,) € U. U étant ouvert, il existe une boule ouverte
B (a,r) C U, ce qui signifie que

Vh € R", ||h|| < r implique que a+ h € B (a,r) C U ou |h| = Z |hi] -

i=1

Soit h vérifiant ||h|| < r. Posons b; = a + (hq, ..., h;,0,...,0), i =1,...,n.

Alors b; € B (a,r) car ||b; — a|| = ||(h1, ..., h;, 0, ..., 0) || = > || < ||| <.
j=1

On a

fla+h) = [(a)

[
-

(bn) = [ (a)
(0n) = f (ba—1) + f (bu1) = [ (by—2) + .. (1) — [ (a)
(f (b;) — f(bi—1)) avec by = a.

b L

1

<.
Il

Comme la fonction f admet des dérivées partielles sur U, alors par application du théoreme

des accroissements finis a la fonction
t— fla1+hy, ;a0 +hic1, t, 0540, a,)

on aura

f(b;) = f(bic1) = flar+hy,o,ai+hiy @i,y an) — flag+ by, aimn + hisy, ay e, a)

of
"Ox; (i)

ol c;=a-+ (hl, ...,hi_l,ﬁihi,O, ,O) et 07, S }O, 1[, 1= 1, ., n.

Ceci permet d’écrire

f(a+h)—f(a)—zhig—£(a)‘ -

3 on (k-5 o)

of of
Ler- L)

< I max
SisSn

Comme 3 est continue, alors pour € > 0, il existe §; > 0 tel que
Ty
of of
Ve e U —al|l < 6 = — <e.
eV |z —al @ gl ()<
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Pour x = ¢; on a ||z — al| = ||¢; — al| = |[(h1, ..., hi—1,0;h;, 0, ..., 0)]| < ||A].
| o | of of
Si on prend 0 = min (7, dy, ..., d,), alors pour ||| < § on aurait max B (¢i) — o, (a)| <e.
Il s’ensuit alors que
fla+h) = f ()= X hist ()
i=1 i .
T2 < ¢ tandis que ||A|| < 0.
Ce qui signifie que
flath) = f (@)= gt (a)
. i=1 Ly
lim = 0.
h—0 17|
Cette derniere relation jointe au fait que 'application
R*" — R
h h;——
— ; o (a)
est linéaire montre que f est différentiable en a et sa différentielle est
D h) = hi—— (a), VheR".
FO)(0) =g (@, Vi .

Remarque 69

La réciproque de cette proposition est fausse i.e. il existe des fonctions qui sont différentiables
mais pas de classe C!. Autrement dit, 'ensemble des fonctions de classe C! sur U est stricte-

ment inclus dans 'ensemble des fonctions différentiables.

Exemple 16

Reprenons la fonction f : R? — R de I'exemple 15, qu’est définie par

2%y sin (l) six#0

x

f(zy) = _ .
0 six=0

On a vu que f n’est pas de classe C' sur R?. Posons F = {(0,y) € R?, y € R}.
Sur R?\F la fonction f est de classe C' car ses dérivées partielles sont continues. Il reste a

prouver la différentiabilité de f sur E.

On a
hoy+ k) — — (h== =L (y+ k) .
P+ =1 0) = (kL 0 k5 0} LI R
[l + [ 0 sih=0
< |h(y+k).
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Ce qui implique que

9 9
P40 = 100 = (150 + 15 0.0))
lim =0,
(h,k)—(0,0) |h| + |k|

la fonction f est donc différentiable en tout point de E et Df (0,y) =0, Vy € R. =

2.3.1 Interprétation géométrique de la différentielle

Soit f une fonction définie sur U C R"™ a valeurs dans R, a un point de U, h un vecteur de R".

Supposons que f est différentiable en a. Alors on a
fla+h)—f(a)=Df(a)(h) +[lhl[€ (h) avec lime (h) = 0.

Lorsque ||h|| est assez petit, on peut écrire f(a+ h) = f(a) + Df (a) (h). Ce qui signifie que
f est peu différent de sa partie linéaire au voisinage de a.

f(m)zf(a)+gradf(a)~(x—a):Zga‘i(a)(x,-—ai).

=1

Géométriquement, au voisinage de (a, f (a)) € R™™!, le graphe de f,
Gy={(z, f(z)) eR"™; zeUCR"}
differe peu du plan de R**!,
{(z,y) eER"xR; z€R" y=f(a)+gradf(a) (x—a)}.
Ce plan est appelé le plan tangent de Gy en (a, f (a)) qui a pour équation
y=f(a)+arad f(a) (x—a).

Ce plan est engendré par les vecteurs

0
8:162-

ou {ey,...,e,} est la base canonique de R"™.

(z, f(z))(a),i=1...,n, ou encore (ei, g—i (a)) Ji=1..,n,

En dimension 2 le graphe de f est une surface S de R? d’équation z = f (x,y) et le plan tangent

en (aq,aq, f (a1,az)) a pour équation

B of of
z = f(a17a2)+%(a) (»’U—al)Jra—y(a) (y — az).

La section de la surface S par le plan d’équation © = a; est une courbe Cy,. Cette courbe

0
est le graphe de la fonction y — z (y) = f (a1,y), et 9/ (a1, a9) est la pente de sa tangente en

dy

(a1, as, f (a1,az)). De méme pour la section de la surface S par le plan d’équation y = ax.
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2.4. Composition des fonctions différentiables

Le plan x = a4 \ en (a, f(a))

La courbe C,,

ZI Le plan tangent

La surface S

La tangente a C,,

T VI oo

Y

2.4 Composition des fonctions différentiables

Soit n, m deux entiers non nuls, U un ouvert de R™, V un ouvert dans R, F' une fonction de

U dans V, G une fonction de V' dans R, a un point de U.

GoF
F G
UcCR"» V CR™ R
w W W
. F(a) (@oF) ()

r[Théor‘eme 70 )
Si F est différentiable en a et G différentiable en F' (a) alors la fonction G o F' est différentiable

en a et on a

D (GoF)(a)= DG (F(a))oDF (a).

Démonstration. Posons b= F (a) et H=Go F.

La différentiabilité de F' en a et de G en b signifie que
F(a+h)—F(a) = DF(a)(h)+ ||h|le1(h) avec }llirr(l)sl (h) =0,
ﬁ
G(b+k)—G(b) = DG (b) (k) + ||k|| e2 (k) avec llvin%@ (k) =0.
—
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2.4. Composition des fonctions différentiables

En prenant k =k (h) = F(a+h) — F (a) = F (a+ h) — b, on déduit
H(a+h)—H(a) =G(F(a+h))—G(F(a))
=G (b+k)—G(0) = DG () (k) + |[k]| 2 (k)
— DG (5) (DF (a) (k) + ||l &1 (1)) + k]| 2 (k)
= (DG (b) o DF (a)) (h) +[[h]| e (R) ,
ot (1) = DG 8) (e (1) + L 1 0
Comme DG (b) et DF (a) sont des applications linéaires, alors DG (b) o DF (a) est une appli-

cation linéaire de R™ dans R. Par suite, pour prouver que H est différentiable en a, il suffit de

prouver que }llirr(l) e (h) = 0. Et alors on aura
_>

DH () (h) = D (G o F) (a) () = (DG (F (a)) o DF (a)) (h)

1£ (W]
I17]

D’une part, est borné au voisinage de h = 0 car

Hk'?’gﬁ)!\ _ |IDF(a) (h’)”j—“HhH81 Ml _ HDF (a) (ﬁ) +e (h)H

<|[or @ (5 )| v 1 < 1DF @1 -+ s 01

D’autre part on a }llin(l) DG (b) (e1(h)) =0et ]llir% g9 (k (h)) car DG (b) est une application linéaire
— —
et F' est une fonction continue puisqu’elle est différentiable.

Par conséquent }lliIT[l) e (h) = 0. Ce qui termine la démonstration. m
—

{Corollaire 7 1} N
Si F' et GG sont différentiables sur U et V' respectivement alors G o F' est différentiable sur U

et ses dérivées partielles sont données par

O(GoF), . -G OF; .
7o, (x)—;ayj (F(m)).axi (z), Yz eU, i=1,..n.

Cette formule est appelée la regle de dérivation en chaine.

S 4

Exemple 17 (Passage en coordonnées polaire)
Soit ¢ la fonction associée au changement de variables en coordonnées polaires et f : R? — R

une fonction de classe C! sur R2.
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

g=fop

R% x [0,27] R2 R

(r0) (b)) = (x(r0),y(,0)———g(r0) = f(z,y)

= (rcosf,rsinf) = f(rcos,rsinf)

S /

Les fonctions composantes de ¢ sont de classe C' sur R* x [0, 27 car leurs dérivées partielles

Ox Ox :
o (r,0) = cos@, 2 (r,0) = —rsinb,
dy : dy

I (r,0) = sin#, 5 (r,0) = rcosb,

sont de classe C' sur R*. x [0, 27[. 11 s’ensuit alors que la fonction g = f o ¢ est de classe C! sur

R% % [0,27] et on a

%(r,e) gi( (r,0)) gf(r 0)+g—£( (r, 9))23( 0).
%(r,@) gi( (r,0)) gz( 9)+g—§( (7, 9))23(7“ 0),
ou encore
gi (r,0) = (:039% (rcos@,rsinf) + smﬁg—g (rcos6,rsinf),
% (r,0) = —rsmﬁ% (rcosf,rsinf) + rcosﬁg—g (rcos@,rsinb). .

2.5 Deérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

Soit f une fonction de U dans R, a un point de U, h un vecteur non nul de R™. U étant ouvert,

il existe une boule ouverte B (a,r) C U, ce qui signifie que

Vr € R", ||z|]| < r implique que a + z € B (a,r) C U.

Soit 7o un réel strictement positif vérifiant ||roh|| < r. Posons I,, = |—ro, ro[.
Soit ainsi la fonction ¢ : I, — R définie par ¢ (t) = f (a +th).
Noter que a+th € B(a,r) C U car ||th| < ||roh| <.
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

{Définition 72 )

On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur h si la fonction ¢ précédente est

dérivable en 0. Dans ce cas, le nombre ¢’ (0) s’appelle dérivée de f en a suivant le vecteur h

et se note dj f (a) qui est donnée par

Dt (@) — i £D =20 Flat i)~ f(a)

t—0 t t—0 t

La dérivée de f en a suivant le vecteur A mesure les variations de f lorsqu’on se déplace autour
de a dans la direction du vecteur h. Si h est le vecteur nul, cette dérivée existe toujours et a

une valeur nulle.

Remarque 73

Si ||h|| = 1, la dérivée précédente porte le nom de dérivée directionnelle de f en a suivant la

direction h.

{Proposition 74}

Soit f une fonction de U dans R. Si f est différentiable en a alors elle admet en a une dérivée

suivant n’importe quel vecteur h non nul et on a

Df (a)(h) = dnf (a).

Démonstration. Soit h un vecteur no nul de R” et ¢ un réel vérifiant a +th € B (a,r) C U.
On a
fla+th)—f(a)=Df(a)(th)+||thle(th) avec Ilfi_r)réa(th) = 0.

En utilisant la linéarité de D f (a) on en déduit que

flatth)—f(a)
t

flatth) - [(a)
t

1tl
t

= Df (a) (h)+ —||h||e (th) avec Pi%s(th) = 0.

D’ou lim
t—0

= Df (a)(h), ce qui donne df (a) = Df (a) (h). =

Remarque 75

On voit en particulier que (a) correspond a la dérivée en a suivant le vecteur de la base

%

af
8:162-

canonique e;.

(a) = Df (a) (e;) = de, [ (a)
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La réciproque de la proposition 74 est fausse, il existe des fonctions qui admettent des dérivées
suivant tout vecteur en un point mais ne sont pas différentiables en ce point comme le prouve
I’exemple suivant.

Exemple 18

Soit f : R? — R la fonction définie par

flzy) =
0 si (z,y) = (0,0)
Pour h = (hy, he) # (0,0), on a
. f(thy,thy) — f(0,0) . t3h3hy h2hy
lim = lim = .
10 t >0 ¢3 (h¥ + h3)  h?+ h3

Alors, la fonction f admet une dérivée suivant tout vecteur h en (0,0) et on a

h2hs
dnf(0,0) = ——.

Montrons que f n’est pas différentiable en (0,0). Un calcul simple montre que

of _of _
5. (0.0)=2-(0.0)=0.

f(z,y)

Si f était différentiable en (0,0) on aurait lim —=— =0.
d 0.0 (2.y)—=(0,0) /22 + 12
Montrons que cela est faux. On a pour y = A|z|, A # 0,
fla M) — XaPle| A
= 3 = 3
[22 + )2 Els (22 + 22 ’x|2)§ (14 A2)2
Alors la limite de % n’existe pas quand (z,y) tend vers (0,0). La fonction f n’est donc
ity

pas différentiable en (0,0). =

2.5.1 Interprétation géométrique en dimension 2

Soit f une fonction de U C R? dans R, différentiable en a = (aj,az) € U, h = (hy,hy) un
vecteur de R?. Le graphe de f est une surface S de R?® d’équation z = f (z,y).

Si on coupe la surface S par le plan vertical contenant la droite passant par a et dirigée par
h, on obtient la courbe paramétrée Cyp : t +— (a+th, f (a+th)). La dérivée di,f (a) de f au

point a suivant le vecteur h est la pente de la tangente a la courbe C,j, en (a, f (a)).
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.
2
/
/

Za ’

o La tangente a C,

en (a, f(a))

La surface S

)/ La courbe C, ,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire |d,f (a)| = |(grad f (a), h)| < ||grad f (a)|| ||A||
avec égalité si et seulement si h est colinéaire au gradient de f en a.
La pente de la tangente en a est donc maximale en choisissant la direction du gradient en a, ce

qui est a la base des méthodes de descente dans les problemes de minimisation.
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