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3.1. Généralités

3.1 Généralités

Définition 50
On appelle série entiere toute série de fonctions > f,, dont le terme général est de la forme

fu (z) = apz™, ou (a,) désigne une suite réelle et = € R.

Une série entiére est notée Y | a,z".

Comme pour les séries de fonctions, on cherche le domaine de convergence

+o0
D= {x € R tel que la série Z anx" Converge} .

n=0

Si la série > a,z" est convergente sur un domaine D, cela permet de définir une fonction
+oo

T — ap,x™ sur D a valeurs dans R.
n=0

Exemple 34

+00:En
Considérons la série entiére —.
n=0 TL‘
n

x
Posons f, (x) = — et appliquons le critere de D’Alembert
n!

mn+1
lim —an (z) — lim [N = gim Sl
n—-+4o0o fn (1‘) n—-+4oo %T: n—+oo | N + 1
+00 AT
La série entiere » — est alors absolument convergente pour tout x € R, donc D = R. m
n=0 T
Exemple 35
400 N n
Soit la série entiere o Posons f, () = zyona
n=1
l.n+1 2
TR PSSO DR A XSl B i
n—+o0o fn (]}) n—-+4o00 ::L—; n——+00 n -+ 1 ’

Si |z| < 1, la série est absolument convergente et si || > 1 la série diverge.

x|" 1
Pour le cas ou |z| = 1, on a |f, (z)] = % = — qu'est le terme général d'une série de
n n
+00 T
Riemann convergente. Par suite, la série ) — est absolument convergente dans [—1,1] et
n=1T
alors D =[-1,1]. m
Exemple 36
+o00
Soit la série entiere > nlz™. Cette série ne converge que si z = 0 car
n=1
n z .
lim Juia (2) lim |[(n+1)z]
ntoe | f @) | e

et cette limite n’existe que si z = 0. D’ou D = {0}. m
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3.2. Rayon de convergence

Exemple 37
“+o00 n x?’L
Considérons la série entiere » . —. Posons f, (r) = —, on a
n=1 n
Z,7L+1
T zntt
lim Jui1 (2) = lim [l = lim x| =|z|.
n—+o0 fn (;L‘) n—+o0 o n—+oo N + 1
Si |x| < 1, la série est absolument convergente et si |x| > 1 la série diverge.
+00 1 +o00
Pourlecasouix =1,ona ), — = > —, c’est la série harmonique qu’est divergente.
=1 N =1
+0o 1 +noo (_1)” "
Siz=-1,ona ) —=> , c’est la série harmonique alternée qu’est convergente.
n=1 N n=1 n
DouD=[-1,1]. m
Groposition 51 (Lemme d’Abel) N

Soit ) a,z" une série entiére. On suppose qu'’il existe vy € R tel que la suite (a,xy), soit

bornée. Alors :

e La série Y a,x" est absolument convergente pour |x| < |xg|.

e La série Y a,x™ est normalement convergente pour |z| < r avec 0 < r < |xg|.

- /

3.2 Rayon de convergence

3.2.1 Existence du rayon de convergence

Pour les séries entiéres, la notion de convergence prend une forme assez simple.

éhéoréme 52 \
Soit Y a,x™ une série entiére; alors il existe un unique nombre réel R > 0 (éventuellement

infini) tel que
® > a,x" converge absolument dans |—R, R|.

e > a,x" diverge si |z| > R.

o J

Définition 53
Le nombre R = sup {r € R tel que Y |a,|r™ converge} € R U {+o0} est appelé rayon de

convergence de la série Y a,x".
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3.2. Rayon de convergence

Remarque 54

Le rayon de convergence d’une série Y a,x" est caractérisé par :

1. |[z| < R= ) a,x" est absolument convergente.

2. x| > R= > a,a™ diverge.

3. |z| = R est le cas douteux ol on ne peut rien dire sur la nature de la série.
4. |z| <r < R pour r > 0, la série est normalement convergente. m

3.2.2 Calcul du rayon de convergence

La proposition suivante permet la détermination pratique du rayon de convergence dans certains

cas.
d . )
Proposition 55 (Lemme d’Hadamard)
Soit Y a,x™ une série entiére. Le rayon de convergence R est donné par la relation :
1 Ap41
— = i = lim Y/ ]a].
R n—1>+oo An N—1>r-lr-1c>o |an|
- J
Exemple 38
+o00 xn
1. Considérons la série ) —-.
n=0 n!

1
Onaa, = ot utilisons le critére de D’Alembert :
n!

1
(n+1)!
1

n!

1
R aohe

Antl] _ lim

n—-+oo

= lim =0

Qp

Alors, le rayon de convergence est R = +00. La série est absolument convergente pour

tout z € R.
+00 T
2. Soit la série —-
n=1M L
1 . |ansa . (nr1)? . n?
On a a, = —, et donc — = lim = lim T = lim ——— = 1. Le
n R n—+4oo | Qy, n—-+o0o ol n—-—+00 (n + 1)

rayon de convergence est R = 1. La série est absolument convergente pour tout |z| < 1

et divergente si |z| > 1. Pour |z| = 1 la série converge.
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3.3. Propriétés des séries entiéres

n

+oo
3. Soit la série ) o
n=0

1
1 1 1\~ 1
On a a, = o Le critére de Cauchy donne : i nl_lEIi_loo Vlan| = nl_{r}rqoo <2—n> =3

Le rayon de convergence est donc R = 2. La série est absolument convergente pour tout

|z| < 2 et divergente si |z| > 2. Pour |z| = 2 la série diverge. m

Cas des séries lacunaires

Soit ¢ une application de N dans N, la série > a,2%™ est une série entiére. Pour trouver son
rayon de convergence, on commence par calculer la limite suivante :

+1
Gn+1l’¢(n ) An+1

Qn

lim
n—-40o

= lim
n—-4o0o

[ = lim

|x|¥’(”+1)*¢’(")
n—-+4oo

Y

an[ﬁp(")

puis on cherche le domaine de x ou [ < 1; R est donc le rayon de domaine ol notre série

converge.
Exemple 39
+oo
Trouver le rayon de convergence de la série > 3"z?""5.
n=0
Dans notre cas ¢ (n) =2n+5 et
‘ 3n+1x2(n+1)+5 ‘ n+1 ) 2(n-+1)+5—(2n+5) 9
[ = lim = lim lim |z| =3|z|".
n—-+00 3ng2nts n—+too | 37 |n—too

La série converge si 3 \:U]2 < 1, qu'est équivalente a |z| < 3 d’ou le rayon de convergence est

R=Y?

3
3 3
La série est absolument convergente pour tout |z| < % et divergente si |z| > \/?— ]

3.3 Propriétés des séries entiéres

3.3.1 Continuité

p
Proposition 56

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R et soit f sa somme qu’est définie par

+o00
f(z) = > ana™ sur |—R, R[. La fonction f est alors continue.
n=0

-
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3.3. Propriétés des séries entiéres

Remarque 57
Par la seule connaissance du rayon de convergence, on ne peut rien dire a priori sur la définition

et ’éventuelle continuité de f en £R. m

Exemple 40

& (D"
Considérons la série entiere ) ——a™.
n=1 n

Le rayon de convergence de cette série entiere est R = 1.
+oo (_1)"
La fonction f définie par f (z) = > (=1)
n=1
Cas de v = —1
400 (_1)" n —+o00o 1 . , . .
Ona >, ——(—1)" = > —, qu'est divergente. Donc f n’est pas définie en x = —1.
n=1 n
Cas de x =1
ona §5 CD o 3% (=D
n=1 n n=1
Donc f est définie en x = 1. Ainsi, elle est continue en x = 1 par la convergence uniforme de

& (=1)"

x™ est donc continue sur |—1,1[.

n=1

, qu’est une série harmonique alternée convergente.

la série > ——a" sur [0,1]. =
1 n

3.3.2 Deérivation

Définition 58

Une fonction f : R — R est dite dérivable en 2y € R si lim M existe.

T—IQ €T — ‘/I’.O
Si cette limite existe on la note f’(x).

Définition 59
Une fonction f est dite de classe C™ sur un intervalle I de R, si sa dérivée d’ordre n est une

fonction continue sur I.

G’roposition 60 R

Soit » " a,z™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit f la fonction définie sur |—R, R
Ly g

+00
par f(x) = > a,a”. Alors f est dérivable et sa dérivée s’obtient en dérivant terme a terme :
n=0

+o00
f ()= naz" '
n=1

Définition 61
+00 oo

La série Y na,z"! est appelée série entiére dérivée de la série > a,z".
n=1 n=0
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3.3. Propriétés des séries entiéres

Remarque 62

Série entiére et série entiére dérivée ont le méme rayon de convergence. m

Exemple 41
Considérons & nouveau la série entiere f () = f:j (_i)nx” de rayon de convergence R = 1,
qu’est définie et continue sur |—1, 1].
Pour tout z € |—1, 1], on a
ET pri= LS SRR S, Sy -
=" n=1 n=0 1+

-1

Donc pour tout = € |—-1,1[, f (x) = f(0) +/ Tdt = —Log (1 + z).
0

On retient

Vo € |- Z 2" =Log (1+z). m

3.3.3 Intégration

Définition 63
Une fonction f : D — R admet une primitive s’il existe une fonction F' : D — R vérifiant

F' = f; (D étant le domaine de définition de f).

ﬁoposition 64 \

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit f la fonction définie sur |— R, R|

+o0 T too

par f (z) = > aya™. Alors pour tout intervalle [0, x] C |—R, R[, on peut calcu]er/ > ant™dt
n=0 0 n=0

en intégrant terme a terme :

x +00 . . T +o0 a, -
/Zantdt Zan/tdt Zan[ } :;n+1x .

+oo a
La série entiére F (x) = > 1 2" est de rayon de convergence R ; qu’est aussi une primitive

n=0
@ f s’annulant en 0. /
Exemple 42

1
Considérons la série entiere f (x) = Z 2™ = —— de rayon de convergence R = 1.
-

On a

r+°° . +oo . S +oo vt Ooxn
[ o=y [ra=y [m] R i
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3.4. Fonctions développables en série entiére

On en déduit que pour tout x € |—1, 1],

+o0 mn T

1
= | —dt=—Log (1—ux).
> 1 og(l—z). m

n=1

3.3.4 Opérations sur les séries entiéres

@'oposition 65 \

Soit > an,x™, > byx™ deux séries entiéres ayant respectivement Ry et Ry pour rayon de conver-

gence.

1. Si Ry # Rs, le rayon de convergence Rz de la série entiére Y (a, + b,) z™ est Rz =

min { Ry, Ra}.

2. Si Ry = Ry, le rayon de convergence de la série entiére »  (a, + b,) z" est R3 > Rj.

\ /

Exemple 43
foo too 1 —on
Soient les deux séries entieres f (z) = > 2" et g(z) = > o x™. Les deux séries ont pour
n=0 n=0
+o00
rayon de convergence Ry = Ry = 1. Par contre la série somme (f + ¢g) (z) = > 2—n:c”, a pour
n=0

rayon de convergence R3 = 2. m

3.4 Fonctions développables en série entiére

Définition 66
Soit f une fonction réelle a variable réelle . On dit que f est développable en série entiére
au voisinage de x s'il existe une suite réelle (a,), et R > 0 tels que

+o0
f(x):Zan(x—xo)n Vo € |xg — R, zo + RJ.

n=0

- . )
Proposition 67

Pour qu’une fonction f soit développable en série entiére au voisinage d’un point xg € R, il est

nécessaire qu’elle soit de classe C*° dans un voisinage |zo — &, xo + €| de xy et dans ce cas on
+o0o

a: f(z)=> a,(x—mxp)".

n=0

- /
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3.4. Fonctions développables en série entiére

Exemple 44
1
Considérons la fonction f définie sur |—1,1[ par f (z) = N .
—x
+00
La fonction f est développable en série entiére sur |—1, 1] car on sait => z". m
— T n=0
Exercice 1
Donner le développement en série entiére de la fonction f définie par f (z) = 5 au voisinage
—x

de Ty = 1. m
Remarque 68

Il existe des fonctions de classe C* qui ne sont pas développables en série entiére. m
Exercice 2

Montrer que la fonction f définie sur R par

0 sixzx <0

f(x) =

a1 )
e =2 six >0

est de classe C*™ mais non développable en série entiére au voisinage de 0. m

3.4.1 Série de Taylor

Définition 69

On appelle série de Taylor d’une fonction f : |—R, R[ — R de classe C* la série entiére
@ 10 (0)
Z A

"
n=0 n'

@'oposition 70 \

Soit f :]—R, R[ — R une application de classe C*° dans un voisinage de 0.
On suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout x € |—R, R|, }f(”) (:L’)‘ <
M.

+oo f(n) 0
Alors la série de Taylor f—‘()x" de f est simplement convergente dans |—R, R[ et on a :
n=0 n!

" Vo e]-R,R|.

n

- J

I £(n)
=y 0
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3.4. Fonctions développables en série entiére

Séries de Taylor des fonctions élémentaires

1. La fonction exponentielle : f (x) = e”.

Cette fonction est de classe C*® sur R, et on a ¥n € N, f () = e® et donc £ (0) = 1.

Alors
2 28 <X zn
V$ER6_1+1'+§+§+ nz%m, R = +o0.
2. Les fonctions hyperboliques :
e +e " oo p2n
Chx=T=1+§+%+fg—f+. Z( T R = 4oc.
et — et 3 5 7 2n+1
Shl‘ZT:iE—Fy—f‘ﬁ—'—ﬁ—F. 2(271—1—1)’ R = +o0.

3. Les fonctions circulaires :

e La fonction sinus : f (z) =sinz.

On a f'(x) = cosw, f"(v) = —sinz, f”(x) = —cosz, fW (x)=sinz... et donc
f(O):O, fl(o) :17 f//(O):Oa fl//(o):_]-v f(4) (0):
. 2 a® Al — D"

e La fonction cosinus : f (z) = cosz.
On a f (r) = cosx = (sinz), alors
2 ozt 2 o= (-n" ,,

cosz = (sinz)’ :1—54—1—a

4. La série du bindéme : f (z) = (1 + )%, a € R.
Onaf (z)=a(l+2)"", f'(x)=ala—1)(1+2)"7, ...
fW(@)=a(a—1)..(a—=n+1)(1+z)*" et donc
FO) =1 f(0)=a, f"(0)=a(@-1),.. fP0)=ala-1)..(a=n+1).

Alors
ala—1)(a=2)..(a=n+1) , B
(1+x)" 1—1—2 o 2", R=1.
N 1 1
En particulier pour o = geta=—gona:
o fl@)=(+2) =vIta
(2n — 3)! <= 1 1x3x5...%x(2n—3)
Vitr=1 —”:1 —1)" n
L +Z 2n)!! v +nz:1( ) 2% 4x6..x2n
1 1 5
=1+-0— -2+ —2*— —a'+



3.4. Fonctions développables en série entiére

1 1
—(1+z) 2=
o f(z)=(1+u2) —
1 1++§( 1)n(2n—1)!! . 1++§( 1),11><3><5...><(2n—1) .
= — . A — — T
Tta e 2t " 2 2% 4% 6... X 2n
1
:1——x—|—§x2—ix3 3—5:U4+

e En remplagant = par —2? il vient

1 (2n —1)! 20 I1x3x5.x(2n—-1) o,
V-2 Z 2n)l! 2 g
1. 03 5 35
oy Oty D6y P08
ToT T T Tast T

e Par intégration on obtient

+o00
c1 2n — 1)
arcsinx:/ dt:x—i—} :( (2n ) 2t
0

12 on + 1) (2n)!!

a8 5 r, 3 o
=r+4 '+ —2’+—z' + —
6 40 112 1152
) 1
5. La fonction f (z) = T On a pour |z| <1
-

1
:1+m+x2+x3+x4+...22x”, R=1.

1—=z
e En remplacant x par —x on obtient
1
=l—a+22—22+21— .. = )"z, R=1.
T2 r+at -+ Z( )

Par intégration il vient

% z"
Log (1 + x) /—dt_w__+§_1+__ —Z i R=1
e En remplacant x par —z? dans on aura
—x
1 ST S _Z Yz R=1
1+ a? '
e Par intégration on obtient
71 R L X (=1)"
Arctgr = —r-—+- -4+ = 2 R=1
B A T S S on + 1
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3.5. Séries entiéres et équations diftérentielles

3.5 Séries entiéres et équations différentielles

Les séries entiéres peuvent étre utilisées pour résoudre des équations différentielles linéaires &
coefficients non constants développables en séries entiéres.

Cette méthode est illustrée par les exemples suivants.

Exemple 45

Considérons I’équation différentielle 2z (1 + z)y” + (5z + 3)y' + y = 0.

On cherche une solution de cette équation différentielle qu’est développable en série entiére sur

+00
un intervalle |- R, R[. Posons y () = >_ a,z"™. On a
n=0

+o0 +oo
y (z) = Z na,z" "t = Z (n+1)app12",
n=1 n=0
+o0 +oo
y' () = Zn (n—1)a,a™ 2 = Zn (n+1) apprz™ 1,
n=2 n=1
+oo
zy (z) = Znanx",
n=0
+o0o
@)= Sl D
n=0
+o00
%y (z) = Zn (n—1)a,z"
n=0

Il vient, en remplacant dans notre équation différentielle

+o00
Z[2n(n+1)an+1+2n(n— 1) an, + 5na, +3(n+1) ap41 +ay] 2" =0,

n=0
qu’est équivalente a

i (n+1)[(2n+3) aps1 + (2n+ 1) a,] 2™ =0,

n=0

encore équivalent & dire que la suite (ay,),, est solution de '’équation de récurrence suivante :
(2n+3)apt1 +(2n+1)a, =0, neN.

Par récurrence, on en déduit que

Alors

Ry X (=) ap <X (—1)" il rc T
y(x):Zanx":aoz( 1)1x":— (=1) (V) * :aoAtg—(\/_)..

2n +



3.5. Séries entiéres et équations diftérentielles

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par f (z) = (1 + z)” ol « est un réel non entier naturel.

1. Vérifier que f est une solution sur |—1, 1] de I’équation différentielle avec condition initiale

suivante :
(I1+z)y —ay =0,

y(0) =1

2. Retrouver le développement en série entiere de f ainsi que son rayon de convergence. m
Solution.

1. On a bien f(0) =1 et pour tout x € |—1,1]:

(L+2) f (@) —af (@) = L+ 2)a(l+2)" " —a(l+a)" =0.

2. Supposons que la solution f de cette équation différentielle est développable en série

entiére sur un intervalle |- R, R] :

+o0o
f(x)= Z anx".

On a
400 +oo
f(z) = Z na,r" "t = Z (n+1)ap12",
n=1 n=0
+0o0
vf (z) = Z na,z",
n=0
et f est solution de cette équation différentielle si, et seulement si
+oo
Z [(n+1)aps1 + na, —aay| 2™ =0,
n=0

encore équivalent &

a—n
Any1 = +1&n, TLGN,

Vi = = 1 6
avec g 0 1, ce qui donne par récurrence

:a(a—l)(a—Q)...(a—n+1) ne N

n!

n

Alors
ala—1)(a=2)...(a—n+1)
n!

n

fla)y=0+2)" =1+

Par le critére de D’Alembert R =1. m
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