U.S.T.H.B. 2013-2014 Semestre 1 Math 3 : Séries
Faculté de Mathématiques 28me Tic, ST-GP, Section D
Examen final - 16 janvier 2014. Durée : 1h 30 minutes

N O e Matricule ...

Exercice 1 (5 points) : 1) 1,5 pts. 2) 2 pts. 3) 1,5 pts.

Quelle est la nature des séries numériques suivantes :

400 n +oc0 2 400
. (n+1 n! -
1) >3 ( - ) 2) ((zn))v 3) e Vn
n=1 n=0 : n=0

Réponse.

2

1) Le terme général u,, = 37" (”T“)n > 0 pour n > 1. En utilisant le critere de Cauchy

n2\ = n n2
[= lim Yu,= lim (u,)» = lim (3 "(l) )n: lim 3= (nTH)”

n—-4o00 n——4o00 n—-4o00 n—-+o0o

3=

= lim 37 (=) =S~ 0,91 < 1.

n—-+o0o 3
+oo
P —n (nt1\"°
Comme [ < 1, alors la série E 37" (T) est convergente.
n=1

(n1)?
(2n)!

I= lim 2 — Jim <un+1-i) _ lim (((n+1)!)2.(2n)!>

2) Le terme général u,, = > 0 pour n > 0. En appliquant le critére de D’Alembert

n—+00 Uy, n—-—+o0o n n—-—4o00 (2 (n + 1))' <n|>2

. < (n+1)% (n))? ‘(271)!) . (n+1)?

n—-4oo

@nt2)2nt2) @)l ()] " e @nt2) @01 2)
n? 1
= oot

n—-+00 4712 4

Comme [ < 1, alors la série Z i est convergente.

n=0
3) On utilise la regle de Riemann pour cette série.

On a le terme général u,, = e V™ > 0 pour n > 0 et lim n’u, = lim n?e V" =0, alors il
n—-+00 n—-+00
existe M > 0 tel que n2e~vV"™ < M pour tout n > 0. Ce qu'implique que
M
e V" < 5 bour tout n > 0.

+o0o
Alors la série E e~V™ est convergente.
n=0

1/6



Exercice 2 (5 points) : a) 2 pts. b) 3 pts.

+oo n
a) Etudier la convergence et la convergence absolue de Zu, ac R
=t 2n+1 .
b) Calculer les sommes partielles Sy, = ZLog ( + & 1 ) et Sopi1 = Z Log (1 + (7,1) '>,
k=2

Réponse.

(=D"

ne

a) Le terme général u,, =

e Sia<0,lalimite lim wu, n’existe pas car

n—-+o00

400 si a <0,

im wuy, = lim 21 v =
n—+00 n—-+oo (2n)
1 si a=0,
et
. oo si a<0
lim wu = lim —= =
n—-+o00 2l ntoo (2n+1)"

. —-1)" . .
Alors, la série g ( a) , a < 0 est divergente, donc a priori n’est pas absolument
n=1 n
convergente.
—+00
—1)" - .
(n% = E # qu’est une série de Riemann convergente. Alors, la

n=1

série E ——— est absolument convergente pour o > 1.
n

e Si0 < a <1, Lasuite (|u,|), = (n%)n est décroissante et tend vers 0. Donc d’apres le
1 n
critere de Leibniz la série Z( )

est convergente. Comme elle n’est pas absolument

convergente, alors elle est SeIm convergente.
b) Les sommes partielles sont
2n .
= ZLog (1 + —(_,i) )
k=2

=Log (1+3) + Log (1 —3) + Log (14 1) + Log (1 —%) + ...+ Log (1+ 5-)

=Log2 + Log2 + Log 2 + Log 2 + ... + Log 22



et

2n+1

Nk
Sont1 = Z Log (1+ ( ,i) )
k=2

= Log (1+%)+Log (1—%)—1—...—1— Log (1—T£1)+Log (1+%)+Log (1—2n1+1)

Log2 + Log 2 + +... + Log 221 + Log ;2%

2 2n+1
_ 3 2 2n+1 2n _ _
—LOg(i'g'...' T -2n+1)fLog1f0.
Alors,
n k Log 221 i n est pair,
Sn:ZLog (1—}—(_,1) ) = 2
k=2 0 si n est impair.

n—-+o0o

+oo
On en déduit que lim S, = 0. Par conséquent, la série Z Log (1 + %) est convergente
n=2
et sa somme S = 0.

Exercice 3 (5 points) : a) 1,5. pts b) 2 pts. c¢) 1,5 pts.

+oo
a) Calculer le rayon de convergence R de Z (n? 4+ n + 1) 2™ et étudier sa convergence en r = +R.
n=0
400 +00 +0o 1
b) Calculer les sommes nx" et n%a"™. Indication. Noter que "t = ,x € |—-R,R|.
) 2 e o T T SR
+oo
c) En déduire la somme Z (n? +n+1)x?".
n=0
Réponse.
a)Onaa,=n*+n+1et
1 N ans |+ 1)+ (1) +1 . n?+3n+3
— hm = hm == hm . = 3
R no+too| a, n—+00 n?2+n-+1 n—too n?2+mn+1
1
donc R = 1= 1.
+o0o +oo
Pourx =R=1,ona Z (n*+n+1)a" = Z (n? +n + 1) quest divergente car
n=0 n=0
li ? 1) = 0.
n_l)I_POO(n +n+ ) +00 #
+oo +oo
Pour z = —R = —1, 0on a Z (n?+n+1)z" = Z (n? +n+1)(—1)" quest divergente car
n=0 n=0
lir+n (n®+n+1)(—1)" n'existe pas.
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+00 +oo
b) On a Zm” = . Par dérivation on a an"‘l = (& )/ = ﬁ En multipliant par z,
n=0

1-z
n=1
+00 Lo
on obtient E nx’ = ﬁ Dérivant a nouveau, on a E nZgn—l = (11:3 _. Une autre fois on
n=0 =1
+o00
- . )
multiplie par = et on obtient E n2a" = —(fti) .
n=0
c) On a
+oo +00 +00 400
E (n2+n+1)x": g n2z" + E TL:C"+ZI”
T + 1;2 X 1 1 + x2

(1-a) (-2 l-o (1-2)

Par suit, en remplacant = par 22, on déduit que

+o0 1+3§'4
2 2n __
2(71 +n+1)z “ P

Exercice 4 (5 points) : a) 1 pt. b) 2pts. c¢) 1 pt. d) 1 pt.

Soit f la fonction 2m-périodique définie par
0 si ze€l-m0],
f(x) =
r st xel0,m.
a) Tracer le graphe de la fonction f pour x € [—3m, 37].

b) Calculer les coefficients de Fourier a,, et b, puis en déduire asy,, Gon i1, bopn €t bayi1.

c) Ecrire la série de Fourier o f associée a f et étudier sa convergence en x = 0, 5

—+00 +oo (_1)n
d) En déduire les sommes des séries numériques et

) d Z( +1)? ZQn—i—l

n=0 n=0
Réponse
a)
Yy
Ty
X
-3 -2 -7 0 7 2 3T
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b) La fonction 27-périodique f n’est ni paire ni impaire.

Alors les coefficients de Fourier sont donnés par

™

1/ 1] 1 (221" 7
ao_;/f(x)d:c—;/:rdx—;{7]0—5,
0

a, = %/f (x) cos (nx) dx = l/7r31:<:os (nx)dr = %/ﬁx (sinflnx))'dx

—Tr

_ Fxsin (mt)I)r B l/wsin () oo [_lcos (m:)]:

3
o

T n T n T n?

cos (nm) — 1 _ (-1)" -1

B ™2 ™2
et
1/ 1] 1 (- /
b, = —/f(a:)sin(nx)d:c = —/xsin(nx)da: = —/x (M) dx
T 7r 7r n
- 0 0
_ {_lxcos (nx)yr B l/ﬂ (—cos (nx)) gy — 08 (nm) 04 {lsin (;wc)r
T n o T n n T n 0
0
B (_1)n+1
oo
0 0 b= —etb !
n remarque que ag, = 0, dg, 11 = —————, by = — et by = :
que q 2 2n41 7T(2n+1)2 2 omn 2n4-1 o+ 1
c) La série de Fourier o f associée a f est
ap <=
of (x) = EO + ; lay, cos (nx) + by, sin (nx)]
+o0 n n+1
-1)" -1 -1
:Z 2 %008 (nx) + - sin (nx)

Le fonction f est continue en 0 et en 7, seul point de discontinuité est x = 7 et on a
flx—0)=m, f(x+0)=0.

La fonction f est dérivable en 5. En 0 on a f;(0) =1, f;(0) =0, et en 7 :

e r =T g—m= T — T g7t T—T7 gt T — T

d) La fonction f vérifie les conditions de Dirichlet en 0, 7 et 7, donc sa série de Fourier associée

est convergente en ces points. Pour z = 0 on a
+o0o n
T (-D)" -1
0) =— — =0
of (0) =7+ 2_:1 —
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Comme (—1)2n —1=0, il vient

T +o0 _9
— + —
4 ;ﬂ' (2n + 1)2
On en déduit
~(2n+1)? 8

Pour:vzgona

+oo
(3) =12

Comme cos ((2n+1)%) =0, sin (2n%) =0, (-1)* =1 =0 et sin ((2n + 1) T) = (-1)", il

(-)" -1 ™ (—1)n+l ) T
—————— COS (n—) + Sin (n—) =
mn?2 2 n 9

™
5 .

vient
T §<_1)2n+1+1 (—1) =T
4 = 2n+1 2
D’ou
(D" 7w
om+1 4
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