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+oo 1 +o0 n" “+oo
R PP
Réponse
1
1) On a u, et lim u, = lim = 1 # 0. La condition nécessaire de

2] n—-+o0 n—+o0 27" + 1
convergence lim wu, = 0 pour les séries numériques n’est pas satisfaite.

n—-+o0o

—+00

Alors la série Z —
2+ 1

est divergente (grossiérement).

,rL’fL
2) Le terme général u,, = — est strictement positif. En utilisant le critere de D’Alembert
n!

. 1 ™t pl
[= lim 24— i Upyr - — | = lim u Y
n—+oo U, n—+o0 U, n—+oc0 (n+1)! nn

n™tt ol 1)" 1\"
= lim (%n—>: lim m: lim (n+ ) =e~272>1.
n n nn"

n—-+o0 n—-+o0 nn n—-+o00 n

+oo 4
. n .
Comme [ > 1, alors la série E — st divergente.
n!

n=0

3) Le terme général u,, = ne™" > 0 pour n > 1. En appliquant le critére de D’Alembert

u n+1)e (D n+1)e !
[ = lim 22 = lim (n+1) = lim L:e_120,37<1.
n—+00 Uy, n—-+o0o ne-"m n—+00 n
+oo
Comme [ < 1, alors la série Zne‘” est convergente.
n=0
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Exercice 2 (5 points) :

+o0o
a) Calculer le rayon de convergence R de Z (n? + 1) 2" 12" et étudier sa convergence en z = +R.

n=0
“+o00

b) On pose f (z) = Z (n?+1)2" g et g (x Zx T €] R|.

n=0
Montrer que f (x) = 8z2¢” (2z) + 4zg’ (2z) + Qg (2x).

+00 +oo
1
¢) En déduire la somme Z (n? + 1) 22", Indication. Noter que g (z) = Z:L"” =7
-
n=0 n=0

Réponse.

1 N ] : ((n+1)*+1)2m1H (n?+2n+2)2
—= 1 = lim = lim =2,
R n—+oo | Qy n—-+o0 (n2 + 1) on+1 n—+o00 (n2 -+ 1)
1
d i
onc R = 5
1 400 —+o00
Pour x = R = 5y ona Z (n? +1)2"tign = 22 (n? + 1) qu'est divergente car
n=0 n=0
lim 2 (n*+1) = 0.
2 (" 1) = oo

+oo +o0
1
Pour 2z = —R = —g ona Z: (n? +1) 2"tz = 22 (n? +1)(—1)" qu’est divergente car

lim 2 (n®+1)(—1)" n'existe pas.

n—-+00

b) On a ¢ ( an , 9" () = Zn (n—1)z" 2 Alors
n=2

+oo
82%¢" (2x) + 4xg' (22) + 29 (27) = 8x Zn n—1)(2z)" %+ 4xZn (22)" " + 22 (2x)"

n=2
= Zn 2n+1xn + Zn2n+lxn + Zzn_:,.l n
n=0 n=0
— Z 2n+1xn + n2"+1x” + 2n+1 n] ‘
En factorisant 2" !z" il vient
+oo
8z2¢" (2x) + dxg (22) + 2¢ (22) = Z [n(n—1)+n+1]2" 1"

n=0

+oo
=> (0 +1)2"a" = f(2).
n=0
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alors,

c) Comme f (z) = 8z%¢" (2x) + 4xg' (2z) + 29 (2z) et g (v) = 1 !

f (n?+1) 272" = f (z) = 82 <ﬁ)” (22) + 4z (

1 ’<2)+ 2
T
1—=z 1-2z

n=0

2 1 2

G-2) Ma—wy T iom

1622 + 4z (1 — 2x) + 2 (1 — 22)°
(1—2x)°

1622 — 42 + 2

(1—a)

= 822

Exercice 3 (5 points) : On considére la fonction f: R — R définie par f (z) = e”sinz.

a) Montrer que la dérivée n'®™¢ de f est f(™ (x) = (\/ﬁ)n e’ sin (x + n%), n > 1.

Indication. Noter que sina + cosa = v/2sin <a + %)

b) En déduire le développement en séries entiéres de f et donner son domaine de convergence.

Réponse.
a) Montrons par récurrence que ™ (r) = (\/ﬁ)n e’ sin (m + n%), n > 1.
Pour n =1, 0n a f'(z) = (e"sinz)’ = (cosz + sinz) e® = v/2e"sin (z + ) .

Supposons que f*) (z) = (\/§)k e” sin (x + k%) Jk=1,2,...n. On a alors

£ (@) = (1) (@) = ((v2)"esin (w4 nT))’

— <\/§>n e [cos <a: + n%) +sin (a: + n%)}

n n+1
= (\@) e“V2sin <x+n%+%> = (\@) e” sin (a:+(n—|—1) %)
D’aprés I’hypothése de récurrence f™ (z) = (ﬂ)n e’ sin (m + n%), n > 1.

N~/ (0)
b) En utilisant la formule de Taylor f (x) = Z n‘

n=0

2™, il vient

+oo (\/ﬁ)neosin O—I—nz +oo "gin (n=
oy n!( D . &) sn () .
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Exercice 4 (5 points) : Soit f la fonction 27-périodique définie par

-2 si xe€l-m0],
f(z) =
2 si x€]0,m|.

a) Tracer le graphe de la fonction f pour x € [—3m, 37].

b) Ecrire la série de Fourier o f associée a f et étudier sa convergence sur |—m, 7[.

+o0o n
—1
¢) En déduire la somme de la série numérique Z (=1) .
— 2n+1
a2 2 1 [ ) o2
d) En appliquant I'égalité de Parseval —+» (a2 +b2) = — / r))” dz, calculer Y ——.
) En appliq g : ;( )= (/@) ;(ZnJrl)z
Réponse
a)
Y
o 2 o
_371-# + + _27;- + + _/;r + + O + + #ﬂ_ + + #271- + + + 37T
o o -2 o

b) La fonction 27-périodique f est impaire car f(—x) = -2 = —f(z), z € |0, 7[.

Alors les coefficients de Fourier sont donnés par

ap=a,=0,n>1

b, — %]f () sin (nz) do = %/WQ sin (nx) do = [;—3 cos (nx)I
_4(1—cos(nm) _4(1 —O<_1)n).
™ ) n

On remarque que by, = 0 et by, = . La série de Fourier o f associée a f est

T (2n+1)

400 +o0
of (z) = % + Z [ay, cos (nx) + by, sin (nx)] = an sin (nx)

n=1

+oo “+o0o
= Zbgn sin (2nz) + ZbQ"H sin((2n+1)x).

n=1 n=0
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Comme by,, = 0, alors

—+00 —+00

of (2) = banpasin (20 +1)7) = Zﬁ sin ((2n + 1) ).

n=0
Le seul point de discontinuité sur |—m, [ est z =0etona f(0+0) =2, f(0—0) = —2.
La fonction f est partout dérivable sur |—7, 7| sauf en x = 0. En ce point on a :

e L@ FO=0) [ (@)= f(0+0)

20~ z—0 2—0t r—0

=0.

La fonction f vérifie les conditions de Dirichlet, donc sa série de Fourier associée est conver-

gente. De plus

+oo 8

of (z) = :OmSin((2”+1)w)= 0 s z=0,

+00 ] . _
) = ;)—7? Gn D) sin ((Qn +1) 5) = 2.

Comme sin ((2n + 1) Z) = (=1)", il vient

=~ 8(-1)"
;w(2n+1) =2

c)Pourx:g,onaaf(

M

On en déduit

—T

Z (b2n+1)2 _ %/ (f (@)2 do = %/4(& = % (87) =

en remplacant b, 1 par sa valeur, on obtient

d’ou
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