U.S.T.H.B. 2012-2013 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Tjic, ST-GP, Section G

Examen final - 03 juin 2013. Durée : 1 heure 30 minutes

Exercice 1 (4 points) : Posons z = ¢35 et w = z + 22,

a) Donner une expression simple de w sous forme algébrique.

b) Calculer Log(z) et Log(w) dans le cas de la détermination principale (argz € [0, 27[).

c) En déduire Log(l — i). Indication : Noter que w — z = 2%
w

Réponse.

o A
a)w=z+2> =% +e'

— (cos%”—i—sinz—ﬂ) + (cos%”%—sin%) (0,5 pt.)

3
1 3 1 V3
== +iL2 —~—i¥2) (0,5 pt.
2+22 + 5 22 ( pt.)
= —1.(0,5 pt.)

27 2 2
b) - Log (z) = Log (ez%) = zg car ?ﬂ € [0,2n[. (0,5 pt.)

-Log (w) = Log (—1) =In|—-1| +iArg (—1) (0,5 pt.)

=0+im =1m. (0,5 pt.)

c)Ona:w—z=2°
2
Si on divise cette égalité par w on obtient 1 — . Z—, et donc
wow
2z 22
Log (1 — —) = Log— =2Logz — Logw (0,5 pt.)
w w
Amr
= 23 —m (0,25 pt.)

:zg. (0,25 pt.)
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Exercice 2 (5 points) :

a) Montrer que la fonction u = 22 — y? + €” cos y est harmonique.
b) Trouver une fonction v telle que f (2) = u + iv soit holomorphe.

c) Exprimer f (z) a ’aide de la variable z.

Réponse. )

0 0
a) On a —u=2:1:+6‘”cosy, —u:2+e$cosy, (0,5 pt.)
Ox 8%‘2
M gy ersing, LU g e (0,5 pt.)
— = =2y —e'siny, — = —2 — e’ cosy. , :
Dy Y Y 0y Y 1%
u  O*u

On obtient alors =2+4e"cosy—2—e"cosy =0, (0,5 pt.)

+
ox?  Oy?
ce qui montre que u est harmonique. (0,5 pt.)

b) On utilise les équations de Cauchy-Riemann pour trouver wv.

ov  Ou o ot (0.5 bt.)

— = — = 2z + e cos , :

0 0

8_::: _a_Z:—(—Qy—exsiny):2y+e“"siny. (0,5 pt.)

En intégrant la premiere équation par rapport a y, il vient

v=2xy+e'siny+Ci(z), (0,5 pt.)
ou (' (x) est une fonction réelle de x.
Par substitution dans la 2°™¢ équation de Cauchy-Riemann on obtient

2y +e"siny + LC (z) =2y + €"siny = L) (z) =0

} (0,25 pt.)
= C (z) = ¢,

ol ¢ désigne une constante réelle.

Douv=2zxy+e’siny+c. (0,25 pt.)

c) On a
f(2)= u+iv=2a?—y*+e cosy+i(2xy+esiny +c¢) (0,25 pt.)
= (xQ—y2+i2xy) + (e” cosy + e’ siny) + ic (0,25 pt.)
= 22 +e*+ic. (0,5 pt.)
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Exercice 3 (5,5 points) :

a) Calculer j{ (322 +Z) dz le long
c
1. du cercle |z| =1 de (0,1) & (0, —1) dans le sens direct,
2. du segment de droite joignant (0,1) et (0, —1).

b) Expliquer pourquoi ces deux intégrales sont différentes.

Réponse.

y

a) ©2)
1. L’arcde (0,1) a (0, —1) du cercle |z| = 1 peut étre

o it T 3T
paramétré par z = e'*, t € 5 5 | (0,5 pt.)
Les points (0,1) et (0,—1) de l'arc, correspondent X

™ T

ti tat=—ett=—. (0,5 pt.

respectivement & 5 © 5 ( pt.) 0.-1)

L’intégrale donnée a alors pour valeur
3T

/ {3 (") + e‘“} d(e") = {3e¥ + e~} ietdt = / (3ie* +4)dt (0,5 pt.)
t t=

T s
t=3

—y =
-2 2

: 3r a3 o
= [e¥ +it]; = M zg — (6312 —|—zg) (0,5 pt.)

3
:i+i§— (—H%) —i(2+7). (0,5 pt.)

2. Sur le segment de droite joignant (0,1) et (0,—1), on a x =0, de = 0 et y varie
entre 1 et —1. (0,5 pt.)

L’intégrale donnée vaut

ji(322+2)dz :/_1{3(0+iy)2+(0—z'y)}(0+idy) (0,5 pt.)

-1 —1
:/ i (—3y% —iy) dy =/ (=3iy? +y) dy (0,5 pt.)
y=1 y=1

—1

1

= [—iyg + §y2] =2t (0,5 pt.)
1

b) La fonction & intégrer f(z) = 22 4+ Z n’est pas holomorphe, donc I'intégrale

dépend du chemin suivi et pas seulement du point d’arrivé et du point de départ.

(1 pt.)
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Exercice 4 (5,5 points) : On consideére la fonction f (z) =

a) Trouver les résidus de f (z) en tous les poles.

(z—2)(z—3)
c
le 2| = 4 dans 1 divect. Indicati - 2, -3
rcle |z| = 4 dans le sens direct. Indication : = :
ceree - (z2=2)(2—-3) z—-2 z-3

c) Déterminer le développement en série de Laurent de f (z) au voisinage de z = 2.

b) Par application de la formule intégrale de Cauchy, calculer j{ dz ou C désigne le

Réponse.
a) La fonction f (2) = = 3;52 ) posseéde deux poles simples
enz=2et z=3. (0,5 pt.)
Le résidu en z = 2 est
—Z2 —Z —2
li —2 =1li = =2. (0,5 pt.
i (= =2 T ey Mg T g > (5P
Le résidu en z = 3 est
—z -2 -3
1 -3 =i = = —3. (0,5 pt.
e S [CE) Rk = P Ry (0.5 pt.)
— 2 -3
b) De - = + , on tire

(z—2)(z—3) z—-2 z-3

—z 2 -3
}é(2_2)(z_3)dz:jl{Z_de—l—j{Z_Sdz. (0,5 pt.)

c C c
[’application de la formule de Cauchy pour a = 2 et a = 3 donne

2
f 2dz:27ri(2):47r2', (0,5 pt.) jé
C

z —
c

3
Sdz = 2mi (—3) = —6mi, (0,5 pt.)

Z J—
car z = 2 et z = 3 sont a l'intérieur de C.
L’intégrale considérée vaut donc 47i + (—67i) = —2mi. (0,5 pt.)
c) Soit z — 2 = u. D’ou

—2z 2 -3 2 3 2

3
— = - — —_ — D 0,5 t-
(z—2)(2—3) 23 u u-1 u+1—u( pt-)

2
=—+3(1+u+v’+u*+..) (0,5 pt.)
u

2
=" +3+3u+3uw*+3u*+ ... (0,5 pt.)
U

2
:2_2+3+3(z—2)+3(z—2)2+3(z—2)3+..-- (0,5 pt.)
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