U.S.T.H.B. 2012-2013 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Tic, ST-GP, Section G

Série d’exercices N° 3 : Dérivation dans C - Equations de Cauchy Riemann

Solution. Par définition, la dérivée en z; si elle existe est

- 2 2 2 2 _
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La limite existe pour tout zy dans C, donc la dérivée de f est donne par f'(z) =2z —1, z € C.

Exercice 2 : Montrer que les fonctions complexes suivantes ne sont pas dérivables aux points indiqués.
a) f(z) =% pour z € Cb) f(z) =Re(z), pour z € C, ¢) f(z) =Im(z), pour z € C.

2)— f (%
Solution. Par définition, la fonction f n’est pas dérivable en zy si la limite lim M
z—20 Z— 2

n’existe pas,

i.e. la limite dépend de la maniére dont z tend vers z.
f(z) = [ (20) I Z— 2o i T iy — (2o — iyo)

a)Siz=xz+1y, im ————— = lim —— = : =7,
=2 2 — 2 220 2 — 29 25T iy — (2o + o)
r—x
Pour y = yg et x — xg, la limite cherchée est lim 0 —1.
z—z0 T — X
—1Y + o —i (Y — ¥o)

Pour z = xy et y — 1o, la limite cherchée est lim — — = lim — = —1.
y—yo 1Y — 1Yo y—yo 1 (Y — Yo)

La limite obtenue dépendant de la fagcon dont z — zg, la dérivée n’existe pas i.e. la fonction f

n’est dérivable en aucun point.

_ R R _
by i L= Co) _ o Re()—Re(w) 0 w—m
220 Z— 2 220 z— 2 TSR0 3 1y — (xo + iyo)
r—x
Siy=yyet x— g, la limite est lim 0 —1.
T—r0 T — X
Siz=xet y— yp, lalimite est lim ——— = 0.
Y=Y 1Y — 1Yo
_ I 1 _
=20 2 — 2 2=z z— 2y 2250 + iy — (To + o)
Siy=yyet x— x, la limite est lim = 0.

T—x0 T — X
- 1

Six =1z et y— vy, lalimite est lim & ===
y—yo 1Y — 1Yo @

Exercice 3 : Examiner si les fonctions suivantes sont holomorphes sur le domaine indiqué.
a) f(z) =e Y (cosz+isiny), sur C, b) f(z) = R + ixQ _‘7_ 7 sur C\ {0},
c) f(z) =% —y* + 2izy, sur C, d) f(2) = (2? — y* — 22y) + i (2* — y* + 2zy) , sur C.

Solution. Siles dérivées partielles sont continues dans le domaine indiqué, les équations de Cauchy-Riemann

Ju Ov  Ou ov ) ) . .
— = — et — = ——— sont nécessaires et suffisantes pour que f = u + v soit holomorphe.
or 0Oy Oy ox
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ou ov

a) u =-eYcosx et v = e ¥siny. i —e Ysinz, 90 —e Ysiny + e Ycosy. Il est claire que
T Y
ou , Ov o . . , e . ,
92 7 90’ la premiére équation de Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite. Alors la fonction f n’est
T Y
pas holomorphe sur C.
x Y ou  x?+y? — 222 y:—a2?  Ov 2?4y — 2P % —y?
b)u:ﬁ7’vz 5 2_—: 5 —= 3 _— = 5 et R
24y 2?24y Ox (22 + y2) (2 +y?)" Oy (22 + y2) (22 + y?)
Pour la méme raison que celle qui précede f n’est pas holomorphe sur C\ {0}.
u v Ju v
u=22—y% v=2xy. — =21, — =21, — =2, — =2y,
) Y Y or Ay dy Y or Y

Les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites, la fonction f est donc holomorphe sur C.
d) u=2a?—y*—2zy, v=2a?—y>+ 2y

ou v ou ov
— = Tl oy om, =2y -2, o =
Ox oy y+ e oy Y725 o

Les équations de Cauchy-Riemann sont ainsi satisfaites et la fonction f est holomorphe sur C.

2x — 2y, 2x + 2y.

Exercice 4 : a) Montrer que la fonction u définie ci-dessous est harmonique.
u(z,y) =2 —y* — 22y — 22 + 3y, v,y € R.

Trouver une fonction v pour que la fonction f = u + iv soit holomorphe.

b) Mémes questions pour la fonction

u(z,y) =ycosy ch z+xsiny sh z, z,y € R.

) ou 0%u ou 0%
Solutlon.a)a—x:2x—2y—2,@:2, 0_y:_2y_2x+3’8_y2:_2'
. 0*u Q% . _
On obtient — + — =2 — 2 =0, ce qui montre que u est harmonique.
ox?  0y?

Pour trouver une fonction v pour que f = u-+iv soit holomorphe, on utilise les équations de Cauchy-
Riemann.

Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent

ov  Ou
= =2y -2y -2 1
9y or W2 (1)
ov ou
—&E———ay—2y+2x—3. (2)

En intégrant ’équation (1) par rapport a y, il vient
v=2xy -y’ —2y+C(z), (3)

ot (1 (z) est une fonction réelle de z.

Par substitution de (3) dans (2) on obtient
d d
2+ —Cy(2) =2y +22 -3 — —Ci(z)=22-3 — Op(z)=2"-3z+c,
dz dz
ol ¢ désigne une constante. D’ou de (3)
v=2xy —y  —2y+a2®—3z+ec
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9,
b) ot =ycosy sh x+siny sh x + xsiny ch x = (ycosy + siny) sh z + zsiny ch z,

ox
0?u . . . . :
ol (ycosy +siny) ch x +siny ch x + xsiny sh . = (ycosy + 2siny) ch x + zsiny sh z. (4)
x
8_u =cosy ch z —ysiny ch z + xcosy sh x = (cosy — ysiny) ch  + zcosy sh z,
Y
d%u . . .
W:(—smy—smy—ycosy) ch z — zsiny sh x, (5)
Y
82 82
Par addition de (4) et (5) on obtient 8_2 + a—z = 0, la fonction u est donc harmonique.
x )

Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent

ov Ou

a—y:a—x:(ycosy—l—siny) sh z 4+ xsiny ch z, (6)
%:—g—Z:(—cosy—i—ysiny) ch z — xcosy sh x. (7)

En intégrant (par parties) I’équation (6) par rapport a y, il vient
v=(ysiny +cosy —cosy) shx —xcosy ch x +C) (x) =ysiny sh x —xcosy ch 4+ Cy (z). (8)
Par substitution de (8) dans (7) on obtient

d
ysiny ch z — cosy ch x — xcosy sh = + d—C’1 () = (—cosy +ysiny) ch z —xcosy sh x
T

d
— d—Cl () =0 — C}(z) = ¢, ou c désigne une constante.
T
D’ou de (8) on obtient

v=ysiny sh x —xcosy ch = + c.

Exercice 5 : Quelle est la nature des singularités de chacune des fonctions suivantes?

z+3 1
2 /()= 57 D) 96 = Sy

Solution. a) Nous avons [ (z) = ;tgl = e _Zl;L(ij 0y’ puisque lliI% (z—=1)f(2) = llir% % =2#0,
le point z = 1 est un pole simple.
De méme z = —1 est aussi un pole simple & cause de zl_i>r£11 (z4+1) f(2) = zl_i>n_11 zt; =—1#0.
Nous pouvons déterminer ¢ tel qu’il n’existe pas d’autre singularité que z = 1 dans le cercle
|z — 1| = ¢, il suffit de choisir § = 1, on en déduit que z = 1 est pont singulier isolé. De la
méme facon z = —1 est aussi un point singulier isolé.

1 1
b) On obtient des singularités pour sin (z%) =0,1e. 7 =kmouz==+—— k€ Z" De plus comme
z Vkr

g (2) n’est pas définie pour z = 0, ce point est aussi une singularité. De méme, puisque z = 0 est une
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1
sin (22)’
Décrivons maintenant la nature de ces singularités. En utilisant la regle de L’Hopital

singularité de g (1) = z = 00 est une singularité de g (z).

1
. 1 . z = Vk . 1 —1
lim [z - — z) = lim —%% = lim = 0
b ( \/lm) 9(2) 2= sin (Z%) Z— ;—32 cos (Z%) 2k km cos (k) #

et

1 iy 1 -1
lim (z4+— 2)= lim —>%T = lim = 0.
Pa—-Y ( \/lmr) 9(2) colosin () emot ZHcos (&) 2kmVEmcos (k) 7

Les singularités z = j:\/L_, k € Z* sont donc des poles simples. Comme nous pouvons entourer
chacune de ces singulrcl,ritké;r par un cercle de rayon d; n’en contenant pas d’autre, on en déduit
qu’elles sont isolées.

Etant donné que 'on ne peut pas trouver d’entier n tel que lliI{l) (2z—0)"g(z) = A0, on en déduit
que z = 0 est une singularité essentielle. De plus comme tout cercle de rayon 0 centré en z = 0

contient d’autres singularités que z = 0, on en déduit que z = 0 est une singularité non isolée.
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