U.S.T.H.B. 2012-2013 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Lic, ST-GP, Section G

Série d’exercices N° 7 : Théoréme des résidus

Exercice 1 :

22 — 2z e*
Trouver les résidus de (a z) = et (b z) = en tous les poles a
@76 = gy O 0= 5 b
distance finie.
Solution.

(a) f(2) possede un pole double en z = —1 et des poles simples en z = £2i.

Le résidu en z = —1 est

2_9 244)(22—2)— (22 —=22) (2 14
mﬂ__{&+ng 22 }:hn@4—ﬂz ) (o2)0) 14
z——111dz (z+1)% (224 4) 21 (22 + 4) 25

Le résidu en z = 2i est

22— 2z —A4—4 T+

E%{“_Q”'@+1f@+awu_aw}_<%+1f@w 2

Le résidu en z = —2¢ est

(—2i+1)°(—4i) 25

22 — 22 } —4 445 7T—1

1m1{@+2ﬂxz+n%z+%ﬂz—%) -

z——21

z

(b) f(2) = _62 posséde des poles doubles en z = 0, +7, +27, i.e. 2 = mm, m € Z.
sin” z

Meéthode 1.

Le résidu en z = m est

lim —— 5 3

d (z —mm g €7 ~ lim e* [(z — mw)Qsinz +2(z—mm)sinz —2(z — mﬂ)Qcosz}
z—mr 1 dz sin® z T sind 2

En posant z — mm = u ou 2 = u + mm, cette limite peut étre écrite sous la forme

e u?sinu + 2usinu — 2u®cosu] . u’sinu+ 2usinu —2u®cosu
lim —3 =™ lim — =",
u—0 sin” u u—0 S

Méthode 2. (4 l'aide des séries de Laurent)

z

e
Cette méthode consiste a développer f(z) = —5— en série de Laurent dans le voisinage de
sin” z

qui est le résidu demandé. On pose pour

z = mm et & chercher le coefficient de
Z— mT
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simplifier les calculs, z = u+mm. On doit alors développer la fonction en série de Laurent dans

emﬂu eu

le voisinage de u = 0 ; la fonction considérée prend alors la forme ————— = ™"~
sin® (mm + u) sin

A T’aide des développements de Maclaurin de e* et sinu on trouve par division

mm m

W1+u+g+§+...

© sn?u ud | b - 2 gl 2

(u—ﬁﬁ—a—...) U(l—gﬁ—y—)
mW1+U+g+§+-.- :emﬂ(l 1 5 wu )

2 (1 _ w2 | 2ut
u(l AT

m

u? ud

=€

le résidu est donc ™.

Exercice 2 :

1 z
Calculerﬁ oY j 2:79) dz le long du cercle C' d’équation (a) |z| = 3 et (b) |z| = 1.
c
Solution.
(a) La fonction a intégrer 202 j 22+ 2) posséde un poéle double z = 0 et deux poles simples
en z = —1 4 [ racines de 2% + 22 + 2 |. Tous ces poles sont intérieurs a C : |z| = 3.
Le résidu en z = 0 est
1d z 2422 4+2)e —e* (2242
LI Y e :hm(z+ z+2)e 62(Z+ ):0.
20 1! dz 22 (22 +22+2) z—0 (22422+2)
Le résidu en z = —1 47 est

e —1+42

z ) e* z—(—=1+1) e 1t 1 e
= lim — lim = Y
(22 + 22 +2) z——14i 22 z——1+i | (22 4+ 22 4 2) (—1+14)" 2 4

lim {(Z— (~14+1)

z——1+1

Lerésiduen z = —1 — 7 est

. . e e 2 — (=1 —14) el ] el
1 —(=1— — lim = 1 _ R _
zalzlilfi {(2 ( Z)) Z2 (22 + 2z + 2) } zalzlilfi 22 z%li’Iilfi { (22 -+ 2z + 2) } (—1 — 1)2 —21 4

On a alors par le théoréme des résidus

1 e
— dz = somme des résidus intérieur & |z| = 3.
27?2'7{22(22—%224—2) 12
c
—1+4i 1 1
:0_1_64 + & 1 :%cos(l).

(b) Le seul pole intérieur a |z| = 1 est z = 0. Puisque le résidu en z = 0 est 0, on a donc

1 e?
— dz = 0.
27m'jq{22 (22+22+42) N
c
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Exercice 3 :

o0 1 o0
Evaluer (a) / dx et (b) / 5 dzx.
0336—1—1 (24 1)" (22 4+ 22+ 2)

Solution.

() y

On considére / 5
z

C
de la figure ci-contre formé du segment, [— R, +R] et du ’

dz, ou C désigne le contour fermé G

demi cercle I' décrit dans le sens direct. X
. m 3w bmi  Tmi  9mi  1lmi .
Puisque 2+1 =0pourz =€ ,e6 ,e6 ,e6 ,e6 ,e 6 , Figure 1.
ces valeurs de z sont les poles simples de — . Seuls
2041
les poles es,e6 et e s sont a I'intérieur de C' d’oul en
utilisant la régle de L’Hospital :
i ; 1 1 1 —smi
Résidu en es = hm'{<z—eﬁ> 5 = lim —=—e"0,
e 2041 R~ 67~ 6
. 3mi . 3 1 : 1 1 —smi
Résiduenes = lim (z—eﬁ) 5 = lim —=—-e2,
e B 2>+ 1 e 620 6
. 5i . 5mi 1 . 1 1 —o5mi
Résiduen e s = lim (z—eﬁ) 5 = lim —=_e2

D’ou
/ 1 dZ _ 27-‘-Z 16—56772' 16_527” 16—22571'7, _ 2_7'['7
2041 6 6 3
C
ie.
R
1 1 2w
d dz = —. 1
/;“+1x+/éﬂ+1z 3 (1)
—R T

Si I'on prend la limite des deux membres de (1) quand R — oo et si I'on utilise le fait que

™

1 1 .
lim dz:/ﬁ—fj——Rw%w:o,
R—o0 26 +1 (R 626’) +1
0

r

R 00

1 1 2
on obtient ]%glgo $6+1dx: /$6+1d:c:§.

—R —0o0
1 1 1
Noter que / dr = —/ de = _.
20+ 1 2) 241 3
0 —00
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22

(22412 (22422 +2)
sont 2 = ¢ d’ordre 2 et 2z = —1 + ¢ d’ordre 1.

(b) Les poles de situés a 'intérieur du contour C' de la figure 1 de (a)

Le résidu en z = 7 est

. N2 22 —12+9i
llm o (’Z - Z) N2 N2 — T 1An
z—i dz (z—1) (z4+14)" (22 4+ 22+ 2) 100

Lerésiduen z = —1 + i est

| - 52 33—
zilirllw{(z ) (22 + 1)2 (z—=(=1+14)) (z = (=1 - Z))} I

D’ou

22 12490 3 -4 m
5 dz = 2mi + = —=
J (224 1) (22 + 22+ 2) 100 25 50

R

ou

/ v dx—i—/ z dz—7—7T
R(x2+1)2(m2+2x+2) J (224+1)% (22 +22+2) 50°

En prenant la limite de ces expressions quand R — oo et en remarquant que la deuxiéme

intégrale tend vers 0

2 r Rei?)? .
lim [ dz = lim J ) Riedf =0,
oo (24 1)7 (22 +2242)  fiee) QR@%2+1> «Ré%2+2Ré9+2)
nous obtenons le résultat demandé. i.e.
7 x? T
(22 + 1) (22 + 22 + 2) 50
Exercice 4 :
2 2
1 1
Eval df et (b —d#.
valuer (a) /3—2cose+sin6’ et ( )/2—|—sin6’
0 0
Solution.
0 _ —if -1 0 | —if ~1
(a) Soit z = €. D’oti sinf = ¢ 2: =z 2; , cosf = ‘ —;e == +2Z , dz = izdf et
alors
7 1 1 d 2
/ . w:f = li:f . . dz
3 —2cosf +sinf 3—ozkz 4 =2 g (1 —2i)224+6iz—1—2i
0 C 2 21 C
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ou C est le cercle de rayon 1 centré & l’origine.
2

1-2)2+6iz—1-2 sont les poles simples

Les poles de

~6id (60 —4(1-20) (-1 -2) _gi 44 TN
Z = - = — =2 —170u
2 (1 — 2i) 2 (1 — 2i) 5
Seul = — ‘ est a l'intérieur de C.
9
Le résidu en ! est

. 2—1 2 . 2 1
lim z — - - - > = lim : - = —
a2 5 (1 —2i)224+6iz—1—2i om2t 2(1—2i) 2+ 60 21

d’aprés la regle de L’Hospital.

2 1
D’ou %(1 9 2 4 6ir =1 2Z,dz = 27rz'2—2, =7, qui est la valeur demandée.
c
. e —e 0z 271 s .
(b) On pose z = €. D’ou sinf = 5 == dz = ie®dz = izdf et donc
i i
2w
/ 1 " 7{ 1 dz 7{ 2 p
_— = _— —Aaz
2 4 sin 6 2 4 z=271 4y 224 4iz—1 7
0 C 2i C

ou C' est le cercle unité centré a l’origine.

Les poles de sont obtenus en résolvant 22 + 4iz — 1 = 0 et sont donnés par

22+ 4iz—1

L —2i + \/(2¢)2 —(=1)(1)
B 1

— 2i+/ 3= <—2i\/§>z‘.
Seul (—2+\/§)iest a lintérieur de C, car
(<24 v3)i|=2-vB<tet |(-2-VB)i| =2+ V3> 1.

Le résidu en (—2 + \/g) 7 est

l { (== (-2+v3)9) 2 } I 2 -
im z— |- i) ————— ¢ = im - =
2o (~243)i 22 +diz -1 c(—24v3)i 22 H 4 /30
d’apres la reégle de L’Hospital.
2 1 2
D’ou % ——dz = 27m'7 = i, qui est la valeur demandée.
1

22+ 4iz—1 V3i V3



Exercice 5 :
o0

cos (mx) T
Montrer que /xQ——kldI = §e , m > 0.
0
Solution.
On consideére j{ 1 dz ou C' est le contour de la figure 1 de I’exercice 3. La fonction & intégrer
z

c
posséde des poles simples z = 44 mais seul z = ¢ est intérieur a C.

Le résidu en z = 7 est

D’ou
ezmz —m
j{ dz = 271 6—. =qe ™
22+1 21
c
ou
R
mx ezmz d m
/x2+1 +/z2—|—1z e
-R T
1.e.
R R ,
cos mx sin mx erm
dx +1 dx + dz = me™ ™.
J e [ e [y =
-R -R r
Puisque
R R R
sin mx CcoS mx CcoS mx
/ dr =0 et / /
2 +1
—R —R 0
on aura
R )
cosS mx evmE
2 d dz = mwe ™.
/xz—i—l m+/z2+1z e
0 r

Si 'on fait tendre R vers oo et si 'on utilise le fait que

eimz A eimR et? I eimR cos 0€—mR sin 6
lim dz = lim | —————df = lim df =0,
( R—oo

R—oo | 2241 R~>oo R@i9)2 +1 (R @i9)2 +1
r
on obtient le résultat demandé. i.e cos T T = Ee_m.
22 +1 2
0

Exercice 6 :

™

Montrer que / —dzx = 5
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Solution.

La méthode de ’exercice 5 nous conduit & considérer

; y
1z
. E
Iintégrale de — le long du contour de la figure 1 page 3.
z
F D
Toutefois étant donné que z = 0 appartient au contour
R
d’intégration et qu'une singularité ne peut appartenir a .
G H A B
un tel contour, on modifie celui-ci en évitant le point -R -e e R
z = 0 comme il est montré a la figure 2 ci-contre ; on
Figure 2.

obtient ainsi le contour C' ou ABDEFGHJA.

eiz
Le point z = 0 étant a I'extérieur de C’, on a jg—dz =0
z
Cl

e , R .

/e—dw—l— /e—dz—l—/e—dx—i— / e—dz:().
T z T z

“R

HJA € BDEFG

ou

En changeant z en —x dans la premiére intégrale et en combinant avec la troisiéme, on trouve

R ) ) )
eZZ‘ _ e—ll‘ 6ZZ e’LZ
—dx + —dz + —dz =0
T z z
€ HJA BDEFG
ou
R ) )
_[sinz e*® er®
2i de =— [ —dz— —dz. (2)
T z z
c HJA BDEFG

On fait tendre ¢ — 0 et R — o0o. La deuxiéme intégrale du second membre tend vers zéro car
s
ei? i R(cos 6+isin 0) ] ] )
lim —dz = lim | —————Rie?d) = lim [iefcfe sm0q0 = 0.
R—oo z R—o0 R et R—o0
BDEFG 0 0

Si 'on pose z = ge? dans la premiére intégrale du deuxiéme membre de (2), on voit que sa

limite est
eZZ e 0 B
— lim —dz = —lim —1eedf = — lim [ 1" df = mi
e—0 z e—0 5619 e—0
HJA ™ T

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc
R oo
. _[sinz . sin x T
lim 2i dr = mi ou der = —.
e—0 x X 2
R—o0 = 0
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Exercice 7 :

Montrer que /

0

Solution.
p—1

dz. Le point z = 0 étant un point y
+ z b

z

Considérons j{ 1
c

de branchement, on utilisera le contour C' de la figure 3

ci-contre ou l'axe réel positif est la coupure et ou AB et

G H coincident avec I’axe des  mais sont montrés séparés

1 Jk G

. , . H X
pour une meilleure compréhension.

La fonction que l'on intégre a un podle simple z = —1

intérieur a C.

Le résidu en z = —1 est
Figure 3.

g — (_ p—1 — mi\P—1 — (p—1)mi
Zlirill(qul)l_'_Z (—=1) (e™) e :

2Pl )

On a donc ?{ dz = 2mie®= V7 oy

1+ 2
C

p—1 p—1 p—1 p—1 )
/  dr+ / L dr+ / L dz+ / Z = 2mie® Vi
1+2 142 1+2 1+2

AB BDEFG GH HJA

On peut donc écrire

R 2 € 0
-1 R e p—1 ‘ 2mi\P—1 o=t .
/x M+/Lil+mWM+/@il—m+/EiL4w%mﬂmwﬂﬂ
1+ Rei?
0

1+x 1+ xe2m 1+ e

€ 2w

27 pour l'intégrale le long de GH, 'argument de z ayant augmenté de 27

ou l'on a posé z = ze
en parcourant le cercle BDEFG.

Si I'on prend la limite quand € — 0 et R — oo, remarquant que la deuxiéme et la quatriéme

intégrales tendent vers zéro, on trouve

fe’e) 0
p—1 2mi(p—1) .p—1 .
/ x dr + /ﬁdm = rieP—Vm
14z 1+x
0 o)
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ou

T -1
(1 . 62m’(p—1)) / i dr = 27T2'6(P—1)m'
1+
0
si bien que
L/‘xpl 2mieP—1mi 2mi 2mi 27i m
1 + 1— e?m(p—l) 6—(p—1)7r2 _ em(p—l) e~ PTipmi _ omipp—Ti eTip _ o—pmi sin (p,ﬂ-)

Exercice 8 :

ch
Montrer que / (ax)dx = %: ou |a| <1
chz 2 cos (—)
0 2
Solution.
Considérons / dz ou C' est un rectangle de sommets y
chz 2]
C . 2 !
—R, R, R+ mi, —R + i, voir figure 4 ci-contre. Les poles -~ R*A R+p
de sont simples et sont obtenus pour chz = 0, i.e. %
chz
1
z = (k + 5) mi, k € Z. Le seul pole situé a l'intérieur de "R g R %
: 2
C est L.
2 az ; Figure 4
Le résidu de — en 2z = = est
chz 2
Y ( i7r> e s s iz
im (z—— = , = = —ie"2.
2
On a donc d’aprés le théoréeme des résidus,
e . gz in
/ dz = 2mi (—26“ 2 ) = 2me2,
chz
c
ce qui peut s’écrire
R T —R
e J ea(R—l—iy) p ea(m+7ri) J 0 ea(—R—l—iy) J in
x4+ [ ———idy+ | —————de+ | —————idy = 2me” 2. 3
/ch$ /Ch(R+zy) Y /ch(a:+7rz) /Ch(—R—{—zy) Y (3)
—R 0 R s

Quand R — oo la deuxiéme et la quatriéme intégrale du premier membre tendent vers zéro.
Pour montrer cela considérons la deuxiéme intégrale ; de

€R+iy _|_ e—R—iy
2

ek,

lch (R + iy)| =

1 . Ch
> Gl e} -

(" ) >

N | —
] =
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on déduit
iy

7 a(R+iy) aR
e e
iyl < dy = dmela=DR
/ch(R—l—iy)Zy _/leRy i
0 0

4

et le résultat en découle si I'on remarque que le second membre tend vers zéro quand R — oo
car |a| < 1.
De la méme fagon on peut montrer que la quatriéme intégrale du premier membre de (3) tend

vers zéro quand R — oo. L’égalité (3) devient alors

R R
e [ e i
lim dz + e | —dz } = 2mwe* 2
R—o0 Ch X Ch T
-R -R
ou
R
. e(m i
(1 + e‘m) lim dr = 2me®2
R—o0 Ch xr
-R

car ch (z + mi) = chx. On a donc

R o)

i
. e er 2met 2
lim dr = dr = - = — — = —
R—oo | chux chz 1+emm  gmag 4 ey cos (7)
—R —00
De
o0
Chx cos (%)
—00 0

on tire en changeant x en —x dans la premiere intégrale

~ cos (M)’
J J J (%)
d’ott 'on déduit le résultat cherché.
Exercice 9 :
L 241
Démontrer que / %de = 7 Log 2.
4+ 1
0
Solution. y
'y .
On considére 7{ Mdz le long du contour C' formé
22+1 c G
c
d’une portion de I'axe réel de —R a R et du demi-cercle I' de
L ' :
rayon R, voir figure 5 ci-contre. Le seul pole de M
22+ 1 = =
X
10/11
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intérieur a C est le pole simple z = i, et le résidu est

. . Log(z+1i)  Log(2i)
G- oG - 2

On a donc d’apres le théoréme des résidus

L ‘ Log (2i 1
%i%%%QM:QMR@(ﬁ@:2m<(%§O>:WL%@U:Wm@%Wf%

en utilisant la détermination principale du logarithme. Ce résultat peut s’écrire sous la forme

1
dz=7ln(2) + §7r2i

/RLog(iji)der/Log(z—H)

2 +1 22 +1
-R r
ou
OL + 'RL + Log (z + 1) 1
og (z +1) (x +1) og(z+1 5.
d ——dz=nIn(2) + =7*i.
/ 2?2 +1 I+/ 2?2 +1 +/ 211 7Tn(>+27TZ
-R 0 r
En changeant z en —x dans la premiere intégrale, on obtient
[Log(i—x),  [Log(its)  [Loa(:+1) 1
og(t—x og(i+x og(z+1 B 9.
PR [P e [P e =@ 4 g
0 0 r
ou puisque Log(i — z) + Log(i + ) = Log(i* — z*) = Log(z?* + 1) + mi,
RL R Log )
og (z? +1) ) og(z+1 1,5,
d ———2dz =7In(2) + =7“i.
/ 22+ 1 :“ﬁ/ﬁ+4 / sy e @) g
0 0 r

Quand R — oo lintégrale le long de I tend vers zéro car

Log(R+1)+2m
R? -1

lim . R| =0.
R—oo 22 + 1 R—oco RZ eZzt + 1 R—00

r 0

L ' [Log (R ¢t
/Mdz = lim og (f2 e +Z)R eltdt| < 11 ‘4
On a alors en prenant les parties réelles et imaginaires

R [e's)
2 2
lim /Mdm _ /de o
2 +1 2 +1
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