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Fonctions élémentaires
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1.1. Fonctions complexes

1.1 Fonctions complexes

Définition 7
Soient A et B deux ensembles non vides dans C. Si & chaque valeur z € A, il correspond une

ou plusieurs valeurs w € B, on dit que w est une fonction de z et on écrit w = f (2) ou
f: A —B

z —w=f(z).

La fonction w = f (z) définie une correspondance entre deux plans complexes.

w = f(2)

Exemple 5

z—w = f(2) = 22. Par exemple, la valeur de f en z = 2i est f (2i) = (2i)° = —4. »

1.1.1 Fonctions uniformes et multiformes

Définition 8
e Si une seule valeur de w correspond & chaque valeur de z on dira que w est une fonction

uniforme de z ou que f (z) est uniforme.

e Si plusieurs valeurs de w correspondent & chaque valeur de z, on dira que w est une

fonction multiforme de z.

Remarque 9
e Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de fonctions uniformes,

chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonction.

e On choisit habituellement un élément comme branche principale, ainsi est appelée

détermination principale. =



1.1. Fonctions complexes

Exemple 6

Siw = f(z) = 22, a toute valeur de z il correspond une seule valeur de w. Donc f (2) = 2% est
une fonction uniforme de z. =

Exemple 7

Si I’on considére la fonction w = f(z) = 22, & chaque valeur de z correspondent deux valeurs

de w. Donc f(z) = 22 est une fonction multiforme de z. =

1.1.2 Fonctions inverses

Siw = f(z), on peut aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut s’écrire sous la forme

z=g(w) = f~!(w). La fonction f~! est appelée la fonction inverse de f.

Exemple 8

La fonction g (z) = 22 est la fonction inverse de la fonction f (z) = 22. =

1.1.3 Transformations

Définition 10
Si z = x + 1y, on peut écrire f (2) comme f (z) = f (z +iy) = u (z,y) +iv (x,y). Les fonctions

u et v sont appelées, respectivement, partie réelle et partie imaginaire de f. On note

u=TRe(f) etv=Im(f).

Exemple 9
f(z)=2" = (z+iy)° = («* - 3z?) + (yz* — ¢*) .

Les parties réelle et imaginaire sont u (z,y) = 23 — 3zy* et v (z,y) = 3yz? — > =

1.1.4 Limites

Définition 11
Soit f une fonction complexe & une variable complexe, on dit que f admet une limite [ en

20 = To + 1Yo, et on note lim f(z) = [, si et seulement si

z2—20

Ve>0, 30 >0telque 0 < |z — 2| <d=|f(2) =] <e.




1.1. Fonctions complexes

Exemple 10
Soit f (z) = 2% Par exemple lim f (2) = f (i) =* = —1. =

Z—1

- . I
Proposition 12

Posons | =a+1b et f =u+ v ot a,b,u et v sont des réels, alors

220 (m,y)—»(mo,yo) (Iuy)*(zo,yo)

lim f(z)zl(z){ lim  wu(z,y)=aet lim v(m,y):b}.

- /

Remarque 13
Quand la limite d’une fonction existe, elle est unique. Si la fonction f est multiforme la limite

de f quand z — zg peut dépendre de la branche choisie. m

1.1.5 Continuité

Définition 14

Soit f une fonction complexe uniforme. La fonction f est dite continue en zg si lim f (2) = f (2).
Z—Z20

Une fonction f est dite continue dans une région du plan complexe si elle est continue en tous

les points de cette région.

Exemple 11
Soit f la fonction définie par
22 siz#i
0 siz=u.
Quand z tend vers i, f (z) se rapproche de 1> = —1, i.e. lzifif (2) =i® = —1. Mais f (i) = 0.
Donc lZILI}f (2) # f (i) et la fonction n’est pas continue en z = i. =
Remarque 15
La fonction f = u + v est continue dans un domaine si et seulement si la partie réelle u et la

partie imaginaire v sont continues. m
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1.2. Fonctions élémentaires

1.2 Fonctions élémentaires

1.2.1 Les fonctions polynémiales

Les fonctions polynomiales sont définies par
f(2)=P(2) = ap,2" + a, 12" + ...a22® + a1z + ay,

ou a, # 0, ag,a,...a, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé le degré du

polynéme P (z).

1.2.2 Les fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont définies par

az+b
cz+d’

ou P et () sont des polynomes. Le cas particulier f(z) = ou ad — be # 0 est appelé

transformation homographique.

1.2.3 Les fonctions exponentielles

Les fonctions exponentielles sont définies par
f(2) =¢e"=e"" = ¢" (cosy + isiny)

formule dans laquelle e est la base des logarithmes népériens, e ~ 2, 718. Si a est réel et positif

on définit

a? = ezLoga'

Les fonctions exponentielles complexes ont des propriétés analogues a celles des fonctions ex-
Z1

ponentielles réelles. Ainsi par exemple e*1e*2 = ¢*11%2 —=e
e~2

z1—22
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1.2. Fonctions élémentaires

1.2.4 Fonctions trigonométriques

Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires, sin z, cos z, etc., & I'aide des

fonctions exponentielles de la maniére suivante.

) eiz _ e—iz eiz + e—iz
Sl 2 = 2— cOSg = ——
1
1 2 1 21

secz = = — . CSC 2z = — = — -

COS 2 e + e t® Sin z e — e

sin z e —e cosz i(e” +e %)
tgz = = cotgz = =

cosz  i(e* 4 e7i?) sin z e — e~

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables dans le cas

complexe. Ainsi par exemple sin? z + cos? z = 1, sin (21 + 29) = sin z; cos 29 + €OS z; sin 29, ...

1.2.5 Les fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :

ef —e’* e+ e *
hz=— hy — — —
sh z 5 chz 5
1 2 1 2
hz = = cschz = =
eci e chz e*+e* shz e*—e %
thz_shz_ez—e_z cothz—ChZ—€Z+€_Z

chz e*+e* shz e*—e?
Les propriétés suivantes sont encore vérifiées :

ch?z—sh?z =1, sh(z; + 2») =shz; ch 2o+ ch 2y sh 2, ...

Les fonctions trigonométriques (ou circulaires) et les fonctions hyperboliques sont liées par les

relations suivantes :

sin (iz) =ishz  cos(iz) = chz  tg (iz) =ithz
sh (iz) =isinz  ch (iz) =cosz  th (iz) = itgz.
1.2.6 Fonctions logarithmiques
La fonction f (z) =Logz, z # 0 est définie comme 'inverse de la fonction exponentielle e*.
w= Logz & z=e¢e".
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1.2. Fonctions élémentaires

Question : Pour un nombre complexe z donné, le nombre w qui vérifie z = €" est-il unique?

Réponse : Posons z =z + iy et w =u+iv. On a

z=¢€" & z+iy=e""" =¢e"(cosv+isinv)

& {|z| =€ et v= Argz+2kn, k€ Z}.

D’ott w n’est pas unique car

w= Logz=u+iv=1In|z|+i(Argz +2knm), k € Z.

6roposition 16
La fonction Logz, z # 0 est une fonction multiforme définie par
Logz =In|z| +iargz
=In|z|+i(Argz +2km), k€ Z, ou —7w < Argz <.
- J
Remarque 17
La détermination principale ou valeur principale de Log z est souvent définie par
Logz =1In|z| +iArgz, ou — 7 < Argz <. .
Exemple 12
Log(—1) =In|—1| +iarg(—1) =i (7 + 2km), k € Z.
Pour la détermination principale, Log (—1) = im. =
Les propriétés suivantes sont vérifiées (modulo[27i]) :
Log (z122) = Logz + Logz ;  Log <ﬁ> = Logz; — Logz, ;  Log (2") =nLogz.
22
Exemple 13

Utilisons la détermination principale du logarithme :
Log (1+4) =In[l +i| +iArg (1+4) =Inv2+ %-,

Log (—1) =In|-1| 4+ ¢ Arg (—1) = 74,

Log ((1+1i)(—1)) = Log (=1 —i) =In|-1—i| +iArg (=1 —i) = Iny/2 — %Tﬂz

On remarque que Log ((1 4 1) (—1)) =Log (1 +4) + Log (—1) — 27i. =

13




1.2. Fonctions élémentaires

1.2.7 La fonction 2z

La fonction z%, a € C, est définie par

S0 — eaLogz.

De méme si f (z) et g (z) sont deux fonctions données, de z, on peut définir

f (Z)H(Z) — o9(2) Log f(2)

En général de telles fonctions sont multiformes.
Exemple 14

-

7t = e71L0gz _ efz(1n|z|+zarg(z)) =t (%—F?]ﬂr) _ 6g+2]{3ﬂ', ke,
, . . .. g us
La détermination principale est i7" = e2. =

Remarque 18

Ona (2%)" =29 o € C, k € Z. Mais (2*)° # 2° dans le cas général si o, 3 € C. m

Exemple 15
On a ((_Z-)2)i _ (_1)2‘ _ eilos(-1) — gillnl-lliarg(-1)) _ o2 t2km) _ om2%7 L < 7. Mais
(—i)% _ p2iLog (i) _ p2i(In|—i|+iarg(—i)) _ 6212(—g+2kw) — T LT .

1.2.8 Fonctions trigonométriques inverses
1 1
Arcsinz = = Log (zz +V1-— 22) Arcosz = = Log (z +V22 - 1)
(4 ]

1 141 1 '
Arctgz = gLog ( —|—zz) Arcotg z = ;Log (Z+Z) :
i i

1—1z zZ—1
1.2.9 Fonctions hyperboliques inverses
Argsh z = Log (z +Vz22+ 1) Argch z = Log (z +Vz22 - 1)

1 1 1 1
Argth z = = Log R Argcoth z = = Log it .
2 1—2 2 z—1
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