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Intégration dans le domaine complexe
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3.1. Chemins et courbes dans le plan complexe

3.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

Définition 32

Un chemin est défini comme étant une fonction continue Im z

d’un intervalle réel [a,b],a < b, vers le plan complexe.

l[a,b] — C

t o=zt =x()+ay(t).

Ses points initial et final sont zy = z (a) et 21 = 2 (b). Rez

La fonction t — z (t) est souvent notée t — 7 (t).

Définition 33
L’image C' = {z(t) € C, t € [a,b]} s’appelle courbe dans le plan complexe paramétrée par la

fonction ¢ +— z (t) .

Exemple 32
Les fonctions z (t) = 3cost+3isint, 0 <t < et 2 (t) = —3+3cost+i (2 +sint), 0<t <27

définies des chemins dans le plan complexe.

Im 2 Im ~

21 =2(3) 20 = 21

(2(0) = 2(2))
Rez

z; = 2(0) ‘\»—/ # , Rez

z(t) =3cost+3isint, 0 <t <3 || 2(t) = —5 + 2cost+i (3 +2sint), 0 <t < 2m.

Exemple 33
Im 2

— it 1
Le cercle de centre zy et de rayon r est une courbe 2(t) =z +re

paramétrée par la fonction

z(t) =zo+ 1 (cost+isint), 0 <t < 2m, \ ] Rez .
NoZe
ou i
z(t) =z +re’, 0<t<2m. Cercle de centre zg et de rayon r
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Exemple 34

Im =z
Le segment d’extrémités zo et z; noté [z, 21] est | .

une courbe paramétrée par la fonction 2(t) = 20 +t(21 — z0)

z2(t) =z (1 —t) +ter, 0<E <1, x ~ Rez =

7

20

ou

z(t) =2 +t(z1—2), 0<t <1 Segment d’extrémités zg et z

Définition 34

1. Si les points initial et final d’un chemin coincident, il est appelé chemin fermé ou lacet.

2. On dit qu’un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme i.e. il n’a pas de points

doubles.

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

Exemple 35

Im z z Imz z

| \/ Rez \/Réz'\ ; " Rez Re 2

’ Chemin fermé et non simple

’ Chemin non fermé et simple ‘ ’ Chemin non fermé et non simple ‘ ’ Chemin fermé et simple

3.2 Intégration le long d’une courbe

Soit D un domaine du plan complexe C et soit C' une courbe paramétrée par un chemin
z: |a,b] — D
t =z,
tel que 2’ () existe et continue. Soit f une fonction complexe continue définie sur D
f+ D —C
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Définition 35

Imz

On définit I'intégrale de f le long de la courbe C' par

[ = / £ (=) (1) dt

Si la courbe est fermée et orientée dans le sens inverse des aigu-

illes d’'une montre © on note ]{f (z) dz au lieu de /f (2)dz. ' ' ' ' " Res
C & i

Remarque 36
1. L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un chemin, ou

intégrale curviligne complexe.

2. Le sens inverse des aiguilles d’'une montre est aussi appelé le sens positif ou sens direct. m

Exemple 36
Soit C' I'arc {z (t) € C tel que z (t) = 2¢",0 < ¢ < 3T}, Im 2
Evaluons lintégrale / 22dz.
C
C
On a dz = 2/ (t) dt = 2iedt. Alors Ré 2
2 T it\2 o it T . 3it # = #(0) )
27dz = (26 ) 2ie"dt = 8ie”"dt
C 0 0 21 =2(3%)
3

g .17 , .
_ |:_€31t:| _ §6617r . §€gz7r — § o §Z
., 3 3 3 3

60position 37 \

Si f(z) =u(z,y)+iv(z,y) et z(t) = x(t) + iy (t), I'intégrale /f (z) dz peut étre exprimée

C
sous la forme suivante :

/f (2)dz = / (u+iv) (dx + idy) = / (udx — vdy) + i (vdx + udy)

_ / {u@ ),y @) () —v(x(t),y )y (1)} dt

a

b

+i/ {o(z ),y @)z (t) +ulz(t),y )y (£} dl.

a
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Exemple 37
Calculer /f (2)dzon f(z) =iz =y +ix et Py 2
2z = 2(2)
C={(t?3t) eR* t € [-1,2]}. C
Onaxz(t) =12, y(t) = 3t et
\ Rez
o . o / . o 3. +
dz = dz +idy = (2/ (t) + iy (t)) dt = (2t + 34) dt. 20 = 2(—1)
Alors
t=2
[r@i= [ @o+iae o+ 0
t=—1
2 2
= / (t +it?) (2t + 34) dt = / (3% + i (26 + 3t)) dt
1 “1
[36° +i (3t* + 24%)] ", _§+%9z'.
3.2.1 Propriétés
I
Soit C une courbe dans le plan complexe. On note par —C/, e
la courbe C' orientée dans son sens inverse. On suppose que
C = C7 Uy avec le point final de la courbe C; coincide 4 Oy
avec le point initial de la courbe C\. ; 1/ ; ; : :
Rez
Si f et g sont intégrables le long de C, alors

1. /(f(z)+g(z))dz:/f(z)dz+/g(z)dz.

C C C

: /af( )dz = a/f ) dz ol «v est une constante dans C.

/f - [1)a:
4./f(z /f dz—/f dz+/f

C1UCo
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Exemple 38
Im 2
. 31 > 3+ 31
Evaluer / zdz ou C est la courbe formée des segments s
c
joignant —: & 37 et 3¢ a 3 + 3i. Lo,
Soit ¢ = {(4t—1)ie€C, 0<t<1} le segment

joignant —i a 3i et Cy = {3t+3:€C, 0<t <1} le —
€z

segment joignant 3¢ a 3 + 3. —id

Sur le segment C4, on a z (t) = (4t — 1)4, dz = 2/ (t) dt = 4idt et

/zdz—/ (4t — 1) i (didt) = /(16t—4)dt:[8t2—4t};:4.
C1

Sur le segment Cy, on a z (t) = 3t + 3i, dz = 2’ (t) dt = 3dt et
1 1 .
/ zdz = / — (4t — 1)i (3dt) = / (=12t + 3)idt = [(—6t* + 3t) i] , = —3i.
Co 0 0

Le résultat demandé est / Zdz = / zdz + / Zdz =4 —31. =
1 Cs

Longueur d’une courbe

Soit C' une courbe paramétrée par un chemin
z: [a,b) —C
t —z(),

tel que 2’ (t) = 2’ (t) + iy’ (1) existe et continue.

La longueur L¢ de la courbe C' est définie comme étant

to= [ ona= [\ @@ o oP

Exemple 39
Imz
Trouver la longueur du demi-cercle
C
C={z(t)eCouz(t)=2e" te0,n]}.
L . Rez )
On a 2/ (t) = 2ie" et donc |2/ (¢)| = |2ie™| = 2. .
™ z(m) = =2 2(0) =2

D'ott L¢ = / 2dt = [2t]7 = 2r.
0
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Théoréme d’estimation

Soit f une fonction complexe continue définie sur un domaine D du plan complexe C

f: D —=C
z = f(2).

Soit C' une courbe paramétrée par un chemin

z: |a,b] — D
t = 2(t),

tel que |f (2 (1) < M, Vt € [a,b], i.e. |f(z)| est bornée sur C' par une constante réelle M.
Alors

z)dz

< 1@ e < 01 ze,

INCICE /|f DI 12 ()] de

et Lo est la longueur de la courbe C.

o, par définition,

Exemple 40

Im 2z

Soit C' le segment d’extrémités —1 et 3+ 3¢ qui est définie par 3431

C={z(t)eC, te|0,1] onz(t)=—1+4t+ 3it}.

Vérifier le théoréme d’estimation pour f (z) = RezIm z = xy. /

&

-1 Re z

On adz =2'(t)dt = (4 + 3i) dt et donc d’une part

/f

D’autre part

25
= — =12,5.
2 9

1
( 1+ 4t) (3t) (4+3i)dt‘ = ‘10+ 75@

/|f )| |dz| = /|f N 12 (1) dt = /\ —1+4t) (3t)| (5) dt :%5:12,8125.

Ainsi M = sup |(—1+4t) (3t)| =9 et Lc =5.
0<t<1

Alors le théoréme d’estimation est vérifié car 12,5 < 12,8125 < 45. a
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3.3. Théorémes de Cauchy

3.3 Théorémes de Cauchy

3.3.1 Domaines simplement ou multiplement connexes

Un domaine D du plan complexe est dit simplement connexe si toute courbe fermée simple

de D peut étre réduite par déformation continue & un point sans quitter D.

Dans le cas contraire D est dit multiplement connexe.

Simplement connexe

| Tl< 2] < %/
7
N 7

~ 4

Multiplement connexe

Multiplement connexe

Intuitivement, un domaine sans trous est simplement connexe mais s’il possede au moins un

seul trou il est multiplement connexe.

3.3.2 Théoréme de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe D

et sur sa frontiére C. Alors

z=0.

Fr)a

Im 2

N

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoréme de Cauchy, il est a la fois valable

pour des domaines simplement connexes ou multiplement connexes.
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3.3. Théorémes de Cauchy

Exemple 41

Soit le cercle de centre 0 et de rayon 2,
C={z(t)eC, te|0,2n] on z(t) =2e"}.

Calculer ]{ zdz.

C
On a dz = 2/ (t) dt = 2iedt, alors

2

2
]{zdz = /26it (2ieitdt) = 4i/e2itdt = [26%1 iﬂ =2-2=0.
C 0 0

Q

Rez

@oposition 38

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe

limité par deux courbes fermées simples C' et C et sur ces

ff(z)dz:ff(z)dz.

ou C' et C; sont décrites dans le sens positif relatif a leur

courbes. Alors

intérieur.

Exemple 42

1
Calculer 7{ —dz, ou C est ellipse définie par
z
c

C={z(t)eC, te]0,2n] ou z(t) =2cost + Jisint}.

1

La fonction z —— — est holomorphe dans le domaine limité
z

par les courbes C' et (; et sur ces courbes, ot C] est le cercle

de centre 0 et de rayon 1

Ci={z(t)eC, te[0,2n] ou z(t) =¢€"}.

Alors d’apreés la proposition précédente
2

\J Rez

2m
1 ]_ 1 it . .12 .
%;dz:f;dz:/gd(e):/zdt:[zt]o = 2mi. .
C Ch 0

0
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3.3. Théorémes de Cauchy

3.3.3 Primitives et intégration

Si f et F' sont holomorphes dans un domaine connexe D et telles que F' (2) = f (2), alors F

est appelée intégrale indéfinie ou anti-dérivée ou primitive de f et est notée

F(z)= /f (2)dz.
Exemple 43

On a - (322 — 4sin z) = 62 — 4 cos z, alors
z

/(6z—4cosz)dz =322 —4sinz+c¢, ceC.

La fonction z + 322 — 4sin 2z est une primitive de z + 62 — 4cos z. =

Théoréme fondamental de l’intégration

Imz

Soient f et F' deux fonctions holomorphes dans un
domaine connexe D telles que F' (z) = f(z). Si 2 et
z1 sont deux points quelconques de D, alors pour toute

courbe C' de point initial z; et de point final z3, on a

/ f(z)dz = / F(2)dz = [F ()] = F(2) — F ().

Cela signifie que si f est holomorphe alors la valeur de I'intégrale est indépendante du chemin
suivi pour aller de zy & z;.
Exemple 44

Evaluer /ZZdZ de zg = 0 & 2; = 3+ 3i le long de la parabole 2z =3+3
c

Cy={z(t)€C, t€0,3] ouz(t) =1’ +it}

et le long du segment de droite

Cy={2(t) €C, t€|0,1] ou z(t) = 3t + 3it}.

Rez

Sur la parabole Cy, on a z (t) = 3t* + it, dz = 2/ (t) dt = (3t + 1) dt et

3
/ 2edz — / 2 (362 +it) (2 ) de = [(32 +)"] = 18
C1 0 0
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3.3. Théorémes de Cauchy

Sur le segment Cy, on a z (t) = 3t + 3it, dz = 2/ (t) dt = (3+ 3i) dt et

1
t/Za&::/2Cﬁ+3ﬁﬂ3+&ﬁﬁ:[Bt+&ﬂﬂ;:1&.
Ca 0

3+3i
Par le théoréme fondamental de I'intégration / 2zdz = / 2zdz = [22]3+3i = 18i.

c 0
Nous observons comment il est plus facile d’évaluer ces intégrales en utilisant une primitive, au

lieu de paramétrer les chemins d’intégration. =

3.3.4 Formule intégrale de Cauchy

Imz

Soit f une fonction holomorphe a lintérieur d’une
courbe fermée simple C' et sur C, soit w un point in-

térieur & C, alors

1
N O
2m ) z—w
C

fw) =

ou la courbe C' est décrit dans le sens direct.

De méme la n-iéme dérivée de f en w est donnée par

|
£ () = %f%dz, n=1,23,..
C

e Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales de Cauchy et sont trés
remarquables car ils montrent que si une fonction f est connue sur la courbe fermée simple
C, alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout

point situé a U'intérieur de C'.

e Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiére dans un domaine
simplement connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D.

Ceci n’est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.
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3.3. Théorémes de Cauchy

Exemple 45

Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer Im z
1
]{(z p Y 1)dz le long du cercle 1 N
¢ ‘ Rez
C={z(t)eC, tel0,2n] onz(t) =2+ ¢e"}. — .

La fonction z +— f(z) = est holomorphe a il
z

z+1
I'intérieur du cercle C' et sur C, alors d’apres la formule

intégrale de Cauchy avec w = 2, on a

I B AC PR B
f<z_2>(z+1)dz—fz_zd2—2mf(2)—27r12+1—3 : .

Dans ce qui suit on énonce quelques théorémes importants qui sont des conséquences des for-

mules intégrales de Cauchy.

Inégalité de Cauchy

Si f est holomorphe & lintérieur du cercle C' et sur C, ou C désigne le cercle d’équation

|z — 29| =, alors

| £ (20)] < ]\f—:' n=01,2,..

M désignant une constante telle que |f(z)] < M sur C, i.e. M est une borne supérieure de

|f(2)] sur C.

Théoréme de Liouville

Supposons que quel que soit z dans le plan complexe
(a) f est holomorphe (b) f est bornée, i.e. |f(2)] < M, ou M désigne une constante.
Alors f est constante.

Théoréme fondamental de ’algébre

Toute équation algébrique P (2) = ag + a1z + a2z + ... + a,2", a, # 0, posséde exactement n

racines, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
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