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5.1 Reésidus Im z

C
Soit f une fonction holomorphe et uniforme a 'intérieur d’un
cercle C' et sur C', excepté au point z = zg centre de C'. Alors ”
f (2) posséde un développement en série de Laurent dans le
voisinage de z = 2y, donné par ’ ~——— T Res
+00 -
f(z)= Z an (2 —20)" = ag+ay(z — 20) + az (z — 2)° + ...
a_ a_ a_
b2+

z—2z0 (z— 20)2 (z — 20)3

43



5.1. Résidus

ou

1
an:—j{%dz, n:...—2,—1,0,1,2,... (52)
211 (z — ZO)
Dans le cas particulier n = —1 on a

]{f (2)dz = 2mia_q. (5.3)
C

Observons que 'intégrale j{ f (2) dz s’exprime a 'aide du seul coefficient a_; de (5.1).
c

On peut obtenir formellement (5.3) a partir de (5.1) par intégration terme a terme en utilisant

le résultat
1 271 =1
j[ ——dz = b (5.4)

C(Z_Zo)p 0 pEeEZL, p#l.

{ Définition 45)

Avec les notations ci-dessus, le coefficient a_; du développement de Laurent de f au voisinage

de zo s’appelle le résidu de f (z) au point zy et se note

~ omi

1
Res (f,z0) = a_1 f(2)dz.
f

5.1.1 Calcul des résidus

Pour obtenir le résidu d’une fonction f en z = z, on pourrait croire d’apres (5.1) a la nécessité
d’écrire le développement de f(z) en série de Laurent dans le voisinage de z = z,. Dans

beaucoup de cas on peut déterminer le résidu sans passer par le développement de Laurent.

Pole simple

Si z = zp est un pole simple le calcul du résidu est particuliérement simple

Res (f,20) = lim (z — z0) f (2). (5.5)
z—20
Exemple 55
Trouver le résidu de f (=) et 1
rouver le résidu de f(z) = en z = 1.
(z+2)(z—1)
Le point z = 1 est un pole simple et le résidu en z = 1 est
z+1 z+1 2 .
R 1) =1i -1 = li =—.
es(f,1) = lim (= >{(z+2)(z—1)} lz+2 3
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5.1. Résidus

Remarque 46

Si z = zp est un pole simple et f (z) se présente sous la forme

P(z) /
f(Z) Q(Z)7 Q(ZO) € Q (ZO) % )
alors
P (=)
Res (f, z) = 5.6
(f 0) Q/ (ZO) ( )
Exemple 56
z+1
Trouver le résidu de f (z) = A A= —1.
Le point z = —1 est un pdle simple et le résidu peut étre calculé par la formule (5.6) :
o1 oot -
_ _ e 1
Res (f,—1) = =1 a==1 _ _ -
(51 1y 32 30T 3 :
z=—1 =
Pole d’ordre k > 2
Dans le cas ol z = zy est un pole d’ordre k£ > 2, le résidu a_; est donné par la formule
Res (£, 20) fim — L= () .7
es(f,z0) =a_1=lim —————< (2 — z 2) ¢ :
' Pk (k= D)lde T ’
Si k = 2 (pole double) le résultat est
. d 9
Res (f,20) = zh_{glo e {(Z —20)" f (z)} : (5.8)
Exemple 57
Trouver le résidu de f (z) = il 5 en z = —1. Le point z = —1 est un pole double et
(z—1)(z2+1)

on a d’apres (5.8)

Res(f,—l)zzlimld%{(z+1)2((2_1)i2+1)2)}:—i .

Point singulier essentiel

Si z = zg est un point singulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utilisant des

développements en série connus.
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5.2. Le théoréme des résidus

Exemple 58

Sif(z)= e, alors z = 0 est un point singulier essentiel et d’aprés le développement connu

u?  ud
avec 4 = ——, on trouve
z
-1 1+ 1 1 .
er=1—-—+——-———=++...
z 2122 3123

1
ou l'on voit que le résidu en z = 0 étant le coefficient de — sa valeur est —1. =
z

5.2 Le théoréme des résidus Im 2

Soit f une fonction uniforme et holomorphe &
I'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C,
sauf en un nombre fini de singularités zi, 2o, 23, ... 2,
intérieures a C'.

Alors le théoréme des résidus établit que

Rez

]{f (2)dz = 2m’ZRes (f,2x) -
2 k=1

i.e. L’intégrale de f (z) le long de C' est égale a 2mi fois la somme des résidus de f(z) en les
singularités contenues dans C'. Notons que le théoréme de Cauchy et les formules intégrales

sont des cas particuliers de ce théoréme.

Exemple 59
2 +1
Calculer j{f (2)dz ou f(2) = — 1 et C, le cercle
z
Cr
centré a l'origine et de rayon r, r # 1.
3
1
La fonction f(z) = Z2 1 ] posséde deux poles simples
z
Z1=1, 2= —t1etona
23 +1 2 +1 L L
, , e
Res (f,i) = 2= = == = ,
(22 + 1) 22| . ?
241 241 |4 |4
et Res(f,—i) = 2=t 2=t _Z = .
(224 1) 2z . 2 2
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5.3. Application du théoréme des résidus

2 +1
22 +1

Notons que pour 0 < r < 1 l'intégrale f dz = 0 car la fonction f (z) est holomorphe &

Cy
I'intérieur de C, et sur C,. Mais, si r > 1 on aura

2 +1 . , : (1=i =1+ :
sz n 1dz = 2mi (Res (f,7) + Res (f, —i)) = 2m< 5 + 5 ) = —27i. u
Cr

5.3 Application du théoréme des résidus

5.3.1 Théorémes particuliers utilisés pour le calcul d’intégrales

Im z

Lorsque 'on calcule certaines types d’intégrales, il I'g

est souvent nécessaire de montrer que / F(z)dz
I'r
et / F (2) €*dz,a € R* tendent vers zéro quand

I'r Rez
R — 400, ou I'p est un demi-cercle centré a ~p R

I’origine et de rayon R.

Les proposition suivantes sont fondamentales.

{Proposition 47}

M :
Si|F(z)] < T bour z = Re", ou k > 1 et M sont des constantes, alors si I'p est le
demi-cercle de la figure ci-dessus, Rlim F(z)dz = 0.
— 400
I'r

{Proposition 48}

M ,
Si |F(z)] < T pour z = Re"™ ou k > 0 et M sont des constantes, alors si I'g est le
demi-cercle de la figure ci-dessus, Rlim ¢ F (z)dz =0, € R*.
——400
r
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5.3. Application du théoréme des résidus

5.3.2 Application aux transformées de Fourier

{Déﬁnition 49]

+oo
Soit f : R — C une fonction continue telle que / |f ()] dz < +o0.

Sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

+oo

(&) =F () (€)= f(x) e da.

La transformée de Fourier est un outil essentiel des mathématiques appliquées. Elle peut

souvent étre obtenue via le calcul des résidus.

Exemple 60 R4t Cr Im z R+ i€
Calculons la transformée de Fourier de la fonc-
$2
tion f définie par f(x) =¢e 2. ¥ 1
Z2
Considérons / e 2 dz ou Cg désigne le rectan-
C Rez
R >
gle d’extrémités —R, R, R+i& et —R+1£, € > 0. -R R
22 52
La fonction z — e~ 2 n’a aucune singularité a l'intérieur de Cr, alors / e 2dz=0,ie.
Cr
R 3 . -R . 0 .
a2 _ (Btiy)” _ (z+i€) _ (=BR+iy)”
/e 2da:—|—/e 2 zdy+/e 2 da:+/e 2 idy = 0.
-R R ¢

R+1y)

7R2+y2
e :/e 2 dy — 0 quand R — 400. De méme

0

0

9 9
(R+zy)
Ona|[e <
0
0
_ (=R+iy)® .
/ e 2 idy — 0 quand R — +o00. Donc, lorsque R — 400, on obtient
3

+o0 +o0

_a? (Iﬂf)
/e 2 dr — /e dr =0,
il vient alors
iy e
/e_ 2 dxr = /e_de = V2.

On en déduit que

R +oo ) too g2 g [too (iH'Zf) e
f(= f(x) R / e 2e 0y = ¢ 2 / dr =/ 27me 2 =

o0
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5.3. Application du théoréme des résidus

Cas d’une fonction rationnelle

P
Soit f (x) = 0 Exi une fonction rationnelle intégrable sur R et z;,Imz, # 0,k = 1,...,n ses
x
poles.
Im z

Pour calculer la transformée de Fourier I'r Or =TrUI[-R, R

A +w .

f(&) = f(x)e* da
de la fonction f par la méthode des résidus, on

) R
consideére /f (2) e7%*dz, £ < 0 ou Cg désigne la oy > 0
Cr

courbe fermée ou le contour fermé formé du segment [—R,+R] et du demi cercle I'p décrit
dans le sens direct.

Si le nombre R est suffisamment grand alors

/f (2) e ®*dz = 2mi Z Res (f (2) e ™%, z)
Cr Im 2, >0
ie.
R
/f (z) e %da + /f (2) e **dz = 2mi Z Res (f (z) e, z)
“R

I Im z;,>0

Si I’on prend la limite quand R — 400 et si I'on utilise le fait que thf /f (2)e"®*dz = 0,
T'r

on obtient

+o0o
f©= /f (1) e %%dy = 2mi Z Res (f (2) 7%, z) , si &€ <0.

Im 2z, >0

R Imz R
De méme, en choisissant le demi cercle avec des R
parties imaginaires négatives on obtient
f(&) =—2mi Z Res (f (z) e7%, 2;), si £ > 0.
Im 2z, <0 FB
Cr=TRrU[-R,R]
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5.3. Application du théoréme des résidus

Exemple 61
1
Calculons la transformée de Fourier de la fonction f définie par f (v) = — 1
x
Onaz?>+1=0pour z=1iet z= —i, ces valeurs de z sont les poles simples de 1 et
z
—i€z —i€z
—i€z € s ¢ o eg
Res <22+1> Z=1 — 2=1 —,
’ 25 21
(22+1) s
—i&z —i€z
—i€z . ¢ z=—1 ¢ 2=—1 6_5
Res (;ﬁ, —z) = = = -
2 / 22 —2i
(22+1) L
Alors
—i€z 66 .
97i Res (—z) si€ <0, oM, si € <0,
~ z%+1 N ¢l
(&)= e = ¢ =me " .
—2mi Res (;ﬁ, —z') , sié>0 _Qm'e_?’ si€>0
—2i

5.3.3 Calcul d’intégrales définies diverses

Le calcul d’intégrales définies généralisées peut souvent étre effectué en utilisant le théoréme
des résidus appliqué a une fonction et a un contour convenables dont le choix peut demander
une grande ingéniosité.
Les types d’intégrales qui suivent sont souvent rencontrées dans la pratique.

+oo

Intégrale du type f(z)dx

— 00

Soit f (z) une fonction complexe holomorphe dans le demi plan Im z > 0 sauf en un nombre
fini de points singuliers isolés zi, 23, ..., 2, de demi plan Imz > 0. On suppose de plus que

M :
|f(z)]gﬁpourz:Re”,k>1etM>O.

On considére / f (2)dz, ot Cf désigne le contour I'r -
)  On . . 29
fermeé formé du segment [— R, +R] et du demi cer-
cle I'p décrit dans le sens direct. . 21
Si le nombre R est pris suffisamment grand alors e Res
-R
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5.3. Application du théoréme des résidus

le théoréme des résidus permet d’écrire

/f (2)dz = QWiZRes (f(2),2r),

Cr k=1

1.e.

/Rf (x) dz + /f (2)dz = 2772';;}{% (f(2), ).

D’aprés la proposition 47, Rlim f(2)dz = 0. Alors lorsque R — 400, on obtient

— 400
g

/f (x)dx = 27r2'ZRes(f (2), 2k) -

Remarque 50

de () n’étant réel, alors la formule précédente est valable, les z; étant les zéros de () tels que

ou P et () sont des polynomes avec deg () > 2 + deg P, et aucun des zéros

Imz, > 0.
Exemple 62
Im 2
+o0 ) Cr=TgU[-R,R]
. ,
Calculons 'intégrale / CER 4)dx.
oo .
Les poles de f(z) = situés a

(2241)(22+4)

Iintérieur du contour C'i sont les poles simples R
(A

z=1etz=21eton a

22 i —i7
Res(10) = ) T ) >
il

Res (f,2i) = lim {(Z — 2i) CENIE +4)} = %

Si R est suffisamment grand alors d’apres le théoréeme des résidus

2 ' ~ , B A s
/(22+1) (22—|—4)dz:QWZ{ReS(f’Z)+ReS(f’2Z)}ZQWZ{E_g} =3
Cr
ie.
R 2 ) )
/(1’2+1)(1¢2+4) x+/(22+1)(z2—|—4) *73



5.3. Application du théoréme des résidus

, M ,
Comme lim R?*|f(Re")| = 1, alors |f (2)] < = pour z = Re", M > 0. Donc d’apres la
R—+o00 R2
proposition 47,

22

lim =0.

dz
R—+oo | (2241) (22 +4)
I'r
Par conséquent, lorsque R — 400, on obtient
“+o0o

/<as2+1><x2+4>dx_§' '

—00

2w
Intégrale du type / R (cost,sint) dt
0

Soit R (z,y) une fonction rationnelle en z et en y qui n’a pas de poles sur le cercle 2 + 32 = 1.
, z—zt 2427t } 1

Si on pose z = et € [0, 27], alors sint = 5 cost = + et dz = iedt ou dt = —dzx.
7 iz

Par conséquent

2 1

- -1
i R(cost,sint)dt:/ER< 5 T >dz.

|z|=1

1 1o,
Posons f(z) = —R (Z +2Z ; : 2'.2
i

1
), on a alors d’apres le théoréeme des résidus
1z

2m n
/ R (cost,sint) dt = QWiZReS (f(2),2k),
0 k=1

ou les z; sont les poles de la fraction rationnelle f (z) qui appartiennent a l'intérieur du cercle

|z| = 1.

Exemple 63
21 1 Imz
Calculons l'intégrale / —dt
0o 9+ 3sint
Pour calculer cette intégrale on va appliquer la méthode /( \ N
(Sy4
ci-dessus qui consiste a poser z = e’ t € [0,27]. Alors ' 5 -/
2m
1 1 2
——dt = dz = d
/0 5+ 3sint / s\ /322+10iz—3z
|z|=1 1z |9+ 32— |z|=1
1
2 —3i
= / . —dz.
(3z41) (2 + 31)
|z]=1
) 2

qui appartient a l'intérieur du cercle

Puisque le nombre %Z est le seul pole de (32 +1) (z + 3)

|z| = 1, alors par le théoréme des résidus

S | 2 —i 2 .
o D+ 3sint (Bz+1i)(2+37)" 3 3(5+3i) 2
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5.3. Application du théoréme des résidus

+00 P
(z) x* ldz

Intégrale du type
o Q)

Soit a un réel strictement positif. Soient P et ) deux polynémes avec deg () > « + deg P, tels

que P (0) # 0 et aucun des zéros de ) n’étant réel positif ou nul. Si zx, k = 1,...,n sont des
P (z)

271 alors Re 2, ¢ [0, +o0l.
Q@ <80l

points singuliers de

On va considérer cette fois la fonction

_ PG — )21 Arg(Logz —m. 7|, e
P = Do Arllogs) € Jomal, o

le contour Cr, de la figure ci-contre ou ’axe réel

positif est la coupure et ot AB et GH coincident

avec ’axe des xr mais sont montrés séparés pour

une meilleure compréhension. Le contour Cg, =
[r, RIJUTRU[R,r]UT, ou I' et ', sont des cercles

centrés a l'origine de rayons R et r.

Si R est assez grand et r est assez petit, alors le

théoréeme des résidus permet d’écrire

s — 27mZRes (P (2) (—z)a_l,zk) |

Q Q(2)
On a -
P (z) a1 g P (z) (a—1)ir .a—1 P (z) _ _a-1
C/Q(Z)( e [y d“F/Q(z)( I
TP(ZB) —(a—1)ir oﬁld . P(Z) . a—ld
+R/Q(ﬂ7)€ x x F/Q(Z)( z) 2.
Lorsque » — 0, on obtient
2
. P a— . P "’ AN it : «
ll_I)% QE:Z; (—2)* ' dz :llir(l) /QE:Z“; (—re) Lreitdt glg%Kr = 0.

Quand R — +o0

2 it |
lim () _ e = tim / o (Fe”) (~Re")* " Retdt| < lim K RP =0,

R—+o0 Q (Z) R—+o0 6“f R—+o0

ol =a-+degP —deg@ < 0. On en déduit que

+oo 0
—(a—1)im P (:E) a— (a—1)im P (fL’) a— _ ; - <P (Z) _ a1 >
1 O/Q (x)q; Yo + el +/ 5 (x)gj Ydx = QWZ;RGS a0) (=) 2 )
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5.3. Application du théoréme des résidus

Par conséquent

0/ P Ei;xa_ldx = Zrom) iRes(S 22 (—2)* 7Zk>

Exemple 64

Par application de la formule précédente on a

e a—1 a—1
/m da::,7T Res (=2) ,—1 :-W 0<a< 1. -
r+1 sin (a) z+1 sin (o)
0
400 P Xe%
Intégrale du type (z) e dr,a >0
o Q2)
. P(x) : : A \ : .
Soit 0@ une fraction rationnelle dont le dénominateur @) () ne posséde pas des racines réelles
x

et deg ) > deg P.

P (z) e'o*
Q(z) 2

Considérons la fonction f(z) = et le
contour Cp, de la figure ci-contre,

Cry = [ RJUTRU[-R,—r]UT, ou I'g et I,

sont des demi cercles centrés a l'origine de rayons

R et r. Donc, d’aprés le théoréeme des résidus on . ‘ — /’

obtient

z

R
P( ) eiaz B P (CL’) eiaac Meiaz CL’ zax P 1az
. Q (2) S0 = Q (z) xder/Q(z) / (z) /Qz

= 271 Z Res < 2) e zk).

Im 2z >0

P(z)ﬁ
Q(2) =z

dz tend vers

Notons que si on procéde comme ci-dessus on vérifie que l'intégrale /

zéro quand R tend vers +o0.

Pour l'intégrale sur I',. on a

. P (Z) eiaz i zare y » P (0)
1 “dt = :
in/ Q) = T / Qren) vt N TTG)

Donc si on fait tendre r vers zéro et R vers 400 on obtient

+OOP($) e *iww ™ es P (z) ¢ Z
Q) T T T 2R ( z’“)

Im z;, >0

54



5.3. Application du théoréme des résidus

Exemple 65

+oo 3
Calculons / ?de.
o (2+1)x ‘

Puisque le nombre ¢ est le seul pole de avec partie imaginaire strictement positive,

(2241)z
alors par application de la formule précédente on obtient
+oo . .
e dr — g oriR et A . .
mz-m—l— T Res m,z —m( —e€ )
Notons que
+oo iz +oo +00 . +o00o .
e CoS T sin x sin x
———dr = | ———d ) | ————dx =2i | —————dx.
/($2+1)$x /($2+1)$ $+2/(x2+1)xx z/(x2+1)$x
—0o0 —0o0 —00 0

On en déduit que

sin x s .
dr=(1—-e1) =
/(962—1—1)33m (1-e )2
0
+o00 CL’)
Intégrale du type Log xdx
o Q (x)
P
Soit 0 Exg une fraction rationnelle dont le dénom-
T

inateur () (=) ne posséde pas de racines réelles pos-
itives ou nulles, P (0) # 0 et deg @ > 2 + deg P.
P

) (Log2,

Q(2)
et le contour Cg, = [r, RJUTr U [R,r]UT, de la

On considere la fonction f(z) =

Rez

figure ci-contre o1 I'g et I',. sont des cercles centrés
a 'origine de rayons R et r.

Si R est assez grand et r est assez petit, alors par

le théoréme des résidus

A ggz; (Log2)*dz = /P(QJ) (Logz)” da + /f R/ i Lo;ggg +2mi)? do — /f

Comme précédemment les intégrales sur I',. et 'z tendent vers zéro lorsque r — 0 et R — +00.

On obtient alors la relation

70; Ez ; (Logz)? dz — 702 Eg (Logz + 2mi)? dw = QWZZRes ( z (Log 2)?, zk) .
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5.3. Application du théoréme des résidus

D’ou
400 +o0
P (z) [ P(x) P(z) 2
_20/ 0 ($>L0gmda: - 2mo/ 0 (x>dx = ;Res (Q B (Log 2) ,zk) :
Alors ) .
" Logxd Res (2 (Log )2
/Q:L‘ ogxdr = — ZeS(Qz ogz),zk) ,
[P, -1 (& (PG
xr o —_ z 9
O 0 (x)dx =3 Im (;Res (Q @) (Log 2) ,zk>) :
Exemple 66
Calculons l'intégrale / T :)Lgf

Ici P(z) =1et Q(x)=(x+1)°, toutes les conditions sont vérifices, d’ot

“+oo

oo e )
:/Ooﬁdx — ;—; Im <Res (ﬁ (Log2)? _1>) |

Comme —1 est un pole triple, pour le résidu on a donc

2
1 1 Log z)”
Res ( 3 (Log 2)?, —1> =5 lir£11 ((z +1)° M)

(z+1) (z+1)°

1 . U 1—Logz
=5 Jim, ((Log2)")" = lim ——==
1—Log (—1
(1)
On en déduit que
+oo
/Log:c 1
1 2’
URTENY
+00
[ - |
1 2
REENY
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