U.S.T.H.B. 2013-2014 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Tjic, ST - GP, Section D

Série d’exercices N° 1 : Fonctions élémentaires

Exercice 1 : Séparer les parties réelles et imaginaires des fonctions suivantes :
a) f(2) = ¢, b) f(z) =sinz, ¢) f(2) =27, d) f(2) = ch(z —i), €) f(2) = 22
Solution. a) f(z) = e % = e @+W) = ¢~Te™W = ¢ (cosy — isiny) = e T cosy — ie " siny,
ez _ =iz eile+iy) _ o—i(z+iy) e—ytiT _ py—ix

b) fz) =sinz = —— = 2 - 2

e V(cosx+isinz)—e¥(cosx —isinz) (e ¥ —eY)cosx n i(e¥+eY)sine

N 2i N 2i 2i
e¥—e™¥ eV +e

=i~y cosT + — sinz = ch(y) sinz + i sh(y) cos z.

Autre méthode : sin z = sin (z + iy) = sin x cos (iy) + cos x sin (iy) .

Puisque cos (i) = ch(y) et sin (iy) = ish(y), on trouve sin z = sin z ch(y) + i cos x sh(y) .
C) f (Z) — 2z2 — €z2L0g(2) — 6(x+iy)2(ln(2)+2ik7r), ke

_ 6(127y2+2i:ry)(1n(2)+2ik7r) _ 6<mzfy2)ln(2)f4k7rxy+2i{(x27y2)k7r+zyln2}

— o(a°=v*) n()—4hmay {cos[2 (22 — y?) km + 22y In 2] + isin [2 (2% — 4?) k7w + 22y 1n 2]} .

Pour la détermination principale (k = 0), f(z) = o(e*~v) {cos (2zyIn2) + isin (2zyIn2)}.
d) f(2) =ch(z —i) =ch(z+i(y — 1)) = ch(z) ch(i (y — 1)) + sh(z) sh(i(y — 1)).
En notant que ch(i (y — 1)) = cos(y — 1) et sh(i (y — 1)) = isin (y — 1), on obtient
f(z)=chxcos(y—1)+ishzsin(y—1).
e) f(z)=2"= e(2—0)Log(z) — o(2—9)(In(|z[)+iarg(z)) — 2In(|z|)+arg(z)+i(2arg(z)—In(|2]))
= e2n(lzDtare() feog (2arg (2) — In |2]) +isin (2arg (2) — In|z|)} .

1
Puisque arg (z) peut s’écrire sous forme arctg (£) et In (|z|) = 5 In (2 + y?), on trouve

Re (f (2)) = (22 +32) €5 (2) cos (2 arctg (4) — %ln (2% + y2)> et

y 1
Im (f (2)) = (22 + %) et (%) gin (2 arctg (4) — 3 In (22 + y2))
Noter que arctg (%) = Arctg (%) + km,k € Z, et donc f est une fonction multiforme.

Exercice 2 : Démontrer les relations suivantes :
a) |sin z| = \/ch%y — cos?z, b) |cos z| = \/ch?y — sin’z,
c) |sh z| = \/ch®z — cos?y, d) |ch z| = /ch?z — sin®y.
Solution. Nous pouvons calculer le module d’un nombre complexe w, soit par définition en identifiant ses

L . o 12 —
parties réelles et imaginaires ou par la propriété |w|” = ww.
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e A 2 . .
Nous allons utiliser la propriété |w|” = ww ici.

) elz _ iz e—iZ _ iz ei(zfz) _ ei(erZ) _ efi(erE) + efi(sz)
e a) [sinz|” =sinzsinz = )
) bine () (=) ;
Puisque 2z — 2z =2iy et 24+ 72 =2z, on a
e—2y _ 621'51: _ €—2ix + 62y 1 (621; + €—2y e2ia: + e—2iz) 1

. 2 _ = _ S
[sin 2[” = 4 2 2 2 2

En utilisant les transformations ch(2y) = 2 ch?y — 1 et cos (2z) = 2cos?z — 1, on trouve le

(ch (2y) — cos (22)) .

1
résultat demandé |sin z|* = 3 (2 ch’y — 1 — (2cos®z — 1)) = ch’y — cos? .

e b) s 7 — cos scose (eiz +€—iz> (e—iz+eiz) _ Gie3) | i(s47) | o—ileH3) | omile-3)
2 2 4
B e~ 4 2T | =2z | o2y 1 e 4 e~ 2Ty o2z
B 4 T2 ( SR 2 >

= % (ch (2y) + cos (2)) .

Par les transformations ch(2y) = 2 ch?y — 1 et cos (2z) = 1 — 2sin®z, on obtient la relation
1
cherchée |cos z|* = 5 (2 ch’y — 141 —2sin’z) = ch?y —sin® .

ety _ 67(z+iy) ei(yfim) _ efi(yfi:v)
e c) Nous avons sh z = sh (z +iy) = 5 = 5 = isin (y —ix).

D’apreés la relation a),

|sh z| = |isin (y — iz)| = |sin (y — ix)| = \/ch2 (—x) — cos?y = \/ch2x — cos? y.

T+iy —(z+iy) i(y—ix) —i(y—iz)
od)chz:ch(x+iy):6 +2€ = ¢ +26 = cos (y —ix).

D’aprés la relation b), |ch z| = |cos (y — iz)| = v/ch? (—x) — sin?y = \/ch®z — sin?y.

Exercice 3 : Trouver toutes les valeurs z = x + iy telles que
a) sin z soit réel, b) sh z soit imaginaire pur.

Solution. a) D’aprés 'exercicetQ b), sinz = sinxz ch(y) + i cos x sh(y).
La fonction sin z serait réelle si sa partie imaginaire s’annule. i.e. coszsh(y) =0,
ce qui est équivalent & cosz = 0 ou sh(y) = 0. D’ou z = g +kmw, ke Zouy=0.
b) Tout d’abord, nous séparons les parties réelles et imaginaires de la fonction sh z.
Nous avons sh z =sh (x + iy) =shzch (iy) + chzsh (iy) =shx cosy + ichxsiny.
La fonction sh z serait imaginaire pure si sa partie réelle s’annule. i.e. shx cosy = 0,
d’oﬁ:B:Oouy:%+k7r, ke Z.



Exercice 4 : Démontrer que e('°2 ?) = ~ et montrer que
légalité Log(e®) = z n’est pas toujours vérifiée.

Solution. Soit z un nombre complexe, nous avons
ellos =) — (=N +iare(z) — nllz) feos (arg (2)) + isin (arg (2))}
= |z| {cos (arg (2)) + isin (arg (2))} .

La derniére formule est exactement 1’écriture du nombre complexe z sous forme trigonométrique, i.e.
|z| {cos (arg (z)) + isin (arg (2))} = 2z, d’ou Log(e*) = z.

En ce qui concerne la deuxiéme partie de I'exercice, par exemple dans le cas de la détermination
principale, si nous prenons z = 4im, nous obtiendrons Log(e*) = Log(e*™) =Log(1) = 0 ce qui est

différent de 4im.

Exercice 5 : Résoudre dans C les équations suivantes :
a) sinz = 3i, b) shz = £, ¢) e” = —2.
4
Solution. a) D’apres 'exercicetQE)L  sin z = sinwzch(y) + icosxsh(y). Alors sinz :51' entraine

4
sinx ch(y) = 0 et coszsh(y) = 3 Puisque ch(y) > 1, on aura sinx = 0 ou z = km,k € Z. En rem-
4 4

" 3cos (km) 3(—=1)"

4
plagant dans la deuxiéme équation on obtient cos (km)sh(y) = 3 ou sh(y)

4 4
d’ou y = Argsh (W) = (—1)]’C Argsh(g), et donc les racines cherchés sont

4
2 =km+1 (—1)k Argsh <§> , keZ.

7
b) D’apres 'exercice 4 b), shz =shx cosy + ichz sin y. Donc I’équation shz = 3 est équivalente a

shzcosy =0 et chxsiny = 3

1 5
Sishszoux:(),onaura,siny:éou {yz%—k?lmouyz%—i—Qkﬂ,keZ}.

(-"
2

Sicosy=0ouy = g + k7, k € Z, on obtient chx sin (g + lm) = (=1)fcha = % ou chz =
et ceci n’est pas possible car chz > 1.

Alors, les racines de ’équation shz = % sont zx =1 (% + 2k7r> ouzp =1 <%T + 2/{77) ke Z.
c) Sie* =e®cosy +ie”siny = —2, alors e* cosy = —2 et e*siny = 0.

Puisque €* > 0, on aura siny = 0 ou y = k7, k € Z. Donc la premiére équation devient

-2 -2
e cos (km) = —2oue” = = = 2(=1)"".

cos (km)  (—1)*

Ceci est possible seulement si & + 1 est un nombre pair. Dans ce cas = In2. Alors les racines de

I'équation e* = —2 sont z = In2+ i (1 + 2k) m, k € Z.
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Exercice 6 : Calculer a) Log(1 +1), b) i‘, ¢) (1 — i)3—3i_
Solution. a) Log(1+4) =In (|1 +4|) +iarg(1+1i) =Inv2+1i (= 4 2kn) k€ .
b) it = eilogi _ gi(Infil+iargs) _ ei(1n1+i(g+2lmr)) _ 6_(g+2kﬂ)7 ke,
C) (1 — ?:)3_3i = 6(3_&) Log (1-i) — 6(3_3i) {In(|1—i|)+iarg(1—1)}

— B3-30) {Inv2ri(—f+2km)} _ 3Inv243(—F +2km)+3i(~ [ +2kr—Inv2)

= 2363(_i+2k>” {Cos (3 (—% + 2km —In \/5)) + i sin (3 (—% + 2kt —In \/5))}
= 2\/563(_%’—%)” {cos (%7‘[’ +31n \/5) — ¢sin (%7‘(’ 4+ 31n \/5)} JkeZ.

Exercice 7 : Calculer les limites suivantes :

2 |
a) lim ,COS<,Z) —, b) lim ‘ +, .
2= ch (iz) + i sh (iz) ——il €%+
2 3 0 0 0
Solution. a) hH}T ,COS ( Z> — = _WCOS (2) — = = — == = forme indéter-
:—2 ch(iz) +ish(iz)  ch(iZ) +ish(:T) V2o (Z\/Ti) 2_ vz 0

minée.
Donc on doit trouver un moyen pour enlever I'indétermination, pour cela on va remplacer ch(iz) par

cos z et i sh(iz) par —sin z. On obtient

cos (2z) ’ cos (22) . cos? z — sin® z
= lim ————— = lim —————~

im , — . .
2= ch(iz) +ish(iz) z2-Zcosz—sinz 22— cosz—sinz

— lim (cos z — sin 2) (C(?S z + sin 2) —eos™ tsin T = 3.
P cos z — sin 2 4 4
41 T4+l —14+1 0
b) lim ‘ +‘ = .7,+ - = ,+ - = — forme indéterminée.
z——iZ e +1 e '244 —t+1 0

Par décomposition de numérateur e?* 4 1 = (¢*)* — 3% = (e — i) (¢* + 7) nous voyons que

Exercice 8 : Montrer que liH(l) — n’existe pas.
z—0 2
Solution. Si la limite existait elle serait indépendante de la fagon dont z tend vers 0.
Siz — 0 le long de 'axe des z, alors y =0 et 2 =z + iy =z, Z=x — 1y = z ; la limite cherchée est

donc lim - 1.

x—0
Siz — 0 le long de 'axe des y, alors x =0 et z =z + 1y =1y, Z = x — iy = —iy ; la limite cherchée
est lim l = —1.
r—0 Y

Les deux expressions étant différentes, dépendant de la fagon dont z — 0, il n’y a pas de limite.



