U.S.T.H.B. 2011-2012 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Tjic, ST-GP, Section C

Série d’exercices pour vous préparer i ’épreuve du TD (interrogation 2)

Exercice 1 :

Développer en série de Laurent autour de leurs points singuliers les fonctions suivantes, et

préciser la nature des points singuliers.

1 _ 1
@) 7 ()=t (0) () = =g

Solution. (a) La fonction f (z) = e+ a une singularité en z = 0. Soit = = u. Alors
z

2 3 4

o w_q U u u
ez =e = +u+§+§+z+...
1 1 1 1

e B L
z 2122 0 3123 414

La partie principale de la série de Laurent a une infinité de termes, donc z = 0 est une singularité
essentielle.
(b) Les singularités de f sont z =1 et z = 2.

- Série de Laurent autour de z =1: Soit 2z — 1 =wu. Alors z =1+ u et

:—% (1+u+u2+u3+u4+.-.)

1
=~ —1l—u—u—u— ..
u
1 2 3
=— 11—z = (z=12=(z—1)°— ...
1 (=)= (-1 (- 1)

La plus grande puissance de est 1, la singularité en z = 1 est donc un pole simple.

Z J—
- Série de Laurent autour de z =2 : Soit 2 — 2 =wu. Dol 2 =2+ u et

1
1+u

1 1
(z—1)(z—=2) 2+u—1

:%(1—u+u2—u3+u4—...)

1 1
u o u

1
=——1+u—u*+u’-—
u
1
:2_2—1+(z—2)—(2—2)2—1—(2—2)3—....

La singularité en z = 2 est un pole simple.
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Exercice 2 :

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les poles et les résidus en ces poles.

2241 sin 2 22 +4
_ 7T — S
@ ()= s 1) ()= 50 (©) f() = s
Solution.
. 2z+1 : .
(a) La fonction f(2) = — posséde deux poles simple en z = —1 et z = 2 [ racines de
22—z —
22 —2-2].
Le résidu en z = —1 est
2z +1 2z +1 2241 =241 1
li 1) ——— =1 1 = i — —_—
B S S, B LG p vy prsy S s s g Rl
Le résidu en z = 2 est
2241 2z +1 2z+1 441 5
li —2)———=1i -2 =1li = =—.
zl—%(z )z2—2—2 zl—%('z )(z+1)(z—2) 292+l 2+1 3
(b) On a lir% 2f (z2) = lirr(l) 2811122 = lir% 21 Le point singulier z = 0 est donc un pole
Z—> Z— z Z— A

simple et le résidu en z = 0 est liII(l) zf (z) = 1.

22+ 4

(c) La fonction PN Y B posséde trois poles simple en z =0, z = —1+iet 2 = -1 —i |
z z z
racines de 2% + 22% + 2z |.
Le résidu en z = 0 est
. 22+ 4 . 22+ 4 4
lim z — =2

_ =lim—m+«— =
2—0 234222422 2502242242 2

Remarque. Une autre méthode pour calculer les résidus des poles simples pour le cas ou

P(z) P (a)
z) = : Res (f,a) = .
RGO R ey
Le résidu en z = —1 47 est
244 o P(—1+1) (=1+4)° +4 1
lim (z— (=141 = - = =—(1—-3i0).
z—>—1+i( ( ) 24222422 Q(=1+14) 3(—1+0) > +4(—=1+10)+2 2( )
Le résidu en z = —1 — 7 est
244, P(—=1—14) (-1—14)*+4 1
lim (z—(—1—1 = ~ = =——(1437).
z—>—1—i( ( ) 24222422 Q(-1-1) 3(-1—0)>4+4(-1—1i)+2 2 ( )

Exercice 3 :

dz ou C est le rectangle des

Appliquer le théoréme des résidus pour calculer

PP P j{(zz—l—l)(z%—él)
c

sommets 2,2 + 27,21 — 2 et —2.
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Solution.

1 - 242 y 2+2i
La fonction a intégrer posséde trois poles
(224 1) (z+4)
simples en z = i, z = —i et z = —4 [ racines de [
(22+1) (2 +4) ]. Le seul pole intérieur a C' est z = 1.
4 2 2 x

Le résidu en z = 7 est .

Figure 1.
im(z — i =lim(z —i = lim = .
2 (22+1) (z+4) =i (z—=i)(z+i)(z+4) ==i(z+1)(2+4) 34

On a alors par le théoréme des résidus

f(z2+1)1(z+4)dz_27” Res (f, )—27?2'(_1_4i) LT

Exercice 4 : y

Calculer ]{ 2€+ 1 dz ou C' désigne le contour fermé de la
z
c
figure ci-contre formé du segment, [— R, +R] et du demi

cercle I' décrit dans le sens direct. -R R

o0 Figure 2.

En déduire / cos T dx.
|

Solution.
La fonction & intégrer — 1 posséde deux poles simples en z = i et 2 = —i [ racines de
z
eiz
2> 4+ 1]. Le seul pole intérieur a C' est z = i, et le résidu en z = i est lim (2 — 1) 1=
zZ—1 e
%1 12 -1
lim(z — 1) ————= = lim = ——. Par application du théoreme des résidus
pie LGl poprs y s Sl i B bp
f{ e omiRes (i) = 2mit = T
z =2miRes (f,i) = 2mi— = —.
2241 21 e
c
R
ezx
Cette intégrale peut étre partagée en / o 1 / dz = —. Si 'on prend la limite
x
-R r
quand R — oo et si 'on utilise le fait que
iz P iR e 0 . efRsin HGiRcose 0
lim dz = lim | —————Rie"df = hm ——————Rie"”df =0,
R—oo | 2241 R—oo | R2e20 4 ] R—o00 R2e20 41
r 0 0
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R 00 [e's) o)

on obtient lim ¢ dx:/ ¢ dx:/ﬂd.r—i-i/ S dxzz.
Rooo | 2241 2 +1 22+ 1 241 e

—R —00 —00 —00
o0
COS T m
RN _
D’ou /:1:2 n 1dx =
—0oQ

Exercice 5 :

1
Calculer ]{ ﬁdz ou (' est le contour de I'exercice 4, voir Figure 2 ci-dessus.
z°+

C 1)

o0

1
En déduire / ———du.
(2 +1)

Solution.

1
La fonction 2—1)2 posséde deux poles doubles en z = i et z = —i [ racines de (2% + 1)2 ].
z5 4+
Le seul pole intérieur & C' est z =1, et le résidu en z = 7 est

2 1 . d 1 . -2 1 —1
lim — (2 —i)" ———— = lim — 5 = lim z=—=—.

On a alors par le théoréme des résidus

1 , . 1o
fmdz = 2mi Res(f,1) = 27T24—Z, =5
Cette intégrale peut s’écrire sous la forme
’ 1 1
PRV AEESY
ou
R
5dx + / Rzezedﬁ =
/(m2 - 1 J RQGQZG +1 2
-R

En prenant la limite de ces expressions quand R — oo et en remarquant que la deuxiéme

intégrale tend vers 0
1 .
lim ,—2Riewd6’ =0
R—oo / (R2€219 + 1)

nous obtenons le résultat demandé. i.e.

R o) 1
li / sdr = / sdr = T
R—00 ) (2 +1) (@ + 1) 2
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Exercice 6 :
27

cos 6 cos 360
Calculer (a) / 1+ s 6 0, (b) / md&

0

0 _ —if
Solution. Soit C' est le cercle de rayon 1 centré a I'origine. Soit z = €. D’oul sinf = 2—,6 =
i
1 0 ,—if -1
S 0089—6 rte _Ete , dz = izdf et alors
2i 2 2
(a)
o z+ 271
0 d 241
/Ld(,:f%__zzy{ =+l
44 sin@ z—z7" iz 2 (22 +8iz — 1)
0 c 4+ : c
27
2241

posséde trois poles simples en z = 0, z = (—4 + v 15) 1

La fonction a intégre
nction a in grrz(22+8iz—1)

et z = (—4+ V15)4 [ racines de z (22 + 8iz — 1) |. Les poles intérieur a C sont z = 0 et
= (—4+15) 1.
22+1 , 22+1

R 0) = li =lm o7 ="1
es (f,0) ZE%ZZ(22+8Z'Z_1) =20 22 1 8iz — 1

et

2
Res (1 (=4 V) ) = tim (= = (04 V) i) gy =1

Par application du théoréme des résidus

7&%:% : Z+1 dz = 2ri {Res (f,0) + Res (£, (—4+V/15) i) b = 2ri (-1 +1) = 0,

44 sinf 2 (224 8iz — 1)
0 o

30 ,—3i0 3 -3
. 4 4 . e +e 20+ z N
(b) Si z = € alors 23 = 3, 273 = 73 et donc cos 30 = 5 = 5 D’ou

o 224273 224273

/ cos 36 o 7{ 9 dz 7{ 9 dz 7{ i(28+1) J

_— = _— -—mMm = —_— = z

5—4cosf 24271 iz z+ 27 iz 223 (222 — 52 + 2)

0 co5—4 co—4 C

2 2
i (25 +1)

223 (222 — bz + 2)

1
La fonction & intégrer posséde deux poles simples en z =2 et z = 5; et un

1
pole triple en z = 0 [ racines de 23 (222 — 52 + 2) |. Les poles intérieuraCsontz:Oetz:i
1 i(28+1) —65 .
R 1 - = =
es(f’ )fﬁ(z 2) 2:5(2:2— 5z +2) 48
et
1 @ i (25 +1) i 241 21
R = lim ~—2° =lm——— | - 5————
es (0 = o e i — 52y Mg (222—5z+2) 16"
On a alors par le théoréme des résidus
27
cos 36 i(25+1) 1 —65 21 m
——df = dz =2mi R -] +R 0)p=2mi|——i+—i]=—.
/5—4(;039 %223(222—52—1—2) z=2miqRes( f,5 ) + Res(£,0) "\ m T T
0 C
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