U.S.T.H.B. 2011-2012 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Tic, ST-GP, Section C
Examen final - 31 mai 2012. Durée : 90 minutes

NOIMY s Matricule ... Forme A

Prénom : .. ... Groupe ...

Nantissement : Sur mon honneur, je ne vais pas, ni donner, ni demander de I’ aide sur ce test. Signé............ .

Exercice 1 (4 points) :

a) Calculer Log(7) et Log(2i).

b) Résoudre I'équation e?* — 3ie* — 2 = 0.

Réponse.

a) -Log (i) =In|i| +¢Argi (0,5 pt.)
:1n1+i(%+2k7r) zi(%+2k7r),k€Z. (0,5 pt.)
-Log (2¢) = In|2¢] 4+ ¢Arg2i (0,5 pt.)

= 1n2+i(g—|—2k7r) ke Z.(0,5 pt.)
b) Si on pose w = €*, 'équation & résoudre devienne w? — 3iw — 2 = 0 et
donc
3 4/(=30° —4(=2)  3i4yTT Bt
o 2 T2
On obtient alors z = Log (w) = Log (i) ou z = Log (27), et donc

=idou2i. (1 pt.)

z:i(ngQIm),kGZ. (0,5 pt.)
ou
z:ln2+i(g+2km),kEZ. (0,5 pt.)

Autre méthode. En séparant les parties réelles et imaginaires et en

résolvant le systéme obtenu, on trouve le méme résultat.
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Exercice 2 (5 points) :

a) Examiner si la fonction f (2) = 2z (1 +y) + i (2y — 2 + y?) + sin 2 est holomorphe dans C.
z+z 2=z
2 YT T

b) Exprimer f(z) a l'aide de la variable z. Indication. Noter que z = et

2 | =2
2“4+ z
x? =P = .
y 2

Réponse.
a) Puisque sin z est une fonction holomorphe dans C (0,5 pt.), donc il
suffit d’examiner que si la fonction g (z) = 2z (1 + y)+i (2y — 2 + y?) =
u + tv est holomorphe dans C.

Les dérivées partielles de u = 2z (1 + y) et v = 2y — 2%+ sont continues

ou Ov  Ou - ov

= et = ——
or Oy 0Oy Ox
sont nécessaires et suffisantes pour que g = u + 2v soit holomorphe.

dans C, donc les équations de Cauchy-Riemann

On a

ou ov ou Ov
—=2(1 D) = =242 . —=_.
gz (+y),(0,5;t ) 9y + 2y (0,5 pta) Haax ¥
U v U v

~— =9z, (0,5 pt.)— = —2z (0,5 pt. A

5y z, (0, pt)ax r (0,5 pt.) — Iy 5

Les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites (0,5 pt.), lafonction

g est donc holomorphe sur C. D’ou f (2) est holomorphe dans C. (0,5

pt.)
z+7Z z—7Z 2%+ 7*
b) En remplacant x par 5 , Y par 5 et 22 — y2 par 5 , on
1
obtient
Z+7Z Z—7Z z2—7Z 22+ 7
z) =2 1 1| 2 — S 0,5 pt.
f(2) 2(—1—2@,)4—(% 5 )+1nz( pt.)
_ 22— Z _ 22+ 7 ,
=2+Z+(2+7%2) TR + sin z
1
=7 2+
=z+zZ—1 +z—Z—1 +sin z

=22 —iz° +sinz(1 pt.)
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Exercice 3 (5 points) :

Calculer / (2z — Z) dz le long de la courbe z (t) = 2cost +isint de 2 & ¢ dans le sens direct.

c
Pendant les calculs, vous aurez peut-étre besoin des intégrales suivantes :

1
/sintcostdt:—écos%—l—ce’c/(coszt—?)sinzt) dt =sin (2t) — t +c.

Réponse. y
Les points 2 et ¢ sur C' correspondant a
t =0(0,5pt.) eeat =7 (0,5 pt.). “'\
L’intégrale curviligne considérée vaut donc , \
2 X

s

3
{2(2cost +isint) — (2cost —isint)}(—2sint + i cost) dt
t=0 (0,5 pt.) (1 pt.)
3
:/ {4cost + 2isint — 2cost + isint} (—2sint + icost) dt
0
3
:/ (2cost + 3isint) (—2sint +icost)dt (0,5 pt.)
0
: 2 2
:/ {—7sintcost—|—z’(2(:os t — 6sin t)}dt(O,S pt.)
0
: L 2
:—7/ sintcostdt—i—%/ (cos t — 3sin t) dt(0,5 pt.)
0 0

7 % T
— [5 cos? t] + 2i [sin (2t) — t]¢ (0,5 pt.)
0

7
= -5 —im.(0,5 pt.)
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Exercice 4 (6 points) : On considére la fonction f (z) =

2243

(2241) (22 +4) y
a) Trouver les résidus de f (z) en tous les péles.

b) Par application du théoréme des résidus calculer ‘R i
7{ 22+ 3
(2241)(22+4)
c

la figure ci-contre formé du demi cercle I' et du segment

dz ou C' désigne le contour fermé de

[R, —R], décrit dans le sens direct.

L r 2+ 3
c) En déduire / CES Y dx.

—00

Réponse.

22 +3
(224 1) (22 +4)
z=1, —i, 2 et —2i (1 pt.) [racines de (2*+1) (2?2 +4) ].

Le résidu en 2z = 7 est

a) La fonction f (z) = posseéde quatre poles simples en

lim (= — 4) 2?2+ 3 g 2243 2 —i—_—i(OSt)
iV ) ) (21 (et (244 @20)(3) 3 3P
Le résidu en z = —17 est
lim (= + i) 2243 oy 2243 B 2 1 _1(05 )
AL TV TN ) (24 d) NG (2+4)  (—20)(3) -3 3 °F™
Le résidu en 2z = 21 est
. . 22 +3 e 2243 e T T
Jirg. (= = 21) i Go2)G ) B NG ) (@) iz 1208 P
Le résidu en z = —21 est
lim (2 -+ 20) 22 +3 _ 22 +3 -1 _—_1_i(o 5 ot.)
AT T G20 (2 1 20)  om (2 (2 —2i)  (=3)(—4) 120 120 Pv
b) Les poles intérieurs & C' sont z = —i et 2 = —2i (0,5 pt.). Par

application du théoréeme des résidus

2243

f(z2+1) (% +4)

dz =2mi{Res (f,—i) + Res (f, —2i)} = 2mi (f + J )

5
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c) L’intégrale (1) peut-étre partagée et s’écrit sous forme

—R

22+ 3 2+ 3 5
/<z2+1> <z2+4>dz+/<:c2+1> @iy T g 0e ) (2
T R

Si ’on prend la limite des deux membres de (2) quand R — oo et si 'on

utilise le fait que

2 .
) 2243 ) (R2 e 1 3)
lim dz = lim - :
R—oo | (224 1) (22 +4) R—oo | (R%?e?0 + 1) (R?e?0 4 4)
r

™

Rie®dd =0, (0,5 pt.)

on obtient
—-R —00
I / %+ 3 / x> 43 g 5
im r = ——T.
R—oo ) (224 1) (22 + 4 ) (22 +4) 6
R 00
D’ou

I z* + 3 5
= —T. t.
/(a:2+1) (x2+4)d513 T (0,5 pt.)

— 00
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