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Corrigé de synthése S1

Corrigé de ’exercice 1 (....points). On considére l’équation auz dérivées partielles suivante :

0%u 9%u

W_W:O t>0,$ER
% (z,0) =0 r€R
u(z,0) = f(z)

1. Pourt >0 fixé, on pose :

a0 8) = Fluz, () = \@/ e gy

t) Déterminer l’équation différentielle ordinaire satisfaite par a(\,t).
On applique la transformation de fourier sur l'edp(1)

F |G| 00 = g Fld 0o = T

d B;} (A1) = (A Flu](A 1) = =Na(\, 1)

d’ou la fonction u vérifie 'equation différentielle ordinaire :

o]

o — (A1) + N\ t) =0

en tenant compte des conditions initiales, on obtient :

+o00 . too .
f[u(x,o)] = \/%/ U("L}O) 6—1)\35 dr = \/%/ f(I) 6—2)\1: dr

=f(N).
au oo au’ —iAx _ a 1 e —i\z
F [a(:p,t)} = \/ﬂ/ e dr = 5 (E /_Oo u(z,t) e d:v)
ou ou ou

=5 (0= O—f{a(x,o)] A0
(1pt+1pt)

d’ou  vérifie le probléme auz valeurs initiales suivant :

00

8t2(>\t)+>\2 a(\t) =0 t>0, AeR
(X, 0) = f() A ER,
g“(A 0) =0 A € R.(1pt)

11) Trouver u(\,t), puis en déduire la solution du probléeme(1)
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2/\
— Tout d’abord, on doit résoudre ’equation différentielle %(A,t) + N2\ t) = 0 qui

est de la forme v"(t) + No(t) = 0, et dont la solution générale est :

v(t) = Acos(At) + Bsin(\t) A, B deux constante
d’ot

(A, t) = A(X) cos(At) + B(A) sin(At) t>0.

A

Comme @(/\, 0) =0, alors

ot
%(/\, t) = —A(XN)sin(At) + B(\) cos(At)
0= %(/\, 0) = +B(\) cos(0) = B(A).

d’autre part 4(\,0) = f(N)
FO) = @A, 0) = A(N) cos(0) = A(N)
par conséquent :
a(\ t) = f(\) cos(At).(1pt)

— Pour déterminer la fonction u, on applique la transformation de fourier inverse :

w(z,t) = F1a] (z,8) = F! [ N COS()\t)] (,1).

v f(X) cos(At) e dA = \/%/OO f(/\)< S ) I
= 1 +oo f()\) PRGN + 1 /*00 f()\) N=t+) 7y
2\/% — o0 2\/% -
-3 e+ 3 e-o
u(z,t) = % [f(z+1t)+ f(z —1)].(2pts)

1
u(z,t) = 3 [€*(r+t)2 + ef(m’tﬂ (1pt)

Corrigé de ’exercice 2. Soit [’équation aux dérivées partielles d’ordre un suivante :

0z 0z —22
T = = 2
ox yay x 2)
1. Déterminer le systéeme caractéristique et les intégrales premiéres associées ’edp(2)
Le systéme caractéristique : le systéme caractéristique associé a l'edp(2) est :
dv dy  dz

2"
T -y =

(1pts)
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Les intégrales premiéres : Pour déterminer les intégrales premiére on doit résoudre le sys-
téme caractéristique associé

dr d dz +zdy d
de _ dy _ yde+ady _ d(zy)

T —y Ty — XY 0

=szxy=C0;, CieR
d’ou la premiére intégrale impropre est :

u(zr,y, z) = ry.(1pts)

d d d d -1 1
< - : —Z:>7+02:; OQER

d’ou la seconde intégrale premiére est :

1 1
’U(CL’,y,Z) = ; + ;(1ptS)

2. Donner la solution générale de I’edp(2). Pour z # 0, La solution générale de 1’edp(2) est donnée
par :

1 1
F (xy, - + ;> =0 (2pts)

dés que u et v sont fonctionnellement indépendantes :

-1
) =2 .
VuxVv= |z X #0 car
0 =
z 0 —X 3
0 =1 :?7&0 V(ZE,y,Z)EQC{(ZL’,:%Z)GR/ZL‘Z#O}

3. Déterminer la surface solution de l’edp(2) contenant la courbe y définie par :

V) :y=1, (2*—1)z=um.

La courbe (7) est représenté par :

)

— — 1—
V(@) = (2,1, 5—

et qui n’est pas caractéristique vu que :

¥ (z) = (1,0,—_("”2“)) et

@1
1 x
¥ xV= —(z9+1) X —j £0  Y(x,y,2)€Q car
@21 e
1 =z
‘0 fl=-1#0,

Le probléme de Cauchy admet une unique solution :
1 1

1 21
F(zz:,—+aj ):0 YV
x

T
= F(x,z)=0 Vz




ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’INGENIERAIT - BADJI MOKHTAR

d’ou, il suffit de prendre
Fu,v) =u—v

et la solution est donnée par la forme implicite :

1 1
ry — — — — = 0.(2pts)
r oz

Corrigé de I’exercice 3. a) On a A=1,B=3 et C =2. Alors
—4AC = (3 —42=1.

Alors B?> — 4AC > 0. Donc l’équation est hyperbolique sur R?.(1pts)
b) Les courbes caractéristiques sont solutions de l'équation différentielle ordinaire

dy\? dy _0%*u
D) @)L o
(dm) 3) dx * 0y? 0

Les équations caractéristiques sont alors

dy_B—\/B2—4AC’_3—1_1 tdy B+ VvB? —4AC  3+1

dr 24 2 dx 24 2
Les solutions de ces équations différentielles ordinaires sont respectivement y = x+c; et y = 2z + co.
On peut donc considérer les coordonnées caractéristiques

=2

E(ryy)=y—x et n(z,y) =y — 2z.(2pts)

On vérifie aisément que le jacobien

o¢  0¢
or ou -1 1

J(z,y) = g% g% Z‘_ 1‘217&0 Vr,y € R.
or dy

c) On peut maintenant effectuer le changement de variables £ =y — x et n =y — 2.
Par la régle de chaénes (dérivée de fonctions composées), on a

ou Oudé Oudn ou 28u

or  0fox " onox 0 “on
ou Oud§ Oudn Ou Gu

oy 0coy T omoy ot
9%u 8 ou ou 82 0%u 0%u 0%u
g — = +2 +2 147
022 ag on ag anag ocon o

8
8
@ _ g 82u 82u
oy Oy 852 87785 0o 8772’
Pu a 8u 2u (92 0%u 282u
oxdy  Ox £2 87785 oo " on?
En substituant ceci dans UEDP, on obtient
0%u 0%u 0%u 0%u 0% 0%u 0%u 82u>
0

PULS

2 2 4 1 — -2 -2
o2 2 anae T agon o T ”)( o0&~ “onoc _ ocon o

9 82u+ 0%u N 0%u +8u
0&2  ono§  9Eon - On?
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onog

En simplifiant, on trouve — = 0. La forme canonique de cette EDP est donc

0*u
IndE 0.(2pts)

d) En intégrant par rapport a & puis par rapport a m, on trouve

u(§mn) =g(&)+hn),

ot g et h sont deux fonctions arbitraires. Alors

u(z,y) =gy —x)+h(y—2x).(2pts)




