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Fonctions Complexes

1.1 Exercices

Exercice 1.1
Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions complexes suivantes :

2) f(2) =222 =3iz b) () =245, ©) [() =1 d) [() =70

©) [(:)=" ) f(2) =2 g) J(2) =™

Exercice 1.2

Trouver les images des axes réel et imaginaire par les transformations :

1
a) w T ) w +Z

Exercice 1.3
Soit S un carré du plan de la variable z de sommets A = (0,0),B = (1,0),C = (1,1) et

D = (0,1). Déterminer le domaine du plan de la variable w transformé de S par

1
a)w=2z"b)w=1+"-.
z

Exercice 1.4

Mettre e* sous la forme u + iv et calculer |e?| dans chacun des cas

11
8) 2 =3+4i, b) z = 2im(1+i), ¢) 2= 2+43mi, d) 2 = .

1



1.1. Exercices

Exercice 1.5

Déterminer la partie réelle et imaginaire des quantités suivantes :
—Tz 22 1 23
a) f(z)=e™, b) f(z)=¢", ¢c) f(2)=e=, d) f(z) =¢.

Exercice 1.6
Etablir que

21 _ .
a) 272 — €z17227 b) ez — ez7 C) ‘ezz‘ — eflmz, d) ‘62 _ 1| < 6'2‘ —1< |Z|€‘Z|.

Exercice 1.7
Déterminer toutes les valeurs de z telles que
a) e* est unréel  b) |e7*| < 1.
Exercice 1.8
Résoudre dans le plan complexe les équations
a)e*=1 b)e*=4+3i, c) e =0, d) e =-2.

Exercice 1.9

Mettre sous la forme u + v les nombres suivants

a)sm(%ﬂ),b)Sh(3+4@,c)(Hﬂ3+~h),d)sm(ww,e)(ns<g——w0.

Exercice 1.10

Montrer que

a) Chz = Chxcosy+ iShzsiny, b) Shz = Shzcosy+iChzsiny,

c) Ch(z; + 22) =Chz Chzy 4+ Shz; Shzy, d) Sh(z; + 23) = Shz; Ch zg + Ch 21 Sh 2o,
e) Ch’z—Sh?z =1, f) Ch?z 4 Sh?z = Ch(2z).

Exercice 1.11

Montrer que pour tout z, zg € C :
a) cosz =Co8zy < z = 29+ 2km ou z = —zy + 2km, k € Z,
b) sinz =sinzyg <= 2z =2y + 2km ou z =7 — 29 + 2km, k € Z,
T
c) cosz:0<:>zz§[7r],

d) sinz =0<= z=0]n].



1.1. Exercices

Exercice 1.12

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) sinz =100, b) Chz=0, ¢c) Shz=0, d) Chz=—1.

Exercice 1.13

Montrer que toutes les racines des équations sinz = a et cosz = a ou —1 < a < 1, sont

réelles.

Exercice 1.14

Montrer que pour tout z = x + 1y
a) [Shy| <|cosz| <|Chy|, b) |Shy| <|sinz| < |Chy].
Que peut-on en conclure ?

Exercice 1.15

Déterminer tout les points z de C qui vérifie |cos z| < 1.

Exercice 1.16

Déterminer les valeurs de Log z dans chacun des cas, ou Log désigne la détermination principale

du logarithme :

a)z=—11,b)z=4+4+4i, ¢c) z=4—4i, d) z=1=+1, e) z =ei.

Exercice 1.17

Déterminer toutes les valeurs de Log z dans les cas suivants :
a)z=e,b)z=1¢c)z=-7,d) z=¢" e) z=4+3i.

Puis montrer que 'ensemble des valeurs de Log (i%) est différent de ’ensemble des valeurs de

2 Log (7).

Exercice 1.18

Résoudre les équations suivantes :

a) Logz:—ig, b) Logz =4 —3i, ¢) Logz = e — mi.

Exercice 1.19

Trouver la valeur principale de

a) (1+4)"", b) (1—9)"", c)iz, d) (-1)>7", e) (3+44)7.

Wl



1.2. Solutions

1.2 Solutions

Exercice 1.1

Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions complexes suivantes :

a) f(z) = 2:2 — 3iz, b) f(z):z+§, o) f(z) = 1_; d) f(z) =% — iz,

e) f(2) =2 B) f(2) =4, g) f(2) = %™

Solution.

a) On a z =z + 1y alors

f(2)=2(x+iy)® - 3i (v +iy) = 22° + dizy — 2y* — iz + 3y

= 22 — 2y + 3y + i (4ay — 3x).

Donc Re (f (2)) = 22% — 2y* + 3y et Im (f (2)) = 4ay — 3u.

1
b Z2)=z4+—-=x+1iy+ —.
) FE)=rt ma iyt
Pour écrire un quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique u + iv, on multiplie

et on divise par le conjugué du dénominateur.

flo)=atiyr—2W Ly 2T Ty Y
Z) =X 7 =X 7 =X ] — .
Y (z +1y) (x —iy) Y x? 4 y? x? +y? Y x? 4 y?
l—z l-—z—iy (Q-z—iy)(l+a—1y) 1-2>—y* = =2y

c) f(2)

= = = , - = i .
l+z l4az+iy (Q4+z+iy)(I+z—iy) Q+z)’+12 (1+z)7+12

d) f(2) =7—iz% = a—iy—i (x + iy)* = z—iy—i (2% — y? + 2ixy) = c+2zy+i (y° — 22 — ).

e) f(z)=

zZ_ (@) -y (“2uy)

ISR

= —— = 1 .
z |Z|2 $2+y2 x2+y2 x2+y2

f) En écrivant z sous forme polaire z = re®*2k™ L ¢ 7, alors

f(2) = 23 — (rei(9+2k7f))% — \/Fei(g+k”) = /7 cos (g + km) + i4/7 sin <§ + kw) .

g) f(2) = 22 = (z +iy)” 2+ = (22 — 12 4 izy) e (cos (2y) + isin (2y))
= ((z* — y?) cos (2y) — 2xysin (2y)) €2* +i ((z* — y?) sin (2y) + 2xy cos (2y)) €.



1.2. Solutions

Exercice 1.2

Trouver les images des axes réel et imaginaire par les transformations :

Solution.

a)

e [’équation paramétrique de I'axe des réels est y = 0 ou z = x avec x € R, alors

z+1 x+1
= = R\ {1}.
w=—7=_—JreR\{l}
En tenant compte de w = u + iv, les équations paramétriques de la courbe image sont
1
u="= i 1T € R\ {1} et v = 0. Lorsque x varie en R\ {1} on obtient dans le plan de la
x R
variable w, l'axe des réels v = 0 a I'exception du point (1,0) car pour tout u € R\ {1} il
. . r+1
existe x = solution de u = .
u—1 r—1
z+1
Y w = v
z—1

_—

- o

x u

(0]

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

e [’équation paramétrique de I'axe des imaginaires est x = 0 ou z = iy avec y € R, alors

z+1 wy+1l -1 (—2y)
z—1 dy—1 y2+1 y2+1

t*—1 —2t

7 U = Y
2+1 t2+1
éliminant ¢ entre ces deux équations, on trouve u? + v? = 1, qui est une équation dun

Les équations paramétriques de la courbe image sont u = t € R. En

bt



1.2. Solutions

cercle de centre origine et de rayon 1.

z+1
z—1

N SN /—\

Y w =

e
N

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

b)

e Les points z = x + iy dans 'axe des réels correspondent a y = 0 ou 2 = x avec x € R,
alors

1
w=1+—-=1+ —,x € R*. Lorsque x varie en R* on obtient dans le plan de la variable
z x

1
w, 'ensemble {u,u € |—o00, 1[U]1, +o0[} car I’équation 1 + — = u admet une solution
x

1
x = 7 lorsque u # 1.

/UO

T i’ U

AN

o
4

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

e [’axe des imaginaires correspond a x = 0 ou z = 1y avec y € R, alors

1 1 1 «
w=1+-=14+—=1—1i—,y € R".
z 1y Y

6



1.2. Solutions

Lorsque y varie en R* on obtient dans le plan de la variable w, la droite u = 1 exempté le

1 -1
point (1,0) car pour tout v € R I"équation —— = v admet une solution y = — si v # 0.
v

1
Yy w:1+— v
Z

_—

oD
ol

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

Exercice 1.3

Soit S un carré du plan de la variable z de sommets A = (0,0), B = (1,0),C = (1,1) et

D = (0,1). Déterminer le domaine du plan de la variable w transformé de S par

1
a)w==z" b)w=1+-.
z

Solution.

Le segment de droite reliant deux points complexes zy et z; est 'ensemble des points
{zeC / z=(1—t)z+1tz, t€[0,1]}.

Les équations paramétriques des segments de droites [AB], [BC]|, [CD] et [DA] sont, respec-
tivement, z =t,z=1+4it,z=1—t+iet z=(1—t)iavect € [0,1].

a) Les courbes transformées par w = 2% de ces segments de droites ont pour équations, respec-
tivement, w = >, w =1 — t> + 2it,w = t> — 2t + (2 — 2t)i et w = — (1 — t)” avec t € [0,1].
En tenant compte de w = u + ‘v, les équations paramétriques des courbes images sont, respec-

tivement,

{u:tQ,v:(]},{u:1—t2,v:2t},{u:t2—2t,v:2—2t} et {u:—(l—t)2,v:O}



1.2. Solutions

avec t € [0,1]. En éliminant ¢ entre u et v, on trouve, respectivement, les courbes

{(u,0),u € (0,1}, {u=1-20*ve[0,2]},{u=1v"—-1,0€[0,2]} et {(u,0),ue[-1,0]}.

Y v
w = 2?
— T
D C
A B x u
Plan de la variable z = x + 1y Plan de la variable w = u + v

1
b) Les courbes transformées par w = 1+ — des segments de droites [AB], [BC],[CD] est [DA]
z

ont pour équations, respectivement,

1 242 ot (1—tP+(1-t)+1 1 1
w=14+-w= 5 —i ,W = 5 —1 5 etw=1-—1
t 24+1 2+1 (1—1)°+1 (1—1)°+1 (1-1)

avec t € [0,1]. En tenant compte de w = u+iv, les équations paramétriques des courbes images

sont, respectivement,

_ 1, _ 242, —t _ A=’ +-p41 1
{u =1l+40= 0} ’ {u V= t2+1} ’ {u B (1—t)2+1}

et {u=1,0=:L} avecte[0,1].

e La courbe {u =1+ %, v = O} , t € ]0,1] représente la demi droite {u > 2,v = 0}.

242 . —t
U= tQH} on trouve

U 3 2—1—1)2 1aecu€ 32
PR _ = V i
2 4 277

qui est un arc d’un cercle.

e En éliminant ¢ entre u et v dans {u =

a-*+a-t+1 . 1
a—t24+1 7 T (1-t)?+1

e En éliminant ¢ entre v et v dans {u = } on trouve

2 1 2_1 3
(u—1) +<v+§) = avecue 1,5 ,

qui est aussi un arc d'un cercle.



1.2. Solutions

e La courbe {u=1,0= L} t€[0,1] représente la demi droite {u = 1,v € |—c0

y w = + ; v
D C
A B z
Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

Exercice 1.4

1]}

Mettre e* sous la forme u + iv et calculer |e?| dans chacun des cas

1
a) z=3+4i, b) z=2ir(1+1i), ¢) z =2+ 3i, d)z:Tﬂi.

Solution.

Par définition e* = e” (cosy + isiny) ou z = x+iy. Donc |e*| = |e* (cosy + isiny)| =

a) 3 = ¢3 (cos4 +isind) = €3 cosd +iedsin4 et [e3T] = 3.
b) 62@'7r(1—i—i) — e 2mt2im _ 2 (COS (27?') + ¢sin (27T)) — 727 ot }622'#(1-1-1')} — 27,

c) €237 = ¢e% (cos (3m) + isin (3m)) = —e? et |23 | = €2

d) e2 = ¢ (cos (1) +isin (UT)) = —iet |e27| = 1.

Exercice 1.5

T

e.

Déterminer la partie réelle et imaginaire des quantités suivantes :

a) f(z)=e™, b) f(2) =€, c) f(z)=e%, d) f(2) =¢




1.2. Solutions

Solution.

a) f(z2) =e ™ = e @) = ¢TI — =TT (cos (1Y) — isin (7y))

™ gin (my) ,

= e ™ cos (my) — ie”

b) f(2) = e = el@tin)® = 2w’ +idey — 2" o5 (2y) + ie” ¥ sin (22y)

T—1iy T

1 _1 R —] z JR—
_ = . _ P 3 — 2 2 2 2 2 2 Yy 2 2 o1 Yy
) f(z) =er =ertw = eTrwe-w = e+ P2 = e+ cos (Ty> et sin (T;;) ’

d) On a 2* = (z +1iy)® = 2 — 3z + i (32%y — ) . Alors

=" ¥ cos (32%y — y) +ie” PV sin (32%y — 7).

f(z)=¢

Exercice 1.6

Etablir que

a) — = €72, b) & = ¢, c) }eizl — ¢ Imz d) [e* —1| < el — 1< |Z|€|Z|.

Solution.

a) Par définition e* = e” (cosy +isiny) ou z = x + iy. Donc si z; = z1 + iy; et 25 = x9 + 1Yo,
alors

et e (cosyy+isiny;) . (cosy; +isiny;)(cosy, —isinys)
_— = €
e e (cosys +isinys) (cosya + isinys) (cosys — isinys)
COS Y1 COS Yo + Sin y; Sin Yo + 7 (cos Yo sin y; — cos Yy sin yo)

cos? y + sin o

T1—x
= P17 T2

Comme cos 1 cos Yz + sinyy sinys = cos (Y1 — ya), COS Y2 Siny; — cosyy sinys = sin (y; — y2) et

cos? yy + sin®y, = 1, alors

21

€ _ .. _ (1 —
= e (cos (g — ) - sin (g — ) = €O
— ew1+iy1*(932+iy2)
=172,

b) e =e?(cosy+isiny) = e (cosy —isiny) = e” (cos (—y) + isin (—y))

= oY) = %,

10



1.2. Solutions

c) [e”?| = |e'@tW)| = |e7v | = |e7¥ (cosx + isinz)| = e7¥ (cos® ¥ + sin®x) = eV = e~ M2,

d) Nous verrons plus tard que la fonction exponentielle complexe e* est définie en étendant la

série de Taylor de e” a partir de valeurs réelles de = a des valeurs complexes :

22 28 A IX
¢ :””WWW-":ZOH
Alors
22 2B A
e —1:2‘—}-5—’—54—@—}-....

En prenant la valeur absolue (module) de cette identité et en appliquant I'inégalité triangulaire

|21 + 22| < |z1| + |22], nous obtenons

. K N Els B
Ainsi
2 3 4
el —1 = |+|| T
2! 3! 4!
2 3 4
<||_|_|_|_|_ﬁ+|_|_|_
- 1! 2! 3!
2 3
= |z| 1+|z|+ﬁ+ﬁ+
2! 3

= |z| el

Exercice 1.7

Déterminer toutes les valeurs de z telles que

a) e’ est unréel  b) |e7*| < 1.

Solution. Y
y=3r
a) Par définition e* = e”cosy + ie*siny ou z = y =21
x +1y. Donc la partie imaginaire de e* s’annule y=m
si e’siny = 0, ce qui est équivalent a siny = 0 >
car ¢* > 0. D'ou y = km, k € Z. Alors e est y=-m
un réel si et seulement si z = x + ikmw, k € Z, y=—2m
qui sont des droites y = kw, k € Z, paralleles a y =3

laxe des z.

11



1.2. Solutions

b)On ae® =e *cosy —ie “siny. Donc |e ?| = y
e . Alors |e7?| < 1 est équivalent & e™* < 1
ou bien x > 0. D’ou les valeurs de z vérifiant >0

le=#| < 1 sont situés dans le demi-plan a droite

delaxedesy: {z=2+1dy / = >0}. Dansla

figure ci-contre, c’est la partie hachurée.

Exercice 1.8

Résoudre dans le plan complexe les équations

a)e*=1,b)e*=4+3i, c)e* =0, d) e =-2.

Solution.

a) Si e* = e"cosy + iesiny = 1, alors on a les deux équations e* cosy = 1 et e siny = 0.
Puisque e* > 0, on aura siny = 0 ce qui implique que y = k7, k € Z. Donc la premiere équation

devient

1 1
e” cos (km) =1 ou bien e = cos (o) = COy = (—1)".

Ceci est possible seulement si k& est un nombre pair. Dans ce cas x = 0. Alors les racines de

I'équation e* = 1 sont 2z, =i (2k) 7, k € Z.

Autre méthode. Siw = e* on a z = Logw. On obtient alors z = Logw, et donc

z=In|l|+iarg (1) =0+1i(0+2knr) =i (2k) 7w, k € Z.

b) L’équation e* = e”cosy + ie”siny = 4 + 3i est équivalente a e”cosy = 4 et e*siny = 3.
En prenant le carré des deux dernieres équations et en les additionnant, on obtient e** =
4% + 3% = 25 ou bien e = 5, ce qui donne x = In5. Encore une fois en réarrangeant ces
équations, on obtient tgy = %, ce qui donne y = Arctg (%) + km,k € Z. D’ou les solutions sont

z :1n5+i(Arctg (%) —|—2k:7r) k€.

Autre méthode. e* = 4 + 3i implique

3
z=Log(4+3i) =In|4+3i| +iarg (4 +3i) =In5+1 <Arctg (Z) +2k7r) ke Z.

12



1.2. Solutions

¢) L’équation e* = 0 n’admet pas de solutions car e” cosy = 0 et e*siny = 0, ce qui implique
que cosy = siny = 0 et ceci n’est pas possible.

d) L’équation e* = —2 implique z = Log (—2) = In|-2| + iarg(—2) = In2 + i (7 + 2km) avec
k dans Z.

Exercice 1.9

Mettre sous la forme u + 7v les nombres suivants

a) sin (27i), b) Sh(3+4i), ¢) Ch(3+4i), d) sin(mi), e) cos (g —m').

Solution.
[ ¥-1 27 __ 27 2r 2w
a) Par définition sin z = € Alorssin (2mi) = ‘ —© S & —isSh (2m).
21 21 2
b) On a Shz = %. Donc
Sh (3 + 47) = edtdi _ o34 _ e?cosd +iedsind — e 3 cosd + ie ?sin4
2 2

= Sh3cos4 +iCh3sin4.

c) Ona Chz = %. Donc
Ch (3 + 4i) = e3 T4 =34 _ e cosd +iedsind 4+ e 3 cos4 — ie 3 sin4
2 2
= Ch3cos4 +iSh3sin4.
ei(wi) _ e—i(wi) e~ — eT eT — e T
d) si ) = = =3 =4 Sh (7).
) sin (7) 5 % L i Sh ()
iz —iz
e) Par définition cos z = %. Alors
<7r ) elatm 4 eigT e™ cos g + 1€” sin g + e ™ cos g — e " sin g
cos(——mi) = —
2 2 2
_ e —we iSh .

13



1.2. Solutions

Exercice 1.10

Montrer que

a) Chz=Chxcosy+iShzsiny,
c) Ch(z; + 2z2) = Chz; Ch 2z + Sh z; Sh 2y,

e) Ch’z —Sh*z =1,

b) Shz = Shzcosy +iChzsiny,
d) Sh(z; + 22) = Shz; Ch z5 + Ch z; Sh 29,

f) Ch?z + Sh?z = Ch (22).

Solution.
a)OnaChz= exe’ Donc
Cha = et 4 emTw _ ecosy +ie”siny +e " cosy —ie " siny
2 2
= Chxcosy+¢Shxsiny.
z__ o=z
b) On a Shz = %. Donc

ex-i—iy _ e—x—iy

Shz =

e’ cosy +ie’siny — e *cosy +ie"siny

2
= Shzcosy +i¢Chasiny.

€Z1+22 + e F1—22

2

c) On a Ch (2 + 2z2) = 5 . Comme e17%2 = e*1¢*2 alors
e*le?2 e Flef 2 efle® + e FlefT2 efle®2 e RleR T2
Ch (Zl + 22) = =
2 4 4
62’1 622 _|_ 621 6_Z2 _|_ 6—21 622 _|_ G_Zl BZ—Z 621 €Z2 _ ezl 6—22 _ e—zl 622 _|_ 6—21 62_2
n 4 4
el +e 1 e? +e %2 . et —e 7 e —e 2
2 2 2 2
== Cth ChZQ + Sth Sh 29.
d) On a
efle?2 — g F1eF 2 efle?2 — eTFlefFT2 efleR2 — T RleR T2
Sh (Zl + 22) = =
2 4 4
efle®? 4 efle™%2 — eTF1e*2 — T RleET2 e*le®2 — efle™?2  e7Fle®2 — T RleFT2
N 4 4
—e e*2 + e %2 et +e —e

) )

14
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1.2. Solutions

= Sth Cth + Cth ShZz.

e) Si on prend z; = —z9 = z dans 'identité ¢) on trouve Ch0 = Ch z Ch (—z) + Sh z Sh (—=z).
Comme Ch0 = 1, Ch(—2) = Chz et Sh(—z) = — Sh z alors on obtient Ch® z—Sh* z = 1.

f) Si on prend z; = 2, = z dans lidentité c) on trouve Ch (22) = Ch? z + Sh? .

Exercice 1.11

Montrer que pour tout z, zg € C :

a) Cosz = Coszy <= 2z = 29+ 2kmw ou z = —z9 + 2km, k € Z,

b) sinz =sinzy <= z = 2y + 2km ou z = 7w — 29 + 2km, k € Z,
T

c) COSZ:0<:>ZE§[7T],

d) sinz =0<= 2=0]n].

Solution.

eiz e—iz
a) On a cosz = +T Alors

eiz + e—iz eizo + e—izo
2 2
- eiz _ eizo _ e—iZO + e—iz =0

COS 2 = COS 2

= 77 (¥ — iR — i 4 1) = () (en factorisant e~**)
— efiz <€izfizoeiz+iz0 - eiz+iz0 . eizf'izo + 1) — 0 car 622',2 — eizfizoeiquizo
e efiz (61'271'20 _ 1) (eiz+izo _ 1) =0

Puisque e~% ne s’annule pas alors soit e* %0 = 1 soit e***%*° = 1, ce qui donne
iz —izp = Logl =1In|1| +iarg (1) =i (2km) ou iz +izy =i (2km), k € Z.

Dou z = zy + 2km ou 2 = —zg + 2km, k € Z.

15



1.2. Solutions

iz —1z

. —¢€ N
b) On a sinz = — Alors de méme
1
eiz _ e—iz eizo _ e—izo
Sinz =sinzy <— - = -
21 21
— eiz _ eizo + e—izg _ e—iz =0
= e 7 (e — et 4 gliiR 1) = () (en factorisant e~%*)
s efzz (ezzfzzoezz+zz0 _ ezerzzo + ezzfzzo _ 1) — O car esz — ezzfzzoezerzzo
— e—iz (eiz—izo _ 1) (eiz—l-izo + 1) — 0
Puisque e~% ne s’annule pas alors soit e*7%%0 = 1 soit €7 = —1, ce qui donne

iz —izp = 1 (2km) ouiz +izg = Logl =In|-1| +iarg(—1) =i(m + 2km), k € Z.

D’ou

z2=2z9g+2kmouz=m—z + 2km, k €Z.

7r
c) Si on prend zy = 5 dans l'identité a) on trouve

cosz =0 <= z:g+2k7r ou z:—g+2k7r,kEZ
— z:g+k7r,k:€Z
7r
= ZEE[TF].

d) Si on prend zy = 0 dans l'identité b) on trouve

sinz=0 <= z=0+2knouz=7m—0+42km, k€ Z
<~ z=km keZ

— z=0]n].

Exercice 1.12

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) sinz =100, b) Chz=0, ¢c) Shz=0, d) Chz=—1.

Solution.

a) Tout d’abord, nous séparons les parties réelles et imaginaires de la fonction sinz. Nous

avons
. 6iz . efiz ei(a:Jriy) o e*i(eriy) 6fy+ix _ eyfiz
sinz = , = , = ,
21 21 21
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1.2. Solutions

e V(cosx +isinz) —e¥(cosx —isinz) (e ¥ —eY)cosx n i(e¥V+eY)sina

B 2i B 2i 2i
e¥—eY +ey+e*y )
=j——cosr+ ———sinz
2 2
= Chysinz + ¢ Shycosz.

Alors sin z = 100 entraine Ch y sinz = 100 et Shy cosx = 0. Donc d’apres la deuxieme équation

s
soit y =0 ou x = 5 + km, k € Z. En remplagant dans la premiere équation on obtient
y=0et sinz =100

ou

100 100
x:z+k‘7r,k:EZ et Chy = = = -
2 sin <§ +l€7r> (1)

Le premier cas n’est pas possible car |sin x| < 1. Dans le deuxiéme cas k soit pair car Chy > 1.

D’ou les racines cherchées sont

2= g + 2k + i Argeh (100), k € Z.

Autre méthode. D’apres l'exercice précédent 1.11, si on prend zy = g + i Argch (100) , on
trouve

z:g+iArgCh(1OO)+2k7r ouz:w—g—iArgch(100)+2k7r, kelZ

b) D’apres 'exercice 1.10, Chz = Chzcosy + iShxsiny. Donc l'équation Chz = 0 est
équivalente a Chxcosy = 0 et Shaxsiny = 0.

Si Shx =0, i.e. x =0, on aura
™
cosy=0 = y:§—|—k‘7r, kelZ.

Sisiny =0 i.e. y=km,k € Z, on obtient Chz cos (km) = 0 ce qui n’est pas possible.

Alors, les racines de I’équation Ch z = 0 sont

zk:i<g+k7r>, ke Z.

z —Zz

Autre méthode. Chz = (0 < % =0 <= e?* = —1. Alors
2z =Log(—1) =In|-1| +iarg(—1) =i(r + 2kn), k € Z.

ou bien

zk:i<g+k‘7r>, keZ.
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1.2. Solutions

c) D’aprés lexercice 1.10, Shz = Shxzcosy + i Chzsiny. Donc I'équation Shz = 0 est
équivalente a Shxcosy =0 et Chasiny = 0.

Si Shz =0, i.e. x =0, on aura
siny=0 = y=kFkm keZ.

Sicosy=01ie y= g + km, k € Z, on obtient Ch x sin <g + kw) = 0 ce qui n’est pas possible.

Alors, les racines de ’équation Sh z = 0 sont

2z = thkmw, k€ Z.

z —Zz

Autre méthode. Shz = () < % =0 <= e?*=1. Alors

2z=Logl=In|l|+iarg(l) =i (2km), k € Z.

ou bien

2z, = ikm, k€ Z.

d) On a Chz = Chzcosy + iShzsiny. Donc I'équation Chz = —1 est équivalente a
Chzcosy = —1et Shasiny = 0.

Si Shx =0, i.e. x =0, on aura
cosy=—1 = y=n+2km kel

Sisiny =0 i.e. y=kn, k€ Z, on obtient

- _ —1 _ —1 _(_1\kH1
Chzcos (kn) = —1 = Chz = cos (k) (21 =(-1)

ce qui donne x = 0 dans le cas k impair et aucun x si k pair.

Alors, les racines de I'équation Ch z = —1 sont
2z, = i (m + 2km) avec k € Z.

Autre méthode. Chz = —1 — ere” = ] < €

5 ) (e* +1)> = 0. Alors ¢ = —1 et

donc

z="Log(—1)=In|-1|+iarg(—1) =i(m + 2km), k € Z.

Exercice 1.13

Montrer que toutes les racines des équations sinz = a et cosz =a ou —1 < a < 1, sont

réelles.
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1.2. Solutions

Solution.

eiz _ e—iz
21

quadratique en e”*. En la résolvant on obtient

e = +v/1 — a2 + ia.

L’équation sin z = = a est équivalente a (€"*)” — 2iae” — 1 = 0, qui est une équation

Donc
iz = Log (i\/l Iy z'a) —In ‘i\/l — @ + ia| + i arg <i\/1 pe m) .
Comme a € [—1,1], alors In ‘j:\/l —a?+ z’a| =Inl=0, donc

z:arg<i\/1—a2+m) € R.

eiz + e—iz

5 = a est équivalente a (ei'z)2 — 2ae”* +1 = 0, ce qui

De méme I’équation cosz =

donne
e” =a+iv1— a2
Comme précédemment In ‘a +iv1— az‘ =Inl =0 cara€ [-1,1], donc

1
z = - Log (aj:i\/l—a2> = arg <aj:i\/1—a2> eR.
i

Que peut-on en conclure ?

Exercice 1.14

Montrer que pour tout z = x + 1y

a) [Shy| <|cosz| <|Chy|, b) |Shy| <|sinz| < |Chy].

Solution.

Nous pouvons calculer le module d’un nombre complexe w, soit par définition en identifiant ses
. , . . . s, 2 __
parties réelles et imaginaires ou par la propriété |w|” = ww.

. 12 .
Nous allons utiliser la propriété |w|” = ww ici.

a) On a

) etz + e~z e iZ + ez ei(sz) + 6i(z+2) + 6fi(z+2) + efi(sz)
|cos z|” = cos zCos Z = = :
2 2 4
Puisque z —Z = 21y et 2 +Z = 2z, on aura

6—2y + 627290 + 6—21'30 + €2y B 1 e?y + €—2y N 621':(: + 6—27290
4 2 2 2

|cos z|” =
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1.2. Solutions

(Ch (2y) + cos (22)) .

N —

Par les transformations Ch (2y) = 2Ch*y — 1 et cos (2z) = 1 — 2sin®z, on obtient la rela-
tion

|cos z|* = (2Ch*y — 1+ 1 —2sin’z) = Ch’y — sin® z.

1
2
Comme —1 < —sin?z < 0, alors Sh? Yy = Ch2y — 1 < Ch? Yy — sin? z < Ch? y. D’ou le résultat

demandé
|Shy| < |cosz| < |Chyl.
b) On a
’ . ’2 ‘ ‘ elz _ iz e"iZ _ oiz ei(z—E) _ ei(z—l—z) _ e—i(z-‘rE) + e—i(z—E)
sin z|” = sin zsin z = =
21 -2 4
_ 6—2y _ 622'33 _ €—2ir + e2y _ 1 62y + 6—2y eQix + e—2im
B 4 2 2 2

(Ch (2y) — cos (2z)) .

N —

En utilisant les transformations Ch (2y) = 2Ch®y — 1 et cos (22) = 2cos? z — 1, on trouve

(ZCh2y— 1— (2c082x— 1)) = Ch?y — cos® z.

N | —

|sin z|* =

Comme précédemment —1 < — cos? z < 0 implique que |[Shy| < |sinz| < |Chy].
Nous pouvons conclure des inégalités ci-dessus que les fonctions cos z et sin z ne sont pas bornées

dans le domaine complexe.

Exercice 1.15

Déterminer tout les points z de C qui vérifie |cos z| < 1.

Solution.

D’aprés la solution de exercice précédent 1.14, on a |cos z|> = Ch?y — sin? . Alors |cos z| < 1

si et seulement si
Ch?y —sin?x <1 <= Sh?y =Ch?’y — 1 <sin’x

<= —|sinz| < Shy < [sinz|

<= — Argsh (Jsinz|) <y < Argsh (|sin z|)
Dans la figure ci-dessous, il s’agit de la partie hachurée.
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1.2. Solutions

o s TN SN S

Exercice 1.16

Déterminer les valeurs de Log z dans chacun des cas, ou Log désigne la détermination

principale du logarithme :

a)z=—11,b)z=4+4i, c)z=4—4i,d) z=1+1i, e) z =ei.

Solution.

On rappelle que la fonction z — Log z, z # 0 est une fonction multiforme définie par

Logz=1In|z| +iargz

=lIn|z| +i(Argz+ 2km), k€ Z, on — 7w < Argz <.
La détermination principale ou valeur principale de Log z est souvent définie par

Logz=1In|z|+iArgz, ot —7 <Argz<moul<Argz < 27.
a) On a Log (—11) = In|11| + i Arg (—11) = In11 +im.

b) Log (4 + 4i) = In |4 + 4| + i Arg (4 + 4i) = 2In 2 4 iZ.
c) Log (4 —4i) =In |4 — 4| + i Arg (4 — 41) = 3In2 — i%.

d) Log(l—i)=1In|l—i|+iArg(l —14)=1In2—iF,

Log(1+i) =In|l +i[+iArg (1 +i) =In2 447,
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1.2. Solutions

e) Log (ei) = In |ei| + i Arg (ei) = 1 + 5.

Exercice 1.17

Déterminer toutes les valeurs de Log z dans les cas suivants :
a)z=e b)z=1¢)z2=-7,d) z=¢', e) 2 =4+ 3i.

Puis montrer que 'ensemble des valeurs de Log (i2) est différent de I’ensemble des valeurs

de 2 Log (7).

Solution.

a) Log (e) =1Inle| +iarg (e) = 1 + 2ikm, k € Z.
b) Log (1) = In|1| +iarg (1) = 2ikm, k € Z.
c) Log (=7) =In|-7|+iarg(=7) =In7+i (7 + 2kn) , k € Z.
d) Log (¢') =In|e’| +iarg(e') =Inl+i(1+2kw) =i (1+ 2km), k € Z.
e) Log (4 + 3i) = In |4 + 3i| + iarg (4 4 3i) = In5 + i (Arctg (3) + 2kn) .k € Z.
En ce qui concerne la deuxieme partie de 1’exercice, on a
Log (i*) = Log (—1) = In|-1] +iarg (—1) =i (7 + 2k7) .k € Z

et
. . . . (T .
2Log (i) =2(In|i| +iarg (i) = 2i <§ +2k:7r> =i (m+ 4km) , k € Z.

Notons que 'ensemble des valeurs de 2 Log (i) est strictement inclus dans I’ensemble des valeurs

de Log (i%).

Exercice 1.18

Résoudre les équations suivantes :

a) Logzz—ig, b) Logz=4—3i, c) Logz =e — mi.

Solution.
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1.2. Solutions

On rappelle que la fonction z +— Logz, z # 0 est définie comme l'inverse de la fonction

exponentielle e* : Logz = w <= 2z = ¢e". Alors
a) z =e "2 = cos (—%) + isin (—%) = —1i.
b) z = '3 = ¢* (cos (—3) +isin (—3)) = e* cos 3 — iet sin 3.

c) z=e =¢°(cos (—m) +isin(—7)) = —e®.

Exercice 1.19

Trouver la valeur principale de

ol

a) (1+0)7, b) (1—), ¢)iz, d) (=1)*7, ) (3+4i)3.

Solution.

La fonction z — 2% a € C, est définie par z® = e*logz = galnlzl+i(Arg242km) |« 7 1,9 valeur

principale est e®(/z+iAre2) ghtenue en donnant & & la valeur 0. Alors

a) (1 + Z-)lfi — (1=i) Log(1+i) — o(1—i){In|1+i[+iarg(1+i)}

— o= {nv2ri(F+2km)} _ 5+nv242mkti(§~Inv2+2mk)

= V2e1™™* {cos (T — Inv2 + 27k) + isin (§ — Inv2 + 27k) }

=V2eit™ {cos (2 —Inv2) +isin (5 —Inv2)} k€ Z
La valeur principale est v2e7 (cos (¥ —Inv/2) +isin (5 —Inv/2)) ~ 2.8079 + 1.3179i.
b) (1 —1) i _ o(1+i) Log(1—i) — o(1+4) {In|1—i|+iarg(1—i)}

— (1) {InV2ri(—F +2km) } Z4In v2-2rk+i(— % +Inv2+2rk)

= ef
= v2ei7 7 {cos (=5 + Inv/2 4 27k) +isin (=5 +In V2 + 27k) }
=V2et 7™ {cos (=5 +Inv?2) +isin (-F +Inv2)} k € Z

La valeur principale est v/2¢7 (cos (—Z + Inv/2) + isin (—Z + Inv/2)) ~ 2.8079—1.3179

c) it = ebLogi — ealmliltiarsd) — o3 (n1+i(5+2hm)) _ —(§+k7) 1 o 7.
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1.2. Solutions

d) (_1)2*i — (- Log(=1) — p(2—i){In[-1|+rarg(-1)} —_ o(2—9)i(7+2km)
= e T2k Hi(2ntdkm) — omH2kT Loog (2 4 4km) + i sin (27 + dkm)}
—_ e7r—|—2k:7r’ keZ.

La valeur principale est e”.

— e3 Log(3+4i) — 3(In[3+4i|+iarg(3+47))

[N

e) (3 + 4i)

e%(21n5+i(Arctg%+2kﬂ')) _ €§1n5+i(%Arctg%+%kﬂ)
= /25 {cos (% AlrctggL + %lm) + isin (% Arctg%1 + %/ﬁr)} k€.

La valeur principale est v/25 (cos (5 Arctg 3) + isin (3 Arctg 3)) ~ 2.7854 + 0.88949i.
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Holomorphie - Harmonicité

2.1 Exercices

Exercice 2.1

En utilisant les regles de dérivations, calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(2)=(2—i)2° +i2' =322 +45,  b) f(2) =5(iz)" — 1022 + 3 — 4,

¢) f(2)=(F—1)(22—2+1-5i), d) f(z)=(22+2z+T7i) (z* — 4iz)’,
122 — 2z 2+1

e) [(z) = Fy— £) f(2) = —5iz° + 5
_ (A ) 10 - (44 2i) 2z 3
g) f(2)=(z"—2iz" +2) ", h)f(z)_(—(Q—i)z2+92’) _

Exercice 2.2

Montrer que la fonction f (2) = z + 4iy n’est dérivable en aucun point.

Exercice 2.3
Soit la fonction f(z) = \2\2 ; montrer que f est dérivable qu’a l'origine (méme chose pour

g(z)=zet h(z)=|z]).

Exercice 2.4

Montrer que la fonction dé nie par

0 si z=0

3 3 3 3
x2+y2 + Zl’2+y2 S1 2 # 0

f(z) =
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2.1. Exercices

est non dérivable a 'origine. (on pourra considérer les chemins le long des axes).

Exercice 2.5

Etudier 'holomorphie des fonctions suivantes (en précisant leurs domaines).

a) f(z) =23, b) f(z) = 32* + 5z — 64,
c) f(z) =Rez, d) f(z) =e *cosy —ie “siny,
e) [(z)=a+ 9>, f) f(2) =2 +sinzChy+i(y+ coszShy),
g) f(z) =y+ iz, h)f(z):4z—62+3
i) f(2) =7 §) f(2) =€ cos (2zy) + ie ¥ sin (2uy),
k) f(z) = 42®+bx -4y’ +9 1) f(2) = &y Timha
+i (8xy + by — 1),
m) f <Z> = (x_gi;21+y2 - i(x—1:§2+y2’ n) f (Z) = £ :Qxfy;—x + i? :22_;/2_?/

Exercice 2.6
Déterminer les constantes a,b,c et d de telle sorte que la fonction f soit holomorphe dans

chacun des cas

a) f(2)=3x—y+5+i(ar+by—3), b) f(z) =2+ avy+by* +i(cx® +dvy +y*).

Exercice 2.7
En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann montrer que les fonctions suivantes ne sont pas
holomorphe sur C, néanmoins elle sont dérivables sur les chemins indiquées
a) f(z) = 2%+ y* + 2ixy, Paxe des abscisses,
b) f(z) = 3z%y? — 6iz*y?, les deux axes,
c) f(z) =23+ 3wy? —x +i(y> + 32%y — y), les deux axes,
d) f(2) =2’ —z+y+i(y’—dy—a), y=z+2.
Exercice 2.8
Soit f(z) = u(x,y) + iv (z,y) une fonction complexe, on pose x = rcosf et y = rsinf.

1. Montrer que

@—@c sg—i—a—sm@ et @——%Tsmﬁ—l—a—urcosé’

or Oz oy ol ox dy
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2.1. Exercices

2. Exprimer les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires et montrer que

ou N ,8@) _ e_wﬁf

f'(2) = (cos @ — isin ) (5 5 a3

3. Appliquer les résultats trouvés pour étudier I’holomorphie des fonctions

cosf  sinf

fe) =0

r r

et g(z) =5rcosf+r*cos (40) +i (5rsin 6 + r*sin (49)) .

Exercice 2.9
Soient U un ouvert connexe non vide de C et f une fonction holomorphe sur U. Prouver que

les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est constante.
2. P =Re(f) est constante.
3. @ =Im(f) est constante.
4. f est holomorphe sur U.
5. | f] est constante.

Exercice 2.10

Vérifier que les fonctions données sont harmoniques et déterminer leurs conjuguées harmoniques

dans chacun des cas suivants.

a) u(ac,y):x, b) u(a:,y):2x—2xy, C) u(x,y)::vQ—yQ,

d) u(z,y) = —e*siny, e)u(zr,y)=2>—3zy*, f)u(z,y)=c"(rcosy—ysiny).

Exercice 2.11

Vérifier que la fonction u donnée est harmonique et déterminer sa conjuguée harmonique v,

puis expliciter la fonction complexe f(z) = u + iv en fonction de z dans les cas suivants

a) u(z,y) =axy+x+2y avec f(2i) = —1+ 5i,
b) u(z,y) = 4xy> — 423y +x avec f(1+1) =5+ 4i.

Exercice 2.12

X

Soit v la fonction définie par v (z,y) = ——.
par v (,y) = — vy

1. Montrer que v est harmonique dans un domaine D qui ne contient pas 1’origine.
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2.1. Exercices

2. Trouver une fonction complexe f(z) = u(z,y) + i (z,y) qui soit holomorphe sur le

domaine D.
3. Exprimer f en fonction de z.

Exercice 2.13

Soit f(z) = w(r,0) + iv(r,0) une fonction holomorphe sur un domaine D. En utilisant les
conditions de Cauchy-Riemann sous forme polaire monter que u et v satisfont a I’équation de

Laplace sous forme polaire

Application : montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques :

1072 — sin (26)

a) u(z,y) =r’cos(30), b)u(xy) = 2

Exercice 2.14

Trouver toutes les fonctions conjuguées harmoniques qui correspondent aux formes suivantes

a)u=F(2*+¢°), b)u=F(ax+by), c)u=F(zy), d)uzF(%)

Exercice 2.15

Déterminer les fonctions holomorphes f = P + () de la variable z = x + iy dans chacun des

cas suivants :
1. P ne dépend que de x cos ¢ + ysin ¢ ou ¢ est un angle donné.
2. P2 4+ % ne dépend que de x.

P
3. @ ne dépend que de .
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2.2. Solutions

2.2 Solutions

Exercice 2.1

En utilisant les regles de dérivations, calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(2)=(2—0)2"+iz* =322+, b) f(2) =5(iz)* — 1022 + 3 — 4,

) f(2)=(F—1)(22—2+1-5i), d) f(z)=(22+22+7i) (z* — 4iz)°,

iz? —22 2—|—z
Bl f = -5
—— ) £ () = =5i +

e) [(2) =

g) f(2) = (= — 2i? + z>1°, h) f(2) = (@(ft—ﬂﬂ '

Solution.

On rappelle que les regles de dérivation des fonctions de la variable complexe, concernant
sommes, différences, produits, quotients et compositions (lorsqu’elles sont définies) sont les
mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions réelles.

Ainsi les dérivées des fonctions élémentaires dans le cas complexe sont identiques a celles dans

le cas réel.
a) f'(2) =5 (2 — i) 2* + 4iz — 6.
b) f'(2) = 15i (iz)* — 20z = —15iz% — 20z.
Q) f(2)=(—1) L (2> —2+1-5)+ (22— 2+1—5) L (25 —1)
= (5= 1) (22— 1) + (22— 2+ 1 — 5i) (62%)
=827 — 725 + (6 — 304) 25 — 22 + 1.
d) f'(2) = (2 + 22+ Ti)° L (24 — 4iz)’ + (2* — 4i2)” L (22 + 22 + 7i)°
= (224 22+ 7i)° 3 (423 — 40) (2* — 4iz)? + (2* — 4i2)° 2(22 4 2) (2% + 22 + Ti)
= (24 —4i2)? (22 + 224 Ti) (3 (22 + 22 + Ti) (42° — 4i) + 2 (2* — 4iz) (22 + 2))

= (2* — 4i2)” (22 + 22 + 7i) (162° + 282* + 84i2% — 28i22 — 40iz + 84) |
(Bz+ 1 —1) 4L (iz* — 22) — (iz* — 22) £ (32 + 1 — 1)
(3z+1—1)

e) ['(z) =
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2.2. Solutions

B4 1—4)(22—2)— (22 —22)(3)  3i2®+(2+20)z2—242i

B (3z+1—1i) B (3z+1—1i) '

4+ 2
3

g) f'(z) =10(42% —diz + 1) (z* — 2iz% + 2)°.

-(a5%) (o)

—24 (3 +4i) 2% (52° + 9 — 180)
((2 —14) 22+ 9i)* '

£) f'(z) = —10iz —

h) f7(2)

Exercice 2.2

Montrer que la fonction f (z) = x + 4iy n’est dérivable en aucun point.

Solution.
Par définition, la fonction f n’est pas dérivable en zy = xg + iyg si la limite lim M
2—20 zZ— 2
n’existe pas, i.e. la limite dépend de la maniere dont z tend vers z.
Soit zg = xg +1yg € C. On a
B i — A _ i (4 —
lim f(z) = f(20) ~ lim T+ y (zo + 'lyo) — lim © Ty + ! (y 1/0).
22— 2 1200w +iy — (2o +iy) 5% x— 2o +1 (Y — Yo)

T — 2o
=1

Pour y = yy et x — g, la limite cherchée est lim
rT—x0 L — ‘TO

4i (y —
Pour x = xq et y — 1o, la limite cherchée est lim M
y=v0 i (Y — Yo)

La limite obtenue dépendant de la facon dont z — zg, la dérivée n’existe pas i.e. la fonction f

=4.

n’est dérivable en aucun point.

Exercice 2.3

Soit la fonction f(z) = |z|2 ; montrer que f est dérivable qu’a 'origine (méme chose

pour g (z) =Z et h(z) = |2]).
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Solution.

a) Soit zp = zg +iyo € C* i.e. (xg,yo) # (0,0). On a
)= f() _ =l 2 gy — g

lim —————= — = lin , )
R —_ xr X —_ —_
z—20 Z— 2 z=z20 2 — 2 y—yo T — Lo +1(y — vo)
2 2
. , . It = . r — Xo) (T + X9
Pour y = yy et © — x¢, la limite cherchée est lim 0 — lim ( ) ) = 2x0.
rT—x0 T — Xy T—x0 r — T

Pour x = xg et y — yo, la limite cherchée est

2 .2 _
lim y—% — lim (y . Yo) (¥ + yo)
Y=y 1 (y - yo) Y=o 7 (y — yo)

Pour 2y = z¢ + 1y € C*, la limite lim M

Z—r20 z — ZO
la fonction f n’est dérivable en aucun point de C*.

dépendant de la facon dont z — 2y, donc

Si zg =0 id.e. (zo,v0)=(0,0). On a

2
i LG = F20) B g
zZ—20 Z— 2 z—0 z z—0 zz

Donc f est dérivable qu’a l'origine avec f'(0) = 0.

9(2)—9(20)2111115—50 r—x0—1(y — yo)

b) Si z = z+iy et zg = xo+iyy alors lim = lim : )
) Y 0 0ty 2—20 Z— 2 z—=z20 2 — 2 z:;zg T— X+ (y - yO)
Siy =y, lim —g(z) —9(20) = lim T % 1.
Z—20 zZ— 20 =20 T — X
Siz = xg, lim M: lim M:_l,
220 2 — 2 y=vo 1 (Y — o)

Pour tout 2y dans C, la limite n’existe pas donc la fonction g n’est dérivable en aucun point.

c) Soit zg = xg + 1y € C*. On a

h —h — 2 2 _ 2 2
i G =G0 e =l VR Y Ve s
Z2—20 Z — 20 =20 2 — 2o :53:58 T — X +1 (y _ yO)
h —h 2 2 _ 2 2

Siy = o, limM:hm Va2 +yg \/x0+y0: To

z2—20 Z— 20 T—T0 T — X \/m

h —h 2 2 _ 2 2 s

Si z = 9, lim M — lim \/wo +.y \/xo Y% _ 1o .

2—20 Z— 20 Y—Yo 1 (y — yO) /113(2) + y(%

h —h (0 ret .
Ainsi lim —(Z) ©) = lim M = lim ‘ . ‘ = ¢ la limite en z = 0 n’existe pas car elle

z—=0 z—0 z—0 z r—0 retf

dépend de . La fonction h aussi n’est dérivable en aucun point.
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Exercice 2.4

Montrer que la fonction définie par

0 si z2=0

z 34y8 :
xg +y2 iz St z2#0

f(z) =

est non dérivable a l'origine. (on pourra considérer les chemins le long des axes).

Solution.
On a s
z3 _y oty
lim f(z) = f(0) — lim &Y x2+y2 ‘
2—0 z— 538 T+ 1y
.. , . x+iz )
Pour y = 0 et x — 0, la limite cherchée est lim =141
—0 x
. . L4
Pour x =y =t et t — 0, la limite cherchée est lim ! ! - = i !
=0t + it 1 +1 2

La limite lim Lgm)

1 dépend de la fagon dont z — 0, donc la fonction f n’est pas dérivable
z2— z —

a 'origine z = 0.

Exercice 2.5

Etudier ’holomorphie des fonctions suivantes (en précisant leurs domaines).

a) f(z) =
c) f(2)

e) f(z) =2+

= Rez,

g) f(z) =y +iz,
i) f(2)=%
k) f(2) =

42? + 5x — 49> + 9

+i (8zy + 5y — 1),

m) f(2) = (l‘—gcl)_zlJrz,l2 B i(z—l‘q);2+y2’

b) f(z) = 32% + 5z — 61,

d) f(2)

f) f(2) =2z +sinzChy +i(y + cosx Shy),

— —T —T o3
=e “cosy —ie Tsiny,

h)f(z):4z—65+3
i) f(z

)= = sin (2zy),
D) f(2) = o

v cos (2ay) + ie”

Yy
$2 +y2 )

3 2 .3 2,
n) f(z) = S rertu
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Solution.

ou Ov Ou  Ov ,
— et —sont continues dans

Nous rappelons que si f = u+iv et les dérivées partielles —, —,
Or dy dy  Ox

un domaine D, alors les équations de Cauchy-Riemann

ou_ov  ou_ ov
or Oy oy Oz

sont nécessaires et suffisantes pour que f soit holomorphe dans D.
+7z Z

z—Z
En notant que z = ety = 5 les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent étre
7

écrites sous la forme

0

o7,
0z

a) La fonction f(z) = 2® ne contient pas le terme z, donc d’apres la condition de Cauchy-

Riemann 8_]_” = 0, la fonction f (z) = 2% est holomorphe dans C.

0z
b) Comme précédemment f(2) = 322 + 5z — 6i ne contient pas le terme z, donc elle est

holomorphe dans C.

c) Ona f(z) =Rez=ux. Posonsu=uzet v=0.
u , Ov

Il est claire que 9z #* N la premiére équation de Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite. Alors
x ' Oy

la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

d) Onau=-e""cosy et v = —e “siny. Les dérivées partielles de u et v sont
ou _ac v Cw ou e v .
— =—e "cosy, — =—e “cosy, — = —€ “siny, — =e “siny.
ox Y oy 4 dy Y o 4
Les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R, c¢’est-a-dire
ou Ov _m ; ou ov e
— = — = —¢ cosyet — = —— = —e smy,
or 0Oy 4 dy ox 4

la fonction f est donc holomorphe sur C.
On remarque aussi que f (z) n’est que e~*, qui est holomorphe sur C car elle ne contient pas le

terme Z.

0
e) Ona f(z) =22 +y® = |2|° = 2Z et donc 6_]; = 2. La condition de Cauchy-Riemann 5 = 0

n’est satisfaite qu’en zy = 0. La fonction f est dérivable en zy = 0 car

lim —f () = 7 (0) = lim 2

z—0 z — 0 z—0 2z z—0
mais elle n’est pas holomorphe en 0 car il n’y a pas d’un disque ouvert centré en 0 sur lequel f
est dérivable.

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.
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f) Onau=2z+sinzChy et v =y + cosx Shy et donc

0 0 0 0
u—1+cos:cChy, —vzl—l—costhy, —u:sinxShy, —U:—sinxShy.
ox dy dy ox

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout z,y € R car

gz ZZ =1+ coszChy et gz = (92 = sinz Shy.

La fonction f, qui n’est que z + sin z, est alors holomorphe sur C.

g) On au =y et v=2x et donc

ou ov ou ov
g oy oy ar

ou  Ov
La premiere condition de Cauchy-Riemann — = — est satisfaite, mais la seconde condition

or Oy
ou ov

= n’est pas satisfaite en aucun point. Donc la fonction f, qui est iZ n’est holomorphe

3_y Oz

en aucun point de C.

0
h) On a f(z) =42z — 6z + 3 et donc —f = —6 # 0. Alors f n’est holomorphe en aucun point

0z
de C.

i) On a f(z) = z2 et donc g_]_f = 2Z # 0 sauf en 0. Alors f n’est holomorphe en aucun point
z
de C. Mais elle est dérivable en 0 car
_ =2 =2
LTS

= lim — = 0 a cause de lim |—
z

= lim|z| = 0.
2z—0 z2—0 z—0 2 z—0 Z—

j) On au=e""" cos(2xy) et v = ¥ sin (2zy) et donc

ou ov 2_ .2

_— = — = -y — i

9 oy 2e (x cos (2zy) — ysin (2zy))

ou ov 2,2

A 2 in (22y)) .
9 o e (y cos (2zy) + sin (2zy))

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R. La fonction f, qui n’est

que 622, est alors holomorphe sur C.

k) On a u = 42® + 5x — 4y?> + 9 et v = 8xy + 5y — 1 et donc

8u 811 ou ov

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R. La fonction f, qui n’est

que 422 4+ 5z + 9 — 4, est alors holomorphe sur C.
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x oy z z 1 of -1 ,
1) On a f(z) = PR +2x2+y2 = W === %et donc el # 0. Alors f n’est
holomorphe en aucun point de C.
—1 1
— z—1 —1 y — < — 1
m) Ona f(z) = e e ST Ay qui est holomorphe sur C\ {1}.
25 | 5 2 1 1
n) On a f(z) = x3+293f’2jx + iygt“fy;y _ Zj— G z + —, qui est holomorphe sur
vy vy ZZ z z

C~.

Exercice 2.6

Déterminer les constantes a, b, c et d de telle sorte que la fonction f soit holomorphe

dans chacun des cas

a) f(z)=3zx—y+5+i(ax+by—3), b) f(z):x2+azy+by2+z’(C$2+dxy+y2).

Solution.

a) Onau=3r—y+5etv=azr+by— 3. Les dérivées partielles de u et v sont continues et

elles sont données par

ou ov ou v
— =3, —=b —=-1, —=a.
Ox oy Oy Cor ¢
Les équations de Cauchy-Riemann
ou Ov
et @ = —@ —a=1
oy  Ox N

sont alors nécessaires et suffisantes pour que f soit holomorphe. Dans ce cas

f(z)=3z—y+5+i(z+3y—3)=0B+i)z+5-3i

b) On a u = 2% + axy + by? et v = cx?® + dry + y*. Donc

u ov ou v
Oz T+ ay, By T+ 2y, y azr + 20y, Oz cx + ay
0 0 0 0
Les équations de Cauchy-Riemann g _ % Y — _ % donnent

8:6_5_ye 8_y ox
2 +ay =dx + 2y et ax + 2by = —2cx — dy.

Ce qui implique que a =d =2 et b =c = —1. Dans ce cas
f(z)=a"+2zy —y* +i (-2 + 22y +y°) = (1 —1) 2°
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Exercice 2.7

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann montrer que les fonctions suivantes ne
sont pas holomorphe sur C, néanmoins elle sont dérivables sur les chemins indiquées

a) f(z) = x* +y* + 2ixy, Paxe des abscisses,

b) f(z) = 3xy* — 6ix®y?, les deux axes,

c) f(2) =34 3xy* —x +i(y> + 32%y — y), les deux axes,

d) f(2) =2’ —z+y+i(y’—dy—a), y=z+2

Solution.

a) On a u = 2?4+ y* et v = 2xy. Donc

@—Zx @—Qx — @—@
or 7 oy or Oy’
ou ov ou ov

— =2y, — =2y — —F——=.
Jy 4 ox 4 dy ox
La deuxieme équation de Cauchy-Riemann n’est satisfaite qu’aux points de 1’axe des abscisses

y = 0. Si zyp = xo un point de cet axe des abscisses, alors la fonction f est dérivable en zj

car
i J ) = (o) @ 4y o+ vy — o
2—20 z— 2 nR T+ 1y — T
B 2 — y? + 2izy — xf 29/
—xlggo< TH+iy— +sc—|—z' -
y—0 0 ) 0
B x? — y? + 2ixy — 292
—zlggo< T+ 1y — o +x+z’y—x0
y—0
22
:llm x+zy+mo++>
yﬁO T+ 1y — To
:2:607

mais elle n’est pas holomorphe en zy car il n’y a pas d'un disque ouvert centré en zy sur lequel
f est dérivable.

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

b) On a u = 3z%y? et v = —62%y>. Donc
Ju 5 Ov 9 ou 5,  Ov 9

— = 6ay”, — = —1227%y, — =6x"y, — = —12zy".
ox x
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Les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque xy = 0 c¢’est-a-dire aux points

des deux axes y = 0 et x = 0. Sur les deux axes la fonction est dérivable car si zp = x,

f(2) = fz0) _ o 32%7 = Gia?y®

lim ———————= = i : 0
Z—r20 Z— 2 A + 1y — g
et si zg = 9o,
2) — f(z 3x%y? — Gix’y?
limM:hm y' 'y:()-
220 Z— 2 ;332) T+ 1y — o

Pour la méme raison que celle qui précede f n’est pas holomorphe sur C.

c) On au=2%+3zy* —x et v=19>+32%y —y. Donc

B
T 32?4+ 3y% - 1,

v
=2~ 6ay.
ox vy

ov ou 0
— =3 +32°-1, — =6

Comme précédemment, les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque xy = 0.

Sur les deux axes xy = 0 la fonction est dérivable car si zg = x,

. ()= f(20) 2+ 3ry —x+ i (P + 30ty —y) — a3 + 1
lim —%—————+ = lim -
z2—r20 Z = 2 fyjfoo T+ — X

i 3+ 3xy? +i (y?’ +32%y) — x5 .

l’y—;%o T+ — o
=322 —1 (en posant x = ¢+ rcosf et y = rsind),
et si Z20 = iyo,

fim £ )= f ) @t Bay® — o iy + 2%y —y) — i g5 — o)
Z—20 Z— 2 z—0 T + Y — 1Yo

Y—Yo

=3y; — 1 (en posant x = rcosf et y =y + rsind).

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

d)Onau=2?—x+yetv=1y>—>5y—z Donc

ou ov ou ov
=2 —1, —=2y—5 —=1 —=—1.
Ox T oy Y=o " Ox

Les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque 2x — 1 = 2y — 5 ou bien

y =+ 2. Sur la droite y = x + 2 la fonction est dérivable car si zg = zg + i (¢ + 2),

po FE = f ) et —a by iy’ by — @) — (L) af — 2iag +2 — i)
2—z0 Z— 20 yi?(‘f_%Q T+ 1y — x —i(x0+2)

=2x9—1—1 (en posant x = xy+ rcosf et y = xy+ 2+ rsiné).
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Alors la fonction f n’est holomorphe sur C.

f(z)=a"+2zy —y* +i (-2 + 22y +y°) = (1 —1) 2°

Exercice 2.8

Soit f (2) = u(x,y) + v (z,y) une fonction complexe, on pose x = rcosf et y = rsin 6.

1. Montrer que

8_u — @0059+a—usin9 et @ = —%rsinejt%rcos&

or Oz dy 00 Oz y

2. Exprimer les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires et montrer

que

. ou 0Ov _a0f
/ o . — 16
f'(2) = (cos@ — isin ) (_0r + @—(%) =e o

3. Appliquer les résultats trouvés pour étudier I’holomorphie des fonctions

cosf  sinf

flz) = —1

. . et g(z) =5rcosf+r*cos(40) + i (5rsinf + r* sin (469)) .

Solution.

1. Onaz=rcosf et y=rsinf our = /22 + y? et 6 = Arctg (g) D’ou

ou Oudr Oudy OJu ou .
o~ awor Tayor  ax 0T g, s 21)
Ou Oudxr Oudy  Ou . ou
%" 9500 + 87;% = @x'r sin 0 + ayr cosf. (2.2)

2. De la méme fagon

ov OJvdx Ovdy Ov ov

— =——+4+ ——==—cosf+ —sinb 2.

or  OxOr * oyor  Ox cosv+ oy S (2:3)

Oov OJvdx Ovdy ov . ov

Dt A 0+ — 0. 2.4

90 0200  oyon  ox SV g, (24)
D’apres les équations de Cauchy-Riemann @ _ o t ou _ —%, les équations (2.4) et

61_8_3/6 Ay Oz

(2.3) peuvent étre écrites comme

@ = —@rsine—i— @rcose = @rsine—i- @T‘COSQ =r %COSQ-F @sme
00 Oz oy Oy Ox -\ 0z oy ’
% = g—ZCOSGJr g—ZSinﬁ = —g—Zcosé’—l— %Sin@ = — (—%sin@—k %COS@) )
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En tenant compte de (2.1) et (2.2), on trouve les conditions de Cauchy-Riemann en

coordonnées polaires

ou 10v ov 10u
o —ros o= v (25)

On rappelle que si f = u + v est holomorphe dans un domaine D de C, alors la dérivée

de f est donnée par

ou  Ov ov 8u Ju  Ou
/ _ > - = - i = = _ i D. 2.

sin 0
En multipliant (2.1) par cos 8, (2.2) par ~27 et en additionnant, il vient, tenant compte
r

de (2.5)

ou Ou  sinf Ju ou ov
o e — 3 = C° 595 +sm9§ (2.7)

De méme en multipliant (2.1) par sin 6, (2.2) par et en additionnant, il vient, tenant

compte de (2.5)
ou . Ou cosfou ou ov

= — = sinf— — cos—. 2.
oy — %y * r 00 = sin ar " or (2:8)
En tenant compte de (2.7) et (2.8), la dérivée de f peut s’écrire
f(z) = % - zg—Z = cos@% + sm@% -1 (sm@% - cos&%)
B . ou v\ = _,0f
= (cos@ —isin) (54—@5) =e o
. Pour f(z) = cost _ Z,sme’ onau= cos? et v = _sme’ et donc
r r r

Ou  cosf 1 [ cosf) 10v
or r2 r r ) rof’
dv _sinfg 1/ sinf)  1du
o 2 r r r o

Les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sont satisfaites, alors la fonc-
tion f est holomorphe sur C*.

Pour ¢ (z) = 5rcosf+r*cos (40) +i (5rsinf + rtsin (40)), on a u = 5r cos 6 + r* cos (40)
et v = Brsinf + rsin (40). D’ou

ou 1 4 10v

o = = 5cosf + 4r° cos (40) = . (57“0089 + 4r* cos (4«9)) =5

ov 1 10u
. 5sin 6 + 4r° sin (46) 7“( 57 sin r sin (49)) ~ 55

Il vient alors que la fonction f est holomorphe sur C.
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Exercice 2.9

Soient U un ouvert connexe non vide de C et f une fonction holomorphe sur U. Prouver
que les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est constante.
. P =Re(f) est constante.

2

3. @ =Im(f) est constante.
4. f est holomorphe sur U.
5

. | f] est constante.

Solution.

Il est clair que la condition 1) implique les autres. Comme f = u + iv est holomorphe sur U,

alors po +iyelU e R,il 'etau 6vet8u Ov

rs pour z = x +1 x il vient — = — et — = ——.

P Y Y ’ dr  Jy 0y ox

La connexité de U implique alors ’équivalence de 2) et 3). Par suite, la condition 2) implique
la condition 1). D’ou ’équivalence 1) <= 2) <= 3).

De 2u = f + f, on déduit que, si 4) est vérifié, on a u holomorphe sur U. Comme Im (u) = 0,
'équivalence de 2) et 3) nous fournit alors I'implication 4) = 2). On en déduit 1’équivalence
des conditions 1) a 4).

Si 5) est vérifié, il existe C' € R tel que |f|2 =u? 4+ v? = C pour tout z € U. Si C = 0, il vient
f =0. Supposons C' # 0. Pour z € U, on a

ou Ov ou ov

Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann — = — et — = —— on obtient
or 0Jy Oy or
ou ou 0
U— —V— =
or dy
ou ou
v—+u—=0
Oox Jy
N ’ ’ . au au \ ’, . 2 2
Le systeme précédent aux inconnues — et 90 est homogene, et a pour déterminant u* + v* =
x Y
) ou  Ju .
C # 0. On voit donc que il 0. Comme U est connexe, u est donc constante. Ainsi
T Y

5) = 2). Par suite, les conditions 1) & 5) sont équivalentes.
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Exercice 2.10

Vérifier que les fonctions données sont harmoniques et déterminer leurs conjuguées har-

moniques dans chacun des cas suivants.

a) u(m,y)zx, b) U(l‘,y)ZQZC—QZL‘y, C) u(x,y)::cQ—yQ,

d) u(z,y) = —eTsiny, e)u(r,y)=a>-3xy*> f)u(r,y)=e"(rcosy—ysiny).

Solution.

On rappelle qu'une fonction u de  C R? dans R de classe C? sur  est dite harmonique si

Pu  Ou )
@—l—a—?ﬂ:Opourtou’c (x,y) € Q C R
2 2,
La fonction — + —— est notée Au et est appelée laplacien de u.
or?  Oy?

Notons que toutes les fonctions de a) a f) sont de classe C* sur R2.
Ainsi si u une fonction harmonique dans € C R2. Alors une fonction v est dite harmonique
conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann et dans ce cas

f = u+ v est une fonction holomorphe sur €2 C C.
ou . 0u ou 0%u Pu Ou

a)Ona —=1,— =0,— =0et — = 0. Donc Au = — + — = 0 ce qui montre que

Ox Ox? " Oy oy? ox?  Oy?
u est harmonique.

Pour trouver une fonction v conjuguée harmonique de u, on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou

a_y — % — ]_, (2.9)
ov ou

= oy~ (2.10)

En intégrant ’équation (2.9) par rapport a y, il vient
v=y+C (), (2.11)

ou C (x) est une fonction réelle de .
Par substitution de (2.11) dans (2.10) on obtient

d
%Cl (Q?) =0 — CI (33) =,

ol ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.11), v =y + ¢.
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ou 0%u ou 0u Pu  O*u
— =2—-2y,—=0,— = —2zet — =0. D Au=—+—-—=0+0=0
Ox Y og? " Oy ve Oy? ORe 2= 5 * oy? * ’

d’ou la fonction u est harmonique.

b) On a

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ju
9y~ oz 2 — 2y, (2.12)
ov ou

En intégrant ’équation (2.12) par rapport a y, il vient
v=2y—y*+C(z), (2.14)

Par substitution de (2.14) dans (2.13) on obtient

d
%Cl (r) =22 — Cy(z)=2"+c,

oll ¢ désigne une constante dans R. Dot de (2.14), v = 2y — y* + 2% + c.

ou 0%u ou 0%u 0Pu  0%u
c) Ona%:2x,@:2,a—y:—2yet a—y2:—2. Doncw%—a—yZ:Q—Q:O, alors u est
harmonique.

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ou

22 _9 2.1
ov ou

T 2.1
o oy (2.16)

En intégrant ’équation (2.15) par rapport a y, il vient
v=2zy+ C)(x), (2.17)

Par substitution de (2.17) dans (2.16) on obtient

d d
2y—|—%C'1(x) =2y — %Cl(l‘) =0 — Ci(z)=c,
D'ou de (2.17), v = 2zy + c.
ou Y. 0% Y. Ou . d%u Y 0*u

d) On a el e smy,@ = —e smy,a—y = —e “cosy et a—yQ = e *siny. Donc 922 +
o*u e e :
a7 = —e *siny + e *Fsiny = 0, alors u est harmonique.
Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

0 0

a—Z = a—z = e “siny, (2.18)
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Jv ou
— = =¢° . 2.1
e o e “cosy (2.19)

En intégrant ’équation (2.18) par rapport a y, il vient
v=—e "cosy+ C (), (2.20)
Par substitution de (2.20) dans (2.19) on obtient

d . d
e “cosy + %C’l () =€ Tsiny — %C’l (x)=0 — Ci(z)=c,

Dot de (2.20), v = —e " cosy + c.
ou 0*u Pu  O*u

= 6r, — = —6zxy et — = —6x. Donc — + — = 6x—6x =0,

ou 0
e) Ona — = 322 -3y 9 e 92t o

2u
Ox " 02
alors u est harmonique.

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ou B

2 27 2 2
9y oz 3z° — 3y°, (2.21)
ov ou

En intégrant ’équation (2.21) par rapport a y, il vient
v =32y — 1y + O (), (2.23)

Par substitution de (2.23) dans (2.22) on obtient

6xy+d%jCl (x) =6xy — %C’l(x):() = O (z) =c,
Dot de (2.23), v = 32%y — y> + c.
f) On a
%:ex((l—i-x)cosy—ysiny), %:ex(@—l—x)cosy—ysiny),
g—Z:—e“((1+x)siny+ycosy), %z—e“((?—l—x)cesy—ysiny).
D’ou %—i—% =e" ((2+2)cosy —ysiny) —e” ((2+4 x) cosy — ysiny) = 0 ce qui montre que

u est harmonique.
Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

81}_816_

=1 — s 2.24
oy oz e’ ((1+z)cosy —ysiny), (2.24)
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v ou . .
%__5?_3/_6 (14 2)siny + ycosy) . (2.25)

En intégrant ’équation (2.24) par rapport a y, il vient
v=e"(rsiny +ycosy)+ C; (x), (2.26)

Par substitution de (2.26) dans (2.25) on obtient

d
e ((14+z)siny + ycosy) + %Cl (x) =e" (1 +a)siny +ycosy) — Ci(z)=c,

Dot de (2.26), v = € (zsiny + ycosy) + c.

Exercice 2.11

Vérifier que la fonction u donnée est harmonique et déterminer sa conjuguée harmonique

v, puis expliciter la fonction complexe f (z) = u+iv en fonction de z dans les cas suivants

a) u(z,y) =xy+x+2y avec f(2i) = —1+ bi,
b) u(z,y) = day® — 423y + & avec f(1+1i) =5+ 4i.

Solution.

Remarquons que les fonction u des deux cas a) et b) sont de classe C? sur R2.

0 o? 0 0? 0? 0?
a) Ona—u:y+1 —u:O,—u:met—uzo. Donc—u+—u:0cequimontrequeu

Ox " Ox? dy Oy? ox?  Oy?
est harmonique.

Pour trouver une fonction v conjuguée harmonique de u, on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou
8—y—%—y+1, (2'27)
ov ou

En intégrant ’équation (2.27) par rapport a y, il vient

1

ou C () est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.29) dans (2.28) on obtient
o) = —2—2 > Ci(z)——2a?—2p 4
dmlx_m 1x—2x T+ c,
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ou ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.29),

1 1
v:§y2+y—§x2—2x+c.

Nous présentons quatre méthodes pour expliciter f en fonction de z :

Meéthode 1.
Ona f(z)=f(z+iy) =u(zr,y) +iv(x,y). Posonsy =0, f(z)=u(z,0)+iv(x,0).
En remplagant = par z on trouve f (z) = u(z,0) +iv(z,0). Comme u(z,0) = z et v(z,0) =

—12% =2z + ¢, alors f(2) =z — 1iz? — 2iz + ic. La condition f (2i) = —1 + 5 donne

f(z):(1—2i)z—%i22—3+i.

Méthode 2.
On a
- (1, L,
f(2) =u+iv=ay+x+2y+i Y Y-t =2t
1., 1 5 . . .
:xy+§zy — iz + x4+ 2y + 1y — 21z + ic
1
:—§i($2—y2+2m’y)+:1:+iy—2i(x+iy)+ic
I, . .
:—522 + 2z — 21z +ic.
M¢éthode 3.

2 o y = : 2_ . Do par substitution dans f(2) = u (z,y) + iv (x,y) on
i

On sait que x = :
trouve, apres des calculs fastidieux, que z disparait et que seul subsiste le résultat (1 — 2i) z —
%iz2 + 1c.

En général la méthode | est préférable aux méthodes 2 et 3 quand a la fois u et v sont con-

nus.

Méthode 4.
Pour une fonction f holomorphe sur un domaine D on a f (2)+ f (Z) = 2u (z,y). En remplagant

z z
T par 5 et y par —i§ on trouve

Alors
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1
= —52'22 + (1 — 214) 2 + 2ic.

En général la méthode | est préférable aux méthodes 2 et 3 quand a la fois u et v sont con-

nus.
0 0? 0 0?

b) On a a—z = 47 — 122%y + 1’3_9; = —241:y,3—Z = 12zy? — 423 et 8_;;; = 24zy. Donc

Pu 0%u . . :

— + — = —24ay + 24xy = 0, d’ou la fonction w est harmonique.

ox?  Oy?

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme
ov  Ou
B 122y + 1 2.30
oy Ox 4 Ty (2.30)
Ov ou
= 2T A — 12202, 2.31
b oy ™ Ty (2.31)

En intégrant ’équation (2.30) par rapport a y, il vient
v =y — 62%y* + Oy (), (2.32)
Par substitution de (2.32) dans (2.31) on obtient
d d
—12zy* + —Cy (v) = 42® — 120> — —Cy(z) =42 — C)(2)=2"+¢
dz dx
oll ¢ désigne une constante dans R. D’ott de (2.32), v = y* — 622y + 2* + . Alors

f(z) =u(z0) +iv(z0) =z +iz* +ic.

Avec la condition f(1+ i) =5+ 4i on trouve f (z) =iz + z + 4 + 7i.

Exercice 2.12

x
2+ y?
1. Montrer que v est harmonique dans un domaine D qui ne contient pas l’origine.

Soit v la fonction définie par v (z,y) =

2. Trouver une fonction complexe f(z) = u (z,y) + v (z,y) qui soit holomorphe sur
le domaine D.

3. Exprimer f en fonction de z.

Solution.
Remarquons que la fonction v est de classe C? sur tout domaine D C R? qui ne contient pas

’origine.
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1. On a

v 2 —y? 0% (3y* — %)
_— = — 39 5 = —2[’[)—37
Ov (22 +y?)° Or (22 +y?)
ov —2zy 0% (3y? — 2?)
dy (a2 +y2)" Oy (22 +12)

v 0™ , ,

Donc — + — = 0 ce qui montre que v est harmonique.
ox?  0y?

2. Pour trouver une fonction u pour que f = u + iv soit holomorphe sur le domaine D, on

utilise les conditions de Cauchy-Riemann, qui s’écrivent sous la forme

0 0 —2
gu _ov _ iQ (2.33)
Ox Oy (a*+y?)
o o 2,2
BTV (2.34)
Oy Or (a*+y7)
En intégrant 1’équation (2.33) par rapport a z, il vient
o Y
u= L0, (2.35)

r? + y?
ou C (y) est une fonction réelle de y.
Par substitution de (2.35) dans (2.34) on obtient
2 _ 2 2 _ .2
ﬁ L4 oY
ol ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.35),

Y
u=—-+¢c
x? + 52

3. On a

fE) =ul@y) +iv(ey) = G5 +etig—rs

_ i(x —1y) . )
(x —1iy) (z +1iy) T+ 1y

7
z
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Exercice 2.13

Soit f (z) = u(r,0) + iv (r,0) une fonction holomorphe sur un domaine D. En utilisant
les conditions de Cauchy-Riemann sous forme polaire monter que u et v satisfont a

I’équation de Laplace sous forme polaire

Oor? or 062

Application : montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques :

107 — sin (20)
2

a) u(z,y) =r’cos (30), b)u(ry)=

Solution.

D’apres le probleme 2.8, les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sont

ov ou
ov 10u
ov_ _louw 2.
or r 00 (2.37)
Pour éliminer v on dérive (2.36) par rapport a r et (2.37) par rapport a 6, d’ou
0%v 0 (0ov 0 ou ’u  Ou
_ 9 (ovy_ 0 ( ou)_ Ow  Ou 9.
oro0 ~ or (ae) ar (T 87”) "o T o (2.38)
2 1 1 2
Ov _ 0 (ov_ 0 ( 1ou) 107 (2.39)
000r 00 \ Or 00 r 00 r 002
Mais v = O si Pon suppose les dérivées partielles secondes continues. D’ou d’apres
9ro8 000 bp P ‘ P

(2.38) et (2.39)
O*u  Ou 1 0%u ,0'u  Ou  Du

"o Tor = voe " "o o T o =0
0? o 02

De la méme facon, par élimination de uw on trouve 7“28—;2} + ra—: + 8_912) =0.
Application :

du 0%u du _ 0*u
a) On a a3 = 3r? cos (36), 57 = 61 cos (39),% = —3r¥sin (30) et 3 = —9r3 cos (36).
Donc

2 2
7“2@ + r@ + Ju_ r? (61 cos (30)) + r (3r* cos (36)) — 9r® cos (30) = 0,

or? or 002

ce qui montre que u est harmonique.
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2 _ . .
b) On a u (z,y) = 10r 2111 (20) _1p_8in (229) donc
r r

ou 2Sin (20) O*u _sin(20) Ju 508 (20) ; Pu 4sin (20)

or 37 or? i 700 R A r2
Alors

Pu Ou  Du sin (26) sin (26) sin (20)
2 2
o o T o T (‘6 " )”(27«—3)“ e

ce qui montre que u est harmonique.

Exercice 2.14

Trouver toutes les fonctions conjuguées harmoniques qui correspondent aux formes suiv-

antes :

a)u=F (2"+y*), b)u=F(ax+by), c)u=F(zy), d)u:F<%>

Solution.

a) Il faut d’abord déterminer la fonction F' pour laquelle u soit harmonique.

On a

Ou = 20F (2% + y°) @ = 2F' (:)32 +y°) + 42’ F" (2 + )
ox T Ox? ’
du ’ (2 2 Ou ) 2 27w (2 2
a—yzQyF(:B +y), a—y2:2F(:v +y)—|—4xF(9: —i—y).
Pu  Pu (02 g 2 2 L2\ W (2 1 2 : .
DoncAu:m—i—mzélF (" +y°) + 4 (z* + y°) F" (x* 4+ y?), alors u est harmonique si et
x Y

seulement si

F'(s) 4+ sF" (s) =0,
qui est une équation différentielle d’ordre 2 et elle est équivalente a

F" (s) 1

F' (s) s

En intégrant par rapport a s, on trouve

InF'(s) =—Ins+c¢;, ¢ €Roubien F'(s) = %, co € R.

En intégrant une autre fois par rapport a s, on obtient

F(s)=clns+cs, c3eR
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Donc l'expression de F' doit étre F (2® + 4?) = coIn (22 + y?) + ¢35 avec ¢y, c3 € R.

D ou 2z ; ou 2y
ans ce cas — = Cp——— et — = co———.
dr a4y dy 2ty
Maintenant, on utilise les conditions de Cauchy-Riemann pour trouver une fonction v conjuguée

harmonique de u. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou 2x

D 2.40
v ou 2y
= = e 2.41
Ox oy 2y y? (241)
En intégrant 1’équation (2.40) par rapport a y, il vient
v =20, Aretg (2) + G (2), (2.42)
T

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.42) dans (2.41) on obtient

2y d 2y d
m + %Ol (l’) = _C2m — %Cl (ZL‘) =0 — Ol (l’) = (4,

ou ¢4 désigne une constante dans R. D’ou de (2.42), v = 2¢, Arctg (%) + c4.

b) Pour u = F' (ax + by), on a

ou 0%u ou @ B

P aF' (azx + by), i a’F" (ax + by), oM =bF" (ax + by) et o V' E" (ax + by) .
Pu O 5 on 1w - . : :
Donc Au = 92 + 92 = (a® +b°) " (ax 4 by), d’ou la fonction u est harmonique si et
w y

seulement si u = F (ax + by) = ax + by + ¢, ou ¢; une constante dans R. Les conditions de

Cauchy-Riemann s’écrivent alors sous la forme

ov Ou

ov ou

7 . 2.44
ox Jy b (244)

En intégrant ’équation (2.43) par rapport a y, il vient
v=ay+ C (), (2.45)

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.45) dans (2.44) on obtient

d
%C’l (x)=—=b — Cy(z)=—br+cy,

ol ¢y désigne une constante dans R. D’ou de (2.45), v = ay — bz + co.
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c) Pour u = F (zy), on a

ou ) Pu o, ou ) Pu 5,

%:?JF (I?J)a—axg =y F (I?/)aa—y:xF (zy) et 8_y2:x F' (xy).

aQu aQU 2 2 " 9 N : : : :
Donc Au = E) + 8_3/2 = (z*+y*) F" (zy), d’ou la fonction u est harmonique si et seulement si

u = F (zy) = cyxy+ce, ol ¢1, ¢ sont des constantes dans R. Les conditions de Cauchy-Riemann

s’écrivent alors sous la forme

Jv Ou

== 2.46
ov ou
I 2.47
ox oy at (247)
En intégrant ’équation (2.46) par rapport a y, il vient
c
v = éyZ +C (2), (2.48)

ou C () est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.48) dans (2.47) on obtient

d
d—Cl (.T) = —C1r — Cl (IE) = —21’2 + Ca,
T

oll ¢, désigne une constante dans R. D’ou de (2.48), v = < (y* — 2%) + co.

d) Pour u = F (%), on a

Ou_ 3 (Y, @ZQ_yF/(y)ﬂ_QF//(y),

ox 2

T ox? 23 T x4 x
Ou _ 1, (£) e Pu_ 1, (4).
dy « x dy> x? x

Donc
2

CPu Pu 1y, (Y y 0 (Y
A“‘@*a—yz—ﬁ@f (E>+(EH>F (;))’

d’ou la fonction u est harmonique si et seulement si
2sF' (s) + (s> + 1) F" (s) =0,

qui est une équation différentielle d’ordre 2 et elle est équivalente a

F" (s) 2s

F'(s)  s2+1

En intégrant par rapport a s, on trouve

Co

InF'(s)=—In(s*>+1) +c1, ¢ €Roubien F'(s) = , g €R.

52 +
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En intégrant une autre fois par rapport a s, on obtient

F (s) = co Arctgs + c3, co,c3 € R.

Donc 'expression de F' doit étre F (%) = 9 Arctg (%) + c3 avec cg,c3 € R. Dans ce cas
0 0
v _ —Cy—L— et au_ co——. Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent alors sous la
ox Tty ay Te+y
forme
ov  OJu Y
== T 2.49
dy Ox 2y y?’ (249)
ov ou x
e 2.50
Ox dy ‘12 4 y? (2:50)
En intégrant ’équation (2.49) par rapport a y, il vient
= _%2 In (2% + ) + Cy (x), (2.51)

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.51) dans (2.50) on obtient

x . d
_C S — JE—
2+ da

Ol (.’L’) =

—co———7 — Ci(z)=cy,
231 2 1 (7) = ¢4

ol ¢4 désigne une constante dans R. D’ott de (2.51), v = =2 In (2* + ) + c4.

Exercice 2.15

Déterminer les fonctions holomorphes f = P +i() de la variable z = x + 4y dans chacun
des cas suivants :

1. P ne dépend que de x cos ¢ + ysin ¢ ou ¢ est un angle donné.

2. P? + Q% ne dépend que de z.

P
3. 6 ne dépend que de z.

Solution.

1. Soit P (x,y) = F (xcosp +ysing). D’apres la question b) de I'exercice 2.14 pour a =
cosp et b = sinp, la fonction P = ¢; (xcosp + ysinp) + o, ¢1,¢0 € R et la fonction
v conjuguée harmonique de u est @ = ¢; (ycosp —sinpzx) + c3, c3 € R. Les fonctions

holomorphes f = P + () dans ce cas sont

f(z)=c1(xcosp+ysing) + cy+icy (ycose —sinpz) +ics
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= c1 008 (T +1iy) + crsing (y —ix) + co + ic3
= C12COS Y — 1Cc12 8N Y + ¢o + ic3

=ce Y24 cy+ics, c1,09,03 €R.

. Soit f = P+iQ telle que P? (z,y) + Q? (z,y) = F (x) ou F est une fonction positive non

identiquement nulle sur un domaine connexe. En dérivant par rapport a x et puis y on

trouve
oprP oQ ,
oP oQ
2P (z,y) n (z,y) +2Q (z,y) By (z,y) = 0.
Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann 8_@ = 8_P et 6_@ = —8—P on obtient
Jdy O ox dy
oP oP 1,
P (z,y) e (z,y) — Q () 8_y(x’y) = éF (z),
oP oP
— P — = 0.
Q(x,y) 5 (2,y) + P (z,y) a9 (z,y) =0
Le déterminant de ce systéme en g et 88_P est D = P?(z,y) + Q*(z,y) = F (x) # 0.
T Y
En résolvant ce systeme on obtient
oP 1 F' (x) oP 1 F' (x)
bl _-p bl - -
5 (&Y = 5P (2.y) Fa) D (7,y) = —5Q (v,9) @)
oP oQ
ou encore comme — = ——— 0N aura
dy Ox
oP oQ

oz Y 1P (@)
Qley)  2F (1)

En intégrant par rapport a x puis en prenant I’exponentielle des deux cotés on trouve

%(ay) _ lF/ (7)
P(zy) 2F(z)

et

P(r,y) =G (y)vF(z) et Qx,y)=Ga(y) VI (1),

ot Gy et Gy sont des fonctions de y. Comme P? (z,y) + Q? (z,y) = F (x) alors G? (y) +
G3(y) =1 et donc

P(z,y) =G (y) VF (2) et Q(z.y) = F(2)y/1-G2(y),

ot G est une fonction qui ne dépend que de y et qui satisfait la condition 1 — G? (y) > 0

sur un domaine connexe.
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Pour déterminer la forme des fonctions F' et GG on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann,

OP 00 1 F'(z) G(y) G (y)
== oG (y) = —— = F (2),
dr Oy 2 /F (z) V1-=G*(y)
a_P__a_Q:G/<> F()__EMWQ_GQ()
oy Oz Y o 2\/F (x) ”

Ces deux équations sont identiques et peuvent s’écrire
G'(y) _1F(x)
V1I—-G2(y) 2F(x)

En intégrant on trouve

= ¢1, ol ¢; est une constante dans R.

F (1) = c2¢*™" et G(y) =cos(cry +c3), ci,6,03 €R.
Les fonctions holomorphes f = P + () dans ce cas sont

f(2) = e cos (1y + c3) + icsesin (cry + ¢3), ¢4 €R

=ae”, ceRetacC.

. Soit f = P +1iQ telle que % = F'(x) ou bien P (x,y) = F (z) Q (z,y) ou F est une
LY

fonction non identiquement nulle sur un domaine connexe. En dérivant par rapport a x

et puis y on trouve

oP oQ

%(x,y) = F’(x)Q(x,y)%—F(ﬂJ)%(l’ay%
oP Q)
8—y(9c,y) = F(x)a—y(x:y)

oP  9Q 9P  AQ

Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann — = t — = ——— on obtient

ax_a_ye dy  Ox

e, e,

F(ZL’)% (I,y) - a_y(‘r7y) =-I (CL’)Q(QJ,y)

0 0

e (0) + F (@) 52 (1) = .

En résolvant ce systeme en 8_@ et 8—Q on obtient
ox dy

oQ  F(x)F' (x)
a7 (z,y) = _WQ (2. ), (2.52)
Q) F' (x)

a_y (‘7:7 y) = HTQ(:L_)Q (.1', y) . (253)
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En intégrant ’équation (2.52) par rapport a z, il vient

G (y)

x’ == e 254
Q) = 2.5
ou G (y) est une fonction réelle de y.
Par substitution de (2.54) dans (2.53) on obtient
Gy _ F G (y)
1+ F?(z) 1+F2(x)\/1+ F%(2)
ce qui implique
G’ F’
) = (z) =c, ¢ €R
Gy) 1+ F?(x)
Encore en intégrant cet équation on trouve
F(z)=tg(cax+c) et G(y) =ce™Y, c1,c9,c3 €R.
Alors
G (y)
r,Y) = ———sm— = 3 cos (12 + ¢2) .
Q(z,y) IR (17 + c2)
Pour déterminer la fonction P on utilise les conditions de Cauchy-Riemann,
oP 0
e (9_22 = c1c3eY cos (1 + ), (2.55)
oP 0
m = _8_5:2 = c1c3€V sin (10 + ¢9) . (2.56)
En intégrant ’équation (2.56) par rapport a y, il vient
P (z,y) = cze™sin (c1x + o) + C (x) , (2.57)

ou C' (z) est une fonction réelle de x.

Par substitution de (2.57) dans (2.55) on obtient

crezeY cos (a1 + ¢3) + O (2) = crezeY cos (1 + o) — C(x) =y, ¢4 €R.

Yy

La constante ¢4 doit étre nulle car
(2,y)

ne dépend que de x. D’ou
P (z,y) = czesin (c1x + ¢3), ¢1,¢9,c3 €R.
Les fonctions holomorphes f = P + i() dans ce cas sont

f(2) = c3eYsin (1 + ¢2) + icze™? cos (c1x + ¢2), ¢1,¢2,c3 € R,

=ae”, ceRetacC.
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Intégration et formule de Cauchy

3.1 Exercices

Exercice 3.1

Déterminer et représenter graphiquement les chemins suivants.

a)z(t)=(1+4)t, 2<t<5, b) z(t)=3+i+(1—i)t, 0<t<3,
c)z(t)=t+(1—t)%, —1<t<1, d)z{t)=14i+e ™, 0<t<2,

e) z(t) =2+4ex™ 0<t<2, f) 2 (t) = 2cost +isint, 0<t<2m.

Exercice 3.2

Donner une représentation paramétrique des chemins suivants.

)

c) Le demi cercle supérieur |z — 2+ 4| =2 de (4,—1) a (0,—1).

a) Le segment allant de (—1,1) vers (1, 3).

1
b) L’arc de courbe d’équation y = —, allant de (1,1) a (5,
x

Ut =

d) Lellipse d’équation 4 (z — 2)° + 5 (y + 1)* = 20.
e) La branche d’hyperbole d’équation z* — 4y? = 4 contenant (2,0).

1
f) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Z—le avec —2 < x < 2.
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3.1. Exercices

Exercice 3.3

Calculer les intégrales curvilignes suivantes :

a) / e*dz ou C' est le chemin le plus court reliant 7w & 2i7.
c
b) / Re zdz ou C est larc de la parabole y =1+ 3 (z — 1)>de1+ia3+ 3
c
c) / cos (2z) dz ou C est le demi cercle |z| = m,x > 0 de —im vers (.
c
d) / Re (2?) dz ot C est le carré de sommets 0,1,1 + i et 4 orienté positivement.
c
e) / ze’dz ot C est le chemin reliant 1 & i le long des axes.
c

f) / Im (2?) dz ot C' est le triangle de sommets 0, 1 et i orienté positivement.
c

g) / ( ° - — 0 : 2> dz ou C est le cercle |z — 2i| = 4 orienté positivement.
c\Z—2t  (z—2)
Exercice 3.4
Calculer 'intégrale (z) dz dans chacun des cas suivants.
|z|=R
22 1 1
1 1

Exercice 3.5

Evaluer les intégrales suivantes, I'orientation est supposée positive.

a) [, Log(l—z)dzou C est le parallélogramme de sommets —1 — i, —i, 147 et 4.

b) [, coth (32) dz ot C est le cercle |z — g@ =1
c) Jo Sj_n;, dz ot C est le cercle [z — 4 — 2i| = 4.
z+2iz
1
d) /. 3,dz ot C' est le cercle |z| = .
z—3i

e) foe;dz onC={z€C, |z|"=20u |z| =1}

COS 2
f) Jo

dzou C={z€C, [z["=1o0u |2|” =3}

e (32) o
g) fc 1 16dz ou C' est le carré de sommets —i, 1,7 et —1.
Z —
2 3 2 4
h) f(; Z:;—Zjdz ou C est le cercle |z — 2| = 4.
z z
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3.1. Exercices

Exercice 3.6

Calculer les intégrales suivantes, I'orientation est supposée positive.

a) [—5— o dz ot C est Dellipse de 'équation 422 + (y — 2)° = 4.

b) f022+4 +3
c) fcj_

dz ou C' est le cercle |z + 1| = 2.

2dz ou C est le cercle |z — 1] = 2.
Ch (22 — i)
d) Je

e) fc

) Jo =1

dz ou C' est le triangle de sommets 0,1 4 2i et —1 + 2i.

Log ( z+ 1)

> ——=———=dz ou C est le cercle |z — 1| =

z

o8

dz ou C est le carré de sommets 2,2 + 41, —2 + 47 et —2.



3.2. Solutions

3.2 Solutions

Exercice 3.1

Déterminer et représenter graphiquement les chemins suivants.
a)z(t)=(14+4)t, 2<t <5, b) z(t)=3+i+ (1 —i)t, 0<t<3,
c)z(t)=t+(1—1t)%, —1<t<1, d)z@t)=1+i+e ™ 0<t<2,

e) z(t) =2+4e2™ 0<t <2, f) 2 (t) =2cost +isint, 0<t<2m.

Solution.

Nous rappelons quun chemin ou arc de classe C* de C est
défini comme étant une fonction de classe C¥ d’un intervalle
réel I = [a,b], a < b, vers le plan complexe C.

[a,0] — C

t —zt)=a(t)+iy(t).

Rez

Ses points initial et final sont zy = z (a) et 21 = 2 (b).
La fonction ¢ — z (t) est souvent notée t — 7 (t) ou t — ¢ (t). Les points initial zg = v (a) et
final z; = v (b) sont appelés respectivement 1'origine et extrémité de ~.

L’'image C'={z (t) € C, t € [a,b]} s’appelle support de v ou courbe dans le plan complexe C

paramétrée par la fonction v : ¢t — z (¢).

Souvent on confond le chemin avec son support et on dit que C est un chemin paramétré de

classe C¥.
Yy

a)Onaz(t)=(1+5)t=t—git, 2<t<5.

Donc z (t) =t et y (t) = —3t.

En éliminant ¢ entre x (¢) et y (¢), on trouve o)

20 — %

y = —%l’, 2 < x < 5, qui est un segment de

droite, reliant les deux points complexes zp = 2 —1 21 = 2(5)

et zy =5 — 2i.
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b)Onaz(t)=3+i+(1—-0)t=3+t+i(1—1), 2
0<t<3 Doncz(t)=3+tety(t)=1-t. \

En éliminant ¢ entre x (¢) et y (¢), on trouve
y=4—x 3 < x <6, qui est un segment de

droite, reliant les deux points complexes zo = 341
21

et z1 =6 — 2i.

c)Onaz(t)=t+(1—t)2i, —1<t<1. o
Donc z (t) =t et y (t) = (1 —t)°.
En éliminant ¢ entre z (¢) et y (f), on trouve
y = (1 —:c)2, —1 < 2 < 1, qui est un arc

d’une parabole, reliant les deux points complexes

2o=—14+41et z; = 1. \¥

d) Onaz(t) = 1+it+e ™ = 1+4-cos (rt)+i (1 — sin (7)), 0 < t < 2.
Donc x (t) = 1 + cos (7t) et y (t) = 1 — sin (7t).

En tenant compte de cos? (mt) + sin®(mt) = 1 on obtient

(z—1)7+(y—1)°=1,0 <z <2, qui est un cercle de rayon

r =1 et de centre (1,1).

e) Ona z(t) =2+ 4e2™
—2+4cos(t)—|—4zsm(§) 0<t<2.
Don02+4cos( )ety —48111( )

En tenant compte de cos ( t) + sin (Qt) =1 on
obtient (z —2)° 4+ y? = 42, 0 < y < 4, qui est le

demi cercle supérieur de rayon r = 4 et de centre

(2,0).

f) On a z (t) = 2cost +isint, 0<t < 2.
Donc z (t) = 2cost et y (t) = sint.

En tenant compte de cos?t + sin?¢ = 1 on obtient
2

x

T +y2 =1, -2 <z <2, qui est un ellipse.

60



3.2. Solutions

Exercice 3.2

Donner une représentation paramétrique des chemins suivants.
a) Le segment allant de (—1,1) vers (1, 3).

b) L’arc de courbe d’équation y = i, allant de (1,1) a <5, %)
c) Le demi cercle supérieur |z — 2+ 4| =2 de (4,—1) a (0,—1).

d) Lellipse d’équation 4 (z — 2)* + 5 (y 4+ 1)* = 20.

e) La branche d’hyperbole d’équation z? — 4y? = 4 contenant (2,0).

1
f) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Z—le avec —2 <z < 2.

Solution.
On rappelle que :
e La courbe représentative d’une fonction

y:f<'T>7 xe[avb]

est paramétrée par

X
z(t)=t+if(t), t €la,bl.
e Le cercle de centre 2 et de rayon r est une courbe 1Y
2(t) = 29 + rett
paramétrée par
z(t) =z + 71 (cost+isint), 0 <t <2, Yo
x
ou \U

z(t) =z +re”, 0 <t <2

Cercle de centre 2 et de rayon r

e Le segment d’extrémités zy et z; noté [z, 21| est Yy

une courbe paramétrée par z1

2(t) = z0 + t(z1 — #q)

Z(t):Z()(l—t)—l-tZl,ogtSl, \/
T

ou 7

20

z2(t)=z0+t(z1—2), 0<t <1

Segment d’extrémités zo et z;
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a) Le segment de droite reliant les deux points zp = —1+1

et 21 = 1+ 3¢ est paramétré par

2(t) =20 (1 —1t)+ 1tz
=1+ —t)+t(1l+3)
=1+i(2t+1),0<t<1.
b) L’arc de courbe d’équation y = %, allant de (1,1)

1
a (5, 5) est paramétré par

<1

z(t):t+%, 1<t<5.

c¢) Le demi cercle supérieur |z — 2 +i| = 2 de (4, —1)

a (0,—1) est paramétré par

¥
-
K

z(t)=2—i+2" 0<t <.

d) L’équation de Dellipse 4 (z — 2)*> +5 (y + 1)° = 20

est équivalente a

SORCYR

t) — 2 t 1
Posons & = cost et & = sint.

/5 2

/&\x

L]
(2,-1)

L’équation paramétrique cherchée est alors
z(t) =24 i++V5cost + 2isint, 0 <t < 2.

e) L'équation 2% — 4y*> = 4 est équivalente A
T

2
<§> —y? = 1. C’est une hyperbole et elle est

constituée de deux branches disjointes symétriques

I'une de l'autre. La branche contenant (2,0) cor-

respond aux valeurs de x > 2. Posons alors

t
% = Cht et y(t) = Sht, t € R. L’équation

paramétrique cherchée est donc

2(t)=2Cht+iSht, t€R.
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f) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Za:Q avec

—2 <z < 2 est paramétré par / \

1
z(t):t—l—i(l—ZtQ), —2<t<2

Exercice 3.3

Calculer les intégrales curvilignes suivantes :

a) [,e*dz ot C est le chemin le plus court reliant im & 2im.

b) [ Rezdz ou C est 'arc de la parabole y = 14 5 (z — 1) de 1+i a3+ 3.

c) [, cos (22) dz ou C' est le demi cercle |z| = 7,2 > 0 de —im vers u7.

d) fc Re (2?) dz ot C est le carré de sommets 0,1,1 + i et i orienté positivement.
e) [, ze* *dz ot C est le chemin reliant 1 & 4 le long des axes.

f) J,Im(2*)dz ot C est le triangle de sommets 0,1 et 7 orienté positivement.

g) J- (z—2i m) dz ou C est le cercle |z — 2i| = 4 orienté positivement.

Solution.

On rappelle que si D un domaine (connexe ouvert) non vide dans C et C' une courbe paramétrée
par un chemin
v: [a,b] — D
t =y(t)=20)==z(t)+iy(t)
de classe C! et f : D — C une fonction continue en tout point de C, alors

b

b
/f(z)dZZ/f(Z(t))dZ(t)Z/f(z(t))z’(t)dt.
C a

a
Ainsi, si f est holomorphe dans D et si zy et z; sont Yy
deux points quelconques de D, alors pour toute courbe
C dans D de point initial 2y et de point final zq,
intégrale [, f o [ (2) dz est indépendante du chemin suivi
pour aller de zy & z;. De plus, si F'(2) = f(2),

alors

/f (2)dz = /f (2)dz = [F (2)]7) = F (21) — F (20) -
C 2
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Y

a) Le plus court chemin joignant 7 et 2im est le segment de droite %

allant de im a 2iw dont I’équation paramétrique est

z(t) =im (1 —t) 4 2int = imt +im, 0 <t < 1.
i
Les points im et 2im sur C' correspondant a t = 0 et a t = 1.

L’intégrale curviligne considérée vaut donc

t=1
/ezdz = / eI (imt + i)
c =0

1
. . . . at=1 . .
— / emtJr'LTrZﬂ_dt — [ezﬂ’tJr'wr] o 6217r . em — 2
0

t=0

Autre méthode. La fonction e* est holomorphe dans C alors |, o €°dz est indépendant du chemin

suivi pour aller de im a 2i7 et on a / e*dz = -
c

29T
e*dz = [e*]Z = ¥™ — '™ = 2.
™

b) L’arc de la parabole y = 1 + 3 (z — 1)> de 1+ & 34 3i est Y

paramétré par 3+ 3i

zu):t+i(y+%@—1f)

1 3
:§w?+u—wt+§@1§t§3

On a dz = (it + 1 — i) dt et donc I'intégrale donnée vaut

t=3 1 1 = 14
/ﬁmMz:/ tlit+1—i)dt= |zt + = (1 —4)t*| =4+ —i.
C t=1 3 2 =1 3

c) Le demi cercle |z| = m,z > 0 de —im vers (7 est y
oy _ o imt =1 1
paramétré par z (t) = me'™, & <t < 3. i
L’intégrale donnée vaut

/ cos (2z) dz = cos (2me’™) d (me'™)
c

1
2
= /iﬂ2 cos (27rem) e dt
-1
2
(3

1
sin (27rem)} é = sin (2i7) —iTr
2

=i Sh (27) ~ 267.74i .
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Autre méthode. La fonction cos (2z) est holomorphe dans C alors [, cos (2z) dz est indépendant

du chemin suivi pour aller de —im a i et on a

T

/cos (22)dz = / cos (22) dz = [4sin (22)}Tm

C —iT

= 1sin (2im) — 1 sin (—2im) = sin (2ir) = i Sh (2n)..

d) Posons z; = 0,29 = 1,23 = 1 + i et z4 = i. Les équations

Y

paramétriques des segments de droites [z122], [2023], [2324] €t

[2421] sont, respectivement,
Z4 %3

z=t,z=1+it,z=1—t+1
et z=(1—1t)i avec t€[0,1].
21 Z9 T
Ainsi

Re (2°) =¢*,Re (2*) =1 —t*,Re (%) =t* =2t et Re(2*) = — (1 - t)? avec t e [0,1].

L’intégrale donnée vaut

/Re dz—/ Re(z2)dz+/ Re(zz)dz—l— Re(zQ)der/ Re (=2) d=
[z122] [z421]

[z223] [z324]
1 1
/thtJr/ (1 —¢%)ddt + (t2—2t —dt) + (1—1t)* (—idt)
0 0 0
1 1
2 t3 i 371
B s T
1 2, 2 9 .
=ztgitgtz=1+u

e) Posons z; = 1,29 = 0 et 23 = i. Les équations paramétriques

des segments de droites [2122] et [2223] sont, respectivement,

z=1—tetz=1it avec t € [0,1]. 2

L’intégrale donnée vaut

/zezgdz _/ zezzdz—l—/ ze” dz o P .
C [2122] [2223]

1 1
= / (1= 1) e (—dt) + / ite=Pidt
0 0

1 1 1—e el—-1 el-e
= l (t71)21| |:l 7t2:| = = = — hl ~ —1 1 2
[26 . + |5€ . 5 + 5 Shl~—1.1752 .
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Autre méthode. La fonction ze* est holomorphe dans C alors fc ze”dz est indépendant du
chemin suivi pour aller de 1 a 7 et on a

)

2 2 1 22 i el—e
/zez dz:/zez dz = [562} =— =—Sh1l~-1.1752.
1
c 1
f) Posons z; = 0,29 = 1 et z3 = i. Les équations paramétriques y

des segments de droites [2125] , [2223] et [2321] sont, respective-

ment,
3
z=t,z=1—t+itet z=(1—1t)i avec t € [0,1].
Ainsi 21 29 x

Im (2%) = 0,Im (2%) = 2t—2t* et Im (2°) =0 avec ¢ € [0,1].

L’intégrale donnée vaut

/ Im (z2) dz = / Im (22) dz + / Im (22) dz + / Im (z2) dz
C [2122] [2223] [2321]
1 1 1
= / Odt+/ (2t — 2t%) (i — 1)dt+/ 0 (—idt)
0 0 0

- 2 _ 23\ 1, 1
=[i-)E-3)],=—3+3i.
g) Le cercle |z — 2i| = 4 est paramétré par
z(t) =2 +4e, 0 <t <27

L’intégrale donnée vaut

t=2m
/( 5,— 6_2>d2':/(5.— 62)4ieitdt
c\Z—2t  (z—2i) . de’ (4et)
t=
2m )
:/<5i—%e”) dt
0

3 ' 27
= [5@5 + —e’tl = 10i.
2 0
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Exercice 3.4

Calculer I'intégrale f () dz dans chacun des cas suivants.
|z|=R
22 1 1
a) f()=e”, b fE)=t(), o f() =2,
1 1
d) f(z) =Imz, e)f(z):W’ f)f(z)zm-
Solution. )
Nous rappelons que si f une fonction holomorphe dans un D ‘

domaine non vide D C C et C une courbe fermée contenue

ainsi que son intérieure dans D, alors

ff(z)dz:O. \\\/

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoreme de Cauchy.

Nous rappelons ainsi que si f une fonction holomorphe dans Yy
D C C et C une courbe fermée simple contenue ainsi que son D
intérieure dans D, et si w est un point intérieur a C', alors ‘W
1 z
2m ) z—w

ou la courbe C est décrite dans le sens direct.

De méme la n-ieme dérivée de f en w est donnée par

|
f(")(w)zﬁjg%dz, n=1223---.
C

Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales de Cauchy et sont tres
remarquables car ils montrent que si une fonction f est connue sur la courbe fermée simple C,
alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé
a l'intérieur de C'.

Nous rappelons aussi le théoreme de 1’argument, qui est une conséquence des formules

intégrales de Cauchy.
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Soit f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe fermée simple C', et sur C, a
I’exception d’un nombre fini de poles intérieurs a C'. On a alors

1 ()
2mi ) f(2) d

c

z=N—P.

ou N et P désignent respectivement le nombre de zéros comptés avec multiplicité et le nombre

de poles comptés avec leur ordre, de f intérieurs a C'.

Sachant que un point 2y en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point

singulier ou une singularité de f. Si 'on peut trouver un entier positif n tel que

lim (z —20)" f(2) =a #0,

Z—20
alors 2y est appelé un pole d’ordre n. Sin =1, z; est appelé un pole simple.

a) La fonction f(z) = e* est holomorphe dans C et le cercle |z| = R est une courbe fermée,

alors f (2)dz = 0 pour tout R > 0.
|z|=R

sin( 1z cos(1z))’

b) On a f(z) =tg(1z) = COSE‘; )) = —4(CO <(41 ))) . On applique le théoréme de I’argument pour
ZZ S ZZ

la fonction g (z) = cos (iz), qui est holomorphe dans C. Il n’a donc aucune singularité mais il

a des zéros en z = 2 (1 4 2k) m, k € Z. Alors

/ te (iz) dz = —4 / 9(),, (—4) 2miN = —8iN,

lz|=R lz|=R

olt N est le nombre des zj intérieurs a |z| = R. Il est facile de vérifier que N = |£] o ||

désigne la partie entiere. Donc

/ tg <12> dz = —8i |57 ] si g ¢ N
|z|=R 1 n’est pas définie si L eN

c)Ona f(z)=

. Le cercle |z| = R est paramétré par

N | =

z(t) = Re™, 0 <t <2m.

L’intégrale donnée vaut

1 t=2m 1 27 1 o ida 1
o it g 2t g, it ¢ — L
/ %dz = / Too it Rie"dt = /26 dt = [56 L =—F = 0.
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d) On a z (t) = Re", 0 <t <27 donc f(2) = Imz = Rsint. L’intégrale donnée vaut

t=2m 2m
/ Im zdz = / Rsin (t) Rie"dt = RQ/ (isintcost —sin®t) dt
|z|=R t=0 0
1 1, 1 o
= R? {Z sin (2t) — §t — Zz Ccos (225)}0 = —7TR%
. " 1 I ,

e)Siz(t)=Re*ona f(z)= ’7 = L’intégrale donnée vaut

2

t=2m t=2m o
1 Lo it 1 it Lo iggen e =1
Wdz:/ﬁRze dtzﬁ/zedtzﬁ[e}oz 7 =0.
f) O f(2) ! ! Si R = 2 'intégrale donnée n’est défini
na f(z)= = . Si R = 2 l'intégrale donnée n’est pas définie.
42—-3 4(z-2) e P

Si R < 3, la fonction f () = 3 est holomorphe sur |z| = R et dans son intérieure. Donc

z J—

1
d’apres le théoreme de Cauchy / 1 Sdz =0.
Z —
|z|=R

Si R > %, I’application de la formule de Cauchy pour w = % donne

1 1 1
dz= | ———dz = ~2mi = 2i.
/4;;—32 /4( N

|z|=R |z|=R

Exercice 3.5

Evaluer les intégrales suivantes, ’orientation est supposée positive.
a) [,Log(1— z)dz ou C est le parallélogramme de sommets —1 — i, —i,1+i et i.

b) [, coth (%z) dz ou C est le cercle ‘z — gz‘ =1

sin z
c) fC 2+ 2iz

1
d) [, mdz ou C' est le cercle |z| = .

dz ol C' est le cercle [z — 4 — 2i| = 4.

e) fce—dz onC={z€C, |z|"=20u |z|” =1}
f) [, Cdzon C={2€C, |2|"=1ou |z|” =3}

tg (32) .
g) fo dz ou C est le carré de sommets —i, 1,7 et —1.

24— 16
h) [

223 + 2244

A dz ou C est le cercle |z — 2| = 4.
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Solution.
Pour résoudre cet exercice, voir le rappel de I'exercice 3.4.

a) La fonction z — Log z est holomorphe sur tout domaine D qui n’intersecte pas la demi-droite
réelle y = 0 avec x < 0, c’est-a-dire D N (C\R™) = ¢. Donc la fonction z — Log (1 — 2) est

holomorphe sur tout domaine D qui n’intersecte pas la demi-droite y = 0 avec x > 1.

On remarque que le parallélogramme C de sommets Y
—1—1,—1i,141 et 2 n’intersecte pas la demi-droite y = 0 avec i 14
x > 1, alors la fonction z — Log (1 — 2) est holomorphe sur / 7
C et a l'intérieur de C. Donc d’apres le théoreme de Cauchy L : ¥
(voir le rappel de l'exercice 3.4) on a / Log (1 —2)dz = 0. ST

c

Ce résultat peut aussi étre établi directement a partir de la

définition de l'intégrale

b) On a
coth <12> = ef e‘% = el
2 2 3

2im

ez —e e —1’
qui est holomorphe sur tout domaine qui ne contient aucun des
points z, = 2ikm, k € Z.

. . .
On remarque que le disque ‘z — 5@’ < 1 ne contient aucun des

points zp = 2ikw. Alors d’apres le théoreme de Cauchy on a

1 0
/ coth (—z) dz = 0.
c 2

sinz | ) v
sannule en zp = 0 qui

c) Le dénominateur de

z+ 2z
appartient a l'intérieur du cercle |z — 4 — 2| = L.

Donc d’apres la formule intégrale de Cauchy (voir le rap-

pel de l'exercice 3.4) on a A2

/ sinz. ds — % sinO. _o. - .
cz+2iz 1+ 2
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d) On a zy = 3i est a U'intérieur du cercle |z| = m. Donc

d’apres la formule intégrale de Cauchy

1 /0
/ dz = 2im x 1 = 2ir. \/
cz—3

e) On rappelle que si f une fonction holomorphe dans un

domaine connexe limité par deux courbes fermées simples

0y \&
Ch et Cy et sur ces courbes, alors
%f(z)dz:f{f(z)dz D
Cl C’2
ou (4 et (5 sont décrites dans le sens positif relatif a leur \

intérieur.

z

e
La fonction z — — est holomorphe dans le domaine limité
z

par les cercles |2|" = 2 ou |z|" = 1 et sur ces cercles. Alors

d’apres le résultat précédent on a

/e—dz: /e—dz ou bien /e—dz—i- /e—dzzo,
z z z z

2] =2 |z =1 2| =2 |z ~=1

/e—dz =0.
z
C

f) On procede avec une méthode légerement différente de la

ou encore

précédente en e). On a zp = 0 est a l'intérieur des cercles

|z| = 1 et |z|] = 3. Donc d’apres la formule intégrale de
cos
Cauchy / “dz = 2im x cos 0 = 2ir
z 3
oI+ =1 |

et / cos Zdz = 2im X cos 0 = 2¢mw. Alors

z
|2|"=3
CoS 2 CoS 2z ) )
/ dz — / dz = 2im — 29w = 0.
z z
|zt =1 |2|T=3
D’ou
COS 2 CoS 2 COS 2
dz + dz =0 ou dz = 0.
z 2 z
|z|T=1 ||~ =3 c
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3.2. Solutions

in(1z . s

g) La fonction tg (%z) = % a des singularités en
= (14 2k)7,k € Z, qui sont a lextérieur de C'.
Les quatre racines de z* — 16 = 0 sont sur le cercle
|z| = 2, qui sont aussi a 'extérieur de C'. La fonction
tg (32) s
16 est alors holomorphe sur C' et a l'intérieur de

C. Donc d’apres le théoreme de Cauchy on a

tg(32) ,
/24_16dz—0.

c

223+ 2244

h) La foncti
) La fonction i

se décompose en fractions
simples comme

228 +22+4 1 N 1 +1
A4 422 2 —2% 242 22

de C, alors d’apres les formules intégrales de Cauchy

1 . 1 ‘ 1
/Z_2idz:2z7r, /Z+2idz:2m et /;dz:().
C

C C

/2z3+z2+4 / /
TR TR, =
24 4 422 2—21

C c

/
Les points zg = 0, 21 = 27 et 29 = —2¢ sont a 'intérieur 0 o
21

D’ou

1
z+ /—de = 4iT.
z
C

Exercice 3.6

Calculer les intégrales suivantes, I'orientation est supposée positive.
a) fc o dz ot C' est Pellipse de I'équation 422 + (y — 2) = 4.

b) Je 2+4 +3dz ou C' est le cercle |z + 1| = 2.
z

¢) Jo=
d) fc
e) fc
£) Je

dz ou C est le cercle |z — 1| = 2.

( —m) dz ou C' est le carré de sommets 2,2 + 47, —2 + 4i et —2.
z — Tl
gz

dz ou C' est le triangle de sommets 0,1 4 2¢ et —1 + 2i.

Log z~|— 1)

2 dz ou C est le cercle |z —i| = 5
z
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3.2. Solutions

Solution.
a) La fonction 5 se décompose en fractions simples 4
¢+ 4 a2 + (y —2)2 =4
comme ' ' /
1 4
2244 2421 z—21
Le point z; = 2i est a l'intérieur de 'ellipse C' mais zo = 0
1 [ ]
—2i est a l'extérieur de C', alors d’apres la formule intégrale
et le théoreme de Cauchy
i - i
dz—2m—:— et 1_dz=0. x
z— 21 4 2 z+ 21
c c
D’ou A —2i4
1 -7 7
dz=0— — = —.
/22+4 /z+22 /2—21'2 2 9
c
z
b) La fonction ————— se décompose en fractions simples comme
224+42+43
z B 3 1
244243 2(z+3) 2(z+1)
Le point z; = —1 est a I'intérieur du cercle C, alors d’apres la formule intégrale de Cauchy
1 1
/—dz = 0m= =T.
2(z+1) 2
c
Cependant, zo = —3 est sur le cercle C, et donc ¥
/ 53 dz est une intégrale impropre. On pourrait es-
¢ N . ’ <12 ™ =& C&
sayer de donner un sens a cette intégrale en considérant SER R
I’arc C. partant de —m + ¢ vers m — €, et en prenant une il - \‘L
_3 -T2 x

limite lorsque € tend vers 0. L’arc C; est paramétré par - 7ﬁ+ )
z(t)=—1+2eit, —nm4+e<t<m—c. k/

On a dz = 2ie'dt et

T—E

/ 3 e / 3 ictdt = §Log (1+€")
2(z+3) 2(2+2e%) 2 e

Ce —7m+e

— ;Log (1 + ei(fr—a)) _ ;Log (1 + ei(—ﬂ+5)>

= ;z Arg (14 ei(”%)) - ;Z Arg (1+ 61(7”5)) car ‘1 + ei(“’E)‘ = |1 + eil=mte)
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3 o
= —z Arctg sin.e — —1 Arctg _ome
1—cose 2 1—cose

= 3i Arctg ( ilréjsg)

T £ sin e T €
—3@(——— ca—ztg(———).

d) Le point 2y = mi est a 'intérieur du carré de sommets

2 2 1 —cose 2 2
Alors
3 3 3
/—dz =lim [ ———dz = lim3i <Z — E) = —iT.
2(z+3) =0 ) 2(z+3) =0 \2 2 2
e} Ce
Dlou l/ 2 /‘ 5 / R M
————dz= | ——dz— | ————dz = —imr —in =i—.
2244243 2(z+3) 2(z+1) 2 2
c foi c
! lz—1]=2
c) Le point zp = 2 est a lintérieur du cercle |z — 1| = 2,
alors d’apres la formule intégrale de Cauchy / /_\
1 2 &
2
/Z+ck:%WF+4 = i x 4 = 8ir. \\\_///
z—2 2=2
C
)

2,244, —2+4i et —2, alors d’apres la formule intégrale o 4; 2+ 4i

de Cauchy i

/Mdz =2 [Ch (22 — m') ]

Z — T z=im

C

—227r><Ch( T —m)

= 2im Ch (7*) .

e) Les points singuliers z, = 7 +km, k € Z sont a I'extérieur

du triangle C' de sommets 0,1 + 27 et —1 + 2¢. Cepen-
. e . —1+2i 1+2i
dant, le point zg = ¢ est a 'intérieur du triangle C, alors

d’apres la formule intégrale de Cauchy i

t
/ gz,dz =7 [tgz] =27 X tgi

Z—1 Z=1
C

I
(an)
N[ e
8

=2im xi1thl = —27thl.

f) La fonction z +— Log(z+ 1) est holomorphe sur tout domaine D qui n'intersecte pas la

demi-droite y = 0 avec x < —1.
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3.2. Solutions

On remarque que le cercle C' : |z —i| = g n’intersecte
pas la demi-droite y = 0 avec x < —1, alors la fonction
z +— Log (z + 1) est holomorphe sur C' et a U'intérieur de

C'. Lesracines de 22+1 = O sont 2; = —i et 29 = . Seule

zo = 1 qui est a l'intérieur du cercle C, alors d’apres la -1 x

formule intégrale de Cauchy $—i

Log(z+1) .
L 1 — L 1 L 1
/—og(z+ >dz:/—z+’, dz = 2im —og(zf ) :2z'7r><—og<,+l>
22+1 z—1 Z+1 s
C C
2
T T T
— 7 (Inv2 '—):—12 T
W(n\/_+z4 5 n +@4
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Résidus et applications

4.1 Exercices

Exercice 4.1

Déterminer les singularités des fonctions suivantes en précisant leurs nature.

er—1 1

f@ =i (1) D= 9=

Exercice 4.2
Donner la série de Laurent de la fonction f au point zy ainsi que Res (f, z9) dans chacun des

cas suivants :

sin z 2z

a) f(2)=—%=0 b)fle)=73—

1
_1,z0:1 c)f(z):zﬁcos<;),z0:0.

Exercice 4.3

Calculer le résidu des fonctions suivantes relativement a leurs poles :

a z) = ¢ , b z) = z , C z :M’
VG = iy DI 9P =as
DOy
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4.1. Exercices

Exercice 4.4

En appliquant le théoréme des résidus calculer les intégrales suivantes :

a) / En 1)022(2 B b) / S—dzneN, o) [ s G) dz,

|z|”=2U|z|T=4 |z|=1

dz dz e?*
d) /z4—~|—1 °) / ey D) aro®

|z—1]=1 |z—1—i|=2 |z|=3

Exercice 4.5

Calculer les intégrales suivantes (-1 <a <1, n=1,2,3,---).

cos? 6 sin (nd) (14 2cosf)"
de, dae, 0) db.
)/13+120088 )/1—2a81n«9+a2 )/ 5+ 4cosf cos (nf)

Exercice 4.6

Calculer les intégrales suivantes :

¢ —x+2
dx b >0
)/a:4+10:v2+9 )/x2 jx — 2 )/ 2 — 2ix — a?)? 4

d)£<x2+1§($2+9)day, )/Zﬂ f)O/mdx,a>0.

Exercice 4.7

Calculer les intégrales suivantes :

l)e
)/x+ dr. b)/ dx, )/ x3sin
2+ 5 x2—|—4wj—5 ZL‘4+5I2—|—4

X COST Sln 21‘ COST
d d > 0.
)/x2—2x+10 “ e)/ :E2+2:1c—|—2 © )/ o

Exercice 4.8

Calculer les intégrales suivantes :

—+o0 —+o0
1 —cos(ax cos (2axz) — cos (2bx
a) /#dw,a>0 b) (2az) 5 ( )dx,a>0,b>0,
T T
0
“+o0 9 b2 . “+o0 .
T° — sin (ax sin (ax
c) 3 ( )dx,a>O,Reb>0. d) ( )dx,a>07
2+ b T T
0 0
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4.2. Solutions

4.2 Solutions

Exercice 4.1

Déterminer les singularités des fonctions suivantes en précisant leurs nature.

er—1

a)f(z):zsmG), b) f(2) =S, o) f(s) =2t

Solution.

On rappel quun point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point

singulier ou une singularité de f.

On rappel aussi qu'un point z = 2, est appelé singularité isolée, ou point singulier isolé de
f, si Pon peut déterminer 6 > 0 tel que le disque |z — zy| < ¢ ne contienne pas d’autre point
singulier que zy. Si I'on ne peut trouver une telle valeur §, on dit que zy est une singularité

non isolée.
Il existe des types variés de singularités.

e Singularités apparentes : Le point singulier zy est appelé singularité apparente de f

si lim f(z) existe.
Z— 20

e Poles : Sil'on peut trouver un entier positif n tel que lim (z — 2z0)" f (2) = a # 0, alors
Z—r20
zo est appelé un pole d’ordre n. Sin =1, 2, est appelé un pole simple.
e Points de branchement : Soit 2z, un point singulier isolé de f. Le point zy est un point

de branchement lorsque I'image par f d’au moins d’une courbe fermée entourant zy est

une courbe non fermée.

e Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un pole, ni un point de branche-

ment, ni une singularité apparente est appelée singularité essentielle.
Séries de Laurent

Une série des puissances de la forme

+00 400 a 400
2 a2 =) m oyt D w)
n=—oo n=1 n=0
a_ a_ a_
=+ 3 + 2 + ! +(I0+CL1(Z—Z())+(12(Z—20)2—|—a3<z—20)3+"'

(z—2)° (2—2)° 22— 2

(4.1)
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4.2. Solutions

s’appelle série de Laurent centrée au point zg € C.

+oo
Ja . ’ . —_n . . .
La série des puissances négatives g a_, (z —29) " s’appelle la partie principale.
n=1
+oo
;. . o g0 n 5 . ” xS
La série des puissances positives g a, (z — z9)" s’appelle la partie réguliére ou analy-
n=0

tique.
Classification des singularités

Il est possible de classer les singularités isolées d’une fonction f par I'examen de sa série de

Laurent.

e Poles : Si f ala forme (4.1) dans laquelle la partie principale ne possede qu'un nombre

fini de termes donnés par
a_q a_3 a_3 a_
5 =+ + —”m
2=z (22— z) (z — 20) (z — 20)

ou a_, # 0, alors z = 2y est appelé un pole d’ordre n.

e Singularités apparentes : Si une fonction uniforme f n’est pas définie en z = 2y mais
si lim f (z) existe, alors z = z; est appelée une singularité apparente. Dans un pareil
Z—rZ0
cas on définit f (z) pour z = z; comme étant égal a lim f (2).
Z—r20

e Singularités essentielles : Si z = 2 est une singularité essentielle de f (z), la partie

principale du développement de Laurent posseéde une infinité de terme.

1
a) La fonction f (z) = zsin (—> n’est pas définie pour zy = 0, donc ce point est une singularité
z

1 sin z
de f. De méme, puisque z = 0 est une singularité de f (—) = , 21 = 00 est une singularité
z

o1 =san (1), Z

La série de Laurent de f centrée au point zy = 0 est

f( ) . 1 1 1 . 1 1 . 1
Z)=zsin|—-)=1-— _ _
z 3122 Blzd 716 0 918

Le point zg = 0 est une singularité essentielle car la partie principale de la série de Laurent

possede une infinité de terme.

. . s . 1 . sinz
Le point z; = 0o est une singularité apparente car hH(l) fl—)=Ilm =1
z2—>

z z—0 z
. e —1 . . iy
b) La fonction f(z) = possede une singularité apparente en zy = 0 car
) . oef—1
I/ =iy =1
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4.2. Solutions

Le point z; = oo est une singularité essentielle car la série de Laurent de f (%) centrée au point

20 — O,
1 1 1 1 1
)=z e?—1>—1+—+—+—+
/ <z) ( 2z 3122 418
possede une infinité de terme dans sa partie principale.

c) La série de Laurent de f centrée au point zo = 0 est

1 1 1 1
f(z)—ZQBZ_Z +Z+2+3T—|—4—+5| + -

Cette série possede une infinité de terme dans sa partie principale. Donc zy = 0 est une

singularité essentielle.

Le point z; = 0o est un pole double car la série de Laurent de f (%) centrée au point zy = 0,

f 1 _ez_1+1+1+z+z2+23+
22 2 21 31 41 5l

possede deux termes dans sa partie principale.

Exercice 4.2

Donner la série de Laurent de la fonction f au point zy ainsi que Res (f, z9) dans chacun

des cas suivants :

sm z 2z

a) [() =" =0, b) f(s)= 5

20 =1 c)f(z):zﬁcos<§),z0:0.

Solution.

Pour un rappel sur les singularités et les séries de Laurent voir I'exercice précédent 4.1.
Concernant le résidu d’une fonction f en un point zy, on rappelle que si f une fonction holo-
morphe et uniforme a l'intérieur d’un cercle C' et sur C', excepté au point z = 2, centre de

C. Alors f possede un développement en série de Laurent dans le voisinage de z = z5, donné

par
+oo
f(z)= Z an (2 —20)" = ap+ay (2 —2) +ag(z—20)° + -
n=—o0 (4.2)
a_i a_o a3
+ + + +oe
=2 (z2—2)" (2—2)°
ou
1 f(Z)
=L g Z. 4.3
a 2mj§<z_z)n+1z n e (4.3)



4.2. Solutions

Dans le cas particulier n = —1 on a § f (z) dz = 2mwia_;.

c
Le coefficient a_; du développement de Laurent de f au voisinage de zy s’appelle le résidu de

f au point zy et se note
RGS(f ZO =a_1 = —ff

271

e Si z = 2 est un pole simple le calcul du résidu est particulierement simple

Res (f,z0) = lim (z — z) f (2).

Z—r 20

e Si z = zy est un pole simple et f (z) se présente sous la forme

= =0et Q 0
f (Z) Q (2)7 Q (ZO) € Q (ZO) 7é ’
alors nous avons
P (%)
Res (f, z9) = 4.4
(f 0) Q' (Zo) ( )
e Dans le cas ot z = zg est un pole d’ordre m > 2, le résidu a_; est donné par la formule
Res (f, ) fim —— L (= £ ()
=a_; = lim z—z z)) .
0 P Sk (m— 1) dem 0
.. sin z , )
a) La série de Laurent de f (2) = —— centrée au point zo = 0 est
z
sin z 2t 1z 2 2P
T =" m( Ve T ata

qui converge pour toute valeur de z # 0. Le point z; = 0 est un pole simple et le résidu en

20 =0 est Res(f,0) =a_; = 1.

1—2 2z

b) Posons u = — La série de Laurent de f(z) = centrée au point zg = 1 est

22
2z 2(1 — 2u) 1) 1 1
/() 2-1 (1-2u)’-1 ( Qu)l—u ( ZU);u
n 1 n—1 n 1 1 n 1 1 n
:Zu —Z§u :Zu “ou §u :—%—1— §u
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
1 (_1)n n
= — —1)".
z—1+; g (2 1)

Cette série converge pour toute valeur de z dans 0 < |z — 1] < 2. Le point zy = 1 est un pole

simple et Res (f,1) =a_; = 1.
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4.2. Solutions

c) La série de Laurent de f (z) = 25 cos (

F(2) = 28 cos G) => (-1)" (2:)%

n>0
6 2t N 2 1 N 1 1 N
N A— - — - - ...
21 41 6! 8lz2 10124 ’

ST

) centrée au point zg = 0 est

qui converge pour toute valeur de z # 0. Comme cette série possede une infinité de terme dans
sa partie principale, alors le point zy = 0 est une singularité essentielle et le résidu en zy = 0

est Res (f,0) =a_1 =0.

Exercice 4.3

Calculer le résidu des fonctions suivantes relativement a leurs poles :

z 2 2

D10 ey WO s 97 - ghes
d) /(=)= 16—_0018(_25)'

Solution.

Pour un rappel sur le calcul des résidus voir 1’exercice précédent 4.2.

a) La fonction f (z) posséde un pole double en zy = —1 et un pole simple en z; = 2.
Le résidu en z5 = —1 est
1d 2 e® z—3 —4
Res(f,—1)= lim —— ((z24+1)"- = lim e =—.
(f,=1) z——111dz << ) (z+ 1)2 (z — 2)) ==l (z — 2)2 9e

Le résidu en z; = 2 est

(z+1)2(z—2)) ECER

Res (f,2) zilgr% ((z—2)-

b) La fonction f (z) possede un pole triple en z; = 3 dont le résidu est

c) La fonction f (z) = Z;EZQ%) possede un pole simple en 2o = % dont le résidu est

(1) - ((-5) 5055 ) -

3
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4.2. Solutions

e —1—

——— possede des poles doubles
1 — cos (22)

d) Comme 1—cos (22) = 2sin? 2 alors la fonction f (2) =
e —1—=z 1
en 2 = km, k € Z*. La singularité en 2y = 0 est apparente car lim —————~ = 7.
2—0 1 — cos (2z)
Le résidu en z;, = k7 est

Res (f, k) = lim ° ((z—imy(@z -1 —z))

2sin? 2z

2sin® 2

((2(z—k7r) (& —1—2) 4 (2 — kn)” (e* — 1)) sinz — 2 (z — km)* (e — 1 —z)cosz)

2sin” z sin“ z sin z

~ lim ((z—kvr):(ez - 1) N sin z — (Z—ka)cosz (5 —1—2) (z—lm)) '

En posant z — km = u ou z = u + k7, cette limite peut étre écrite sous la forme

lim
u—0

2 u+km : km

u” (e —1 sinu — u cosu U L w2(ewtkT_q e"m —1

( — )+ — (e"™ T —1—u—km) — = lim ( ) _ .
2sin“ u sin“ u sin u

Exercice 4.4

En appliquant le théoréme des résidus calculer les intégrales suivantes :

a) / = _1)62’2(2 2 )/Z2 _dzn €N, c) /z%in(%)dz,

|z|~ —2U|z|jL 4 |z]=1
d 2z
d) / A e) / 22 ) f) / e—4dz'
z +1 (z—1)"(22+1) (z+1)
|z—1]=1 |z—1—i]|=2 |z|=3

Solution.

On rappelle que si f une fonction uniforme et holomorphe a
I'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C, sauf en un
nombre fini de singularités zi, 29,23, , 2z, intérieures a C.

Alors le théoreme des résidus établit que l'intégrale de f

le long de C' est égale a 27 fois la somme des résidus de f en

les singularités contenues dans C), i.e.

%f (2)dz = QWiZReS (f, zx) -
2 k=1
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4.2. Solutions

a) La fonction a intégrer 5 possede trois

1
(2-1)*(=-3)

poles doubles en z; = —1, 25 = 1, z3 = 3 [racines de
(22— 1)% (z — 3)%]. Le seul pole intérieur & |2|~ =
2U |2|" =4 est 23 = 3.

Le résidu en z3 = 3 est

- d 2 1
Res (f,3) = i = ((2_3) (22—1)2(z—3)2>

) —4z 3
z—3 (Z _1) 8

On a alors par le théoreme des résidus

dz , 3
/ 2123 = 2miRes (f,3) = ~%i
|2|”=2U|z|T=4
b) La fonction a intégrer P, possede deux poles simples en z; = —im et 2o = 7 |racines
24w
de z* + 77].
Le résidu en z; = —i7 est
e? e* et 1
Res (f, —im) = lim Z4im) s ——= — = — , —
(7 ) Z——im (( +im) 22 + 7r2) zo—im Zz — 4T —im —im 207w
Le résidu en z9 = i est
eim -1

Res (f,im) = lim ((Z —am) - 6—Z> = lim

z—im 2 + T

2T Z2 —+ 7T2
On distingue deux cas :
e Le premier cas n = 1,2 ou 3. Dans ce cas,

aucun pole n’est a U'intérieur du cercle |z| =

n et donc par le théoreme de Cauchy

62
/ ariat=0

|z|=n
e Le deuxieme cas n > 4. Dans ce cas, les deux
poles z; = —im et 29 = im sont a l'intérieur
du cercle |z| = n et donc par le théoreme des

résidus

/ 42— 2 (Res (f, —im) + Res (f, i) — 2mi (

22 + 72
|z|=n
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4.2. Solutions

1
c) La fonction & intégrer 22 sin (—) possede une singularité essentielle en zy = 0. En effet, sa
z

série de Laurent centrée au point zy = 0 est

L (1) B U SO S
fe)==tsin( 2 ) =2 0" Gy =73 T s T

n>0
y
qui converge pour toute valeur de z # 0. Comme cette série possede
e L : 2l =1

une infinité de terme dans sa partie principale, alors le point zg = 0 / \\

1 1
est une singularité essentielle et Res (f,0) = a_; = Tl \ y x
Le point zy = 0 est a U'intérieur du cercle |z| = 1 et donc par le
théoreme des résidus

1 1 m
2 . . .
z7sin | — | dz = 2miRes (f,0) =270 - = = —.
[ (2) (f0)=2mi 1=
|z|=1
d) La fonction T possede quatre poles simples en 2z, = Y
(142k) o ) A . . lz—1]=1
e~1 "k =0,1,23 [ racines de z* + 1 ]. Les poles a 5 n
intérieur du cercle |z — 1] = 1 sont zy = €4 = “/75 + ‘/752
x

etz3:e’%:\/7§—\/7§i. Z9 e . 23
D’apres la formule (4.4) du rappel de l'exercice 4.2, les

résidus en zy et z3 sont respectivement,

1 s V2 V2 1 s V2 V2
es (f, 20) 123 4 g~ g ot Res(fiz) 423 4 s g

On a alors par le théoreme des résidus

| iy = 2w (Res(£,20) + Res (£, 1)) = 2ri (—
|z—1|=1

1 . . Yy
5 possede un pole
(z—=1)(2241)

double z; = 1 et deux poles simples zo = 7,23 = —i. Les 2= 1—il =

e) La fonction & intégrer

poles a l'intérieur du cercle |z — 1 —i| = 2 sont z; = 1 et
Z9 = 1.

Le résidu en z; = 1 est
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Le résidu en z9 = 7 est

) =lim | (z —1) - ! = lim 1 1
ReS(f:Z)—lz_}i (( ) (2—1)2(22+1)) 1z—>i (Z_1)2(z—{—i) 4

D’apres le théoreme des résidus on a

dz 1 1 2
= 27mi (Res (f,1) + Res = 2m + - =——=
[ iy = RS )+ Res (1,0) (-3+3) -3
|z—1—i|=2
2z y
f) La fonction ——— possede un pole d’ordre quatre en
(z+1)
2o = —1, qui est a U'intérieur du cercle |z| = 3. Le résidu
en zop = —1 est
1 d3 A €2Z
_ . 1 T
Res (f,=1) = Jim, 3ldz3 <(Z 1) (z + 1)4)
. 8 4
= lim = —.
z—=—1 6 362
On a alors par le théoreme des résidus

e , 87
/ o 1)4dz = 2miRes (f, —1) = 32t
|z|=3

Exercice 4.5

Calculer les intégrales suivantes (-1 <a <1, n=1,2,3,---).

)/ cos? 0 a8, )/ sin (nh) . <) /(1—|—20080) cos (nd) do.

13 4+ 12cosf 1 —2asinf + a? 5+ 4cosf

—T

Solution.
27

a) Pour calculer I'integrale /

0

cos?d

———d0 on va appliquer la méthode qui consiste & poser
13 +12cos @ PPHq 1 P

i0 | ,—if -1
z=¢"% 0 ¢€0,2r]. Alors cosf = ¢ +26 S +22 , dz = izdf et donc

2 Lz_l i

/ cos? 0 50— / 2 dz / —i(241)
13+ 12cosf z4+2Viz 422 (622 + 132 +6)

0 =1 13 + 12 5 |2|=1
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(21 1)?
Les singularités de f (z) = pve, 622(22—1-—11— 3,2)—1— 6) sont un pole double Y
z1 = 0 et deux poles simples z5 = —%,23 = —%. Les poles a

Pintérieur du cercle |z| =1 sont z; = 0 et 25 = —2.
Le résidu en z; = 0 est

d —i (22 +1)°
R 0) = lim — | 2%-
es(f,0) = lim = (Z 422 (622 + 13z + 6)

o (1227 43920 4 2428 42627 +122 — 13) 13
= lim = —1.
250 4(622 413z 4 6)° 144
Le résidu en z9 = —% est
2 _ —i(22+1)° o —i(2+1)° 169
R B R = lim —— 7 —
es <f ’ 3) o 2 122 (122413) 720"

",
= §4z2d— (622 + 132 + 6)
z

On a alors par le théoreme des résidus

—i(z2+1) , 2 /13 169\ 13
/ 2624 324 6) 7 =2 (Res (1,0 + Res (f’ 3)) 7” (144" 7202) 5"

jzi=1

D’ou

2

cos? 6 13
—————df = —.
13+ 12cos b 45

0

b) Si a = 0 l'intégrale Vaut/ sin (nf) df = [’71 coS (n&)]:r = 0.

—T

Supposons a # 0. Posons z = ¢ § € [-m,7]. On a 2" = ™ et 27" = ¢ ™. D'ou
0 —i60 -1 inf —inf n -n
e? —e z—z emf — ¢ 2" —z
inf = = i 0) = = dz = izdf et alors
S 2 5 sin(nf) 2 2
- oo
in (nd ~ dz 1 — 2%
/1 ;mgne)_‘_ 2d9= / 21 — = = /2 ol . )( .)dz.
— 2asin a z—z 12 n — -1
g l2=1 1 —2a 5 + a2 et Zal(z —1a)\z a
i

Les singularités de f(z) = 12> 3 sont un pole z; = 0

2z”ia(z—ia)(z—i

qui est d’ordre n et deux poles simples zo = ia,z3 = -. Comme

—1 < a < 1, on a que les poles z; = 0 et zo = ia qui sont a

I'intérieur du cercle |z| = 1.

Le résidu en z9 = ia est

1 — Z2n 1 — Z2n 1 — Z’2na2n
Res (f,ia) = lim | (z —1a) - ‘ = lim ‘ = — :
(f,ia) z—ia << ) 22 (z —ia) (z — 1)) z—ia <22"ia (z — é)) 2ina (1 — a?)
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Pour le calcul du résidu en z; = 0 on remarque que

1 — 2271 1 Zn
J(z) = 2z%ia (z —ia) (z - é) © 22nq (z —ia) (z — f—z) " %a (z —ia) (z — 1)'

a

Alors Res(f,0) = Res( 1 : 0) car Res (%,O) = 0. D’'on

2z"ia(z—1ia) (z—i) ! 2ia(z—ia) (z—g

Res(f,0) = lim —— " n 1
es =lim ——— | 2" :
’ 20 (n — 1)l dz""1 22Ma (z —ia) (2 — 1)

a

I 1 dvt 1
= lim A
=0 (n — 1) dzn=1 \ 2ia (2 —ia) (2 — 2)

I 1 dn! 1 1
= lim — -
=0 (n—1)12(a® = 1)dz"t \ia—2 -2

— lim 1 (n=1!  (n—1)
250 (n—1)12(a2 - 1) \ (ia —2)" (£ —2)"

1 11\ @
© 2(a®—1) \ (ia)" (é)” " 207 (1 —a?) i

On a alors par le théoreme des résidus

/ . -2 —dz = 2mi (Res (f,0) + Res (f,ia))
2z2"ia ( :

z—ia) (z — %)

|z|=1
o a2n -1 N 1 — Z'Qna2n
= 271
2a" (1 —a?)™  2"a" (1 — a?)
rm e—m " . T a”
:—Z(Z — 1 )7T1_CL2—27TSIH<77,§> 1_—a2
D’ou
j 0 (nd n 0 sin=2m
/ i (n ) df = 27 sin (nz> _4 g2m+1 .
1 —2asinf + a? 2/ 1—a? o (—1)" sin=2m+1
- 1—a?
0 ,—if -1
c) Soit z =€ § € [—m,7]. On a 2" =™ et 27" = ¢, D'otl cos = c +2€ == +22 :
inf —inf n —n
cos (nh) = ‘ +2€ == +22 , dz = izdf et alors
[(1+2cosd)" 1 Sy n gy
/(—l— COS)cos(nQ)dé’:/(+z+Z )" 2"tz dz
5+ 4cosf 5422+ 2z71 2 iz
- |z]=1

o2 1” 2n 1
:/ i(Z24+2+1)" (2 +)dz.
Z

1 (-1 2) (2 1]
|z|=1
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. - fi(z2+z+1>n(22"+1) N “ o Yy
La fonction f(2) = — e possede un pole z; = 0
d’ordre 2n et deux poles simples zo = —3,23 = —2. Les poles a lz| =1
Pintérieur du cercle |z| = 1 sont z; = 0 et zp = —3. \X

Le résidu en z9 = —% est

IR 1\ —i(Z+2+D)"("+1)
es(f"i)_zlim;«”z) 4220 (24 2) (2 + 3 )

N
\

—94

s 2 1 2n 1 n

:hm(z(z —i—z—i—)(z +)):_(3n 3>.
-1 4227 (2 + 2) 6 4n
Pour le calcul du résidu en z; = 0 on remarque que

) —i(22+z2z+1)" (2 +1) —i (22 +z4+1)" —i (22 +z+1)"
z) = = :
4227 (2 +2) (2 + 3) 4227 (z+2) (z+ %) 4(z+2)(2+3)

- —i(z2+z+l)n —i(z2+z+l)n - N
AIOI'S Res(f, O) = Res (m, 0 ) car Res m, 0) =0. Dou

2n—1 (2 n
Res (£,0) = lim 1 d (22,1. i(2"+2+1) )

z—0 (2n — 1) dz?—1 4227 (2 +2) (2 + 3)

T a1 ( —i (22 + 2+ 1)”)

20 (2n — 1) dz?"1 \ 4(242) (2 + 3)
1 et (%(z +z+1)" %(22+z+1)">

= lim 1
Z+2 Z+§

z—0 (2n — 1) dz?n—1

a>! ((z2+z+1)") . a2t ((22—1—2—1—1)").

dz?n=1 z42 dz?n—1 z+1

Calculons

On a

(2 +2+1)"  ((z+2?=3(z+2)+3)"
z+42 N z+4+2

3n
z42

=(24+2)" 4+ Pya(24+2)+

Y

2n—1

ou Py, 5 (24 2) est un polynéme de z + 2 d’ordre 2n — 2 dont I ———Pan—2 = 0. Alors

d2n—1 (22 + 2+ 1)" d2n—1 on_1 d2n—1 3n
= 2
dZ2n—1 < z+ 2 ) dZ2n—1 ((Z + ) ) + 0 + dZZn—l (Z + 2)
(=)™ (2n = 1)!

(z+2)*"

— (20— 1)! (1-%).

=(2n—1)!+3"

De méme on a

12, 3\"

(24 2+1)" ((Z+§) +z> 1 2"*1+Q A
= =|z4+= no | 24+ =

z+% z—l—% 2 n=2 2 z

~—
3

+
N[ —=



4.2. Solutions

2n—1
ol Q2,2 (z + %) est un polynome de z + % d’ordre 2n — 2 dont WQ%,Z = 0. Alors
zen—

q2n—1 (22+Z+1)n B q2n—1 . 1 2n—1 o4 q2n—1 (%)
dz2n—1 Z—l—% o dz2n—1 < 9 dz2n—1 —i—%
oy (2)
4 (z+3)"

(1)

On en déduit que

Res (f, O) = lim 2—

z—0 (

On a alors par le théoreme des résidus

/ —i(P4e )" (), (Res (f,0) + Res (f, —1))

4227 (2 +2) (2 + 3)
L3\ i 3\ 27 (3)"
e () 5 (ew)) =5 ()

[(1+2cosh)"” C2r (3\"
/ 5+ dcosd cos (nd) df = :

|2|=1

D’ou

—T

Exercice 4.6

Calculer les intégrales suivantes :
2 T i d
T+ € x
dz b —_ >0
)/x4+10w2+9 ’ )/x2—2m—2’ c)/(x2—2z':c—1—a2)3’a ’
) to
r° + T
f —— dx,a > 0.
)/<x2+1><x2+9 )/mlx’ )/(:E2+a2)3
—0o0 0
Solution.
. : oo . P(2)
Les intégrales de cet exercice sont de type f(x)dxou f(z)= avec P et () sont des

—o0 - Q(2)

polynomes tels que deg () > 2 + deg P, et aucun des zéros de () n’étant réel.
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4.2. Solutions

Pour calculer ces intégrales on considere / f(2)dz,

Cr
ou Cg désigne le contour fermé formé du segment

[—R,+R] et du demi cercle I'g décrit dans le sens

direct. Avec R est pris suffisamment grand pour

que Cr contient tous les zéros z; de @ tels que —R R

Imz; > 0. Alors le théoreme des résidus permet d’écrire /f (2)dz = 27rz'z Res(f (2), zx),
k=1

Cr
i.e.

/Rf(:(:)da:—k/f(z)dz:27m'iRes(f(z),zk).

Notons que lim [ f(z)dz = 0. Ed effet, comme deg @ > 2 + deg P il exist M > 0 telle que

R—+oc0
I'r

pour z = Re? avec R suffisamment grand on a

P(2) < M
Q)| ~ R*
Alors
r M M
. < 1 < 1 M o M _
R 0 0

Par conséquent, lorsque R — 400, on obtient
+00 n
/f (x)dx = 2m’ZRes (f(2),2k) -
o k=1

22— 242 y

a) On considere /mdz,}% > 0, ou

Cr
Cg désigne le contour fermé de la figure ci-

contre formé du segment [—R,+R] et du
demi cercle I'p décrit dans le sens direct.

Puisque 2% + 1022 +9 = 0 pour z; = i, 2y =

3i, 23 = —i,24 = —31. Ces valeurs de z sont L
2 .
Z - Z + 2 —19
les poles simples de [ (z) = —————.
P P S i B TI S
Seuls les poles z; = i et zp = 3i sont a
I'intérieur de Cgr. Les résidus en ces poles 3

sont

22—Z+2 22—2—}—2 1 1
R ) = Ii =lm (") =—— — —i
es (/9) JH}(%(24+10,Z2+9)> 25%(4z3+20z> 16 16"
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22— 2+2 22— 242 1 7
es (f,3i) = lim (di (24 + 1022 + 9)) ) (423 T 202) 16 48"

D’ou
2
242
/%dzz27TZ(R,€S(f,Z)+ReS(f737I))
Cr
oL L1 TN b
T 160 16 a8Y) T 12
1.e.
T +2 2 +2 5
r~ — X VAR A T
rorve L TEvE =27 45
/x4—|—10x2+9 x+/z4+1022+9z 12 (45)
“R Tr

Si l'on prend la limite des deux membres de (4.5) quand R — 400 et si l'on utilise le fait

que
2_ ;40 [ (Re")’ —Re" +2 |
lim /idz ~ lim / [el) —ReP+2 gy o,
R—+oo | 24 41022+9 R—+oo / (Re®)” +10(Re?)” 49
T 0
on obtient
+00 R
/ 22 —x+2 d I / 2 —x+2 J 5%
——————dr = lim —_——dr = —.
x4+ 1022 +9 R—+oo | 244+ 1022 4+ 9 12
—00 —R

b) Les poles de f(z) = sont z; = —1 41 et

22 — 2z — 2
zo = 1 + 4. Ces poles sont simples et situés a l'intérieur

du contour Cr = [-R,+R]UT'g.

14
Le résidu en zy = —1 + ¢ est L
Res (f,—1+1) li L ’ 'Y
es(f,—1+172)= lm -
eo—lhi \ L (22— 2j2 — 2)

. 1 1
= lim - =——.
z——1+4i \ 22 — 21 2

Le résidu en zo = 1 + 17 est

1 1 1
R 144) = li = li =5
es(f,1+1) zirlr}ri<%(z2—2iz—2)> Z_lgl“i<22_2i) 2
D’ou
[ g ys = 2mi(Res (f. =1+ i) + Res (£, 1 +)) = 2mi (—5 + 3 ) =0
z=2mi(Res(f,—1+1 es ) =em\—5T 5|~
22— 212 —2 " ’ ’ " 22
Cr
ou R
1 1
/md“/mdz_o'
R I'r
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En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxieme

intégrale tend vers 0

™

1 1 ,
lim [ ——————dz= lim — —— Rie"df = 0,
Rtoo | 22— 2iz — 2 R—+oo | (Re®)” — 2iRei? — 2
Tr 0
+oo
nous obtenons 1
———————dr =0.
/ 22— 2ix — 2 v
, 1 . y
c) La fonction f(z) = 5 possede deux

(22 — 2iz — 1 — a?)
poles triples en z; =i —a, zo = i+ a. Les deux poles sont

a l'intérieur du contour Cr = [-R, +R| U k.

Le résidu en zy = i — a est

Res (i~ a) = lim 2 ((z‘(i‘“))g' 1 )

z—i—a 2 dz? (22 —2iz—1— a2)3

12 1 . 6 3
= hm —_2 T . 3 = hm - 5 = — 5
zZ—1—a 2 dZ (Z — (2 _|_ a)) z—1—a (Z — (Z + a)) 160,

Le résidu en z; =i + a est

Res (f,i+a) = lim 1d <(z—(z’+a))3. 1 )

z—ita 2 dz? (22 —2iz—1— a2)3

.12 1 . 6 3
== hm 532\ 7 . 3 == hm - r = 5
zZ—i+a 2 dZ <z — ('l — a)) Z—1i—a (Z — <Z — a)) ]_60,

D’ou )
/ : sdz = 2mi (Res (f,i —a) + Res (f,i+a)) = 0.
(22 = 2iz — 1 — a?)
Cr
ou R
1 1
(22 = 2iz — 1 — a?) (22 — 2iz — 1 — a?)

En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxieme

intégrale tend vers 0

™

1 1

lim 5 . Sadz = lim 3Riei9d6 =0,
R—>+OOFR (22 = 2iz — 1 — a?) R—>+°°O ((Rei")?’—%Reie—l—a?
nous obtenons +00
dx
; 3 = 0
(2?2 — 2ix — 1 — a?)
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2

d) La fonction f(z2) = e 1')2(22 =9 possede quatre poles -
simples en z; = 7,20 = 31,23 = —i,24 = —3i. Seuls les

Oles z1 = i et 29 = 37 sont a l'intérieur du contour Cr =
R

[—R, +R] UFR -

Les résidus en ces poles sont

Res (f,1) = lim ((Z —) (22 + 1)22(22 n 9)) = lm <(z + Z_;(; + 9)) - %i’

N : 22 . 2 3
Res (f,30) = limy, ((Z S ETDET 9)) = lim, ((22 +1) (= + 3@)) BT

D’ou

2? . . . (1. 3. ™
/(22 Y P 9)dz = 2mi (Res (f,i) + Res (f, 3i)) = 2mi <1—61 — EZ> =7
Cr
ie " 2 2
- T z T
dx + dz = —. 4.6
[eerett [ereret 40
“R T
Si 'on prend la limite quand R — +oo et si I'on utilise le fait que
2 r R )’ .
lim 5 : 5 dz = lim ( ) Rie®df =0,
R—H—ooF (Z + 1) (Z + 9) R—+o0 ) ((R €i0)2 + 1) <<R6i9)2 + 9>
R
on obtient
+o0 R
/ x? q i / x? R
r = lim T = —.
(22 +1) (22 +9) Rotoo | (22 +1) (224 9) 4
—00 -R
22 y
e) La fonction f (z) = — 1 posseéde quatre poles simples
z
en z, = ei(ltl%)”,k: = 0,1,2,3. Les poles a l'intérieur du g
contour Cr = [~R, +R] UTx sont zy = €7 = ‘/75 + ‘/752 et
3 Z1 e e Z
2126137:—*/7§+§i. ' ’
Les résidus en ces poles sont —R "R T
zZ9 e o2
Res (£, ) = i 22 +1 i 22 +1 V2. : ’
es(f,z) = lim ———— = lim =——1
» %0 220 diz <Z4 + 1) 220 423 4 ’
2241 22 +1 V2
R ,z1) = lim ————— = 1i = ——1.
es(f,) = Jim L(i41)  on 429 4

D’ou
/z2 + 1dz = 2mi (Res (f, z0) + Res (f, z1)) = 2mi <_g1 — £2> —\or

2t +1 4
CRr
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ou

R
241 241
/x+dx+/z+dz:\/§7r.
zd+1 24+ 1
“R Tr

En prenant la limite quand R — +o0 et en remarquant que la deuxieme intégrale tend vers 0

211 T(Re®)+1
b (2 g g [ g g,
R—+oc0 244+ 1 R—+o00 (R 610) +1
T'r 0
nous obtenons oo .
/$4 + dx = /2.
zt+1
22 R . y
f) La fonction f (2) = ————— possede deux poles triples
(22 + a?)
en z; = —ia et 29 = ia. Seul le pole zo = ia qui est a T'r
I'intérieur du contour Cr = [-R,+R] U . iat
Le résidus en ce pole est
. .1 . \3 22 —R ’ R T
Res (f, ZCL) = le_}n@%l 5@ ((2 — ZCL) . m
. 1 d? 22 —ia{
=y (z +ia)®
22 — diaz — a® )
= lim =— .
z=ia (2 4 ia)5 16a3
Dol 22 1 s
/md,z = 2miRes (f, ZCL) = 211 (—@) = @
Cr
ie i 2 2
/fﬂ_gdﬁ/z_gdzz T
@ray ) Eray S
-R T'r

Si I'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que

2 o Rei)? '
mn/Fi;Tmzlm B Ricoas —o,

00 2 2 o ,
R—+ 2 z¢+a ) R—+ ] <(R 619)2 + CL2>
on obtient +00 R
x? . x? T
———=dz = lim ———dr = —.
(2% 4 a?) Rotoo ) (22 + a?) 8a3
e “R

. s .
Comme la fonction z +— — 53 est paire, alors

(22 + a?)

+oo +o00

/ x? d 1/ x? J T
_—ar = — —_—ar = .
@raP” " 2) @reP” T 16

0 —00
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Exercice 4.7

Calculer les intégrales suivantes :

“+oo
1 —3m: T
)/‘%Jr da, b)/ ° zda, )/ vsin
x? =2z +5 (22 + 4iz — b) b A

1)sin (2
d)/ 2:1:(30833 .. )/.7:+ sin x)d% f)/ cos T dxa>0
x

2x+10 22+ 20+ 2

Solution.
o . . < o tep(x)
Les intégrales de cet exercice reviennent a calculer les intégrales de type o )emxdx avec
x
—0o0
a >0, ou P et () sont des polynomes avec deg () > 1+ deg P, et aucun des zéros de () n’étant
réel.
L , . Yy
Pour calculer cet intégrale, comme dans ’exercice T Cr=TnU[-R, B
. . P(2) ; \
précédent 4.6, on considere [ ——=¢e"**dz, ou
Q(2) $ 2
Cr désigne le contour fermé formé du segment .2
. Z3

[—R,+R] et du demi cercle I'g décrit dans le sens

direct. Avec R est pris suffisamment grand pour

—-R
que Cg contient tous les zéros z;, de @ tels que Im z, > 0. D’apres le théoreme des résidus on

obtient

R
P(
/ /Qz e dx +/QZ e dz = 2mi Z Res (f 2k) -

Cr Im 2z, >0

Montrons que lim / e'*dz = 0. Comme deg(@ > 1+ deg P, il exist M > 0 telle que

R—+o00 Q Z
P M
pour z = Re? avec R suffisamment grand on a (2) < —. Alors
Q)| ~ R
. [P (Re? P(Re®)
iz _ iaR et? 10 —aRsinf szcos@ - 30
/e F(z)dz| = /e O (Re) R@e df| = / WR’LG do
R 0 0
[ o P (Re®) [ opao| P (RE)
< 6—aRsm HezaRCOSO R ZGZG do = / —aRsin 0 : RdQ
_/ Q (Re) Q(Re?)

0 0

2
S M/e—aRsinﬁde — QM\/G—aRsinﬁde'
0

0
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De plus, par I’étude de la fonction 6 — %0 — sin @ sur l'intervalle [O, g}, on voit que sinf > %9
sife [0, g] Donc

jus

Wl

9:‘"'
—aRsiné —aR20 —T  _&R29 —aR
do < 2000 = | —_eoRZ - T (1_
/6 - /e {2&]%6 ]9:0 2aR ( © )’
0 0

qui tend vers zéro quand R — +oo car &« > 0 ce qui démontre le résultat annoncé
P(z) .
lim Lew‘zdz =0.
R—+o00 Q (Z)
I'r

Par suite, lorsque R — 400, on obtient

N
=

e"“dxr = 2mi Res (f (2),zk) -
1 3iz
a) On considere /%dz, Cr=[-R,+R]UT%. Iy Y
Cr .
1 3iz 1424
La fonction f (z) = % possede deux poles sim-
plesen z; = 14+ 2i et 29 = 1 —2i. Seul le pole z; = 1+ 21
qui est a l'intérieur du contour Cg. “R ) R T
Le résidus en ce pole est
1 3iz
Res (f, 1+ 2i) = lim,d(zzJr )¢ :
ao142i £ (22 — 22 4+ 5) 1—2i
— Lm (z+1)e* _ 1=, —6+3i
2142 22— 2 2
D’ou ;
1 3iz ]
/%dz =2miRes (f, 1+ 2i) = 7 (1 +1i) e 0%
Cr
ie.

R
1 3ix 1 3iz
/%d% + /%dz = —7e % (sin3 — cos 3) + ime ° (sin 3 + cos 3).
“R Tn

Si 'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que

T

Tr
o obtient +OO($ +1) e . [ (r+1)e¥= N aar
/mdx = lim /mdx = (1+i)e 3,
e -R
Par conséquent )
/%daz =T (L+i)e o8 = (1 —i)e 53
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4.2. Solutions

eiz . y
e
(22 4 4iz — 5)° I'r

Cr = [-R, +R] U I'r . La fonction f (z) possede deux

b) On considere /f Ydzou f(z) =

poles doubles en z; = 1 — 27 et 29 = —1 — 2. Mais
aucun de ces poles n’est situé a l'intérieur du contour R
L4

Cr. Alors

(Z+1 3zz ﬁd+ ﬁd 0
2«2_22+5 22+ diz—5)2 ¥ (z2+4 =0 —1-—2 1—2i

Cr

Si 'on prend la limite quand R — 400 on obtient
oo i iz
/ ©  _dv=— lim  _d:=0,
(% + 4dix — 5) R=too | (224 4iz —b)

—00 FR

3,1z
c) On considere /f (2)dz ou f(z) = ﬁ et r Y
z z R

Cr 9i 4
Cr=[-R,+R|UTI'g . La fonction f (z) possede quatre '

Oles simples en 2z; = 4,29 = 2i, 23 = —i et z4 = —24. (&1
) ) <3

Seuls les poles z; = i et zo = 2¢ sont a l'intérieur du N

contour C'g.

Les résidus en ces poles sont

Z3€ZZ Z3€iz 1 —27 ¢
Res (f,1) = I =lim = —
U= T ey M r10s 6o
23 iz 23 et% 2
Res (f,2i) = li = lm = =55
(2=l o ey B iA 0. 32

Dlou 23’ 1 2
/—dz = 2mi (Res (f,7) + Res (f, 2i)) = 2mi (—— + —) .

244+ 5224+4 6e  3e2
Cr
1.e i 3 iz 3 iz 1 9
-€ ze 2oe
—dx+ | ———dz =21 | — + — | .
/x4+5x2+4 /24—1—522—1—4 " ( Ge 362)
“R g
E t la limit d R — 400 et t I GG
n prenant la limite quan oo et en remarquant que lim ——dz =0, on
P . d e e | 245244 ’
I'r
obtient 400
/ x3e J o 1 N 2 4—e |
—_—  dr =21 | — 4+ — | = .
x4+ 522 +4 6e  3e2 3e2
Par conséquent, N
x3sin x3e 4—e
——— dr=1Im ——dz | = .
/x4+5x2+4 /x4+5x2+4 3¢z "
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4.2. Solutions

ze'? Yy

d) On considére /f (z)dz ou f(z) = P T et
¢

Ir
R
Cr = [-R,+R]UTg . La fonction f(z) possede deux

poles simples en z; = 1+ 3¢ et 25 = 1 — 3i. Seul le pole

z1 = 1+ 3¢ qui est a l'intérieur du contour Cg.

Le résidu en ce pole est

Res(f,1+3i) = lim

iz 1 1 ] 1—.3i
= lim = _ (— — —i) e 3t

514322 — 2 \2 6
D’ou
iz 1 1 : 1 ,
/Jﬂdz — 27iRes (f, 1+ 3i) = 2ri (5 - EZ) et = % (g + z) e,
Cr
ie R ) )
C. melﬁ? ZeZZ T 1 .
—d ——————dz=—|=-+1i]e€e"
/x2—2x—|—10 x+/z2—2z+10 T <3+Z>€
-R T'r
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim Ldz = 0, on
R—+too | 22 —22+10
I'r
obtient +00 ,
/ et T (L
2 -2 +10 3 \3 '
Par conséquent,
+o0 +o0 iz 1
/ﬂdx—fie /de - —cosl—sinl ).
x? —2x + 10 x? —2x+ 10 el \ 3
o . (z +1)e= y
O d d = ——— et
e) On considere /f(z) z ou f(2) 2 19.432 °
CR FR
Cr = [-R,+R]UTg . La fonction f(z) possede deux
poles simples en z; = —1 414 et 290 = —1 — 4. Seul le pole I
z1 = —1+ 1 qui est a l'intérieur du contour Ck. ,
X R R
Le résidu en ce pole est
: : (z+1)e*= 1
Res(f,—1+17) = lim
(/ ) el L (52 4 27 4 2)

(z+1)e* 16—2—21‘

1m
z——14+i 2z 4+ 2 2

1 2iz ) | |
/%dz = 2miRes (f, =1 —1) = 27”5672721 = mie 27,
Cr
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4.2. Solutions

. R
1.€. 2ix 2iz
+1 1 o9
/udﬁ/mdﬁm 22,
x2+2x+2 224+ 22+2
-R T'r
- . (z+1)e**
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim ——————dz =0, on
R—too | 22422+ 2
I'r
obtient +oo( 1)
x e ,
7 _dr=mie 7% =qme?(sin2 +icos2).
/ 224 2x + 2 i me™ )
Par conséquent,
[t 1)sin (20) [rne
r+ 1)sin (2z r+1)e™
dxr = Im 7 _dx | =me ?cos2.
/ 22+ 2x+ 2 /x2+2x+2 i
—00 oo
£) On consicere [ (2)d= 01 £ () = 50> 0t '
n considere z)dz ou f(2) = ——=,a e
22 + a?
CR PR
Cr = [-R,+R]UTlg . La fonction f(z) possede deux A
0 ¢
poles simples en z; = ia et 29 = —ia. Seul le pole z; = ia
qui est a 'intérieur du contour Chk. N
. R —R R z
Le résidu en ce pole est
. BT eiz BT 6_7,'2__.67(1 —ia ¢
Res (fia) = lim ooy =l 90 = g,
D’ou eiz e @ T
/mdz = 2miRes (f, ZCL) = 27 - <—’L % ) = aea.
Cr
ie R ) )
.C. ele elZ T
—d ——dz = —.
/x2+a2 I+/22+a2 ° T e
-R T
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim dz = 0, on ob-

R—too | 22 + a?

T'r
tient +oo |
r
e
/ x? + a? ae’
—0oQ
Par conséquent, +oo +o0
Cos ¥ v
5 Qdaz = Re 5 3 =
T+ a re+a aed
— 00 o
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4.2. Solutions

Exercice 4.8

Calculer les intégrales suivantes :

—+00

“+oo
2 — 2
a) /Mdm,a>0 b) /COS( az) 2cos( bz)d:}c,a>0,b>0,
x? x

0
“+o00

+oo
2_b2 :
c)/(aj )Sm(aw)da},a>0,Reb>O. d) /sm( >d ,a >0,
T

22 + b2 T

0

Solution.

TP () el
oo Q)
0 Ei) une fraction rationnelle dont le dénominateur @ () ne posseéde pas des racines
réelles et deg ) > deg P.

Les intégrales de cet exercice reviennent a calculer les intégrales de type dzx,

a >0, ou

o . P (Z) eiocz y
Pour calculer cet intégrale, on considere —_— z
QG) = " Cr

CR,T
ou Cr, est le contour de la figure ci-contre,

Crr = [ RJUTRU[-R,—r]UT, ou I'g et I,
sont des demi cercles centrés a l'origine de rayons

R et r. Donc, d’apres le théoreme des résidus on > /’ \ >

obtient

R _
Meiaz L P(:L') ez’a:c ; weiaz i P(:L‘) eiam . weiaz 3
C/W) T ow *F/ch) P *4@(@ o (oG

=2 »  Res @8 e:zk)

Im 23>0

Notons que si on procede comme dans les rappels des exercices précédents, on vérifie que
ZO[Z

I'intégrale / e dz tend vers zéro quand R tend vers +o00.

Pour I’ mtegrale sur [, on a

2 zaz zt zare i . P O)
THO/QZ’ dz _}«Lo/Q T T re'dt =i 0)

Donc si on fait tendre r vers zéro et R vers +o0o on obtient

_Zgg; ei:xdx:iﬂ%—kkri Z Res <522 6Z:Z,zk>.




4.2. Solutions

1 — eiaz y
dz ou Cg, est le contour o
’ R,r

a) On considere /

CR,T‘
de la figure ci-contre,

Crr=1[r,RJUTRU[-R,—r]UL, ou g et I, sont

des demi cercles centrés a l'origine de rayons R et r. /,
La seule singularité zy = 0 de f(z) = I_Z# étant a = —t
I'extérieur de Cgr,, on a donc
. —r . . R . 4
1 _ e’L(lZ 1 _ ezax 1 _ G’L(ZZ 1 _ eza:p 1 _ GZ(IZ
/ 5 dz:/ 5 dx+/ 5 dz—i—/ 5 dx—l—/ -—dz =0,
z x z x z
CR,,r —R Fr T FR

En changeant x en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve
R2 axr —iax 1 waz 1 az
/ ¢ 26 dx—l—/ 26 dz—l—/ 26 dz =0
x z z
T FT‘ FR
ou encore R
1 — cos (ax) 1 [1—¢? 1 [1— ¢l
r Ty I'r

On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro

car
™ ™
1 — elaz 1 — eiaR(COSG—i-isinG) ) 1 — e—aR(sin 0—i cos0)
lim dz= lim - Riedf = lim - idf = 0.
R—+00 z R—+00 R2 g2t R—+00 Re?
I'p 0 0

Si 'on pose z = re? dans la premicre intégrale du deuxieme membre de (4.7), on voit que sa

limite est
1 1 — efaz 1 O 1 — eiare” 1 / 1 — elore”
_Ly — —Stim [ —iredf = < lim [
2 rl—r>I(1) ,22 dz 2 Tl_I)I(l) 7”262“9 e d9 2 7’1—{% iarez@ ade
I, ™ "
1 . 1 iaret? 1 i
—e Ta
=~ [lim—adf == [add = 2
9 / r>0  jare?® 2/ 2
0 0

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc
+c>01 R1
— cos (ax)d — lim — cos (am)d _ma
xr2 r—0 2 2
0 R—+00 -
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4.2. Solutions

2iaz __ eQibz

dz ou Cp, est le contour de 'intégrale a) de cet exercice.

b) On considere /

CR,r

»2

eQibz o e2iaz
Comme dans 'intégrale a), la seule singularité zo = 0 de f (z) = ————— étant a l'extérieur

22
622(12 _ 621bz
" d:=0
z

CR,T

de Cr, et donc

ou

b

R
eQiax _ eQibx eZiaz _ eQibz e2iam _ e2ib:p e2iaz _ 62ibz
e drt [t [t [ —dz =0
T z X z
r

-R r, Ir

En changeant x en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve
B 21 —23 2ib —24b 2i 2ib 21 24b
e2iar | o zax_(elx+€ Z:L“) e2iaz _ p2ibz e2iaz _ p2ibz
: do+ [t [z =0
xz z z
r I I'r
ou encore
i 2 24b 2% 2ib.
cos (2ax) — cos (2bx) 1 [e*ax — e=b2 1 [e*az — e=b2
_ Ay e P E——
x 2 z 2 z
T Iy I'r

On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro

car
%iaz _ 2ibz T 2iaR(cosO+isin®) _ 2ibR(cos0+isin0)
. e e . € € . i
lim ——dz= lim 7 Rie”do
R—+o00 22 R—+00 R2 g2t
T 0
p —2aR(sinf—icos@) _ ,—2bR(sinf—icos0)
. € (& .
= lim - 1df = 0.
R—+o00 Re
0

Si I'on pose z = re? dans I'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

0 ) ) T ) )
1 ) eQiaz o eQibz 1 ) e?iarezg o e?ibre“‘" 0 ) e?iareze o 62ibrew .
—3 ll_r}(l) sz =3 7141_1}1(1) YT re”dd = 3 11_1% o 1df
T, T 0
1 2iare’® _ 2ibret? 1 %
:—/lime < id@z—/(2ia—2ib)id0:7r(b—a).
2) r=0 ret 2
0 0
On a donc
+o00 R
cos (2ax) — cos <2bx)d:v _ hm [0 (2az) — cos (2bx)dx —
x2 r—0 x2
0 R—+o00 e
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4.2. Solutions

Autre méthode. En utilisant I'intégrale a), on trouve

“+oo +oo
/cos (2ax) —2 oS (be)dx _ / 1 — cos (2bx) —2(1 — COS (2a$))dx
T T
0 0
1 2% 1 2
_ / —cosz( x)dx—/ —COSQ( a$)dm
x x
0 0
~m(2b) 7w(2a)
e R el (b—a).
iaz y

c¢) On considere /f(z) dz ou f(z) = (%) —
CR,T‘
et Cr, est le contour de la figure ci-contre.

CR r

)

Le pole de f (z) appartenant a U'intérieur de Cg,, est

z1 = 1b car Reb > 0. Le résidu en ce pole est

R (f b) I ( b2) az
es(f,ib) = lim ——F—— _
a=ib 2 (32 + b2) R
12\ ,laz —ibe
= lim —( b)e =e %,
2—ib 222
On a donc 1 _ giaz
- . . . _—ab
/ = dz = 2miRes (f,ib) = 2mie™ .
CR,T
ou
—r . R .
emz 22_p? emz - _—ab
<:Jc2+b2> —dx + ( 2+b2 dZ + x2+b2 d + (m) 7612 = 2mie .
—R I FR

En changeant x en —z dans lintégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve
R
[L’Q _ b2 eiam _ e—iam 22 _ b2 eiaz 22 _ b2 iaz ub
/(z2+b2) x dx+/<22——1-52) z dz+/<22+172) z — 4z = 2mies
r Ty I'r
ou encore
R
22 — b\ sin (ax) 1 22 —b?\ e* 1 22 —b?\ e*
d = —— R d - - d —ab.
/(x2+b2> z 2i (z2+b2) PR (z2+b2) 2 Frme
T r FR

On fait tendre r — 0 et R — 4o00. L’intégrale sur I'g tend vers zéro car

' 22 _ p2\ eloz ' 7 R2 621‘0 —}? eiaR(cos O+isin ) i
dm | (ﬁ) - =Rl (32 . b2) Rao el
0

R
P R2 621'0 _ b2 A ]
T —aR(sinf—icos0) ; _

= R (32 €20 1 b2) ‘ o =0
0
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4.2. Solutions

Pour plus de détails sur cette limite, voir le rappel de I'exercice 4.7.

Si l’'on pose z = re?? dans I'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

0 .
1. 22 _ 2\ glaz 1. r2e2i _ 12 eiare“g. 0
‘z‘@/(ﬁ) P dzz—zli%/(rzembz) v e
r s

T

1 A (7,2621'9 2

= — lim -
27 70 r2e¥ 4 p?

L [ ] 7’262i'9 - b2 iaret? . r 1 e
T2 Pi%(m% Zd9——/§d9__§,
’ 0

) eiareig Zd&

On en déduit que
+oo

z? — b\ sin (ax) w1
ety (ce2)
0

dz ou Cgr, est le contour de
z ’ CR,r

iaz

d) On considere /

CR,T
la figure ci-contre,

Cry = [r, RJUTRU[-R, —r]UT,. La seule singu-

el(IZ
larité zp = 0 de f(z) = étant a l'extérieur de

Cr,, on a donc >
—R
) -r . R )
euzz e’LlliE e'LCLZ eZ(IfE eZ(ZZ
dz = dr + dz + dr + dz = 0.
z T z T z
CR,?" -R rr T T'r

En changeant  en —x dans 'intégrale sur [—R, —r] et en combinant avec celle sur [r, R], on

R ) ) )
/ldx—i-/e dz—l—/6 dz=0
x z z

Ir Tr

trouve

ou encore

R
sin (ax) 1 [e 1 [e
de = —— | —dz — — dz. 4.8
/ x2 v 21 / z : 21) =z : (48)
A FT- FR

On fait tendre r — 0 et R — 4o00. L’intégrale sur I'g tend vers zéro car

™ ™
iaz eiaR(cos 0+isin 6)

lim dz= lim [———— Ric?d) = lim / e ofisin0—icos0); 00 — (),

R—+oo z R—+o0 R et R— 00
Tr 0 0

Pour plus de détails sur cette limite, voir le rappel de 'exercice 4.7.
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4.2. Solutions

Si I'on pose z = re? dans l'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

1 iaz 1 0 iaret® 1 ™
- lim © dz = - lim € i ireied‘g = Z lim 6iarei9d0
21 r—0 z 21 r—0 reid 2 r—0
T, 7r 0
1 f e Wl T
— = li iare” 10 — Zdo = =
2/T1—I>I(1) € /2 2
0 0

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc
+w . R .
/sm (am)dI — im /sm (am)dm _T
T r—0 T 2
0 R—+o00 7,
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