UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE®

FACULTE DES MATHEMATIQUES

DEPARTEMENT D’ANALYSE

Ctda g9 (5 1] 08 dmaln
Lo ol oiSil) g9 molelf
u S T H B

Notes de Cours du module

Analyse Complexe (Math 4)

Par

LAADJ Toufik®
Pour

Deuxieme année Licence

Domaine : Sciences et Technologies

Février 2014

(DUSTHB : Bab Ezzouar Alger, Algérie.
(2)Page Web :  http://perso.usthb.dz/ tlaadj/



http://perso.usthb.dz/~tlaadj/

Table des matiéeres

Table des matiéres

Description du Cours

0 Les nombres complexes

0.1 L’ensemble des nombres complexes . . . . . . . .. .. .. ...
0.1.1 Opérations sur les nombres complexes . . . . . . . . . ... ... ... ..
0.1.2  Valeur absolue (ou module) . . ... ... ... ... ... ... .. ...

0.2 Représentation graphique des nombres complexes . . . . . . .. ... ... ...
0.2.1 Courbes dans le plan complexe . . . . . . ... ... ... ..

0.3 Forme polaire des nombres complexes . . . . . . . . . ...
0.3.1 Formule de De Moivre . . . . . . . . .. ...
0.3.2 Racines d’'un nombre complexe . . . . . .. ... L0

0.4 Exercices . . . . . . . . .

1 Fonctions élémentaires

1.1 Fonctions complexes . . . . . . . ..
1.1.1 Fonctions uniformes et multiformes . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.1.2  Fonctions inverses . . . . . . . . . . . ...
1.1.3 Transformations . . . . . . . . . . . ...
1.1.4  Limites. . . . . . . . . e
1.1.5 Continuité . . . . . . . . . . e

1.2 Fonctions élémentaires . . . . . . . . . . .
1.2.1 Les fonctions polynomiales . . . . . . . . . ... ... ... .. ...



Table des matiéres

1.3 Exercices

Dérivation dans le domaine complexe
2.1 Domaines dans le plan complexe

2.2 Fonctions holomorphes

2.3  Exercices

Intégration dans le domaine complexe
3.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

3.2 Intégration le long d'une courbe

3.3

3.4 Exercices

Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent

4.1 Séries de fonctions

1.2.2
1.2.3
1.24
1.2.5
1.2.6
1.2.7
1.2.8
1.2.9

221
2.2.2
2.2.3
224
2.2.5
2.2.6

3.2.1

Théoremes de Cauchy

3.3.1
3.3.2
3.3.3
3.3.4

Les fractions rationnelles
Les fonctions exponentielles
Fonctions trigonométriques
Les fonctions hyperboliques
Fonctions logarithmiques
La fonction 2% . . . . . .. ... ...
Fonctions trigonométriques inverses

Fonctions hyperboliques inverses

Dérivées . . . . . ... ... ... ..
Conditions de Cauchy-Riemann
Fonctions harmoniques

Regles de dérivation

Regle de I’'Hopital

Points singuliers . . . . . . .. .. ..

Propriétés . . . . . .. ... .. ...

Domaines simplement ou multiplement connexes
Théoreme de Cauchy
Primitives et intégration

Formule intégrale de Cauchy



Table des matiéres

4.1.1 Convergence absolue . . . . . . . .. ... Lo 39

4.2 Séries entieres . . . . ... 39
4.2.1 Rayon de convergence . . . . . . .. ..o 40

4.3 Séries de Taylor . . . . . . . .. 41
4.3.1 Quelques séries particulieres . . . . . . .. . ... ... L. 41

4.4 Séries de Laurent . . . . . . ... 42
4.4.1 Classification des singularités . . . . . . . .. ... ... 44

4.5 EXercices . . . . ... e 46

5 Théoreme des résidus 47
5.1 Résidus . . . . .. 47
5.1.1 Calcul des résidus . . . . . . . . . . 48

5.2 Le théoreme des résidus . . . . . . . . ..o 50
5.3 Application du théoreme des résidus . . . . . . . . . ... ... L. 51
5.3.1 Théoremes particuliers utilisés pour le calcul d’intégrales . . . . . . . .. 51

5.3.2 Application aux transformées de Fourier . . . . . . . .. ... ... ... 52

5.3.3 Calcul d’intégrales définies diverses . . . . . . . . . . ... ... ... .. 54

5.4 Exercices . . . . ... 61
Références 62

111



Description du Cours

Objectif du Cours

L’objectif du module Analyse Complexe (Math 4) est de maitriser les concepts et les résultats
fondamentaux de la théorie des fonctions complexes de variables complexes de maniere a pouvoir
les utiliser dans d’autre cours.

Ces notes de cours donnent les principales définitions et les résultats fondamentaux, illustrés

par des exemples.

Contenu du Cours

Les nombres complexes

Fonctions complexes

Dérivation complexe, équations de Cauchy-Riemann

Intégration complexe, Théoreme de Cauchy

Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent

Théoreme des résidus

v



Description du Cours

Résultats d’apprentissage

A la fin du cours, I’étudiant doit avoir une bonne compréhension de la théorie des fonctions
complexes a variable complexe et devrait étre en mesure d’appliquer ces connaissances pour
résoudre les exercices dans une variété de contextes.

En particulier, I’étudiant doit étre capable de :
e Comprendre ce qu'une dérivation complexe est.
e (iter, tirer et appliquer les équations de Cauchy-Riemann.
e Effectuer 'intégration curviligne de fonctions complexes.
e Comprendre et appliquer le théoreme de Cauchy et la formule intégrale de Cauchy
e Etudier les propriétés de convergence d’une série de puissance complexe.

e Appliquer les théoremes de Taylor et de Laurent pour obtenir des développements en série

de puissance.
e Identifier et classifier les singularités de fonctions complexes et trouver des résidus.

e Tirer et appliquer le théoreme des résidus pour calculer des intégrales réelles en utilisant

des résidus.
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Les nombres complexes

Sommaire
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0.4 EXEICICES . v v v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

0.1 L’ensemble des nombres complexes

Question : Trouver un nombre réel solution de I'équation algébrique z? +1 = 0.

Réponse : Il n’existe pas de nombre réel 2 qui soit solution de I’équation z2 + 1 = 0.



0.1. L’ensemble des nombres complexes

Pour donner des solutions a cette équation et a des équations semblables, on introduit un
ensemble plus grand que celui des nombres réels. On appelle cet ensemble les nombres com-

plexes.

{Définition 1)

Un nombre complexe z s’écrit sous la forme dite algébrique :

z=ux+ 1y oux et y sont des nombres réels,

et 7 est appelé 'unité imaginaire, a la propriété i2 = —1.
e Le nombre x est appelée la partie réelle de z, on note x = Re (2).
e Le nombre y est appelée la partie imaginaire de z, on note y = Im (2).

e L[’ensemble des nombres complexes est noté C.

Remarque 2

a) Deux nombres complexes z et 2’ sont égaux si et seulement si
Re(z) =Re(Z') et Im(z) =Im(2').

b) Siy =0 on dit que z est réel, si z = 0 on dit que z est un imaginaire pur.

c) Le nombre complexe Z = x — iy est appelé le conjugué de z.

0.1.1 Opérations sur les nombres complexes

e Addition : (x + yi) + (u+vi) = (x +u) + (y + v) i.
e Soustraction : (x4 yi) — (u +vi) = (x —u) + (y — v) i.

e Multiplication : (z + yi) (u + vi) = zu + Vi + yui + yvi* = ru — yv + (zv + yu) .

r+yi x4y u—vi Tu— TV +Yui —Yui’  TU+ YU YU — TV
e Division : - = - . - = 5 5 = — 5 5 1.
U+ v U+vr u—v u® + v u® + v u® + v

Remarque 3

Soient 2z et w deux nombres complexes. On a les propriétés suivantes :

DzFfw=z+w (2Qzw=zw (3)z=2 (4)2+z=2Re(z) (5)z—z=2Im(z)i.




0.2. Représentation graphique des nombres complexes

0.1.2 Valeur absolue (ou module)

Définition 4}

La valeur absolue ou module d'un nombre complexe z = x + iy est définie par

2] = o+ iyl = V/a? + 2.

Exemple 1

|—3+4i) = /(=3 +42=/9+16=+25=5.u

Si z et w sont deux nombres complexes, on a les propriétés suivantes :

z || _ - 2
(1) [ew] = lef jwl - (2) | =Qap U770 (3) [zl =lz[  (4) 2z =[]
(5) |z +w| < |z] + |w| (inégalité triangulaire) (6) |z —w| > |z| — |w].

Remarque 5

On a les propriétés suivantes :
(1) Va2 = |z| et 22 = [z° siz € R (2) 22 # |2|” si Im (2) # 0.

B)|2/]=0 <= 2=0 (4) z€R <= z==.

Remarque 6

Si z et w sont deux nombres complexes tels que w # 0, alors on a :

2z w  zw
woow E—|w‘2‘
Exemple 2
2+3i_(2+3i)(1+2@')_—_4+zi
1-2  124(-2° 5 5 "

0.2 Représentation graphique des nombres complexes

Un nombre complexe a + ib pouvant étre considéré
comme un couple ordonné de nombres réels, nous
pouvons représenter de tels nombres par des points

d’un plan des xy appelé plan complexe.

A chaque nombre complexe z = a + ib correspond un

point P (a,b) du plan.



0.3. Forme polaire des nombres complexes

0.2.1 Courbes dans le plan complexe
Cercle 2 — 2| =7

Le cercle de rayon r et de centre zy = xy+iyo est défini

par I'équation |z — zo| = r.

Segments Yy

Le segment de droite reliant deux points complexes zg
et z; est I’ensemble des points

{z€eC / z=(1—t)z+1tz, t€]0,1]}.

Courbes

En général, une courbe y = f(z), = € [a,b] ou f
est une fonction continue, correspond a l’ensemble de

points

{reC / z=a+if(z)=(x, f(x)), z €a,b]}.

0.3 Forme polaire des nombres complexes

Si P (z,y) désigne un point du plan complexe corre-

spondant au nombre complexe z = = + iy, nous voyons
Yt ' P(:Ea y)
que | :
x=rcosf, y=rsind, i r :
ou r = \/z?2+y? = |z + iy| est le module ou la valeur i i
absolue de z = x + iy, et 0 est appelé 'amplitude ou 0 ‘ 11
X
largument de z = x+1y, noté arg z, est 'angle que fait 0

le vecteur O—}>7 avec le demi-axe positif Ozx.
On en tire

z=x+1iy =7 (cosf +isinh),



0.3. Forme polaire des nombres complexes

qui est appelée la forme polaire ou forme trigonométrique du nombre complexe z.

Si —m < 0 <, alors I'angle 6 est appelé 'argument principal, noté par Argf. On a

arg z = Argf + 2k, k € Z.

0.3.1 Formule de De Moivre

Sizy = +iy; =711 (cosby +isinby), zg = x9 + iy = ro (cos Oy + isinhy), alors

2129 = 1112 {cos (01 + 02) + isin (01 + 62)}, (0.1)

2= D fcos (0, — 0,) +isin (6; — 62)} .
T2

2

Une généralisation de (0.1) conduit a
2129...2p = T172...7p {cos (0 + 0 + ... + 0,) +isin (0, + 02+ ... +6,)},
ce qui, 8i 27 = 29 = ... = 2, = 2, conduit a
= {r(cosf +isinf)}" = r" {cos (nf) +isin (nh)},

qui est appelée formule de De Moivre.

0.3.2 Racines d’un nombre complexe

Un nombre z est appelé racine n-ieme d’un nombre complexe a + ib si 2 = a + ib, et nous

écrivons z = (a + ib)% ou z = v/a + ib. D’apres la formule de De Moivre

z = (a+ib)% ={r (cos@%—isin@)}%

= rn {cos (H21) 4 jsin (S21) )k =0,1,2,..n — 1.

D’ou il résulte qu’il y a n racines n-iemes différentes de a + ib pourvu que a + ib # 0.
Exemple 3

Calculer les racines quatriemes de 1.

On a /1 = {cos (0 + 2km) + isin (0 + ka)}% = cos <2k7r) + isin ( ) ,k=0,1,2,3.
Pour £ =0, zg =cos0+1¢sin0=1; k=1, z —COSE—FZSIH— =

3
k=2, 2z =cosm+isinmt=—1; k=3, z;;-cos%—kzsm%:—i.-



0.4. Exercices

Exemple 4
Calculer /1 — 1.
On a

1
— — 3
\3/1—i—(1—z’)§—{\/§(cos (Tﬁ) +isin (f))}
1 =T+ 2k = + 2k
:\/53 coS g +ZSln g
3 3
_ 6 - 2kmw .. - 2km B
—\/i{cos(ﬁ—i-?)%—zsm(u + 5 )}, k=0,1,2.

Pourk:O,zozf’/ﬁ{co (—§)+isin(1—§)} k=1 2= \/_{COS(—g)+281n(%)};
k=2 2= \/_{cos(f)—i-isin(f)}

T =

0.4 Exercices

Exercice 0.1
Soient z =2 — 1, w =1+ 3i.
ZWw

4. : , 2
Ecrire les nombres complexes suivants sous forme x + iy : a) —, b) o
w Z 4w

Exercice 0.2

Trouver le module et I'argument principal des nombres complexes suivants :
a) z=4+3i,b) z=—cosT +isinZ, c) z=cosf —isinf (7 <6 <.

Exercice 0.3
Représenter les ensembles des points suivants dans le plan complexe.

a){zeC/ |z-3i|<|z=3]},b){z€C/ |z—i <3},c){z€C [/ |z —i] >3},
d) {reC/ Re(z) —Imz < 1}.

Exercice 0.4
Résoudre les équations : a) 2% +322+324+3=0,b) (z—1)" = 1.

Exercice 0.5

Donner les nombres complexes suivants sous forme x + y.
a) (1+)'" b) (vV3—i)* (~1+iv3) "

Exercice 0.6

Calculer is et représenter les résultats dans le plan complexe.

Exercice 0.7

Calculer les sommes suivantes :

a) sinz +sin 2z + ...... +sinnz, b) cosz + cos2z + ...... + cosnu.
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1.1. Fonctions complexes

1.1 Fonctions complexes

{Définition 7)

Soient A et B deux ensembles non vides dans C. Si a chaque valeur z € A, il correspond une

ou plusieurs valeurs w € B, on dit que w est une fonction de z et on écrit w = f (z) ou
f: A —B

z —w=f(2).

La fonction w = f (z) définie une correspondance entre deux plans complexes.

w=f(2)

Exemple 5

2w = f(z) = 22 Par exemple, la valeur de f en z = 2i est f (2i) = (2i)° = —4. =

1.1.1 Fonctions uniformes et multiformes

{Définition 8)

e Si une seule valeur de w correspond a chaque valeur de z on dira que w est une fonction

uniforme de z ou que f(z) est uniforme.
e Si plusieurs valeurs de w correspondent a chaque valeur de z, on dira que w est une

fonction multiforme de z.

Remarque 9

e Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de fonctions uni-
formes, chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonction.
e On choisit habituellement un élément comme branche principale, ainsi est appelée

détermination principale.




1.1. Fonctions complexes

Exemple 6
Siw = f(z) = 2%, & toute valeur de z il correspond une seule valeur de w. Donc f (z) = 22 est

une fonction uniforme de z. =

Exemple 7
Si I'on considere la fonction w = f (z) = z%, a chaque valeur de z correspondent deux valeurs

de w. Donc f(z) = 22 est une fonction multiforme de z. =

1.1.2 Fonctions inverses

Siw = f(z), on peut aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut s’écrire sous la forme
z=g(w)= f'(w). La fonction f~! est appelée la fonction inverse de f.
Exemple 8

La fonction g (z) = 22 est la fonction inverse de la fonction f (z) = 22. =

1.1.3 Transformations

{ Définition 10)
Si z = x+iy, on peut écrire f (z) comme f (2) = f (x 4+ iy) = u (x,y)+iv (x,y). Les fonctions

u et v sont appelées, respectivement, partie réelle et partie imaginaire de f. On note

u=1Re(f) etv=Im(f).

Exemple 9
flz)=2"=(x+iy)’ = (2® — 32y?) + (Bya? — ) i.

Les parties réelle et imaginaire sont u (x,y) = 23 — 3zy? et v (z,y) = 3yz? — 1> =

1.1.4 Limites

{Définition 11)

Soit. f une fonction complexe a une variable complexe, on dit que f admet une limite [ en

20 = Xo + 1Yo, et on note lim f (z) =, si et seulement si
Z—r20

Ve>0, 30 >0tel que 0 < [z — 2| <d=|f(2) = <e.

Exemple 10
Soit f (z) = 2% Par exemple lim f (2) = f (i) =* = —1. =

zZ—1

Ne}



1.1. Fonctions complexes

{Proposition 12}

Posons l =a+ibet f =u+1v ou a,b,u et v sont des réels, alors

lim f(2) =1 <= {( )lim u(z,y) =aet lim U(xay):b}’
@y

=20 —(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

Remarque 13

Quand la limite d’une fonction existe, elle est unique. Si la fonction f est multiforme la limite

de f quand z — zy peut dépendre de la branche choisie.

1.1.5 Continuité

{ Définition 14)

Soit f une fonction complexe uniforme. La fonction f est dite continue en zj si lim f(2) =
Z—r20

f(2).

Une fonction f est dite continue dans une région du plan complexe si elle est continue en tous

les points de cette région.

Exemple 11

Soit f la fonction définie par

22 siz#i

f(z) =

0 siz=1.

Quand z tend vers i, f (z) se rapproche de i* = —1, i.e. lim f (2) = > = —1. Mais f (i) = 0.

zZ—1

Donc lim f (z) # f (i) et la fonction n’est pas continue en z = i. =
zZ—1

Remarque 15

La fonction f = u + v est continue dans un domaine si et seulement si la partie réelle u et

la partie imaginaire v sont continues.

10




1.2. Fonctions élémentaires

1.2 Fonctions élémentaires

1.2.1 Les fonctions polynomiales

Les fonctions polynomiales sont définies par
f(2) =P (2) = ap2" + ap_12" " + ...a22> + a1z + ay,
ou a, # 0, ag,a,...a, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé le degré du
polynome P (z).
1.2.2 Les fractions rationnelles

Les fractions rationnelles sont définies par

P (z)
f(z)= ,
D=a0
. R L az+b | )
ou P et @ sont des polynomes. Le cas particulier f(z) = pt ol ad — be # 0 est appelé
cz

transformation homographique.

1.2.3 Les fonctions exponentielles

Les fonctions exponentielles sont définies par
f(2) =¢e* ="t =" (cosy + isiny)

formule dans laquelle e est la base des logarithmes népériens, e ~ 2, 718. Si a est réel et positif

on définit

a® = e? Loga.

Les fonctions exponentielles complexes ont des propriétés analogues a celles des fonctions ex-
zZ1

. . o e
ponentielles réelles. Ainsi par exemple e*1e*2 = ¢*1 122 —=ec
e~2

z1—22

11



1.2. Fonctions élémentaires

1.2.4 Fonctions trigonométriques

Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires, sin z, cos z, etc., a 'aide des

fonctions exponentielles de la maniere suivante.

) 6’LZ _ e*ZZ 6’LZ + e*’LZ
sin z = 5 COSz = ———
)
1 2 1 21

secz = = — ‘ CSCZ = — = — .

cosz e¥+e ¥ sinz  e¥ —e %

sin z e —e® cosz  i(e”®4e ")
tgz = cotgz = =

cosz i€+ e ) sin z ez — e i®

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables dans le

cas complexe. Ainsi par exemple sin® z 4+ cos? z = 1, sin (21 4 22) = sin z; cos z5 + €os 21 sin 2,

1.2.5 Les fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :

e? — e~ ? % + e~
shz = ——— chz = ——
2 2
1 2 1 2
sechz = = cschz = =
chz e*+e* shz e*—e*
sh z e —e* chz e*+e*
thz = = cothz = = + .
chz e*4e= sh z e? — e %

Les propriétés suivantes sont encore vérifiées :

ch? z2—sh? 2 =1, sh (21 + 22) =sh z; ch zp+ch z; sh 2y, ...

Les fonctions trigonométriques (ou circulaires) et les fonctions hyperboliques sont liées par les

relations suivantes :

sin(iz) =ishz  cos(iz) = chz  tg (iz) =ithz

sh (iz) =isinz  ch (iz) =cosz  th (iz) = itgz.

1.2.6 Fonctions logarithmiques

La fonction f (z) = Log z, 2z # 0 est définie comme l'inverse de la fonction exponentielle 2.

w= Logz & z=e¢e".

12



1.2. Fonctions élémentaires

Question : Pour un nombre complexe z donné, le nombre w qui vérifie z = e* est-il unique?

Réponse : Posons z =z + 1y et w=u+4v. On a

z=e" & z+iy=e"t" =¢e"(cosv+isinv)

< {lz|=¢€" et v= Argz+2km, k€ Z}.

D’ou w n’est pas unique car

w= Logz=u+iv=1In|z|+i(Argz+2kr), k € Z.

{Proposition 16]

La fonction Log z, z # 0 est une fonction multiforme définie par

Logz =In|z| +iargz

=In|z|+i(Argz+2km), k€Z, o —7w < Argz <.

Remarque 17

La détermination principale ou valeur principale de Log z est souvent définie par

Logz=In|z| +iArgz, ou — 7 < Argz <.

Exemple 12
Log(—1) =In|-1|+iarg(—1) =i (7 + 2km), k € Z.

Pour la détermination principale, Log (—1) = im. =

Les propriétés suivantes sont vérifiées (modulo[27i]) :

21

Log (z122) = Logz + Logzy, Log ( ) = Logz; — Logz Log (2™) = nLogz.

zZ2
Exemple 13

Utilisons la détermination principale du logarithme :
Log (14i) =In|l +i|+iArg (1+i) =Inv2+ %Z‘,

Log (—1) =In|—1| +iArg (—1) = 7,

Log ((1+14)(=1)) = Log (=1 —i) =In|—1 —i| + i Arg (=1 —4) = In/2 — %ﬂz.

On remarque que Log ((1+44¢)(—1)) =Log (1 +¢)+ Log (—1) — 27i. u

13



1.2. Fonctions élémentaires

1.2.7 La fonction z¢

La fonction 2%, a € C, est définie par

SO — eaLogz.

De méme si f (z) et g (z) sont deux fonctions données, de z, on peut définir

f (Z)g(Z) — o9(z) Log f(2)

En général de telles fonctions sont multiformes.

Exemple 14
=i — e—ilogi _ ,—i(lnli|+iarg(i)) — ,~i*(5+2km) _ 3T L7,
)

, . . . . . ™
La détermination principale est i7" = e2. =

Remarque 18

On a (2%)" = 2°% a € C, k € Z. Mais (2*)° # 2° dans le cas général si o, 3 € C.

Exemple 15
On a ((—z)2)l — (_1)i — eilog(-1) _— gi(ln|-1|+iarg(-1)) — ei2(7r+2k7r) _ €—7r—2k7r’ k € 7. Mais

(_Z»>2i — p2ilog(—i) — p2i(In|—i[+iarg(—i)) _ e2i2(—g+2kw) — T k7

1.2.8 Fonctions trigonométriques inverses
1 1
Arcsin z = — Log (zz +V1-— 22) Arcosz = = Log (z + V22— 1)
1 1

1 141 1 ]
Arctgz = — Log ( +ZZ) Arcotgz:?Log (Z+Z>
i

21 1—1z zZ—1

1.2.9 Fonctions hyperboliques inverses
Argshz = Log (2 + V22 + 1) Argchz = Log (z + V22 — 1)

1 1 1 1
Argth z = §Log ( +Z) Argcoth z = §Log (Z+ ) .

1—1=2 z—1

14




1.3. Exercices

1.3 Exercices

Exercice 1.1

Séparer les parties réelles et imaginaires des fonctions suivantes :

a) f(z) =e % b) f(z) =sinz, c) f(2) = Chz,d) f(z) =27, ¢) f(2) =2

Exercice 1.2
Démontrer les relations suivantes :

a) [sin z| = \/Ch?y — cos? z, b) |cos z| = \/Ch*y — sin’ z,
c) |Sh z| = \/Ch%z — cos?y, d) |Ch z| = /Ch?z — sin®y.
Exercice 1.3

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) Im (sinz) =0, b) Re(Shz) =0, ¢) sinz = 3i,d) Shz = £,
Exercice 1.4

Démontrer que e("8#) = 2 et montrer que
I'égalité Log(e®) = z n’est pas toujours vérifiée.

Exercice 1.5
Calculer  a) Log(1+1), b) i, ¢) (1 —i)* .

Exercice 1.6

Calculer les limites suivantes :
2 2211
a) lim — %22y g, L
=== ch (iz) + i sh(iz) 2—iZ €% 41

Exercice 1.7

. 2
Montrer que la limite hH(l) — n’existe pas.
z—0 Z

15
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2.1 Domaines dans le plan complexe

On note D, (z9) = {z € C tel que |z — z| < r, r > 0}.
D, (zp) est appelé disque ouvert de centre z, et de rayon r.
On note D, (z) = {z € Ctel que 0 < |z — 2| <7, > 0}.

D, (zo) est appelé disque ouvert pointé de z.

16



2.1. Domaines dans le plan complexe

0<|z—zl<r /

/ 1 \
L Yot~ |
\ 1

\
+

L
‘. — —

4 4 4 4

Disque ouvert de centre zg

Définition 19)

+ + + +

Disque ouvert pointé de z

Un ensemble E C C est dit ouvert si chaque point z de E peut étre entouré par un disque

ouvert centré en ce point et tous les points du disque sont contenus dans FE.

Exemple 16

Un rectangle sans ses arétes est un ensemble ouvert.

Définition 20}

Un ensemble ouvert S C C est dit connexe si deux points quelconques de S peuvent étre

joints par un chemin formé de segments de droites dont tous les points appartiennent a S.

Intuitivement, un ensemble est connexe si elle ne peut étre divisé en une union disjointe

d’ensembles ouverts.

Rez

L’ensemble E = D; U Dy est connexe

Définition 21)

Rez

L’ensemble £ = D U Dy n’est pas connexe

Un domaine dans le plan complexe est un ensemble connexe ouvert.

17



2.2. Fonctions holomorphes

Exemple 17
Les triangles, les rectangles, les polygones et les disques ouverts sont des domaines
Imz Imz Im 2 Im 2z
L I____________I l‘, \\N“-\ o \\\
\ S I 1 1 \ » N
\ ~ < I 1 1 \ £ \
\ ~ I 1 1 \ ' \
\ D, 1 1 1 \ [i 1
\ - ! 1 I \ | !
\ S ! 1 [ R | |
> ! 1 \ 4 \ y
- -7 | S| N \\ ) ’ \ . AN
Pad + " \ ’ N 4 h
= Rez Rez s -~ Rez N -7 Rez
u
Exemple 18 PP S N
7'2 \
4 - \
La couronne de centre zy et de rayons r; et ro est un domaine. 4 .” o
o s
/
-

2.2 Fonctions holomorphes

2.2.1 Dérivées

Par analogie avec le cas des fonctions réelles, on définit la dérivée d’une fonction complexe f

de la variable complexe z.

{ Définition 22)
Soit D un domaine dans le plan complexe. Soit f une fonction de D dans C et z5 € D.

La dérivée de f en z, est définie par

pourvu que cette limite existe. Dans ce cas on dit que f est dérivable en z.

On utilise souvent I’écriture analogue

/ . f(zo+h)— f(20)
1 (20) = lim , _

h—0

{ Définition 23)
Si la dérivée de f existe en tout point z d'un domaine D, alors f est dite holomorphe

dans D.
Une fonction f est dite holomorphe en un point z; si elle est dérivable dans un disque ouvert

centré en zg.

18




2.2. Fonctions holomorphes

Exemple 19
1

La fonction f (z) = — est holomorphe dans C\ {0}. =
z

Exemple 20

La fonction f(z) = Re(z) n’est pas dérivable en aucun point. =

Définition 24)

Une fonction f est dite entiere si elle est dérivable dans tout le plan complexe C.

Exemple 21

Les polynomes f (z) = a,2" + ... + a1z + aop, ao, ..., a, € C sont des fonctions entieres. =

2.2.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Soit D un domaine dans C et f(2) = u(z,y) + iv (z,y) une fonction de D dans C. Si f est

ou Ou 8vt8v tent en fout boint d
—, —, — et — existent en tout point de
dxr’ Ay’ Oz Oy p

D, et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann

holomorphe dans D, alors les dérivées partielles

ou Ov ou ov
gre_or % 2.1
ox Oy Oy Ox (2.1)

Oou Ou Ov  Ov
Réciproquement, si les dérivées partielles —, —, — et — continues dans D, et vérifient les
Ox’ dy Or Oy

conditions de Cauchy-Riemann, alors la fonction f (2) = u (z,y) +iv (z,y) est holomorphe

dans D.
{Proposition 25]

Soit D un domaine dans C. Si f = u + v est holomorphe dans D, alors la dérivée de f est

donnée par

_ Ou ,(‘31):811 Z@ LeD

f(z)—%ﬂ”f% o oy

Exemple 22
On considére la fonction définie par f (z) = 22. On a f (z) = (z +iy)* = 22 — y® + 2ixy, don
u(z,y) =22 —y? et v (z,y) = 2zy. Alors

ou _ o ov ou 5 ov

ik i R
) , ou  Ov ,
La fonction f est donc holomorphe dans C, et [’ (2) = Iz + z£ =2x+2iy =22. u

19



2.2. Fonctions holomorphes

Remarque 26

1. En multipliant la deuxieme condition de (2.1) par i et 'ajouter a la premiere, les

conditions de Cauchy-Riemann peuvent étre reformulées comme

0 0
O 07
ox y
+z z—Z " . .
2. En notant que r = 5 ety = 5 les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent
7
étre écrites sous la forme
0
o _y,
0z
Exemple 23
Soit la fonction définie par f(z) = 22+ 2Rez. On a Rez = z = Z+Z, alors f(z) =
zZ 3 1
22 + ZZ;Z = 5752 + 5227 et donc a—f = 52 # 0. D’ou la fonction f ne peut pas étre
Z

holomorphe en aucun domaine. =

Dérivées d’ordre supérieur

Si f est holomorphe dans un domaine D C C, sa dérivée est notée f’'. Si f’ est holomorphe
également dans le méme domaine, sa dérivée est notée f”. De la méme facon la dérivée n'me

de f sera notée f.

({Proposition 27}

Si f est holomorphe dans un domaine D, alors f’, f”, ... sont également holomorphe dans D,
i.e. les dérivées de tous ordres existent dans D.

On n’a pas un résultat analogue pour les fonctions réelles.

2.2.3 Fonctions harmoniques

Soit u une fonction de Q C R? dans R. u est dite de classe C? sur ©, (on note u € C*(Q)), si
Pu Pu | u

922 O et 920y existent et continues sur 0 C R2.

{Déﬁnition 28}

Soit u une fonction de Q C R? dans R de classe C2 sur . On dit que u est harmonique si

’u  O%*u

@—F@_yﬁ = 0 pour tout (z,y) € Q C R%

20



2.2. Fonctions holomorphes

2 2

u
Notation. La fonction 92 + m est notée Au et est appelée laplacien de u. m

Exemple 24

Soit la fonction u de R? dans R définie par u (z,y) = €Y cosz. On a

ou , 0%u ou 0%u
— = —¢€Ysinx, — = —eYcosz, — =¢eYcosx, — =¢eYcos.
ox 0x? dy oy?
: 5 ) *u  *u
La fonction u est de classe C* sur 2 = R” et on a Au = 922 + 92 —eYcosx2+eYcose =0,
xr )

d’ou la fonction u est harmonique. =

{Proposition 29]
Soit f(z) = u(x,y) + iu (x,y) une fonction holomorphe dans un domaine D C C. Les deux

fonctions réelles u et v sont harmoniques dans D.

Exemple 25
On reprend l'exemple f(z) = 22 = (z+iy)* = 22 — y® + 2izy o u(z,y) = 2> — y® et
v(x,y) =2zy. On a

2 2
Ou_o, Ou_y  Ou_ , Ou_
ox 0x? dy 0y?
Ov 0%v Ov 0%
— =2y, — =0 — =2z, — = 0.
Ox Y ox2 ’ oy “ oy?
2 2 2 2
AlorsAu—au 0u —2—2—OetAv—@+a——O+O—O D’ou les fonctions u et v
0x? 83/ ox? = 0y?

sont harmoniques. =

[ Définition 30)

Soit u une fonction harmonique dans A C R2. Alors une fonction v est dite harmonique

conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

{Proposition 31]

Soit u une fonction harmonique dans A C R?. Alors il existe une fonction f holomorphe de

A C C dans C telle que Re f = u.

Exemple 26
Soit la fonction définie par u (z,y) = 2> —y* + x, =,y € R.
Trouver une fonction v pour que la fonction f = wu + iv soit holomorphe.
On a
u 0%u ou 0%u
—=2r4+1, —=2. —=-2y, — =
ox 0x? oy 4 oy?

21



2.2. Fonctions holomorphes

Pu 0% , ,
Alors Au = — + —= =2 —2 =0, ce qui montre que u est harmonique.
ox? 0y

Pour trouver une fonction v pour que f = u 4+ v soit holomorphe, on utilise les conditions de

Cauchy-Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou
=" =9 1 2.2
oy Ox £+ (22)
ov ou
e Y73 2.
o oy (2.3)

En intégrant ’équation (2.2) par rapport a y, il vient
v=2xy+y+C(x), (2.4)

ou C (z) est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.4) dans (2.3) on obtient
2—1—10@)—2 — iC’(:p)—O — Ci(z)=c
YT g\ = doe T B

ou ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.4), v =2zy+y +c. »

2.2.4 Regles de dérivation

Les regles de dérivation concernant sommes, différences, produits, quotients et compositions

(lorsqu’elles sont définies) sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions réelles.

Les dérivées des fonctions élémentaires dans le cas complexe sont identiques a celles dans le cas

réel.

Exemple 27

dz" .1 dsinz de? ;

— =nz = CoSs 2z =€, ... n
dz T odz " dz

2.2.5 Regle de ’Hopital

Soit f et g deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le point zy et supposons
que f(z9) = g(z0) = 0 avec ¢’ (z9) # 0. Alors la regle de L'Hopital permet d’affirmer que

o 1) ()
g g )

Dans le cas ou f'(z9) = ¢’ (20) = 0, on peut utiliser cette régle & nouveau.

Exemple 28
. 284+1 622,
1;532:2_'_1—1;31%—32 =3. =

22



2.3. Exercices

2.2.6 Points singuliers

Soit f une fonction uniforme. Un point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé

un point singulier ou une singularité de f. Il existe des types variés de singularités.

Singularités apparentes

Le point singulier zy est appelé singularité apparente de f si lim f(z) existe.

2520
Exemple 29

Le point singulier z = 0 est une singularité apparente de la fonction f(z) = P puisque
Ej}% sirzlz .

Poles

Si 'on peut trouver un entier positif n tel que lim (2 — 29)" f (2) = a # 0, alors zy est appelé
Z—rZ20
un pole d’ordre n. Sin =1, 2y est appelé un pole simple.

Exemple 30

3z—1
/)= (2—1)2(z+4)

a un pole double en z =1 et un poéle simples en z = —4. =

Singularités essentielles

Une singularité qui n’est ni un pole, ni une singularité apparente est appelée singularité
essentielle.
Exemple 31

f(z)= €71 a une singularité essentielle en 2 = 1. =

2.3 Exercices

Exercice 2.1

A Taide de la définition calculer la dérivée de f (z) = 2% — 2.

Exercice 2.2

Montrer que les fonctions complexes suivantes ne sont pas dérivables aux points indiqués.

a) f(z) =%z, pour z€ Cb) f(z) =Rez, pour z € C, ¢) f(z) =Imz, pour z € C.
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2.3. Exercices

Exercice 2.3

Examiner si les fonctions suivantes sont holomorphes sur le domaine indiqué.
a) f(z) =eY(cosz+isiny), sur C, b) f(z) = PR + ixQ vl sur C\ {0},
c) f(z) =x* —y* + 2ixy, sur C, d) f(2) = (2% — y* — 2zy) + i (2® — y* + 2zxy) , sur C.

Exercice 2.4

a) Montrer que la fonction u définie ci-dessous est harmonique.
u(z,y) =2 —y* — 22y — 22+ 3y, v,y €R.

Trouver une fonction v pour que la fonction f = u + v soit holomorphe.

b) Mémes questions pour la fonction

u(z,y) =ycosy ch x +zsiny sh z, z,y € R.
Exercice 2.5
Quelle est la nature des singularités de chacune des fonctions suivantes?

z+3 1
a) 2—1’b) sin(z%)'

z
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3.1 Chemins et courbes dans le plan complexe

[ Définition 32)
Un chemin est défini comme étant une fonction continue Im z

d’un intervalle réel [a,b],a < b, vers le plan complexe.

[a,b] — C

t —=z(t)=a()+iay(t).

Ses points initial et final sont zg = 2z (a) et 23 = 2z (b). ' ' ' ' " Rez

La fonction t — z (t) est souvent notée t — 7 (t).
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3.1. Chemins et courbes dans le plan complexe

Définition 33)

L’image C = {z(t) € C, t € [a,b]} s’appelle courbe dans le plan complexe paramétrée par

la fonction ¢t — 2 ().

Exemple 32

Les fonctions z (t) = 3cost+3isint, 0 <t < et 2 (t) = —3+3cost+i (2 +sint), 0<t < 2r

définies des chemins dans le plan complexe.

e

7= z(%)

Imz

Im 2z

20 = 21

(2(0) = =(21))

\9._/ # , Rez

z(t) =3cost+ 3isint, 0 <t < ?jf. z(t):—%+gcost+i(%+281nt), 0§t§27r.J

Exemple 33

Le cercle de centre zy et de rayon r est une courbe

paramétrée par la fonction
z(t) = zg+ 7 (cost +isint), 0 <t < 2m,

ou

z(t) =2 +re”, 0 <t <27

Exemple 34

Le segment d’extrémités zy et z; noté [z, 21| est

une courbe paramétrée par la fonction
2(t) =2 (1 —t)+tzn, 0<t <1,

ou

2(t) =z +1t(z1—20), 0<t< 1.

26

Im=z
2(t) = 20 + rett T

Cercle de centre zy et de rayon r

Im z

Z1
2(t) = z0 + t(z1 — 20))

x Rez

i

20

Segment d’extrémités zg et 23




3.2. Intégration le long d’une courbe

{Déﬁnition 34}

1. Si les points initial et final d'un chemin coincident, il est appelé chemin fermé ou

lacet.
2. On dit qu’un chemin est simple si ne se recoupe pas lui-méme i.e. il n’a pas de points
doubles.

3. Toute courbe fermée et simple, est appelée courbe de Jordan.

Exemple 35

Im z z Im 2z z

| \_/ Rez \_/ Rez \ Rez% Rez

’ Chemin fermé et non simple

Chemin non fermé et non simple

’ Chemin fermé et simple

’ Chemin non fermé et simple

3.2 Intégration le long d’une courbe

Soit D un domaine du plan complexe C et soit C' une courbe paramétrée par un chemin
z: [a,b] — D
t =z,
tel que 2’ (t) existe et continue. Soit f une fonction complexe continue définie sur D
f+ D —C
z = f(z).

{ Définition 35)
On définit l'intégrale de f le long de la courbe C' par

Im 2

JEC / [ (=) (1)t
C a

Si la courbe est fermée et orientée dans le sens inverse des aigu-

illes d"une montre © on note j{f () dz au lieu de /f (z)dz. ~ Rez
c J 1
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Remarque 36

intégrale curviligne complexe.

1. L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’'un chemin, ou

2. Le sens inverse des aiguilles d'une montre est aussi appelé le sens positif ou sens direct.

Exemple 36

Soit C l'arc {z (t) € C tel que z (t) = 2¢",0 <t < 371,
Evaluons l'intégrale / 22dz.

C
On a dz = 2/ (t) dt = 2iedt. Alors

37 3w

/ Pdz = / ©(2¢")? 2iedt = / " Siettdt
0 0

c

_ 83it7ﬂ_8gi7r 80_ 8 8.
—|:6}0—3€2 36— +32.

w

Im 2z
vl C
/ | Rez
zo = 2(0)
t21 = 2(3%)

({Proposition 37]

sous la forme suivante :

C
b

Sif(z)=u(z,y)+iv(x,y) et z(t) =z (t) + iy (¢), Uintégrale /f (z) dz peut étre exprimée
/f (2)dz = / (u+iv) (dx +idy) = / (udx — vdy) + i (vdx + udy)
c C

_ / {u ( (8) 5 (£) 2/ (8) — v (x (£) .y (£) ¥ (D)} dt

C

Exemple 37

C={(?3t) eR?* t€[-1,2]}.

Onaxz(t) =t% y(t) = 3t et

dz = dx +idy = (o' (t) + iy (1)) dt = (2t + i) dt.

28
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Alors
/ f(z)dz = / (v (1) + iz (8)) (o (£) + iy (1)) dt
C t=—1

= / (t+it?) (2t + 3i) dt = / (3% + 1 (2% + 3t)) dt

~1 1

. 3 39
=[5 +iGGt' 4]0, = 5 +

3.2.1 Propriétés

Soit C' une courbe dans le plan complexe. On note par —C/,

la courbe C' orientée dans son sens inverse. On suppose que

C = C; Uy avec le point final de la courbe C; coincide 01/‘

Im z

avec le point initial de la courbe Cs. ; 1

Si f et g sont intégrables le long de C, alors

1 /(f(z)—i—g(z))dz:/f(z)dz—l—/g(z)dz.

C C C

2. /af (2)dz = a/f (z) dz ou « est une constante dans C.

3. /f(z)dz:—/f(z)dz
4./ /f dz_/f dz+/f

C1UC>

Exemple 38

Im z

Evaluer / zdz ou C' est la courbe formée des segments
C

joignant —i a 3i et 3i a 3 + 3i.

Soit C; = {(4t—1)ie€C, 0<t<1} le segment

A Ol

3+ 31

joignant —i a 3i et Cy = {3t+3ie€C, 0<t <1} le

segment joignant 37 a 3 + 3i. il

Sur le segment Cy, on a z (t) = (4t — 1)4, dz = 2/ (t) dt = 4idt et

/zdz—/ (4t — 1) i (didt) = /(16t—4)dt:[8t2—4t](1):4.
C1

29
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3.2. Intégration le long d’une courbe

Sur le segment Cy, on a 2 (t) = 3t + 3i, dz = 2/ (t) dt = 3dt et

! L 9 Yoo
/ Zdz = / (3t — 3i) (3dt) = / (9t — 9i) dt = [—t2 - 9it] == —9i.
Ca 0 0 2 0 2

9 17
Le résultat demandé est /Zdz = / zdz + / Zdz=44+—-—9 = — —97. u
c ol Cs 2 2

Longueur d’une courbe

Soit. C' une courbe paramétrée par un chemin

z: [a,b)) —C
t =z,

tel que 2/ (t) = 2’ (t) + iy’ (t) existe et continue.

La longueur L de la courbe C' est définie comme étant

Le = / e (o)t = / 07 + 0Pt

Exemple 39
Im=z
Trouver la longueur du demi-cercle
C
C={z(t)eCouz(t)=2e" tel0,n]}.
o o Rez -
On a 2/ (t) = 2ie™ et donc |2/ (t)| = |2ie"| = 2. e
z(m) = —2 2(0) =

Dot L¢ = / 2dt = [2t]7 = 2r.
0

Théoréme d’estimation

Soit. f une fonction complexe continue définie sur un domaine D du plan complexe C

f: D —C
z = f(z2).

Soit C' une courbe paramétrée par un chemin

z: [a,b] — D
t =z,
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3.3. Théorémes de Cauchy

tel que |f (2 (t))] < M, Vt € [a,b], i.e. |f(z)| est bornée sur C par une constante réelle M.
Alors

z)dz

< /C|f(2)| dz] < M Lo,

L1 el - /|f NI 12 ()] de

et Lo est la longueur de la courbe C.

ou, par définition,

Exemple 40

Im 2

Soit C' le segment d’extrémités —1 et 3+ 3¢ qui est définie par 3+ 3t

C={z(t)eC, te[0,1] ou z(t) =—1+ 4t + 3it}.

Vérifier le théoreme d’estimation pour f (z) = RezIm z = xy.
' Rez

On a dz = 2'(t)dt = (4 + 3i) dt et donc d’'une part

CE

D’autre part

25
— =12,5.
2 )

( 1+ 4t) (3t) (4+3i)dt' = ‘1o+§z -

/yf )| 1dz] = /yf DI 12 (8) dt = /| 14 48) (30)| (5) dt :%5:12,8125.

Ainsi M = sup |(—144¢t) (3t)| =9 et Lc = 5.
0<t<1

Alors le théoréme d’estimation est vérifié car 12,5 < 12,8125 < 45. u

3.3 Théoremes de Cauchy

3.3.1 Domaines simplement ou multiplement connexes

Un domaine D du plan complexe est dit simplement connexe si toute courbe fermée simple
de D peut étre réduite par déformation continue a un point sans quitter D.

Dans le cas contraire D est dit multiplement connexe.
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3.3. Théorémes de Cauchy

Simplement connexe

1
]
| Rez

v 4
‘ Ti<|z< ¥
o < 3

< T -
< -

Multiplement connexe

Multiplement connexe

Intuitivement, un domaine sans trous est simplement connexe mais s’il possede au moins un

seul trou il est multiplement connexe.

3.3.2 Théoreme de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe D

et sur sa frontiere C. Alors

= 0.

ff(z)dz
C

Im ~

Rez

N\

Ce théoreme fondamental est souvent appelé théoreme de Cauchy, il est a la fois valable

pour des domaines simplement connexes ou multiplement connexes.

Exemple 41

Soit le cercle de centre 0 et de rayon 2,

C={z(t)eC, te[0,2n] ou z(t) =2e"}.

Calculer 7{ zdz.

C
On a dz = 2/ (t) dt = 2ie'dt, alors

2w

Q

Rez

27
j[zdz = /26“ (Qieitdt) = 4i/€2itdt = [Qezit} 3” =2-2=0.

C 0 0
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3.3. Théorémes de Cauchy

{Proposition 38]

Imz
Soit f une fonction holomorphe dans un domaine connexe

limité par deux courbes fermées simples C' et C et sur ces af C
courbes. Alors

j{f(z)dz:ff(z)dz.

C Ch .

D

I

ou C et C; sont décrites dans le sens positif relatif a leur \

intérieur. -

Im z

Exemple 42

1 C
Calculer 7{ —dz, ou C est ellipse définie par
z
C +
C={z(t)eC, te|0,2n] ou z(t) =2cost + 3isint}. //.\01
. 1 e %
La fonction z — — est holomorphe dans le domaine limité \J Rez
z
par les courbes C' et (; et sur ces courbes, ou C] est le cercle
de centre 0 et de rayon 1 1

Cy={z(t) €C, t €[0,27] ou z(t) =e"}.

Alors d’apres la proposition précédente
2

2w
1 1 1 i . 127 . u
j{;dz = f;dz = /Ed (e") = /zdt = [it]y" = 2mi.
c C1 0

0

3.3.3 Primitives et intégration

Si f et F sont holomorphes dans un domaine connexe D et telles que F' (z) = f (2), alors F’

est appelée intégrale indéfinie ou anti-dérivée ou primitive de f et est notée

F(z):/f(z)dz.

Exemple 43

On a 7 (322 — 4sin z) = 6z — 4 cos z, alors
z

/(62 —4cosz)dz =32 —4sinz+¢, c€C.
La fonction z + 322 — 4sin 2z est une primitive de z + 62 — 4cos 2. =
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3.3. Théorémes de Cauchy

Théoreme fondamental de l’intégration

Imz

Soient f et F' deux fonctions holomorphes dans un
domaine connexe D telles que F'(z) = f(z). Si z et
z1 sont deux points quelconques de D, alors pour toute

courbe C de point initial z; et de point final 25, on

a

[1@rd =[£G =12 = F () - F o)

Cela signifie que si f est holomorphe alors la valeur de I'intégrale est indépendante du chemin

suivi pour aller de zp a z.

Exemple 44

Evaluer /ZZdz de zp = 0 a 2y = 3+ 31 le long de la parabole n=3+3
c

Ci={z(t) €C, t€[0,3] ou z(t) = 5t* + it}

— 3

et le long du segment de droite

Cy=1{z(t)€C, t€[0,1] ot = (t) = 3t + 3it} .

Rez

Sur la parabole Cy, on a z (t) = $t2 + it, dz = 2/ (t) dt = (3t + 1) dt et

3
/ 2zdz :/ 2 (562 +it) (3t +3) dt = | (302 +z‘t)2}z — 18i.
Cq 0

Sur le segment Cs, on a z (t) = 3t + 3it, dz = 2/ (t) dt = (3+ 3i) dt et

1
/ 22dz = / 2 (3t + 3it) (3 + 3i) dt = [(3¢ + 3it)?], = 18i.
Co 0

3+3i
Par le théoreme fondamental de I'intégration / 22dz = / 22dz = [zQ]nggi = 18i.

c 0
Nous observons comment il est plus facile d’évaluer ces intégrales en utilisant une primitive, au

lieu de paramétrer les chemins d’intégration. =
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3.3. Théorémes de Cauchy

3.3.4 Formule intégrale de Cauchy

Soit f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une
courbe fermée simple C' et sur C, soit w un point

intérieur a C', alors

1 7 f(?)
2mi ) z—w
c

fw) =

z.

ou la courbe C est décrit dans le sens direct.

De méme la n-ieme dérivée de f en w est donnée par

I

mz

_27Ti —w)
C

fo (w) = n—!]{(zﬂ—z)nﬂdz,

n=123,.

e Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales de Cauchy et sont tres

remarquables car ils montrent que si une fonction f est connue sur la courbe fermée simple

C, alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout

point situé a l'intérieur de C.

e Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiere dans un domaine

simplement connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D.

Ceci n’est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 45

Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer

1
j[(z Y 1)dz le long du cercle
c

C={z(t)eC, te|0,2n] ouz(t)=2+¢"}.

1
La fonction z +— f(z) = 1 est holomorphe a
z

Iintérieur du cercle C' et sur C, alors d’apres la formule

intégrale de Cauchy avec w = 2, on a

C

! = /() z = 2mi = 2mi
%(z—?)(z—f—l)dz_fz—Qd =2nif(2) =2

Im 2
C
=1 =2
1 2
= —T1. n
241 3

Dans ce qui suit on énonce quelques théoremes importants qui sont des conséquences des for-

mules intégrales de Cauchy.
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3.4. Exercices

Inégalité de Cauchy

Si f est holomorphe a lintérieur du cercle C' et sur C, ou C désigne le cercle d’équation

|z — 29| = r, alors
Mn!
£ (z20)] < =, n=10,1,2, ..
,r-n

M désignant une constante telle que |f(z)| < M sur C, i.e. M est une borne supérieure de

|f(2)| sur C.

Théoréeme de Liouville

Supposons que quel que soit z dans le plan complexe
(a) f est holomorphe (b) f est bornée, i.e. |f(z)| < M, ou M désigne une constante.

Alors f est constante.

Théoreme fondamental de I’algebre

Toute équation algébrique P (z) = ag + a1z + a2z + ... + a,2", a, # 0, posséde exactement n

racines, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.

3.4 Exercices

Exercice 3.1

(2:4)

Calculer / (2y + 2?) dz + (3x — y) dy le long de
(0,3)

a) la parabole x = 2t, y = t? + 3,

b) la ligne brisée formée par les segments de droite (0,3) a (2,3) et (2,3) & (2,4),

c) le segment de droite d’extrémités (0,3) et (2,4).

Exercice 3.2

Evaluer / zdz de z =0 a z =4+ 2i le long de la courbe C' dans les cas suivants.
C
a) la courbe C définie par z = % + it,

b) la courbe C formée des segments joignant 0 & 2i et 2i a 4 + 2i.
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3.4. Exercices

Exercice 3.3

Evaluer les intégrales j{ dz, ]{ zdz et j{ 2z —dz,
c c c

ou C' est une courbe fermée simple.

Exercice 3.4

e 1
Evaluer j{ dz ou C désigne une courbe fermée et z = a est
R —a
a) a lextérieur de C, b) a U'intérieur de C.
Exercice 3.5

Soit C' le cercle |z| = 3. Evaluer
a) ]{sm + cos (7rz i,
(z—1)

Exercice 3.6

En utilisant la formule intégrale de Cauchy, montrer que

2

/(3054 0do = %’N

0

. dz
Indication : Poser z = ¢, C le cercle unité |z| = 1, d’'olt df = — et cos =

1z
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4.1 Séries de fonctions

A partir d'une suite de fonctions {u, (z)}, nous formons une nouvelle suite {S, (z)} définie

par

Sn (2) = w1 (2) + 2 (2) + o+ 1 (2) = ) i (2)
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4.2. Séries entiéres

ot S, (2) est appelée la n®™* somme partielle, qui est la somme des n premiers termes de la

suite {u, (2)}.

La suite S, (z) est représentée par
+o00
ur (2) +ug (2) + ... = Zun (2)
n=1

appelée série infinie de terme général u, (z). Si lim S, (z) = S (z), la série est dite conver-
n—oo

gente et S (z) est sa somme ; dans le cas contraire la série est dite divergente.

({Proposition 39}

+o00
Une condition nécessaire et suffisante pour que ) (a, + ib,) converge, a, et b, étant réels,
=1
+o0 +o0 "
est que > an et Y a, convergent.
n=1 n=1
4.1.1 Convergence absolue
{Déﬁnition 40}
+o0o
Une série > uy, (2) est dite absolument convergente si la série des valeurs absolues, i.e.
n=1

+o00
> |un (2)], converge.
n=1

{Proposition 41]

+o0 +oo
Si > |uy (2)| converge alors > u, (z) converge.
n=1 n=1
Autrement dit une série absolument convergente est convergente.

4.2 Séries entieres

{Définition 42)

Une série de la forme

+oo
ap+ay (2 — 20) +ag (2 — 20)° + ... = Zan (z—20)" (4.1)
n=0

est appelée série entiere en z — zj.
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4.2. Séries entiéres

4.2.1 Rayon de convergence

Im 2z

Il existe un nombre positif R tel que (4.1) converge pour
+Diverge |z — zo| > R
|z — 20| < R et diverge pour |z — zo| > R, cependant que o

= S S
2 N
N

pour |z — zo| = R elle peut ou non converger. S| lFmzol <R
1 COHV
, s . , ! r !
Géométriquement si C' est le cercle de rayon R centré en z, N ,'
\ u 1 R
fos . s N 3 / €z
alors la série (4.1) converge en tous les points intérieurs a — —

C et diverge en tous les points extérieurs ; elle peut ou non

converger sur le cercle C.

Les valeurs spéciales R = 0 et R = +00 correspondent aux cas ol (4.1) converge uniquement
en z = zp ou converge pour toute valeur (finie) de z. Le nombre R est souvent appelé le rayon

de convergence de (4.1) et le cercle |z — 29| = R est appelé le cercle de convergence.

({Proposition 43]

+o0
Nous pouvons obtenir le rayon de convergence de la série entiere Zan (z — 2)" par
n=0
s , . . . 1
critere de d’Alembert : R = lim ou celui de Cauchy : R = lim ,
n—-+0o an+1 n—-+oo o an|
si les limites existent.
Exemple 46
+00 1
a) Zz", on a a, = 1pour tout n € N et donc R = lim = lim |-| = 1.
0 n—=+00 | Uy n—oo | 1
Cette série converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
<X 2n 1 a 1
b)Z—,onaan:—,nENetdoncR:hm "= lim |2 =1.
n n n—00 | Uy 1 n—oo | ——
n=0 n+1

Cette série converge dans |z| < 1 et diverge en dehors i.e. |z| > 1. Sur le cercle |z| = 1, la série

converge en certains points et diverge en d’autres points. =

{Proposition 44]

e Une série entiere peut étre dérivée terme a terme dans tout ouvert connexe situé a
I'intérieur du cercle de convergence.
e Une série entiere peut étre intégrée terme a terme sur toute courbe C' située entierement

a I'intérieur du cercle de convergence.
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4.3. Séries de Taylor

4.3 Séries de Taylor

Soit f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C. Alors

n

£+ h) = F (20)  hf” (o) + o T (o) o o ) (20)

ou en posant z = 29+ h, h =z — z,

f// (ZO)

f(n) (Zo)
21

n!

f(2)=f(20)+ f (20) (2 — 20) + (2 —20)° + ... (z—20)" + ...

Ceci est appelé le théoreme de Taylor et les séries précédentes sont appelées séries de Taylor
ou développement de Taylor de f (zy + h) ou f(2).

Le domaine de convergence de la derniere série est défini par |z — zo| < R, le rayon de conver-
gence R étant égal a la distance de zq a la singularité de f (z2) la plus proche.

Sur |z — 29| = R la série peut ou non converger.

Pour |z — zy| > R la série diverge.

Si la singularité la plus proche est a linfini, le rayon de convergence R = +o00, i.e. la série

converge quel que soit z dans C.

4.3.1 Quelques séries particulieres

La liste qui suit contient quelques séries particulieres avec leurs domaines de convergence.

22 28 2"
L ef=1+2+5+57+...+—+.. |z| < +o0.
2! 3! n!
) 233 25 _— ZZn—l
52 4 - 52n—2
22 Z3 1 Zn
4. L =z— — 4+ —— (=) =+ .. 1.
0g2= 2z~ o+ 3 (—1) —+ 2| <
3 5 2n—1
5. Arctgz:z—g—i—%—...(—l)"_l 22 7t |z| < 1.
6. (14 2)P=1+4pz+ 212 4 2@ Delentlon ) <,

Si (1+ 2)” est multiforme le résultat est valable pour la branche de la fonction qui prend la

valeur 1 pour z = 0.
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4.4. Séries de Laurent

4.4 Séries de Laurent

Imz
Soit C et Cy des cercles concentriques, de centre zy et c
1
de rayons respectifs Ry et Rs. T
On suppose que f est uniforme et holomorphe sur ‘
Ch et Cy et également dans la couronne D [ou région
annulaire D] limitée par C; et Cs.
Les courbes C] et Cy étant décrits dans le sens positif
par rapport a leurs intérieurs. | | # | | " Re:
Soit zg + h un point quelconque de D, on a alors
fzo+h)=ay “+ah+ ash? 4+ ash® + ...
a_q a_o a_s
— =
h h? h3
ol
1 z
Ap = ——fjg———ii—l—dez, nm:...—-2,—1,0,1,2,.
271 (z —*Zo)n
et C' = C7 ou (. Avec le changement de notation z = zg + h, on peut écrire
f(z)=ay “+a1(z—2)+as(z— 20)2 +as(z— 20)3 + ...
4.2
a1 a2 3 L 2

=2 (z2—2) (2—2)°
Ceci est appelé le théoreme de Laurent et la formule ci-dessus est appelée une série de Laurent
ou un développement de Laurent.
La partie
ap+ay (2 — 20) +as (2 — 20)° +ag (2 — 20)° + ...
est appelée la partie analytique de la série de Laurent, cependant que le reste de la série formé
des puissances négatives de z — 2 ;

a_q a_o a_3
+

=20 (2—2)  (2—2)

est appelé la partie principale.

Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor.
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4.4. Séries de Laurent

Exemple 47 Im 2

Déterminons le développement en série de Laurent de la

fonction f (z) = GC+1)(z+3) :Q(m_z—i-?))

dans la couronne D = {z € C, 3 <|z| < 2}.

La fonction f est holomorphe dans D et sur sa frontiere,
car les singularités —1 et —3 sont a l'extérieur D.

Donc f admet un développement en série de Laurent

centré a 'origine zy = 0.
) 3
Si |z]>§>1,0na

1
2+1

IS

5
Si|z|<§<3,0na

1 1 1 1 2\ " 2" 1 z 22
z+3 31+ 32( 3) Z( ) Jntl 3 9+27

z
3 n>0 n>0

Alors dans la couronne D ={z€C, 3 <|z|<2} ona

=1 () =t et _

z+1 243 222 2z 6 18 54 7

Exemple 48

Imz

Développons en série de Laurent la fonction de I'exemple

précédent
1 1
z) = D
S Al I Y Sy - m ‘
mais dans le disque pointé de zg = —1, -3 == Rez

D={2€C, 0<|z+1]| <1}.

Notons que pour tout 0 < |z + 1| < 1 on peut écrire

T 1 111 2+ 1\" = (-D)" n
z+3_z+1+2_§T+1_§Z<_ 2 ) =2 g F LT

1 . .
+ 5 >0 >0
D’ou
1 (—1)" - 1 11
TG =G ;2%1 (z+1) 2ern 1 sETY
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4.4. Séries de Laurent

Exemple 49

Développons en série de Laurent la fonction f(z) = e: dans C*.
w™ 1

Rappelons que ¥ = Y — w € C, alors pour w = — on a
n>0 n' z
: ! Lo
eZ = = — —_— n
nlzm 623 222 2
n>0

4.4.1 Classification des singularités

Im z

Le point zq est appelé singularité isolée, ou point singulier

D

isolé de f, sila fonction f est holomorphe sur un disque pointé 0<|z—2|<r

de 20, D={2€C, 0<|z—2z| <7}, 7>0. \ 0

4L

I1 est possible de classer les singularités isolées d’une fonction R

f par 'examen de sa série de Laurent.

Poles

Si f ala forme (4.2) dans laquelle la partie principale ne possede qu'un nombre fini de termes

donnés par

a_q a_o a_s a_p
T (Z_ZO)Q—F(Z_ZO)g—i-...—i—m;
ou a_, # 0, alors z = 2y est appelé un pole d’ordre n.
Sin =1 on a affaire a un pole simple.
Si z = 2y est un pole de f alors gi)rglo f(z) = 0.
Exemple 50
La fonction f (2) = L de I'exemple 48 présente un pole simple au point zp = —1. =

(z+1)(2+3)
Singularités apparentes

Si une fonction uniforme f n’est pas définie en z = zy mais si lim f (z) existe, alors z = z; est
Z—20
appelée une singularité apparente. Dans un pareil cas on définit f (z) pour z = 2, comme

étant égal a lim f (2).
Z—20
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4.4. Séries de Laurent

Exemple 51
sin 2z
Si f(z) = alors z = 0 est une singularité apparente car f(0) n’est pas défini mais
. Z .
sin z sin z
lim = 1. On définit f (0) = lim = 1. On remarque que dans ce cas
z—0 Zz z—0 Zz

sinz 1 23 2 22 24 S
z

Singularités essentielles

Si f est uniforme alors toute singularité qui n’est ni un poéle ni une singularité apparente est
appelée une singularité essentielle. Si z = z; est une singularité essentielle de f (2), la partie

principale du développement de Laurent possede une infinité de terme.

Exemple 52
1
Le développement de ez s’écrivant

SRR PR
ez = S+
z 2122 3123 ’

on en déduit que z = 0 est une singularité essentielle. =

Singularités a I’infini

En posant z = % dans f(z) on obtient la fonction f (L) = F(w). Alors la nature de la
singularité & z = oo [le point a l'infini] est définie comme étant la méme que celle de F' (w) en
w = 0.

Exemple 53

3 a un pole triple en z = oo car F (w) = f (—) = — possede un pole
w

La fonction f (2) = z
triple en 2 = 0. =

Exemple 54

De la méme fagon f (z) = e* posseéde une singularité essentielle en z = oo car

a une singularité essentielle en w = 0. =
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4.5. Exercices

4.5 Exercices

Exercice 4.1

Déterminer le domaine de convergence des séries
)n—l 2n—1

— (2n—1)! 7’ — T

Exercice 4.2

Soit f (z) =Log (1 + z), ou 'on considere la branche qui prend la valeur zéro pour z = 0.
a) Développer f (z) en série de Taylor au voisinage de z = 0.

b) Déterminer le domaine de convergence de la série de (a).

Exercice 4.3
Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au voisinage des

singularités indiquées.

2) fz) = —

2= —2.
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5.1 Résidus Im 2

C
Soit f une fonction holomorphe et uniforme a l'intérieur d’un
cercle C' et sur C', excepté au point z = zy centre de C'. Alors %
f (2) possede un développement en série de Laurent dans le
voisinage de z = zy, donné par ’ ~—— T Res
00 -
f(z)= Z an (2 —20)" = ao+ay (2 — 20) +az (2 — 20)° + ...
a_ a_ a_
1 2 5L

-z (z—2) (z—2)°

47



5.1. Résidus

ou

1
ap = —%%dz, n = ...—2,—1,0,1,2,... (52)
271 (z — ZO)
Dans le cas particulier n = —1 on a

j{f (2)dz = 2mia_;. (5.3)

C

Observons que I'intégrale j{ f (2) dz s’exprime a 'aide du seul coefficient a_; de (5.1).
c

On peut obtenir formellement (5.3) & partir de (5.1) par intégration terme a terme en utilisant

le résultat

| o p=1
]{—dz: e (5.4)

C(z—Zo> 0 pEZ, p#l.

[ Définition 45)

Avec les notations ci-dessus, le coefficient a_; du développement de Laurent de f au voisinage

de zg s’appelle le résidu de f (z) au point 2 et se note

21

1
Res(f,z0) =a_1 = — ¢ f(2)dz.
f

5.1.1 Calcul des résidus

Pour obtenir le résidu d’une fonction f en z = zy on pourrait croire d’apres (5.1) a la nécessité
d’écrire le développement de f(z) en série de Laurent dans le voisinage de z = z,. Dans

beaucoup de cas on peut déterminer le résidu sans passer par le développement de Laurent.

Pole simple

Si z = zg est un pole simple le calcul du résidu est particulierement simple

Res (f, z0) = lim (2 — 29) f (2) . (5.5)
Z—20
Exemple 55
Trouver le résidu de f (2) 2t e 1
rouver le résidu z) = nz=1.
(z+2)(z—1)
Le point z = 1 est un pole simple et le résidu en z = 1 est
z+1 z+1 2 .
R 1) =1 -1 =i = -
es(f,1) = lim (= ){(Z—I—Q)(z—l)} Nz+2 3
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5.1. Résidus

Remarque 46

Si z = zp est un pole simple et f (2) se présente sous la forme

P(z
P =5 @la) =06t Q) £0.
alors
P (%)
Res (f, z9) = 5.6
(f 0) CQ/<ZO) ( )
Exemple 56
z+1
Trouver le résidu de f (z) = Arl A= —1.
Le point z = —1 est un pole simple et le résidu peut étre calculé par la formule (5.6) :
ez+1 ez+1 11
_ _ e 1
Res(f,—1) = =1 =-1 S ==
! 3 2 3(—4) 3 ]
R I

Poéle d’ordre k£ > 2

Dans le cas ou z = zy est un pole d’ordre k > 2, le résidu a_; est donné par la formule

1 dkfl

Res (f,z0) =a_1 = Zh_)rleo GoDidt {(z —z2)" f (z)} : (5.7)
Si k = 2 (pole double) le résultat est
Res (f,zp) = lim 4 {(z- ) f (z)}. (5.8)
220 Az
Exemple 57
Trouver le résidu de f (z) = : en z = —1. Le point z = —1 est un pole double et

(z=1)(z+1)"
on a d’apres (5.8)

Res<f,_1):z1ir§1dilz{(z+1)2((2_1)2(2+1)2)}:_i .

Point singulier essentiel

Si z = 2y est un point singulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utilisant des

développements en série connus.
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5.2. Le théoréme des résidus

Exemple 58

Sif(z)= e_%, alors z = 0 est un point singulier essentiel et d’apres le développement connu

u?r ol
avec u = ——, on trouve
P
_1 1 1 1
e:r=1——4+———

z 2122 3!z3+m

1
ou 'on voit que le résidu en z = 0 étant le coefficient de — sa valeur est —1. =
z

5.2 Le théoréme des résidus Im 2

Soit f une fonction uniforme et holomorphe a
I'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C,
sauf en un nombre fini de singularités zy, 23, 23, ... 2,
intérieures a C.

Alors le théoreme des résidus établit que

Rez

j{f (2)dz = 27Ti2n:Res (f, k) -
2 k=1

i.e. L'intégrale de f (z) le long de C' est égale a 2w fois la somme des résidus de f (z) en les
singularités contenues dans C'. Notons que le théoreme de Cauchy et les formules intégrales

sont des cas particuliers de ce théoreme.

Exemple 59
. 241
Calculer ¢ f (2)dz o f(z) = — 1 et C, le cercle
z
C,
centré a l'origine et de rayon r, r # 1.
541
La fonction f(z) = Z2 i i possede deux poles simples
z
Z1 =1, 2 =—tetona
241 241 L L
Res (f,i) = 2=t — =i Z,
(22 + 1) 22| . ?
241 241 4 4
et Res(f, —i) = =t - = = Z = 3
(22 + 1) 2z . 2 2

20



5.3. Application du théoreme des résidus

241
22 +1

Notons que pour 0 < r < 1 l'intégrale 74 dz = 0 car la fonction f (z) est holomorphe a

Cr
I'intérieur de C, et sur C,. Mais, si » > 1 on aura

2 +1 —1—i =14
7{,22 - [z = 2mi (Res (f, ) + Res (f, —0)) m( 5 T > i
o

5.3 Application du théoreme des résidus

5.3.1 Théoremes particuliers utilisés pour le calcul d’intégrales

Im 2

Lorsque 'on calcule certaines types d’intégrales, il I'g

est souvent nécessaire de montrer que / F(z)dz
I'r
et /F (2) €*dz, @ € R* tendent vers zéro quand

T'r Rez
R — 400, ou I'p est un demi-cercle centré a ~—p I

I'origine et de rayon R.

Les proposition suivantes sont fondamentales.

{Proposition 47]

M .
Si|F(2)] < T bour z = Re™ ou k > 1 et M sont des constantes, alors si I'g est le
demi-cercle de la figure ci-dessus, thf F(z)dz=0.
)
I'r

{Proposition 48]

M ,
Si |F(z)] < T pour z = Re™ ou k > 0 et M sont des constantes, alors si I'p est le
demi-cercle de la figure ci-dessus, thf e F(z)dz =0, € R*,
— 400
I'r
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5.3. Application du théoréeme des résidus

5.3.2 Application aux transformées de Fourier

{ Définition 49)

+00
Soit f : R — C une fonction continue telle que / |f ()] dz < 4o0.

Sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

+o0

fE&)=F(f) ()= f(x) e *"dx.

La transformée de Fourier est un outil essentiel des mathématiques appliquées. Elle peut

souvent étre obtenue via le calcul des résidus.

Exemple 60 “Ri€ Ch Im 2 R+ i€
Calculons la transformée de Fourier de la fonc-
12

tion f définie par f( )=¢€ 2. 4 1
Considérons / 2 dz ou Cp désigne le rectan-

Cr . Re z
gle d’extrémités —R, R, R+1i§ et —R+1£, £ > 0. -R R

22 52
La fonction z — e~ 2 n’a aucune singularité a U'intérieur de Cg, alors /6_7d2’ =0, i.e.
Cr
R 3 -R 0
2?2 _(Rtiy)? (z+z§) (=R+iy)®
/e 2d:1:—|—/e 2 zdy—l—/ d:L'—l—/ 2 idy = 0.
-R R 3
13 13
(R+zy R+zy
On a /e 2 dy /e / dy—>0quandR—>+oo De méme
0 0 0
0

(—R+iy)
/e 2 idy — 0 quand R — +o00. Donc, lorsque R — 400, on obtient
13

+oo +oo
22 (z+i€)*
/6_20[:76— /e_ 2 dxr =0,
il vient alors
o (i) e
/6 dr = /6_7da::\/27r

On en déduit que

R +oo . too g2 £2 o0 (Iﬂf) &2
FE&) = fla)edn = / T o€y = ¢ / e — \/Ire 5

o



5.3. Application du théoréeme des résidus

Cas d’une fonction rationnelle

P
Soit f(z) = 0 Ex§ une fonction rationnelle intégrable sur R et zp,Imz, # 0,k = 1,...,n ses
x
poles.
Imz

Pour calculer la transformée de Fourier I'r Cr =TrUI[-R ]

A +m .

[ = f(z)e " dx
de la fonction f par la méthode des résidus, on

) R
considere /f (2) e7%*dz, £ < 0 ou Cg désigne la — > o
Cr

courbe fermée ou le contour fermé formé du segment [—R, +R] et du demi cercle I'g décrit
dans le sens direct.

Si le nombre R est suffisamment grand alors

/f (2) e ®*dz = 2mi Z Res (f (2) e, z)

Cr Im 23>0
i.e.

R
/f (z) e " dx + /f (2) e ®*dz = 2ri Z Res (f (z) e 7%, 2)
“R

T'n Im 2z, >0

Si 'on prend la limite quand R — +o0o et si Pon utilise le fait que Rlim f(z)e % dz = 0,
—+00
I'r

on obtient

+oo
f&) = /f (1) e ®%dx = 271 Z Res (f (z) e72, 2, , si € <O0.

Im 2z >0

R Im z R
De méme, en choisissant le demi cercle avec des e 2
parties imaginaires négatives on obtient
[f({) = —2mi Z Res (f (2) e, z) , si &€ > 0.
I 0
Cr =TRrU[-R,R]

23



5.3. Application du théoréeme des résidus

Exemple 61
1
Calculons la transformée de Fourier de la fonction f définie par f (z) = T
x
Ona 22+ 1=0pour z =i et z = —i, ces valeurs de z sont les poles simples de 1 et
z
—iéz —i€z
—iéz € —; € . 65
Res (62 , 2=t — 2=t —
z4+1 , 9 2%
(2% +1) s
—i€z —i€z
—i€z . c 2=—1i ¢ =1 et
Res (;ﬁ, 1) = = = -
! 2z —21
(224 1) o
Alors
. —iéz . . 65 .
271 Res (2—,2) , st & <0, 2mi—, si & <0,
~ z4+1 2 —je|
F )= - = e =me 5. i
—2mi Res (;ﬁ, —i) , si€E>0 _Qﬂi€_27 si€>0
—2i

5.3.3 Calcul d’intégrales définies diverses

Le calcul d’intégrales définies généralisées peut souvent étre effectué en utilisant le théoreme
des résidus appliqué a une fonction et a4 un contour convenables dont le choix peut demander
une grande ingéniosité.
Les types d’intégrales qui suivent sont souvent rencontrées dans la pratique.

+00

Intégrale du type f(z)dz

—00

Soit f (z) une fonction complexe holomorphe dans le demi plan Im z > 0 sauf en un nombre
fini de points singuliers isolés zi, 29, ..., %, de demi plan Imz > 0. On suppose de plus que

M .
|f(z)|SﬁpourZ:Re”,k>1etM>0.

Im z

Cr =TgrU[-R,R]

On considere / f (2)dz, ou Cg désigne le contour

Cr
fermé formé du segment [—R, +R] et du demi cer-

cle I'p décrit dans le sens direct.

Si le nombre R est pris suffisamment grand alors

o4



5.3. Application du théoréeme des résidus

le théoreme des résidus permet d’écrire

/f (z)dz = 27rz'ZRes (f(2),2r),

Cr k=1

i.e.

/f(x) dx+/f (2)dz =2mi» Res(f(2), ).
“R Tr k=1

D’apres la proposition 47, Rlim f(2)dz = 0. Alors lorsque R — +00, on obtient

—+00
I'r

+00 n
/f (x)dx = QWiZRes(f (2), 2k) -

Remarque 50

P
Sif(z) = 0 EZ; ou P et () sont des polynomes avec deg ) > 2 + deg P, et aucun des zéros
z
de ) n’étant réel, alors la formule précédente est valable, les z, étant les zéros de () tels que
Im z, > 0.
Exemple 62
Imz
—+oco 2 Cr=TRrU [_Rv R]
x
Calculons l'intégrale / 1) 2+ 4)dx.
o -
Les poles de f(z) = situés a

(22+1) (224 4)
I'intérieur du contour C'r sont les poles simples

z=1¢etz=21eton a

Res (£,1) :1333{(2_i) (z2+1)z2(z2+4)} - %
Res (f, 2i) :Zhgi{(z—m) T 1;5?2”4)} _

Rez

—it

—2 4

—1

? .

Si R est suffisamment grand alors d’apres le théoreme des résidus

/(22+1> dz:27ri{Res(f,i)+Res(f,2i)}:2m-{

(2% +4)
Cr

1.e.
R

| .

2 s

/(x2+1)(x2+4)d“/<z2+1)<z2+4)d2:§‘

-R I'r

95

LW | =.
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5.3. Application du théoréeme des résidus

. M :
Comme lim R?*|f(Re")| = 1, alors |f (2)] < —; pour z = Re", M > 0. Donc d’apres la
R—+o00 R2
proposition 47,

22

=0.

li d
Aot ) (2112210
I'r
Par conséquent, lorsque R — +00, on obtient
+o0
/ x? m .
de = —.

(24 1) (22 +4) 3

—0o0

2w
Intégrale du type / R (cost,sint)dt
0

Soit R (x,y) une fonction rationnelle en x et en y qui n’a pas de poles sur le cercle x? + y? = 1.
z—zt z4+ 27t . 1

, cost = + et dz = iedt ou dt = —dz.

i 1z

2m -1 -1
1 —
/ R (cost,sint) dt = /,—R (Z+Z e )dZ'
0 1z 2 21
|2|=1

1 1
Posons f (z) = ER (Z +2Z : : 2;

Si on pose z = e, t € [0,27], alors sint =

Par conséquent

~1
), on a alors d’apres le théoreme des résidus

2w n
/ R (cost,sint)dt = 27riZRes (f(2),2r),
0 k=1

ou les z sont les poles de la fraction rationnelle f (z) qui appartiennent a Uintérieur du cercle

|z = 1.

Exemple 63
2m 1 Imz
Calculons l'intégrale / ———dt
o 9+ 3sint
Pour calculer cette intégrale on va appliquer la méthode /( \ R
ez
ci-dessus qui consiste a poser z = ¢t € [0,27]. Alors ' 3 —/
21
1 1 2
——dt = dz = d
/0 54 3sint / —a N\ "7 /3z2+10iz—32
|z|=1 1z |5+ 32— |z|=1
?
2 —31
= / : —dz.
(3z+1) (2 + 3i)
|z|=1
' 2

qui appartient a l'intérieur du cercle

Puisque le nombre %Z est le seul pole de (32 +1) (z + 3)

|z| = 1, alors par le théoreme des résidus

2 1 —9 -
/ —_dt:2m'Res( 2 J) Copi 2 T
o D+ 3sint (3z+1d) (2 +3i)" 3 3(5+3i) 2
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5.3. Application du théoréeme des résidus

+0o0 P
(z) x* ldx

Intégrale du type
o Q)

Soit a un réel strictement positif. Soient P et ) deux polynomes avec deg () > o + deg P, tels

que P (0) # 0 et aucun des zéros de @) n’étant réel positif ou nul. Si z, k = 1,...,n sont des

P(x) .,
T

Q ()

points singuliers de , alors Re z;, ¢ [0, +o0].

Imz

On va considérer cette fois la fonction

_ P(3) —2)*' Arg(Logz —, [, e
f(Z)—Q(Z>( )", Arg(Logz) € |—m, [, et

le contour Cr, de la figure ci-contre ou ’axe réel

positif est la coupure et o AB et GH coincident

avec 'axe des x mais sont montrés séparés pour

une meilleure compréhension. Le contour Cg, =
[r, RIJUTRU[R,r]UT, ou I'g et ', sont des cercles

centrés a l'origine de rayons R et r.

Si R est assez grand et r est assez petit, alors le

théoreme des résidus permet d’écrire

)z = 27TZZRes (P(z) (—2)*! ,zk) .

Q Q (2)
On a
P(2) [P() P(2)
z a 1 a—1
- dz = / a“”alda%l—/ —z dz
[ o @) PIER
CR,T FR
[P®) 0 tyin o P(),
+ e~ (a—lim g 1d:c—/ —2)*" dz.
o6 CIER
R I,
Lorsque r — 0, on obtient
P o .
lim (2) (—2)* dz| = lim / re') Yreitdt| < lim K r® = 0.
r—0 Q(z) r—0 elt r—0
0
Quand R — 400
, P(z) a1 , P (Re') " 5
_ — _ i < -
REI-ir-loo Q(z)( 2 dz R1—1>I}rloo / Q (Re') ) Retdt Rl—lgrlooKR =9,

ou =a-+degP —deg@ < 0. On en déduit que

+oo 0
—(a—1)im P(I) a— (a—1)im P (IL‘) a— _ : - (P (Z) a1 )
1 0/ 5 (I)x Yda + 7! +/ Q—(x)q; Ydr = 27rzkz;Res 00 (—2)" "z -

o7




5.3. Application du théoréeme des résidus

Par conséquent

‘T o~ 1 Z a—1
/Q @) dr = sin ( ZRes( B —z) ,zk> :

Exemple 64

Par application de la formule précédente on a

+o00 o1l a1l
/x dr = ,W Res (=2) ,—1] = ,7T O0<a< 1. -
x+1 sin (ar) z+1 sin (ar)
0
+OOP iax
Intégrale du type (x) e dr,a >0
o Qz)
. P(x) . . , . . . ,
Soit O() une fraction rationnelle dont le dénominateur @ (x) ne possede pas des racines réelles
x

et deg ) > deg P.

P (z) e**
Q(z) =z

Considérons la fonction f(z) = et le
contour Cg, de la figure ci-contre,

Cry = [ RJUTRU[=R,—r]UT, ou I'g et T,
sont des demi cercles centrés a l'origine de rayons

R et r. Donc, d’apres le théoreme des résidus on

obtient

z

R
P( )eiaz B P(.T) eiom: P(Z) 6io¢z I wca: Z zaz
Jae =" - Jaw d“/mz) 2 d”_/ (@) = /@ )

= 271 Z Res ( ez zk>

Im 2z, >0

P (z)ei**
Q(2) =

dz tend vers

Notons que si on procede comme ci-dessus on vérifie que l'intégrale /

zéro quand R tend vers +o0.

Pour l'intégrale sur I', on a

lim / 2) e et) eere” ireitdt = il )
. =T )
r—0 ) @ (z) 7‘—>0 Q re” re#t Q (O)
Iy
Donc si on fait tendre r vers zéro et R vers +00 on obtient

TP (z) el —in(O) - o P (z) e'o* B
QW T T T 2R ( z’“)

Im z;,>0

o8



5.3. Application du théoréeme des résidus

Exemple 65

+00 :
Calculons / ﬂd:p.
o (22+1)z '

Puisque le nombre 7 est le seul pole de avec partie imaginaire strictement positive,

(22+1)z
alors par application de la formule précédente on obtient
+o0 . .
el dr — i oriR el® A ) .
ml‘—Zﬂ'—F T hes m,l —Z’/T( — € )
Notons que
+00 ir +o0 +o00 . +00 .
e cos T sin x sin x
———dr = | ———d | —————dx =21 | ————dx.
/(xz—l—l)xx /(x2+1)a: m+Z/(:ﬁ+1)35$ Z/(:ﬁ—i—l)xm
o o oo 0
On en déduit que
+00
sin x s .
dr=(1—-e1) =
[ st = -

. P (x)
Intégrale du type Log xdx
0 x

P ()
Q (z)

dénominateur @ (z) ne possede pas de racines

Soit une fraction rationnelle dont le

réelles positives ou nulles, P (0) # 0 et deg@ >
2+ deg P.

e

(z

On considere la fonction f(z2) = ( (Log 2)°,
z

et le contour Cg, = [r, RJULR U [R,r]UT, de la

Rez

O

figure ci-contre ou ' et I', sont des cercles centrés

a 'origine de rayons R et 7.

Si R est assez grand et r est assez petit, alors par

le théoreme des résidus

CR,T

R '
P(Z) 2 = P(x) og x)? dx z)dz P(:v) og T i) do — z)dz
Tr (Lo )" —T/Q(x)(Lg)d +/f()d +R/Q(x)(Lg +omiVd F/f()d

I'r
~ P(z) 2
=27 Y Res (— Logz2)”, 2z | .
2R G (tos
Comme précédemment les intégrales sur I',. et 'z tendent vers zéro lorsque r — 0 et R — +00.

On obtient alors la relation

+o0 oo
P () 2, P () ooz + 97i)2 do — m.n os P(z) oo 2)2 =
O/Q(il?) (Logz)” dx O/Q(ﬂf) (Log x + 2mi)” dx = 2 ;R (Q(z) (Log2)”, k:)
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5.3. Application du théoréeme des résidus

D’ou

Alors

Exemple 66
T Logx

o (z+1)
Ici P(z) =1et Q(x) = (x +1)°, toutes les conditions sont vérifiées, d’otl

—+00
1 -1 1
/mLOgI’dI’ = 7 Re (RGS <m (L0g2)2 ) _1)> )
0
“+o0o

O/ﬁdx = ;—;Im (Res (ﬁ (Log2)? _1)) |

Comme —1 est un pole triple, pour le résidu on a donc

dx.

Calculons l'intégrale

" 1 — Logz
o Ezlifg ((LOgZ) ) o zli}{ll ,22
1-L —1
- 8 { ) i (0tim)—1—ir
(1)
On en déduit que
+oo
/ Logz -1
zdr = —,
(x+1) 2
0
o 1
/—3dI = —-. -
/ (x+1) 2
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5.4. Exercices

5.4 Exercices

Exercice 5.1

2?2 — 22 e?
Trouver les résidus de (a z) = et (b z) = en tous les poles a
@ 1= g @ W 6= G b
distance finie.
Exercice 5.2
1 z
Calculer% 20 j T Q)dz le long du cercle C' d’équation (a) |z| =3 et (b) |z| = 1.
c
Exercice 5.3
+oo “+o0o

1'2

. 1
Evaluer (a) / ——dx et (b) / 5 dx.
) 20 +1 (224 1)" (22 422+ 2)

Exercice 5.4

27 27
. 1 1
Eval b) [ ————db.
valuer (a) /3—20059+sin9d9 et ( )/Q—i-sin@dg
0 0

Exercice 5.5

cos (mx) T .
Montrer que /xz—_'_ldx = 56 , m>0.
0
Exercice 5.6
+oo
Montrer que /%dx -
T 2
0
Exercice 5.7
+oo -1
Montrerque/x dr = _W , 0<p< 1
l+zx sin (pm)
0
Exercice 5.8
en
Montrer que / (az) dr = ;m’ ou |a| < 1.
Chz 2 cos <—>
0 2
Exercice 5.9
+ooL 9 1
Démontrer que /%dm = 7 Log 2.
e +1

0
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