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Corrigé de la série n7
Transformations de Fourier et de Laplace

[-Transformations de Fouriler

Exercise 1 Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes

sint, s [t| <

1ft)y=e a>0,2 f(t) =t 3. f(t):{ 0. silt >

Solution.
L f(t)=e " a>0.
La transformiée de Fourier de f est donnée par

“+oo

) 1 +oo )
f(t)efl)‘tdt - = efa|t|efz)\tdt
o Ver s

0 ) “+o00 )
[ / ple=iNE gy 4 / o (atin dt]
—00 0

1 + 1
a—i\  a+i\|’

2 a
F = _——
) \/;a2 + A2

F(\) =

-5l 8-
3 3 3

donc

On remarque que

ft) =tG(),
o _ 1 _ ﬁ —alt
0= are =7 [5a )



En utilisant la propriété de dérivation on a

FO) = F 6] () =i 2 FIG) ()

et en utilisant la propriété de dualité on trouve

FIGI(\) =F []—" [(;{geatln (\) = ;f/geaw.

Donc
’Lﬁ 8 7a|)\‘ ’Lﬁ —ae’a)‘, Si )\ > 0
F(A) = Y2 el - VT p o€
av/2 O\ a2 ae®, si A <0

d’ou
F(\) = —Z\\;ge_a)‘lsgn()\)

ou sgn est la fonction signe définie par

1, siA>0
Sgn(/\):{ ~1,8iA<0

sint, si |t| <7

5 f(t):{ 0, silt>n

On remarque que la fonction f est impaire, on a alors
F(X) = —iFs(A)

ou Fy di;3signe la transformij3e de Fourier sinus. On a

“+oo
\/7/ ) sin(At) \/7/ sin(t) sin(At) dt.

Pour calculer cette intégrale, on va utiliser la relation trigonométrique suivante
cos(t — At) — cos(t + At) = 2sintsin At

et on aura pour A #1 1

o1 [sin(l—XA)7 sin(l+X\)w
F(\) = - —
) Z\ﬁgﬂ[ 11—\ 1+x |
d’ou
2 sin A
F(\) = —iy ) 2 2RAT
*) 7’\[@—%
n



Exercise 2 Représenter les fonctions suivantes par une intégrale de Fourier

1, si0<|t|<a t si |t <a _ —ax?
. = ’ = ) . 'h = |x‘ ax.
L f(#) {(), st It > a 2 9(t) {O, si |t] >a , 8 hiz) =eF+e
Solution. "

1,s10< [t|<a
L f(t>—{o, s |t>a

Pour A # 0, on a

1 +a i 2 sin(Aa

donc la représentation de f par une intégrale de Fourier est

flay= 1 [N gy
T ) o A
[t st <a
2 g(t)_{ 0, silt|>a
On remarque que
g=tf.

Par la propriété de dérivation, on déduit la transformée de Fourier de ¢

G(A) = iF/(/\) _ Z.\/Za)\ COS(ACL))\2— sin()\a).

D’ou

AN,

T g\ cos(Aa) — sin(\a)
22

2

3. h(z) = e l#l 4 =0,

Pour cet exemple, on utilise 'exercice 1 ( 1) pour a = 1, et 'exercice 4 pour a = a
et on trouve

e
—

|

>

2 .
+ ——e T | M.

I B
h(x):m/_oo 1+ " o




Exercise 3 En utilisant la transformée de Fourier montrer que

T 1 — cosTw s
/ TW ot duy = 2 pour 0 <t <
0 w 0, pour t>m

+° cos mw T 4
—dw = e
0 ]. —+ w 2

Solution.
1/ Montrons que pour tout ¢ > 0,

T 1 — cosTw s t
/ TW ot dy — 2 pour 0 <t <
0 w 0, pour t>m

En effet, posons
pour |t/ <
pour |t| >

ro={ %

La transformée de Fourier sinus de f est

2 [t 2 [t7yp
Fy(w) = / f(t)sinwt dt = / —sinwt dt
T Jo T Jo 2
_ m (1—coswm
N 2 w ’

En utilisant la transformée inverse de Fourier sinus, on trouve

2 [T +% 1 _ cos
r =2 [ Byt au = [T Gy
™ Jo 0 w

2/ Mmaintenant, on montre que

+oo
/ cosTw 7ru2) dw= e,
0 1+w 2

On pose



Comme ¢ est une fonction paire sur R et d’aprés 'exercice 1 ( exemple 1, pour a = 1),
la transformée de Fourier cosinus de g est donnée par

Felol ) = Flow) = /3 s -

Donc pour tout ¢t > 0

2 +oo +o00 st
g(t) = \/;/0 Fe(g9)(w) coswt dw = /0 % dw..

Exercise 4 Soit « > 0 etf une fonction définie par f(t) = exp(—at?).
1. Montrer que la transformée de Fourier F de f est solution d’une équation dif-

férentielle.du 1°7¢ ordre.
400
/ exp(—at?)dt = | ~.
o @
Solution.

2. Trouver F. Sachant que
1. On montre que F' est solution d’une équation différentielle.du 1¢¢ ordre.

3

En effet, il est clair que
f'(t) = —2atf(t)

donc

FIFIN) = —2aF[tf](A)
et en utilisant les propriétés de dérrivation suivantes
FIfTN) = iAF(\) et F[tf] =iF'()\)
on obtient I’équation différentielle.du 1¢"¢ ordre

AF(N) = —2aF'(\).

2. Maintenant on calcule F.

Comme F est solution de I’équation différentielle.du 1¢"¢ ordre suivante
F' =)
F' 2«

on a donc

F(X\) = cexp (404)’ ceR.



Il reste a trouver la valeur de c.

c=F(0)= \/127 /joo F#)e™0dt = \/12? /foo exp(—at?)dt = \/;a

Par conséquent

1 —\?

[I-Transformations de Laplace

Exercise 5 Déterminer la transformée d Laplace des fonctions définies par :

_ 1, pour 0 <t <T _Jt, pour0<t<T
L fl(t)_{ 0, pour t>T > 2 fQ(t)_{ 0, pour t>T

Solution.
] Lpour0<t<T
LA = { 0, pour t>T °
La transformée de Laplace de fi est

_pT

+o0o T 1—e¢
Fi(p) = / f(t)e Pldt = / e Pt = ———
0 0 p

t, pour 0 <t <T
2. = ’ .
fa(t) { 0, pour t>T
D’abord, on remarque que

f2(t) =tf1(t).

En utilisant la propriété de dérivation, La transformée de Laplace de fy est

Fa(p) = LItf] (p) = —aapFl »).
Donc . T -
Fy(p) = —° 2( r )
p
||

Exercise 6 Trouver les transformées de Laplace des fonctions suivantes :

+
=

(2 —1)2, 2. g(x) = sin2x — 3cos2z, 3. h(z) = e “cosdx, 4. k(z) =



Solution.
1. f(z) = (22 - 1)? =, 2% — 222 + 1.

On a par linéarité de 'opérateur £

avec

+oo
L0l (p) = /0 ey = ;.

et par la propriété de dérivation généralisée on a

n 0"

LE"p) = L1 () = (1" 55 L[] (P)

ol C%;L’ [1] désigne la dérivée n™¢ de L[1] qui est égale &

a" a" |1 (—=1)"n!
—L 1 - _ || =27
ot =5 [ = S
c’est & dire que
n n!
L0 = S
Donc u M
Llfl=C, (24 =202+ L[1]= = — 25 + = =
A=) -2 ] 4 Ll = -2+ 5 =2

2. g(x) = sin 2z — 3 cos 2z.

D’abord, on calcule £ [sin 2z] et £ [cos2z]. :

— =

4

b

L[sin22] = £ [621_;21 . [£[e*] = £ ]e7*]]

3

2 21
o 23z —2ix
Lcos2z] =L [64—26] — % [C [62”] L [e—2im]]

La propriété de modulation donne

1

>



et
L[] (p) = £ [e71] (p) = L11] (p +20) =

p+2i
et on obtient . ) . 0
L [sin 2 = — — =
[sin22] (p) = 3; [p—Qz' p—i—QZ} P2 +4
. 1 1 1
p
L 2 == =
[cos 22] (p) 2[p—2z‘+p+2i] P2 +4
et par conséquent
2 p  2-—3p

£1g] (p) = £ [sin24] (p) — 3L cos 2a] (p) =

p2+4_ p2+4_p2+4
3. h(z) = e “cos 3z.

La propriété de modulation donne
LIh] (p) = L[cos3z] (p+1).

Et avec le fait que

p
L 3 = —
cos 0] (p) = 5"
on trouve
P+1 - P+1

(p+1)2+9 p*+2p+10

Lhl(p) =

4. k(z) =e 2 (2 +1).

Ttoujours par la modulation

avec a1
L [x? + L1 =—+-
[2°] (p) + L[1] (p) AT
on a alors 6 )
Lk =
M) =g 51
]
Remarque.

Soient a,b € R. De la méme maniére que les exemples précédents, on peut vérifier les
resultats suivants :

Ll (p) =L Ll (p) = —SrneN  Llcosaa] (p) = 72

a (p—a) P +a2
L[sinaz] (p) = Tz L [coshaz| (p) = o L [sinh ax] (p) = 5 +a2
L [e*® cosbz] (p) = (ZW L [e* sinbz] (p) = m L [e*® sinh bzx] (p) = m



Exercise 7 Trouver les originauz des fractions rationnelles suivantes :

2
Fi(p) =5y F)= <p+1a5>2 Fs (p) = 519

1
1 —
Fi(p) =00 B0 =pigm Feb)=

(P2+1)*"

Solution.
L. F1(p) = 5
La décomposition de F} en éléments simples est

1 1 1
filp) = 2v/3 [p—\@_er\/ﬁ} '
Comme
L) =
donc
- _1\/5 = L[1] (p - \/5) _y [eﬁm} (p)
et de méme
p—|—1\/§ = L[1] (p+ \/g) =L [6_\/32:} (p)

et on a
[/ e8] () = ¢ [sinh (\/31:)] |

1
F1 (p>:27\/§£ \/g

Donc la fonction originale de Fy est

sinh (\/gx)

N

On peut faire une autre méthode en utilisant la remarque précédente pour a = v/3,
on peut écrire

fi(z) =

V3 .
A (p) = \}3 <192—(?\)/§)2> _ \}gc sinh (V32) | ().

2. Fy(p) = (pja)z.

On sait que

Donc



et on déduit 'originale
fo(z) =€ .

_ P’
3- 13 (P) = G153
On décompose
-1 9
142 4 2

Sachant que l'originale de 1 est la pulsion de Dirac notée 9§ .

On a ) 9
f3 (.T) = (5 (.’L’) — iex -+ 5633:.
4. Fy(p) = Fms.
On peut écrire
+1 p+1i 1 )
Fy(p) = p12 7 122 | T 1)2
(p+3) +1 (p+3) +1 (p+3)
Comme

on a




—5

On remarque que Fjy s’écrit commr

F5 (p) = P> [ pt4 ]—9[(1].

p+42-1 |[(pr4?—1 P21

Comme )
Lleosh ()] () = 57 et Llsinh (1)) (0) =
F(p) = Llcosh(x)](p+4) — 92 [sinh (2)] (p+ 4)
L [e ** cosh (z)] (p) — 9L [e~**sinh (z)] (p).
D"ou
f5 (x) = e (cosh (z) — 9sinh (x)) .

6. F6 (p) = ﬁ

On remarque que

FG(p)—_ngp[ ! ]

p+1

et 1
En utilisant la propriété de dérivation

O L1A () = L) )

ap p - . p
on trouve

Fg (p) = ;L [t-sint] (p).
Donc ;

f6 (t) = 5 sint.

]

Exercise 8 (Proprété de translation) Trouver les originauz de :

F ( ) __ e % F ( ) o ei(%)p F ( ) __ e % + 67(%)17
1\P) = p—17 2P) = p2+p+17 3\P)= p—1 (p+a)2’
1 -5
Fip) = e - Pt ey P
p?+p+1 p?+8p+15 (p2+1)

11



Solution.

On rappélle que la transformée de Laplace de la fonction retardée

f(t—a)H(t—a)—{ g’(t_a)’ pour ¢ > a

pour ¢<a

est
L[f(t—a)H({—a)](p)=ePL[f](p).
L Fi(p) =7
Comme )
1= Lo

o Fi(p)=e L[] (n) = L[ ?H(t - 2)] (p)
d’oi

t—2
fl(t)zetQH(t—Q)_{e , pour t>2

10, pour t<?2

e (3)r

D’abord, on cherche la fonction f originale de m puis on déduit f2 Uoriginale de F5.

En effet, on remarque que
3
L 1 1 \/ZE [sin <\/§t>
2oL 1 2l 12 3| V=2 N
p°+p+1 3 (p + %) + % 3 4
2 1 3
= —L|e 2tsin \/715
el ()]

est

(r2)

cela signifie que loriginale f de m

f(t) = 2\3/§e_5tsin <\/§t>

et on déduit que loriginale de F5 est

uft) = 220D sin (ﬁ (i- ;)) n(i-1).



3. F3 (p) =¢

On a vu que

donc

p+1 p—5

= P _ —2p P —3p
L PP = e’ st T Gre©

p+1 p—5 ot p
P2 +p+1° p*+8p+15 (P2+1)*

D’abord, on va déterminer les originaux

D’aprés ’exercice 7,

p—>5 P
ou
f5(t) = e * (cosh (t) — 9sinh (t)) et fo(t) = = sint.
De plus,
p+1 p+i N V3 3
= 2 2
Prrtl o ()t 3 (pra) +
= L |e 2! (cos (?t) + ?sin (éﬁ >>]
donc l'originale f de p'}f;;lﬂ est

Par conséquent, la fonction originale de Fy est

fat) = fE =D H(t = 1) = f5 (t =2) H(t = 2) + fo(t = 3)H(t = 3).

13



Exercise 9 (Proprété de I'intégration) Trouver les images ( transformée de Laplace)
des fonctions :

—azx —bx

fl(x> = % fg(l') = % fg(l') — % f4(.’L‘) _ 1—C0;(wm)

Solution.

Rappelons que

L fi(e) =22,

(0.9]

PEESY

+oo
L[sinz] (X)d\ = /

[
| —|
2.
SHR=
8
| IS
I
IR S—
+
8

— arctan p = arctan —.
p

2. fo(x) = sinhe,

L{Sinhﬂ (p) = A+m£[sinhx] ()\)dA:/p+oo);.i1d)\

= In,/——.

L{e—ax;e_bx} (p) = /;OOE[e“"”—eb’”}()\)d)\:/joo[)\ia—)\ib]w\

4. f4($) _ 1—COS(UJJ?).

HES U A S DI
I VP2 e

1 A
L\ a /\Q—i—w?} X

hS]
hS]

14



Exercise 10 (Produit de convolution) En utilisant la transformée de Laplace trou-

ver la fonction inconnue f telle que:

/Ox f(t)cos(z —t) dt = f'(z) avec f(0)=1,

/Om(x—t)Qf(t) dt = 2[f(x) - a].

Solution.

On rappelle que le produit de convolution de deux fonctions f, g notée f * g est une

fonction définie comme suit
x
(F+9) (@) = [ F(o)gla 1) a
0
et ayant les propriétés suivantes
f*g=gx*f (commutativité)

et
L[f=gl(p)=L[f](p)-L]g](p)-

1. Resolvons 1’équation

avec

Posons ¢(t) = cost.
L’équation (1) est équivalente a ’équation suivante

(fxg) (@) = f'().

(2)

En composant les deux membres de I’éqution (2) par la transformée de Laplace £ et

en appliquant la propriété (x) on obtient

LIf1(p).Llgl(p)=LIf*gl(p)=L[f'] (D).

15



La propriété de dérivation suivante

L[f'] (p) =pLIf] (p) — f(0)

entraine
Lf1(p)-Lg] (p) =pL[f](p) — F(0)
avec »
Lcosz| (p) = T et f(0)=1.
Donc

CpP+l 11

L[f](p) 7 —E‘FE‘

Par conséquent, la solution f est loriginale de la fraction rationnelle % + [% qui est

flz)=1+ %xQ.

2. Maintenant, on va resoudre ’équation

| @0 ) dt =210 - a)..

Posons g(z) = x2.

On a
(@) @) = [ =07 50 dt=211(0) - o
donc
Llgl(p) -L1f1(p) = Lg= fI(p) =2[L[f](p) — L[z] (p)] =2 [ﬁ 1] (p) — pé] ,

et avec 5

L[] (p) = L [2%] (p) = 5
on trouve ’

LU0 = =



Donc la solution f est 'originale de la fraction rationnelle

La Décomposition de F' en éléments simples dans R [X] est

Flp) = P _1/3 1( p—1 >

P+p+1)(p-1) p—1 3\pPP+p+1
Donc 1 1
f= gfl - §f2
ou f1 est 'originale de p%?) qui vaut
fi(z) = €.

1l reste a déterminer "originale fo de

_p=1
pPP4+p+1
En fait
p=1  _ _pty g V32
2 o 1\2 3 1\2 3
et (p+3)" +3 (p+32)" +1
3 1 3 1
= L COS\/;J} <p+2)—\/§£ sin 1 <p+2>
3 3
= ﬁ[e_éxCOS\/;l‘ (p) — V3L [e_%””sin 4:5] (p)
Donc

fa(z) = e 2" (cos \/i —V/3sin \/§$>
f(z) = éeBx - ée_%x (cos \/ix —V/3sin \/i:ﬂ) .

Exercise 11 En utilisant le produit de convolution trouver les originaur de:

et ainsi on a

1. Fi(p) = mv 2. F>(p) = mv 3. F3(p) = erom remy» W+ Q2 #£0.

17



Solution.

1. Fi(p) = (p+14)4.

On ecrit F; comme produit

Fi(p) =

donc l'originale de Fj est

Ay = et (Gaen) = [feen (Leee) a
2 0 2

2. %(p) = Gropern-
On a

1 1
B e
= L [6_4“”] (p) .Lsinz] (p)
= L[e*xsinz] (p)

donc l'originale de F5 est

x
folx) = e xsing = / e 4@ gin¢ dt
0

€4x/xe4tsintdt— 1+e4$(4sinx—cosx).
0 17

On peut supposer que ) # 0 et on écrit
P 1

(P +w?) (p* + Q)

= L]cos (wx)](p).L [Sll sin (Qx)] (p)
1

= ﬁﬁ [cos (wz) * sin (Qx)] (p)

Fs(p) =

18



d’ou
fa(x) = %cos (wx) *sin (Qz) = (12/0 cos (w (x —t)) .sin () dt.

En utilisant la relation trigonométrique

1
cosa.sinb = 5 [sin (a + b) — sin (a — b)]

fo(z) = % Om fsin (W — (w0 — Q) ) — sin (wz — (w + Q) )] dt
_cos (Qz) — cos (wx)
2 :
| ]

Exercise 12 Trouver la solution des équations différentielles :

1. y' —y=sin2z, y(0)=1 ety (0
229" +2 +y=e", y(0)=1ety
3. 2y +2y +2y=0, y(0)=1ety
4.

9z _
{ i z + by bel que { x(O

Solution.
1. On cherche la fonction y(z) solution de 'équation différentielle

y" —y = sin 2z, (1)

avec les conditions initiales
y(0) =1 et y/(0) = —1.

On compose les deux membre de I’équation (1) par la transformée de Laplace £ on trouve

L[y"] (v) = L1y] (p) = L[sin22] (p) = oL (*)
On pose Y = L[y].
En utilisant la propriété de dérivation

L[y"] (p) =p*Y (p) — py(0) — ¥/ (0)

et les conditions
y(0) =1 et y'(0) = -1

19



Péquation () devient

et cela donne
1 2

Y=gt P -1 @ +4)

La solution y de I’équation différentielle (1) est l'originale de la fraction rationnelle Y (p) .

On peut écrire
1 2 1 1
Y = - -
») p+1+5<p2—1 p2+4>

_ [e—x + % (sinhx _ %sin (2:5))] ().

Par conséquent, la solution de I’équation différentielle (1) est
—z, 2. L.
ylz) =e "+ 5 sinhx — 5 sin (2z).

2. On cherche la fonction y(x) solution de I’équation différentielle (2) suivante

y'+2y +y=e"", y(0)=1lety(0)=0. (2)

Posons Y = L [y]. On a

cly)+oely) + Ll = £fe] = L =)
L[y"] (p) =p°Y (p) —py (0) =y (0) =p*Y (p) —p
et
L] (p)=pY (p) —y(0)=pY (p) — 1.

Donc I'équation (xx) devient

(pQY(p)_p)+2(pY(p)_1)_‘_y:7

et cela donne
p+2 1
5 + 3
(p+1)° (»+1)
1 n 1 n 1
P+l (p+1)* (p+1)°

= L[e ] (p)+ L [ze "] (p) + éﬁ (%] (p).

20



D’ou

oy = (154 2).

3. On considére le probléme suivant

2y + 2y +2y=0, y(0)=1ety(0)=0.

IOn cherche la solution non nulle de I’équation (3).
On a

Llzy"] +2L [y + L[zy] = L]0] = 0.
En utilisant la propriété de dérivation suivante

Llaf)(0) = 3 L1 )

I'équation (* * %) devient

et cela entraine

0
Op

et on obtient une équation du premier ordre suivant

P _1
ZY (p) =
Op (p) p?+1
Donc
Clay)(0) = 2 (p) = - = —£[sina]
—L [z = — = = —L[sinz
R A |
d’o1 la solution )
($):: sinax
y T

4. Maintenant on va considérer le systéme d’équations différentielles suivant

sy

oz
=z +5y { z(0) =1
tel que
{at=x—3y w0 =2

Posons

~ Y () —p) 200 (p) — 1) - ;pwp) 0

(***)



Pour résoudre ce systéme on compose d’abord les deux membres de chacune de ces
équations par £ et on obtient

{pX@)

~1= (0)=L[%] =X +5Y
pY (p) =2 =

;mzﬁﬁﬂzxwf

pX (p) -
pY (p) —
D’ou le systéme algébrique

{(p—DXWM—5Y=1
- X+(p+3)Y =2

qui a comme solution

13

X (p) = p2p+—gp,8
2p—1

Y (p) = p2f2p—8

Maintenant, on cherche les originaux z et y des fractions rationnelles X et Y.

On a 13 . ,
_ _Pp — p
X(p) = P°+2p—8 = (p+1)>-9 + 4'(1?—&-1)2—9
Y( ) — 21 9 ptl 3
P)= 5338 = “ 11’9 (pr1)°—9

Donc la solution du systéme d’équations différentielles (.S) est

{ z(t) = e~ ! (cosh (3t) + 4 sinh (3t))
y(t) = et (2 cosh (3t) — sinh (3t)) .

22



