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Fonctions Complexes

1.1 Exercices

Exercice 1.1
Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions complexes suivantes :

2) f(2) =222 =3iz b) () =245, ©) [() =1 d) [() =70

©) [(:)=" ) f(2) =2 g) J(2) =™

Exercice 1.2

Trouver les images des axes réel et imaginaire par les transformations :

1
a) w T ) w +Z

Exercice 1.3
Soit S un carré du plan de la variable z de sommets A = (0,0),B = (1,0),C = (1,1) et

D = (0,1). Déterminer le domaine du plan de la variable w transformé de S par

1
a)w=2z"b)w=1+"-.
z

Exercice 1.4

Mettre e* sous la forme u + iv et calculer |e?| dans chacun des cas

11
8) 2 =3+4i, b) z = 2im(1+i), ¢) 2= 2+43mi, d) 2 = .
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1.1. Exercices

Exercice 1.5

Déterminer la partie réelle et imaginaire des quantités suivantes :
—Tz 22 1 23
a) f(z)=e™, b) f(z)=¢", ¢c) f(2)=e=, d) f(z) =¢.

Exercice 1.6
Etablir que

21 _ .
a) 272 — €z17227 b) ez — ez7 C) ‘ezz‘ — eflmz, d) ‘62 _ 1| < 6'2‘ —1< |Z|€‘Z|.

Exercice 1.7
Déterminer toutes les valeurs de z telles que
a) ¢* est un réel b) |e | < 1.
Exercice 1.8
Résoudre dans le plan complexe les équations
a)e*=1 b)e*=4+3i, c) e =0, d) e =-2.

Exercice 1.9

Mettre sous la forme u + v les nombres suivants

a)sm(%ﬂ),b)Sh(3+4@,c)(Hﬂ3+~h),d)sm(ww,e)(ns<g——w0.

Exercice 1.10

Montrer que

a) Chz = Chxcosy+ iShzsiny, b) Shz = Shzcosy+iChzsiny,

c) Ch(z; + 22) =Chz Chzy 4+ Shz; Shzy, d) Sh(z; + 23) = Shz; Ch zg + Ch 21 Sh 2o,
e) Ch’z—Sh?z =1, f) Ch?z 4 Sh?z = Ch(2z).

Exercice 1.11

Montrer que pour tout z, zg € C :
a) cosz =Co8zy < z = 29+ 2km ou z = —zy + 2km, k € Z,
b) sinz =sinzyg <= 2z =2y + 2km ou z =7 — 29 + 2km, k € Z,
T
c) cosz:0<:>zz§[7r],

d) sinz =0<= z=0]n].



1.1. Exercices

Exercice 1.12

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) sinz =100, b) Chz=0, ¢c) Shz=0, d) Chz=—1.

Exercice 1.13

Montrer que toutes les racines des équations sinz = a et cosz = a ou —1 < a < 1, sont

réelles.

Exercice 1.14

Montrer que pour tout z = x + 1y
a) [Shy| <|cosz| <|Chy|, b) |Shy| <|sinz| < |Chy].
Que peut-on en conclure ?

Exercice 1.15

Déterminer tout les points z de C qui vérifie |cos z| < 1.

Exercice 1.16

Déterminer les valeurs de Log z dans chacun des cas, ou Log désigne la détermination principale

du logarithme :

a)z=—11,b)z=4+4+4i, ¢c) z=4—4i, d) z=1=+1, e) z =ei.

Exercice 1.17

Déterminer toutes les valeurs de Log z dans les cas suivants :
a)z=e,b)z=1¢c)z=-7,d) z=¢" e) z=4+3i.

Puis montrer que 'ensemble des valeurs de Log (i%) est différent de ’ensemble des valeurs de

2 Log (7).

Exercice 1.18

Résoudre les équations suivantes :

a) Logz:—ig, b) Logz =4 —3i, ¢) Logz = e — mi.

Exercice 1.19

Trouver la valeur principale de

a) (1+4)"", b) (1—9)"", c)iz, d) (-1)>7", e) (3+44)7.
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1.2. Solutions

1.2 Solutions

Exercice 1.1

Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions complexes suivantes :

a) f(z) = 2:2 — 3iz, b) f(z):z+§, o) f(z) = 1_; d) f(z) =% — iz,

e) f(2) =2 B) f(2) =4, g) f(2) = %™

Solution.

a) On a z =z + 1y alors

f(2)=2(x+iy)® - 3i (v +iy) = 22° + dizy — 2y* — iz + 3y

= 22 — 2y + 3y + i (4ay — 3x).

Donc Re (f (2)) = 22% — 2y* + 3y et Im (f (2)) = 4ay — 3u.

1
b Z2)=z4+—-=x+1iy+ —.
) FE)=rt ma iyt
Pour écrire un quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique u + iv, on multiplie

et on divise par le conjugué du dénominateur.

flo)=atiyr—2W Ly 2T Ty Y
Z) =X 7 =X 7 =X ] — .
Y (z +1y) (x —iy) Y x? 4 y? x? +y? Y x? 4 y?
l—z l-—z—iy (Q-z—iy)(l+a—1y) 1-2>—y* = =2y

c) f(2)

= = = , - = i .
l+z l4az+iy (Q4+z+iy)(I+z—iy) Q+z)’+12 (1+z)7+12

d) f(2) =7—iz% = a—iy—i (x + iy)* = z—iy—i (2% — y? + 2ixy) = c+2zy+i (y° — 22 — ).

e) f(z)=

zZ_ (@) -y (“2uy)

ISR

= —— = 1 .
z |Z|2 $2+y2 x2+y2 x2+y2

f) En écrivant z sous forme polaire z = re®*2k™ L ¢ 7, alors

f(2) = 23 — (rei(9+2k7f))% — \/Fei(g+k”) = /7 cos (g + km) + i4/7 sin <§ + kw) .

g) f(2) = 22 = (z +iy)” 2+ = (22 — 12 4 izy) e (cos (2y) + isin (2y))
= ((z* — y?) cos (2y) — 2xysin (2y)) €2* +i ((z* — y?) sin (2y) + 2xy cos (2y)) €.



1.2. Solutions

Exercice 1.2

Trouver les images des axes réel et imaginaire par les transformations :

Solution.

a)

e [’équation paramétrique de I'axe des réels est y = 0 ou z = x avec x € R, alors

z+1 x+1
= = R\ {1}.
w=—7=_—JreR\{l}
En tenant compte de w = u + iv, les équations paramétriques de la courbe image sont
1
u="= i 1T € R\ {1} et v = 0. Lorsque x varie en R\ {1} on obtient dans le plan de la
x R
variable w, l'axe des réels v = 0 a I'exception du point (1,0) car pour tout u € R\ {1} il
. . r+1
existe x = solution de u = .
u—1 r—1
z+1
Y w = v
z—1

_—

- o

x u

(0]

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

e [’équation paramétrique de I'axe des imaginaires est x = 0 ou z = iy avec y € R, alors

z+1 wy+1l -1 (—2y)
z—1 dy—1 y2+1 y2+1

t*—1 —2t

7 U = Y
2+1 t2+1
éliminant ¢ entre ces deux équations, on trouve u? + v? = 1, qui est une équation dun

Les équations paramétriques de la courbe image sont u = t € R. En

bt



1.2. Solutions

cercle de centre origine et de rayon 1.

z+1
z—1

N SN /—\

Y w =

e
N

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

b)

e Les points z = x + iy dans 'axe des réels correspondent a y = 0 ou 2 = x avec x € R,
alors

1
w=1+—-=1+ —,x € R*. Lorsque x varie en R* on obtient dans le plan de la variable
z x

1
w, 'ensemble {u,u € |—o00, 1[U]1, +o0[} car I’équation 1 + — = u admet une solution
x

1
x = 7 lorsque u # 1.

/UO

T i’ U

AN

o
4

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

e [’axe des imaginaires correspond a x = 0 ou z = 1y avec y € R, alors

1 1 1 «
w=1+-=14+—=1—1i—,y € R".
z 1y Y
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1.2. Solutions

Lorsque y varie en R* on obtient dans le plan de la variable w, la droite u = 1 exempté le

1 -1
point (1,0) car pour tout v € R I"équation —— = v admet une solution y = — si v # 0.
v

1
Yy w:1+— v
Z

_—

oD
ol

Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

Exercice 1.3

Soit S un carré du plan de la variable z de sommets A = (0,0), B = (1,0),C = (1,1) et

D = (0,1). Déterminer le domaine du plan de la variable w transformé de S par

1
a)w==z" b)w=1+-.
z

Solution.

Le segment de droite reliant deux points complexes zy et z; est 'ensemble des points
{zeC / z=(1—t)z+1tz, t€[0,1]}.

Les équations paramétriques des segments de droites [AB],[BC],[CD] est [DA] sont, respec-
tivement, z =t,z=1+4it,z=1—t+iet z=(1—t)iavect € [0,1].

a) Les courbes transformées par w = 2% de ces segments de droites ont pour équations, respec-
tivement, w = t>,w =1 — t> + 2it,w = t> — 2t + (2 — 2t)i et w = — (1 — t)* avec t € [0,1].
En tenant compte de w = u + ‘v, les équations paramétriques des courbes images sont, respec-

tivement,

{u:tQ,v:(]},{u:1—t2,v:2t},{u:t2—2t,v:2—2t} et {u:—(l—t)2,v:O}



1.2. Solutions

avec t € [0,1]. En éliminant ¢ entre u et v, on trouve, respectivement, les courbes

{(u,0),u € (0,1}, {u=1-20*ve[0,2]},{u=1v"—-1,0€[0,2]} et {(u,0),ue[-1,0]}.

Y v
w = 2?
— T
D C
A B x u
Plan de la variable z = x + 1y Plan de la variable w = u + v

1
b) Les courbes transformées par w = 1+ — des segments de droites [AB], [BC],[CD] est [DA]
z

ont pour équations, respectivement,

1 242 ot (1—tP+(1-t)+1 1 1
w=14+-w= 5 —i ,W = 5 —1 5 etw=1-—1
t 24+1 2+1 (1—1)°+1 (1—1)°+1 (1-1)

avec t € [0,1]. En tenant compte de w = u+iv, les équations paramétriques des courbes images

sont, respectivement,

_ 1, _ 242, —t _ A=’ +-p41 1
{u =1l+40= 0} ’ {u V= t2+1} ’ {u B (1—t)2+1}

et {u=1,0=:L} avecte[0,1].

e La courbe {u =1+ %, v = O} , t € ]0,1] représente la demi droite {u > 2,v = 0}.

242 . —t
U= tQH} on trouve

U 3 2—1—1)2 1aecu€ 32
PR _ = V i
2 4 277

qui est un arc d’un cercle.

e En éliminant ¢ entre u et v dans {u =

a-*+a-t+1 . 1
a—t24+1 7 T (1-t)?+1

e En éliminant ¢ entre v et v dans {u = } on trouve

2 1 2_1 3
(u—1) +<v+§) = avecue 1,5 ,

qui est aussi un arc d'un cercle.



1.2. Solutions

e La courbe {u=1,0= L} t€[0,1] représente la demi droite {u = 1,v € |—c0

y w = + ; v
D C
A B z
Plan de la variable z = x + iy Plan de la variable w = u + v

Exercice 1.4

1]}

Mettre e* sous la forme u + iv et calculer |e?| dans chacun des cas

1
a) z=3+4i, b) z=2ir(1+1i), ¢) z =2+ 3i, d)z:Tﬂi.

Solution.

Par définition e* = e” (cosy + isiny) ou z = x+iy. Donc |e*| = |e* (cosy + isiny)| =

a) 3 = ¢3 (cos4 +isind) = €3 cosd +iedsin4 et [e3T] = 3.
b) 62@'7r(1—i—i) — e 2mt2im _ 2 (COS (27?') + ¢sin (27T)) — 727 ot }622'#(1-1-1')} — 27,

c) €237 = ¢e% (cos (3m) + isin (3m)) = —e? et |23 | = €2

d) e2 = ¢ (cos (1) +isin (UT)) = —iet |e27| = 1.

Exercice 1.5

T

e.

Déterminer la partie réelle et imaginaire des quantités suivantes :

a) f(z)=e™, b) f(2) =€, c) f(z)=e%, d) f(2) =¢




1.2. Solutions

Solution.

a) f(z2) =e ™ = e @) = ¢TI — =TT (cos (1Y) — isin (7y))

™ gin (my) ,

= e ™ cos (my) — ie”

b) f(2) = e = el@tin)® = 2w’ +idey — 2" o5 (2y) + ie” ¥ sin (22y)

T—1iy T

1 _1 R —] z JR—
_ = . _ P 3 — 2 2 2 2 2 2 Yy 2 2 o1 Yy
) f(z) =er =ertw = eTrwe-w = e+ P2 = e+ cos (Ty> et sin (T;;) ’

d) On a 2* = (z +1iy)® = 2 — 3z + i (32%y — ) . Alors

=" ¥ cos (32%y — y) +ie” PV sin (32%y — 7).

f(z)=¢

Exercice 1.6

Etablir que

a) — = €72, b) & = ¢, c) }eizl — ¢ Imz d) [e* —1| < el — 1< |Z|€|Z|.

Solution.

a) Par définition e* = e” (cosy +isiny) ou z = x + iy. Donc si z; = z1 + iy; et 25 = x9 + 1Yo,
alors

et e (cosyy+isiny;) . (cosy; +isiny;)(cosy, —isinys)
_— = €
e e (cosys +isinys) (cosya + isinys) (cosys — isinys)
COS Y1 COS Yo + Sin y; Sin Yo + 7 (cos Yo sin y; — cos Yy sin yo)

cos? y + sin o

T1—x
= P17 T2

Comme cos 1 cos Yz + sinyy sinys = cos (Y1 — ya), COS Y2 Siny; — cosyy sinys = sin (y; — y2) et

cos? yy + sin®y, = 1, alors

21

€ _ .. _ (1 —
= e (cos (g — ) - sin (g — ) = €O
— ew1+iy1*(932+iy2)
=172,

b) e =e?(cosy+isiny) = e (cosy —isiny) = e” (cos (—y) + isin (—y))

= oY) = %,

10



1.2. Solutions

c) [e”?| = |e'@tW)| = |e7v | = |e7¥ (cosx + isinz)| = e7¥ (cos® ¥ + sin®x) = eV = e~ M2,

d) Nous verrons plus tard que la fonction exponentielle complexe e* est définie en étendant la

série de Taylor de e” a partir de valeurs réelles de = a des valeurs complexes :

22 28 A IX
¢ :””WWW-":ZOH
Alors
22 2B A
e —1:2‘—}-5—’—54—@—}-....

En prenant la valeur absolue (module) de cette identité et en appliquant I'inégalité triangulaire

|21 + 22| < |z1| + |22], nous obtenons

. K N Els B
Ainsi
2 3 4
el —1 = |+|| T
2! 3! 4!
2 3 4
<||_|_|_|_|_ﬁ+|_|_|_
- 1! 2! 3!
2 3
= |z| 1+|z|+ﬁ+ﬁ+
2! 3

= |z| el

Exercice 1.7

Déterminer toutes les valeurs de z telles que

a) e® est un réel b) [e7*| < 1.

Solution. Y
y=3r
a) Par définition e* = e”cosy + ie*siny ou z = y =21
x +1y. Donc la partie imaginaire de e* s’annule y=m
si e’siny = 0, ce qui est équivalent a siny = 0 >
car ¢* > 0. D'ou y = km, k € Z. Alors e est y=-m
un réel si et seulement si z = x + ikmw, k € Z, y=—2m
qui sont des droites y = kw, k € Z, paralleles a y =3

laxe des z.

11



1.2. Solutions

b)On ae® =e *cosy —ie “siny. Donc |e ?| = y
e . Alors |e7?| < 1 est équivalent & e™* < 1
ou bien x > 0. D’ou les valeurs de z vérifiant >0

le=#| < 1 sont situés dans le demi-plan a droite

delaxedesy: {z=2+1dy / = >0}. Dansla

figure ci-contre, c’est la partie hachurée.

Exercice 1.8

Résoudre dans le plan complexe les équations

a)e*=1,b)e*=4+3i, c)e* =0, d) e =-2.

Solution.

a) Si e* = e"cosy + iesiny = 1, alors on a les deux équations e* cosy = 1 et e siny = 0.
Puisque e* > 0, on aura siny = 0 ce qui implique que y = k7, k € Z. Donc la premiere équation

devient

1 1
e” cos (km) =1 ou bien e = cos (o) = COy = (—1)".

Ceci est possible seulement si k& est un nombre pair. Dans ce cas x = 0. Alors les racines de

I'équation e* = 1 sont 2z, =i (2k) 7, k € Z.

Autre méthode. Siw = e* on a z = Logw. On obtient alors z = Logw, et donc

z=In|l|+iarg (1) =0+1i(0+2knr) =i (2k) 7w, k € Z.

b) L’équation e* = e”cosy + ie”siny = 4 + 3i est équivalente a e”cosy = 4 et e*siny = 3.
En prenant le carré des deux dernieres équations et en les additionnant, on obtient e** =
4% + 3% = 25 ou bien e = 5, ce qui donne x = In5. Encore une fois en réarrangeant ces
équations, on obtient tgy = %, ce qui donne y = Arctg (%) + km,k € Z. D’ou les solutions sont

z :1n5+i(Arctg (%) —|—2k:7r) k€.

Autre méthode. e* = 4 + 3i implique

3
z=Log(4+3i) =In|4+3i| +iarg (4 +3i) =In5+1 <Arctg (Z) +2k7r) ke Z.

12



1.2. Solutions

¢) L’équation e* = 0 n’admet pas de solutions car e” cosy = 0 et e*siny = 0, ce qui implique
que cosy = siny = 0 et ceci n’est pas possible.

d) L’équation e* = —2 implique z = Log (—2) = In|-2| + iarg(—2) = In2 + i (7 + 2km) avec
k dans Z.

Exercice 1.9

Mettre sous la forme u + 7v les nombres suivants

a) sin (27i), b) Sh(3+4i), ¢) Ch(3+4i), d) sin(mi), e) cos (g —m').

Solution.
[ ¥-1 27 __ 27 2r 2w
a) Par définition sin z = € Alorssin (2mi) = ‘ —© S & —isSh (2m).
21 21 2
b) On a Shz = %. Donc
Sh (3 + 47) = edtdi _ o34 _ e?cosd +iedsind — e 3 cosd + ie ?sin4
2 2

= Sh3cos4 +iCh3sin4.

c) Ona Chz = %. Donc
Ch (3 + 4i) = e3 T4 =34 _ e cosd +iedsind 4+ e 3 cos4 — ie 3 sin4
2 2
= Ch3cos4 +iSh3sin4.
ei(wi) _ e—i(wi) e~ — eT eT — e T
d) si ) = = =3 =4 Sh (7).
) sin (7) 5 % L i Sh ()
iz —iz
e) Par définition cos z = %. Alors
<7r ) elatm 4 eigT e™ cos g + 1€” sin g + e ™ cos g — e " sin g
cos(——mi) = —
2 2 2
_ e —we iSh .

13



1.2. Solutions

Exercice 1.10

Montrer que

a) Chz=Chxcosy+iShzsiny,
c) Ch(z; + 2z2) = Chz; Ch 2z + Sh z; Sh 2y,

e) Ch’z —Sh*z =1,

b) Shz = Shzcosy +iChzsiny,
d) Sh(z; + 22) = Shz; Ch z5 + Ch z; Sh 29,

f) Ch?z + Sh?z = Ch (22).

Solution.
a)OnaChz= exe’ Donc
Cha = et 4 emTw _ ecosy +ie”siny +e " cosy —ie " siny
2 2
= Chxcosy+¢Shxsiny.
z__ o=z
b) On a Shz = %. Donc

ex-i—iy _ e—x—iy

Shz =

e’ cosy +ie’siny — e *cosy +ie"siny

2
= Shzcosy +i¢Chasiny.

€Z1+22 + e F1—22

2

c) On a Ch (2 + 2z2) = 5 . Comme e17%2 = e*1¢*2 alors
e*le?2 e Flef 2 efle® + e FlefT2 efle®2 e RleR T2
Ch (Zl + 22) = =
2 4 4
62’1 622 _|_ 621 6_Z2 _|_ 6—21 622 _|_ G_Zl BZ—Z 621 €Z2 _ ezl 6—22 _ e—zl 622 _|_ 6—21 62_2
n 4 4
el +e 1 e? +e %2 . et —e 7 e —e 2
2 2 2 2
== Cth ChZQ + Sth Sh 29.
d) On a
efle?2 — g F1eF 2 efle?2 — eTFlefFT2 efleR2 — T RleR T2
Sh (Zl + 22) = =
2 4 4
efle®? 4 efle™%2 — eTF1e*2 — T RleET2 e*le®2 — efle™?2  e7Fle®2 — T RleFT2
N 4 4
—e e*2 + e %2 et +e —e

) )

14
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1.2. Solutions

= Sth Cth + Cth ShZz.

e) Si on prend z; = —z9 = z dans 'identité ¢) on trouve Ch0 = Ch z Ch (—z) + Sh z Sh (—=z).
Comme Ch0 = 1, Ch(—2) = Chz et Sh(—z) = — Sh z alors on obtient Ch® z—Sh* z = 1.

f) Si on prend z; = 2, = z dans lidentité c) on trouve Ch (22) = Ch? z + Sh? .

Exercice 1.11

Montrer que pour tout z, zg € C :

a) Cosz = Coszy <= 2z = 29+ 2kmw ou z = —z9 + 2km, k € Z,

b) sinz =sinzy <= z = 2y + 2km ou z = 7w — 29 + 2km, k € Z,
T

c) COSZ:0<:>ZE§[7T],

d) sinz =0<= 2=0]n].

Solution.

eiz e—iz
a) On a cosz = +T Alors

eiz + e—iz eizo + e—izo
2 2
- eiz _ eizo _ e—iZO + e—iz =0

COS 2 = COS 2

= 77 (¥ — iR — i 4 1) = () (en factorisant e~**)
— efiz <€izfizoeiz+iz0 - eiz+iz0 . eizf'izo + 1) — 0 car 622',2 — eizfizoeiquizo
e efiz (61'271'20 _ 1) (eiz+izo _ 1) =0

Puisque e~% ne s’annule pas alors soit e* %0 = 1 soit e***%*° = 1, ce qui donne
iz —izp = Logl =1In|1| +iarg (1) =i (2km) ou iz +izy =i (2km), k € Z.

Dou z = zy + 2km ou 2 = —zg + 2km, k € Z.

15



1.2. Solutions

iz —1z

. —¢€ N
b) On a sinz = — Alors de méme
1
eiz _ e—iz eizo _ e—izo
Sinz =sinzy <— - = -
21 21
— eiz _ eizo + e—izg _ e—iz =0
= e 7 (e — et 4 gliiR 1) = () (en factorisant e~%*)
s efzz (ezzfzzoezz+zz0 _ ezerzzo + ezzfzzo _ 1) — O car esz — ezzfzzoezerzzo
— e—iz (eiz—izo _ 1) (eiz—l-izo + 1) — 0
Puisque e~% ne s’annule pas alors soit e*7%%0 = 1 soit €7 = —1, ce qui donne

iz —izp = 1 (2km) ouiz +izg = Logl =In|-1| +iarg(—1) =i(m + 2km), k € Z.

D’ou

z2=2z9g+2kmouz=m—z + 2km, k €Z.

7r
c) Si on prend zy = 5 dans l'identité a) on trouve

cosz =0 <= z:g+2k7r ou z:—g+2k7r,kEZ
— z:g+k7r,k:€Z
7r
= ZEE[TF].

d) Si on prend zy = 0 dans l'identité b) on trouve

sinz=0 <= z=0+2knouz=7m—0+42km, k€ Z
<~ z=km keZ

— z=0]n].

Exercice 1.12

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) sinz =100, b) Chz=0, ¢c) Shz=0, d) Chz=—1.

Solution.

a) Tout d’abord, nous séparons les parties réelles et imaginaires de la fonction sinz. Nous

avons
. 6iz . efiz ei(a:Jriy) o e*i(eriy) 6fy+ix _ eyfiz
sinz = , = , = ,
21 21 21
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1.2. Solutions

e V(cosx +isinz) —e¥(cosx —isinz) (e ¥ —eY)cosx n i(e¥V+eY)sina

B 2i B 2i 2i
e¥—eY +ey+e*y )
=j——cosr+ ———sinz
2 2
= Chysinz + ¢ Shycosz.

Alors sin z = 100 entraine Ch y sinz = 100 et Shy cosx = 0. Donc d’apres la deuxieme équation

s
soit y =0 ou x = 5 + km, k € Z. En remplagant dans la premiere équation on obtient
y=0et sinz =100

ou

100 100
x:z+k‘7r,k:EZ et Chy = = = -
2 sin <§ +l€7r> (1)

Le premier cas n’est pas possible car |sin x| < 1. Dans le deuxiéme cas k soit pair car Chy > 1.

D’ou les racines cherchées sont

2= g + 2k + i Argeh (100), k € Z.

Autre méthode. D’apres l'exercice précédent 1.11, si on prend zy = g + i Argch (100) , on
trouve

z:g+iArgCh(1OO)+2k7r ouz:w—g—iArgch(100)+2k7r, kelZ

b) D’apres 'exercice 1.10, Chz = Chzcosy + iShxsiny. Donc l'équation Chz = 0 est
équivalente a Chxcosy = 0 et Shaxsiny = 0.

Si Shx =0, i.e. x =0, on aura
™
cosy=0 = y:§—|—k‘7r, kelZ.

Sisiny =0 i.e. y=km,k € Z, on obtient Chz cos (km) = 0 ce qui n’est pas possible.

Alors, les racines de I’équation Ch z = 0 sont

zk:i<g+k7r>, ke Z.

z —Zz

Autre méthode. Chz = (0 < % =0 <= e?* = —1. Alors
2z =Log(—1) =In|-1| +iarg(—1) =i(r + 2kn), k € Z.

ou bien

zk:i<g+k‘7r>, keZ.
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1.2. Solutions

c) D’aprés lexercice 1.10, Shz = Shxzcosy + i Chzsiny. Donc I'équation Shz = 0 est
équivalente a Shxcosy =0 et Chasiny = 0.

Si Shz =0, i.e. x =0, on aura
siny=0 = y=kFkm keZ.

Sicosy=01ie y= g + km, k € Z, on obtient Ch x sin <g + kw) = 0 ce qui n’est pas possible.

Alors, les racines de ’équation Sh z = 0 sont

2z = thkmw, k€ Z.

z —Zz

Autre méthode. Shz = () < % =0 <= e?*=1. Alors

2z=Logl=In|l|+iarg(l) =i (2km), k € Z.

ou bien

2z, = ikm, k€ Z.

d) On a Chz = Chzcosy + iShzsiny. Donc I'équation Chz = —1 est équivalente a
Chzcosy = —1et Shasiny = 0.

Si Shx =0, i.e. x =0, on aura
cosy=—1 = y=n+2km kel

Sisiny =0 i.e. y=kn, k€ Z, on obtient

- _ —1 _ —1 _(_1\kH1
Chzcos (kn) = —1 = Chz = cos (k) (21 =(-1)

ce qui donne x = 0 dans le cas k impair et aucun x si k pair.

Alors, les racines de I'équation Ch z = —1 sont
2z, = i (m + 2km) avec k € Z.

Autre méthode. Chz = —1 — ere” = ] < €

5 ) (e* +1)> = 0. Alors ¢ = —1 et

donc

z="Log(—1)=In|-1|+iarg(—1) =i(m + 2km), k € Z.

Exercice 1.13

Montrer que toutes les racines des équations sinz = a et cosz =a ou —1 < a < 1, sont

réelles.
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1.2. Solutions

Solution.

eiz _ e—iz
21

quadratique en e”*. En la résolvant on obtient

e = +v/1 — a2 + ia.

L’équation sin z = = a est équivalente a (€"*)” — 2iae” — 1 = 0, qui est une équation

Donc
iz = Log (i\/l Iy z'a) —In ‘i\/l — @ + ia| + i arg <i\/1 pe m) .
Comme a € [—1,1], alors In ‘j:\/l —a?+ z’a| =Inl=0, donc

z:arg<i\/1—a2+m) € R.

eiz + e—iz

5 = a est équivalente a (ei'z)2 — 2ae”* +1 = 0, ce qui

De méme I’équation cosz =

donne
e” =a+iv1— a2
Comme précédemment In ‘a +iv1— az‘ =Inl =0 cara€ [-1,1], donc

1
z = - Log (aj:i\/l—a2> = arg <aj:i\/1—a2> eR.
i

Que peut-on en conclure ?

Exercice 1.14

Montrer que pour tout z = x + 1y

a) [Shy| <|cosz| <|Chy|, b) |Shy| <|sinz| < |Chy].

Solution.

Nous pouvons calculer le module d’un nombre complexe w, soit par définition en identifiant ses
. , . . . s, 2 __
parties réelles et imaginaires ou par la propriété |w|” = ww.

. 12 .
Nous allons utiliser la propriété |w|” = ww ici.

a) On a

) etz + e~z e iZ + ez ei(sz) + 6i(z+2) + 6fi(z+2) + efi(sz)
|cos z|” = cos zCos Z = = :
2 2 4
Puisque z —Z = 21y et 2 +Z = 2z, on aura

6—2y + 627290 + 6—21'30 + €2y B 1 e?y + €—2y N 621':(: + 6—27290
4 2 2 2

|cos z|” =
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1.2. Solutions

(Ch (2y) + cos (22)) .

N —

Par les transformations Ch (2y) = 2Ch*y — 1 et cos (2z) = 1 — 2sin®z, on obtient la rela-
tion

|cos z|* = (2Ch*y — 1+ 1 —2sin’z) = Ch’y — sin® z.

1
2
Comme —1 < —sin?z < 0, alors Sh? Yy = Ch2y — 1 < Ch? Yy — sin? z < Ch? y. D’ou le résultat

demandé
|Shy| < |cosz| < |Chyl.
b) On a
’ . ’2 ‘ ‘ elz _ iz e"iZ _ oiz ei(z—E) _ ei(z—l—z) _ e—i(z-‘rE) + e—i(z—E)
sin z|” = sin zsin z = =
21 -2 4
_ 6—2y _ 622'33 _ €—2ir + e2y _ 1 62y + 6—2y eQix + e—2im
B 4 2 2 2

(Ch (2y) — cos (2z)) .

N —

En utilisant les transformations Ch (2y) = 2Ch®y — 1 et cos (22) = 2cos? z — 1, on trouve

(ZCh2y— 1— (2c082x— 1)) = Ch?y — cos® z.

N | —

|sin z|* =

Comme précédemment —1 < — cos? z < 0 implique que |[Shy| < |sinz| < |Chy].
Nous pouvons conclure des inégalités ci-dessus que les fonctions cos z et sin z ne sont pas bornées

dans le domaine complexe.

Exercice 1.15

Déterminer tout les points z de C qui vérifie |cos z| < 1.

Solution.

D’aprés la solution de exercice précédent 1.14, on a |cos z|> = Ch?y — sin? . Alors |cos z| < 1

si et seulement si
Ch?y —sin?x <1 <= Sh?y =Ch?’y — 1 <sin’x

<= —|sinz| < Shy < [sinz|

<= — Argsh (Jsinz|) <y < Argsh (|sin z|)
Dans la figure ci-dessous, il s’agit de la partie hachurée.
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o s TN SN S

Exercice 1.16

Déterminer les valeurs de Log z dans chacun des cas, ou Log désigne la détermination

principale du logarithme :

a)z=—11,b)z=4+4i, c)z=4—4i,d) z=1+1i, e) z =ei.

Solution.

On rappelle que la fonction z — Log z, z # 0 est une fonction multiforme définie par

Logz=1In|z| +iargz

=lIn|z| +i(Argz+ 2km), k€ Z, on — 7w < Argz <.
La détermination principale ou valeur principale de Log z est souvent définie par

Logz=1In|z|+iArgz, ot —7 <Argz<moul<Argz < 27.
a) On a Log (—11) = In|11| + i Arg (—11) = In11 +im.

b) Log (4 + 4i) = In |4 + 4| + i Arg (4 + 4i) = 2In 2 4 iZ.
c) Log (4 —4i) =In |4 — 4| + i Arg (4 — 41) = 3In2 — i%.

d) Log(l—i)=1In|l—i|+iArg(l —14)=1In2—iF,

Log(1+i) =In|l +i[+iArg (1 +i) =In2 447,
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1.2. Solutions

e) Log (ei) = In |ei| + i Arg (ei) = 1 + 5.

Exercice 1.17

Déterminer toutes les valeurs de Log z dans les cas suivants :
a)z=e b)z=1¢)z2=-7,d) z=¢', e) 2 =4+ 3i.

Puis montrer que 'ensemble des valeurs de Log (i2) est différent de I’ensemble des valeurs

de 2 Log (7).

Solution.

a) Log (e) =1Inle| +iarg (e) = 1 + 2ikm, k € Z.
b) Log (1) = In|1| +iarg (1) = 2ikm, k € Z.
c) Log (=7) =In|-7|+iarg(=7) =In7+i (7 + 2kn) , k € Z.
d) Log (¢') =In|e’| +iarg(e') =Inl+i(1+2kw) =i (1+ 2km), k € Z.
e) Log (4 + 3i) = In |4 + 3i| + iarg (4 4 3i) = In5 + i (Arctg (3) + 2kn) .k € Z.
En ce qui concerne la deuxieme partie de 1’exercice, on a
Log (i*) = Log (—1) = In|-1] +iarg (—1) =i (7 + 2k7) .k € Z

et
. . . . (T .
2Log (i) =2(In|i| +iarg (i) = 2i <§ +2k:7r> =i (m+ 4km) , k € Z.

Notons que 'ensemble des valeurs de 2 Log (i) est strictement inclus dans I’ensemble des valeurs

de Log (i%).

Exercice 1.18

Résoudre les équations suivantes :

a) Logzz—ig, b) Logz=4—3i, c) Logz =e — mi.

Solution.
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On rappelle que la fonction z +— Logz, z # 0 est définie comme l'inverse de la fonction

exponentielle e* : Logz = w <= 2z = ¢e". Alors
a) z =e "2 = cos (—%) + isin (—%) = —1i.
b) z = '3 = ¢* (cos (—3) +isin (—3)) = e* cos 3 — iet sin 3.

c) z=e =¢°(cos (—m) +isin(—7)) = —e®.

Exercice 1.19

Trouver la valeur principale de

ol

a) (1+0)7, b) (1—), ¢)iz, d) (=1)*7, ) (3+4i)3.

Solution.

La fonction z — 2% a € C, est définie par z® = e*logz = galnlzl+i(Arg242km) |« 7 1,9 valeur

principale est e®(/z+iAre2) ghtenue en donnant & & la valeur 0. Alors

a) (1 + Z-)lfi — (1=i) Log(1+i) — o(1—i){In|1+i[+iarg(1+i)}

— o= {nv2ri(F+2km)} _ 5+nv242mkti(§~Inv2+2mk)

= V2e1™™* {cos (T — Inv2 + 27k) + isin (§ — Inv2 + 27k) }

=V2eit™ {cos (2 —Inv2) +isin (5 —Inv2)} k€ Z
La valeur principale est v2e7 (cos (¥ —Inv/2) +isin (5 —Inv/2)) ~ 2.8079 + 1.3179i.
b) (1 —1) i _ o(1+i) Log(1—i) — o(1+4) {In|1—i|+iarg(1—i)}

— (1) {InV2ri(—F +2km) } Z4In v2-2rk+i(— % +Inv2+2rk)

= ef
= v2ei7 7 {cos (=5 + Inv/2 4 27k) +isin (=5 +In V2 + 27k) }
=V2et 7™ {cos (=5 +Inv?2) +isin (-F +Inv2)} k € Z

La valeur principale est v/2¢7 (cos (—Z + Inv/2) + isin (—Z + Inv/2)) ~ 2.8079—1.3179

c) it = ebLogi — ealmliltiarsd) — o3 (n1+i(5+2hm)) _ —(§+k7) 1 o 7.
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d) (_1)2*i — (- Log(=1) — p(2—i){In[-1|+rarg(-1)} —_ o(2—9)i(7+2km)
= e T2k Hi(2ntdkm) — omH2kT Loog (2 4 4km) + i sin (27 + dkm)}
—_ e7r—|—2k:7r’ keZ.

La valeur principale est e”.

— e3 Log(3+4i) — 3(In[3+4i|+iarg(3+47))

[N

e) (3 + 4i)

e%(21n5+i(Arctg%+2kﬂ')) _ €§1n5+i(%Arctg%+%kﬂ)
= /25 {cos (% AlrctggL + %lm) + isin (% Arctg%1 + %/ﬁr)} k€.

La valeur principale est v/25 (cos (5 Arctg 3) + isin (3 Arctg 3)) ~ 2.7854 + 0.88949i.
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