Module: Analyse 6 Année scolaire: 2021/2022

Série n02
Holomorphie - Harmonicité
Date d’éffet:25/02/2022 Durée: 4 séances

Exercice 1 : En utilisant les regles de dérivations, calculer les dérivées des fonctions suivantes
f(2)=(2—-0)2+i2* =322 +i5 | f(2) =5(i2)3 — 1022 + 3 — 44,

fR)=0GE—D(2—2+1-51) , f(2)= (22422 —Ti)*(z* — 4i2)3,
1) = &% . flz) = —bie® + 2,
F(2) = (2 — 202 + )10 L1 = (ghe)

Exercice 2 : Montrer que la fonction f(z) = x + 4iy , n’est dérivable en aucun point.

Exercice 3 : Soit la fonction f(z) = |z|°, montrer que f est dérivable qu”a l'origine (méme chose pour

9(z) =Z et h(z) = [2] ).

Exercice 4 : Montrer que la fonction définie par

0 z=10
f(Z)Z{M+ 34y’ 240

x2 +y2 272 +y

est non dérivable a lorigine. (on pourra considérer les chemins le long des azes)

Exercice 5 : FEtudier I’holomorphie des fonctions suivantes (en précisant son domaine.)

f(z) =23 . f(z) =32%+ 5z — 64,
f(z) =R(2) , f(z) =e"cosy —ie Tsiny,
f(z) =2*+9* , f(z) =2 +sinxzcoshy + i(y + cos xsinhy,
flz) =y+iz , f(z)=42—62+3
f(z)=7% , flz)=e""Y COSQ:cy + i€ 7Y sin 2xy,
f(z) =42+ 52 —4y* + 9+ i(8xy + 5y — 1) f(z):xgﬂg—i-z T
_ x34ay’ o x
f(z) = (:C_xl 21+y2 - 1(1_1?)42_,_?42 s f(z) = ;—ny—l— + ¥ ;—2+5 .

Exercice 6 : Déterminer les constantes a , b, ¢ et d de telle sorte que la fonction f soit holomorphe
dans chacun des cas

f(z)=3z—y+5+ilax+by—3) , f(2)=2%+azxy+by*+i(ca?+ doy + y?).
Exercice 7 : En utilisant les conditions de Cauchy - Riemann montrer que les fonctions suivantes ne
sont pas holomorphe sur C, néamoins elle sont dérivables sur les chemins indiquées
f(2) = 2% +y* + 2izy, laze des abscisses . f(2) = 32%y? — 6iz*y?, les deuz azes
f(2) = 23+ 3xy?* — o+ i(y> + 322y — y), les deuz aves , f(z)=2>—ax+y+i(y? —dy—x),y=1+2

Exercice 8 : Soit f(z) = u(z,y) + w(z,y) une fonction compleze, on pose x =rcosf et y =rsind ,

1



1. Montrer que
du __ Ou

ou ou . _ Ou,.; ou
8Tfaxcos«9+aysm9 , “rsinf + Ftrcos

96 — ~ o y
2. Ezxprimer les conditions de Cauchy - Riemann en coordonées polaires et montrer que
Ju  Ov 00 f
"(2) = (cosf — isinf)(— +i—) =e L
F'(2) = (cost — isin ) (5F +i0) = e 0
3. Appliquer les résultats trouvés pour étudier "holomorphie des fonctions:

f(z) =28 sl g(z) = 5rcosf + r* cos46 + i(5rsin 6§ + r* sin 46)

T

Exercice 9 : Soient U un ouvert connexe non vide de C et f une fonction holomorphe sur U. Prouver
que les conditions suivantes sont équivalentes

1. f est constante.

2. P =R(f) est constante.
3. Q =S(f) est constante.
4. f est holomorphe sur U.

5. |f] est constante.

Exercice 10 : Vérifier que les fonctions données sont harmoniques et déterminer leurs conjugiées dans
chacun des cas suivants

u(z,y) =z coulzy) =20 -2y, f(2) =27 -y
u(r,y) = —e*siny , u(r,y) =2>-3xy* , u(r,y) =e"(rcosy —ysiny)
Exercice 11 : Vérifier que la fonction u donnée est harmonique et déterminer sa conjuguée harmonique

v, puis expliciter la fonction complexe f(z) = u+iv en fonction de z
w(z,y) =xy +x+2y f(20) = =145 , wu(x,y)=4day® — 42’y +x f(l+i)=5+4

Exercice 12 : Soit v la fonction définie par v(x,y) = ey

1. Montrer que v est harminique dans un domaine D qui ne contient pas ['origine,
2. Trouwver une fonction compleze f(z) = u(z,y) +iv(z,y) qui soit holomophe sur le domaine D,

3. Exprimer f en fonction de z.

Exercice 13 : Soit f(z) = u(r,0) + iv(r,0) une fonction holomorphe sur un domaine D, on utilisant les
conditions de Cauchy - Riemann sous forme polaire monter que u et v satisfont a [’équation de Laplace

sous forme polaire
,’u  Ou  D*u
P2 r—

or? 8T+W:0

1072 —sin 26

Application: montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques: u(x,y) = r°cos 36, v(z,y) = =

Exercice 14 : Trouver toutes les fonctions conjuguées harmoniques qui correspondent aux formes suiv-
antes:
u=F(2*+y*) u=F(ax+by) u=F(zry) u=F(y/z)

Exercice 15 : Déterminer les fonctions holomorphes Z = P +1Q de la variable z = x + 1y telles que:

1. P ne dépende que de x cos g + ysiny o€ ¢ est un angle donné.

2. P2+ Q)? ne dépende que de x.

P
3. — ne dépende que de x.



