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3 1 Exercices

Exercice 3.1

I
Déterminer et représenter graphiquement les chemins suivants.

a)z(t)=(1+4)t, 2<t<5, b) z(t)=3+i+(1—i)t, 0<t<3,
c)z(t)=t+(1—t)%, —1<t<1, d)z{t)=14i+e ™, 0<t<2,

e) z(t) =2+4ex™ 0<t<2, f) 2 (t) = 2cost +isint, 0<t<2m.

Exercice 3.2

Donner une représentation paramétrique des chemins suivants.
: ) I : 1 N

b) L’arc de courbe d’équation y = —, allant de (1,1) a ( 5, - ).
| x

Ea) Le segment allant de (—1,1) vers (1, 3).
Ec) Le demi cercle supérieur |z — 2 +i| =2 de (4,—1) a (0, —1).

| =

5

) Lellipse d’équation 4 (z — 2)° + 5 (y + 1)* = 20.
) La branche d’hyperbole d’équation x? — 4y* = 4 contenant (2,0).

1
) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Z—le avec —2 < x < 2.

R Ty T
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3.1. Exerci ce

Exercice 3.3

I
Calculer les intégrales curvilignes suivantes :

) / e*dz ou C' est le chemin le plus court reliant 7w & 2i7.
c

Ty T

) /Rezdz ou C' est I'arc de la parabole y = 1+ 3 (z — 1)> de 144 a3+ 3i.
c

) / cos (2z) dz ou C est le demi cercle |z| = m,x > 0 de —im vers (.

SRR R

=2

) / Re (2?) dz ot C est le carré de sommets 0,1,1 + i et 4 orienté positivement.
c

) / ze* dz ot C' est le chemin reliant 1 & i le long des axes.
c

) / Im (2%) dz ou C est le triangle de sommets 0, 1 et 7 orienté positivement.

i

-2 (z—2
Exercme 3.4

Calculer I'intégrale f (2) dz dans chacun des cas suivants.
|z|=R

a) f(z)=e", b)) f(z)=tg(32), «¢) f(z)=

DI =Ims @G = D) 4#

NII»—*

z—3

Exercice 3.5

1,
Evaluer les intégrales suivantes, 1’orientation est supposée positive.

Ea) JoLog (1 — z) dz ot C est le parallélogramme de sommets —1 — 4, —i,1 + i et i.

nlb) Jo coth (32) dz ol C est le cercle

L
2
C) fC Zs;n Zzzdz ou C' est le cercle |z — 4 — 21| = 1?

3,dz ou C est le cercle |z| = 7.
— 3i
e) J. %dz onC={z€C, |z|"=20u |z| =1}

£) Jo

COS 2

dzou C={z€C, [z["=1o0u |2|” =3}

()

2) [, T dz ou C est le carré de sommets —i,1,7 et —1.

223 + 22 +4
24+ 422

h) Jo

dz ou C est le cercle |z — 2| = 4.

) 6
) / ( - )2> dz ou C est le cercle |z — 2i| = 4 orienté positivement.
z

______



3.1. Exercices

Exercice 3.6

Calculer les intégrales suivantes, 1'orientation est supposée positive.

| 1

Ea) Je mdz ot C est Dellipse de 'équation 422 + (y — 2)° = 4.
E’b) Jeo mdz ot C' est le cercle |z + 1| = 2.

| z+2

c) fc

de ou C est le cercle |z — 1] = 2.

Ch (22 — i)

Z — T

t
) fc Zgzidz ou C' est le triangle de sommets 0,1 4 2i et —1 + 2i.
Log (z + 1)

dz ou C est le cercle |z —i| = L.
2241 | | 5

dz ou C est le carré de sommets 2,2 + 41, —2 + 47 et —2.

______________



3.2. Solutions:

53.2 Solutions

Exercice 3.1

Déterminer et représenter graphiquement les chemins suivants.

a)z(t)=(1+4)t, 2<t<5,

c)z(t)=t+(1—1t)%i, —1<t<1, d)z(t)=14i+e ™,

e) z(t) =2+4e2™ 0<t <2,

b) z(t)=3+i+(1—9)t, 0<t<3,
0<t<2,

f) z(t) =2cost +isint, 0<t<2m.

ESolution.

ENous rappelons quun chemin ou arc de classe C* de C est

1
défini comme étant une fonction de classe C¥ d’un intervalle
1

réel T = [a,b], a < b, vers le plan complexe C.

Ses points initial et final sont zy = z (a) et z; = z (b).

La fonction t — z (t) est souvent notée ¢t — v (t) ou t — ¢ (t). Les points initial zy = v (a) et

[a,0] — C

t —zt)=a(t)+iy(t).

Imz

21 = z(b)

20 = z(a)

C

I;ﬁnal 21 = 7y (b) sont appelés respectivement 'origine et 'extrémité de .

paramétrée par la fonction v : t — 2 (¢).

Souvent on confond le chemin avec son support et on dit que C' est un chemin paramétré d

1
I(:lasse c*k.

1
1
a

)Onaz(t)=(1+45)t=t—1%it, 2<t<5.
Donc z (t) =t et y (t) = —3t.
En éliminant ¢ entre x (¢) et y (¢), on trouve
y = —ix, 2 < 2z < 5, qui est un segment de
droite, reliant les deux points complexes zp = 2 —1

et zy =5 — 2i.

Rez

20 = 2(2)

_________________________________________________________________________________



3.2. Solumon

=

'C

d

e

0<t<3 Doncz(t)=3+tety(t)=1—t.

En éliminant ¢ entre x (¢) et y (¢), on trouve

y=4—x 3 < x <6, qui est un segment de

droite, reliant les deux points complexes zo = 341

et z1 =6 — 2i.

YOnaz(t)=t+(1—1t)%i, —1<t<l1.
Donc z (t) =t et y (t) = (1 —t)°.
En éliminant ¢ entre z (¢) et y (f), on trouve
y = (1 —x)Z, —1 < 2 < 1, qui est un arc
d’une parabole, reliant les deux points complexes

2o=—14+41et z; = 1.

Donc x (t) = 1 + cos (7t) et y (t) = 1 — sin (7t).

En tenant compte de cos?(nt) + sin®(nt) =

YOnaz(t)=3+i+(1—it=3+t+i(1—1),

20

21

) Onaz(t) = 1+i+e ™ = 1+cos (mt)+i (1 — sin (7)), 0 < ¢t < 2.

1 on obtient

(z—1)7+(y—1)°=1,0 <z <2, qui est un cercle de rayon

r =1 et de centre (1,1).

)Ona z(t) =2+4ez®

—2+4cos( t)—|—4zsm( ) 0<t<2.

Don02+4cos( )ety —48111( 2)
En tenant compte de cos ( t) + sin (Qt) =1 on
obtient (z —2)° 4+ y? = 42, 0 < y < 4, qui est le
demi cercle supérieur de rayon r = 4 et de centre

(2,0).

f) On a z (t) = 2cost +isint, 0<t<2m.

Donc z (t) = 2cost et y (t) = sint.

En tenant compte de cos?t + sin?¢ = 1 on obtient
2

x
T +y? =1, -2 <z <2, qui est un ellipse.




3.2. Solutions

Exercice 3.2

i Donner une représentation paramétrique des chemins suivants.
| a) Le segment allant de (—1,1) vers (1, 3).

; b) L’arc de courbe d’équation y = i, allant de (1,1) a <5, %)
| c) Le demi cercle supérieur |z — 2+ 4| =2 de (4,—1) a (0,—1).

E d) Lellipse d’équation 4 (z — 2)* + 5 (y 4+ 1)* = 20.

i e) La branche d’hyperbole d’équation z? — 4y? = 4 contenant (2,0).

1
f) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Z—le avec —2 <z < 2.

Solution.
On rappelle que :
e La courbe représentative d’une fonction

y:f<'T>7 xe[avb]

est paramétrée par

z(t)=t+if(t), t €la,bl.
e Le cercle de centre 2 et de rayon r est une courbe 1Y
2(t) = 29 + rett
paramétrée par
z(t) =z + 71 (cost+isint), 0 <t <2, Yo
x
ou \U

z(t) =z +re”, 0 <t <2

Cercle de centre 2 et de rayon r

e Le segment d’extrémités zy et z; noté [z, 21| est Yy

une courbe paramétrée par z1

2(t) = z0 + t(z1 — #q)

Z(t):Z()(l—t)—l-tZl,ogtSl, \/
T

ou 7

20

z2(t)=z0+t(z1—2), 0<t <1

Segment d’extrémités zo et z;




3.2. Solution

a) Le segment de droite reliant les deux points zp = —1+1

et 21 = 1+ 3¢ est paramétré par
2(t) =20 (1 —1t)+ 1tz

=(1+4d)(1—1t)+t(1+30)

=14+i(2t+1), 0<t<1.

R R EE PR L

1
) L’arc de courbe d’équation y = —, allant de (1, 1)
x

1
a (5, 5) est paramétré par

z(t):t+%, 1<t<5.

) Le demi cercle supérieur |z — 2 +i| = 2 de (4,—1)

a (0,—1) est paramétré par

z(t)=2—i+2" 0<t <.

et it

o

) L’équation de lellipse 4 (z — 2)* + 5 (y +1)* = 20

est équivalente a

(x—2)2+(y+1)2_1
V5 2 ‘
t 1
Posons ———— = cost et M = sint.

/5 2

L’équation paramétrique cherchée est alors
z(t) =24 i++V5cost + 2isint, 0 <t < 2.

) L’équation 2? — 4y> = 4 est équivalente a
N 2

<§> —y? = 1. C’est une hyperbole et elle est

constituée de deux branches disjointes symétriques

I'une de l'autre. La branche contenant (2,0) cor-

respond aux valeurs de x > 2. Posons alors

| t
| xé) = Cht et y(t) = Sht, t € R. L’équation

paramétrique cherchée est donc

2(t)=2Cht+iSht, t€R.




| 3.2. Solumons,
I y |
f) L’arc de la parabole d’équation y = 1 — Za:Q avec |
—2 < x < 2 est paramétré par / \ E
1, ;

Z(t)=t+1 1—175 , —2<t<2.

Exercice 3.3

Calculer les intégrales curvilignes suivantes :

a) [,e*dz ot C est le chemin le plus court reliant im & 2im.

b) [ Rezdz ou C est 'arc de la parabole y = 14 5 (z — 1) de 1+i a3+ 3.

c) [, cos (22) dz ou C' est le demi cercle |z| = 7,2 > 0 de —im vers u7.

d) fc Re (2?) dz ot C est le carré de sommets 0,1,1 + i et i orienté positivement.
e) [, ze* *dz ot C est le chemin reliant 1 & 4 le long des axes.

f) J,Im(2*)dz ot C est le triangle de sommets 0,1 et 7 orienté positivement.

g) J- (z—2i m) dz ou C est le cercle |z — 2i| = 4 orienté positivement.

Solution.

P

E v: [a,b] — D
: t =y t)=z0)=x()+iy(t)

Ede classe C! et f : D — C une fonction continue en tout point de C, alors

b

| b
/f<2>dz=/f(z<t))dz(t) Z/f(z(t))z’(t)dt.
: C a

a

‘Ainsi, si f est holomorphe dans D et si zp et z; sont Yy
ideux points quelconques de D, alors pour toute courbe
:C dans D de point initial 2y et de point final zq,
'1 intégrale [, f o [ (2) dz est indépendante du chemin suivi

.‘pour aller de zy a z;. De plus, si F'(2) = f(2),

/f(z)dz: /f(z)dz =[F ()5, = F (1) — F (%)



: 3.2. Solution
| y
a) Le plus court chemin joignant im et 2im est le segment de droite %
allant de im a 2iw dont I’équation paramétrique est
z(t) =im (1 —t) 4 2int = imt +im, 0 <t < 1.
s

Les points im et 2im sur C' correspondant a t = 0 et a t = 1.

L’intégrale curviligne considérée vaut donc

t=1
/ezdz = / eI (imt + i)
c =0

1
. . . . at=1 . .
— / emtJr'LTrZﬂ_dt — [ezﬂ’tJr'wr] o eQMr . em — 2
0

t=0

Autre méthode. La fonction e* est holomorphe dans C alors |, o €°dz est indépendant du chemin;

-

20

29T
e*dz = [e*]Z = ¥™ — '™ = 2.
1T

uivi pour aller de 27w & 2im et on a /ezdz =
c

& -

) L’arc de la parabole y = 1+%(SL’—1>2 de 1+7 a3+ 37 est Y

paramétré par 3+ 3i
. 1 2
d(t)=t+i(1+5(-1)

1 3
:§it2+(1—i)t+§i, 1<t<3.

On a dz = (it + 1 — i) dt et donc I'intégrale donnée vaut

t=3 1 1 = 14
/Rezdz:/ tlit+1—i)dt= |zt + = (1 —4)t*| =4+ —i.
C t=1 3 2 =1 3

c) Le demi cercle |z| = m,2 > 0 de —im vers v est y
oy _ int —1 1
paramétré par z (t) = me'™, & <t < 3. i

L’intégrale donnée vaut

/ cos (2z) dz = cos (2me’™) d (me'™)
c

1
2
= /iﬂ2 cos (27rem) et dt
-1
2
(3

1
sin (27rem)} é = sin (2i7) —iTr
2

=i Sh (27) ~ 267.74i .
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3.2. Solumon

du chemin suivi pour aller de —i7 & i et on a
b

/cos (22)dz = / cos (22) dz = [4sin (22)}11.7r

1
1
1
1
1
1
:
: C —iT
1
1
1
1
1
1
1

= 1sin (2im) — 1 sin (—2im) = sin (2ir) = i Sh (2n)..
d) Posons z; = 0,20 = 1,23 = 1 4+ et zy = i. Les équations y

paramétriques des segments de droites [z122], [2023], [2324] €t

[2421] sont, respectivement,

Z4 z3

z=t,z=1+it,z=1—t+1

et z=(1—1t)i avec t€[0,1].

Autre méthode. La fonction cos (2z) est holomorphe dans C alors [, cos (2z) dz est indépendant

<1 <2

R R EEETTELTE

/Re dz—/ Re(z2)dz+/ Re(zz)dz—l— Re(zQ)der/ Re (=2) d=
[z1zz] 2'421

R L L L LR L T PR R

[2223] [2324]
1 1
/thtJr/ 1—t2)zdt+ (t2—2t —dt) + (1—1t)* (—idt)
0 0 0
1 1
2 _ i 311
B s T
12,02 i _ ~
3t3it+s+3=1+0
e) Posons z; = 1,25 = 0 et 23 = i. Les équations paramétriques Y
des segments de droites [2122] et [2223] sont, respectivement,
z=1—tetz=1it avec t € [0,1]. 2

L’intégrale donnée vaut

insi
Re (2°) =¢*,Re (2*) =1 —t*,Re (%) =t* =2t et Re(2*) = — (1 - t)? avec t e [0,1].
‘intégrale donnée vaut

/zezgdz _/ zezzdz—l—/ ze” dz o P
C [2122] [2223]

1 1
= / (1= 1) e (—dt) + / ite=Pidt
0 0

1 1 1—e el—-1 el-e
= l (t71)21| |:l 7t2:| = = = — hl ~ —1 1 2
[26 . + |5€ . 5 + 5 5 Shl~—1.1752 .

-
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22 z 122" el —e
ze* dz = |[ ze dz:[ie } =— =—Sh1l~—-1.1752 .
1
c
f) Posons z; = 0,29 = 1 et z3 = i. Les équations paramétriques y
des segments de droites [2125] , [2223] et [2321] sont, respective-
ment,
23
z=t,z=1—t+itet z=(1—1t)i avec t € [0,1].
Ainsi 21 29 x
Im (2%) = 0,Im (2%) = 2t—2t* et Im (2°) =0 avec ¢ € [0,1].
L’intégrale donnée vaut
/ Im (22) dz = / Im (22) dz + / Im (22) dz + / Im (z2) dz
C [2122] [z223]

:/Olodt+/01 (2t—2t2) (i—l)dt+/010(—idt)

— (-1 (2~ 3] =4+ i

z(t) =2 +4e, 0 <t <27

L’intégrale donnée vaut

/c (z —5 2i (2 —62i)2

t=2m

N / (4; - (466it)2

t=0
2

/ <5z' — %e”) dt
0

21
= 10¢m.
0

) dietdt

= {52’1& + geitl

3.2. Solutions

[2321]

_________________________________________________________________________________



| 3.2. Solution
| Exercice 3.4

E Calculer I'intégrale f () dz dans chacun des cas suivants.

| |z|=R

: Z2 1 1

| 2) f()=¢, ) f()=tg(i), o ()=

I 1 1

d) f(z)=Imz, e)[f(z)= ek f) f(2) = yr—

ESolutlon. Y

ENous rappelons que si f une fonction holomorphe dans un D ‘

1
ainsi que son intérieure dans D, alors
1

ff(z)dz:O. \\\/

ECe théoreme fondamental est souvent appelé théoreme de Cauchy.

Nous rappelons ainsi que si f une fonction holomorphe dans Yy

D C C et C une courbe fermée simple contenue ainsi que son D

Eintérieure dans D, et si w est un point intérieur a C', alors ‘W

! 1 z

: ) == ¢ L%

[ 2m ) z—w

| © \y !

EOfl la courbe C' est décrite dans le sens direct.

1
De meéme la n-ieme dérivée de f en w est donnée par

f(")(w):i%%dz, n=1273---.

211
c

S
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1

domaine non vide D C C et C une courbe fermée contenue :
! 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1

1

1

Les deux formules précédentes sont appelées formules intégrales de Cauchy et sont tres

. . . 7 . I
remarquables car ils montrent que si une fonction f est connue sur la courbe fermée simple C
! 1
alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé

a 'intérieur de C.

]
Nous rappelons aussi le théoreme de ’argument, qui est une conséquence des formules
1

intégrales de Cauchy.

E 67
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N

ou N et P désignent respectivement le nombre de zéros comptés avec multiplicité et le nombr

| 3.2. Solutions,
ESoit f une fonction holomorphe a lintérieur d’une courbe fermée simple C'; et sur C, é;:
I'exception d’un nombre fini de poles intérieurs a C'. On a alors |
: 1 / E
| LG, _N_p |
| 2mi ) f(2) |
| c |
| e

1
de poles comptés avec leur ordre, de f intérieurs a C.
1

Sachant que un point zy en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point

:singulier ou une singularité de f. Sil’on peut trouver un entier positif n tel que

lim (z —20)" f(2) =a #0,

1
1
1
1
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Z—20 1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

alors zp est appelé un pole d’ordre n. Si n =1, zy est appelé un pole simple.

a) La fonction f(z) = e* est holomorphe dans C et le cercle |z| = R est une courbe fermée,

alors f (z)dz = 0 pour tout R > 0.
|z|=R

sin( 1z cos(1z))’
:Lb) Ona f(z) =tg (iz) = COSE? )) = —4(CO <(41 ))) . On applique le théoreme de I’argument pourn
, ZZ S ZZ :
la fonction g (z) = cos (iz), qui est holomorphe dans C. Il n’a donc aucune singularité mais il,

i des zéros en z;, = 2 (1+2k)m, k € Z. Alors

/ te (iz) dz = —4 / 9(),, (—4) 2miN = —8iN,

lz|=R lz|=R

ot N est le nombre des z; intérieurs a |z| = R. 1l est facile de vérifier que N = 2 | Z27 | ou |-

Ty, . . N
désigne la partie entiere. Donc

- | R+271 - R
/ tg <12> dz = —16mi [#27| si 5 €N
l2[=R 4 n’est pas définie  si 5= € N

©) Ona f(z) =

. Le cercle |z| = R est paramétré par

N | =

E z(t) = Re™, 0 <t <2m.

L’intégrale donnée vaut

1 t=2m 1 27 1 o ida 1
o it g 2t g, it ¢ — L
/ %dz = / Too it Rie"dt = /26 dt = [56 L =—F = 0.
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3.2. Solumon

) On a z(t) = Re, 0 <t <27 donc f(2) =Imz = Rsint. L'intégrale donnée vaut
t=2m 27
/ Im zdz = / Rsin (t) Rie"dt = RQ/ (isintcost —sin®t) dt
|z|=R t=0 0

1 1, 1 o
= R? {— sin (2t) — =t — Zz Ccos (225)} = —7TR%

R it e

1 2 .
. 1 1
e) Siz(t)=Re" ona f(z)= ’7 oo L’intégrale donnée vaut
' 2
: t=2m t=2m N
: 1 it 1 it Lo iggen e =1
E Wdz: /Rsze dt = R/ze dtzﬁ[e }0 i =0.
: l2|=R t=0 t=0
: 1 1 . 3 13- 7 Z ) A ]
:“f) Ona f(z)= = . Si R = % l'intégrale donnée n’est pas définie.

3G
Si R < %, la fonction f(z) =

! 4z —3 )
d’apres le théoreme de Cauchy / 1 Sdz =0.
| Z—

|z|=R
Si R > § , 'application de la formule de Cauchy pour w = % donne

1 1 1
dz= | ———dz = ~2mi = 2i.
/4;;—32 /4( N

|z|=R |z|=R

Exercice 3.5

est holomorphe sur |z| = R et dans son intérieure. Donc

Evaluer les intégrales suivantes, I'orientation est supposée positive.

b) [, coth (%z) dz ou C est le cercle ‘z — gz‘ =1

c) fc zsj_n;z dz ou C est le cercle |z — 4 — 2i| = %
d) fC Zdz ou C' est le cercle |z| = .

e) fc—dz onC={z€C, |z|"=20u |z|” =1}
f) [, Cdzon C={2€C, |2|"=1ou |z|” =3}

g) fo ( )dz ou C' est le carré de sommets —i, 1,7 et —1.

h) Jo

2z +z +4

A dz ou C est le cercle |z — 2| = 4.

a) [,Log(1— z)dz ou C est le parallélogramme de sommets —1 — i, —i,1+i et i.

- ——
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3.2. Solution

Solution.

PPour résoudre cet exercice, voir le rappel de l'exercice 3.4.

5

a) La fonction z — Log z est holomorphe sur tout domaine D qui n’intersecte pas la demi-droite,

Eholomorphe sur tout domaine D qui n’intersecte pas la demi-droite y = 0 avec x > 1.

EOn remarque que le parallélogramme C de sommets Y

5—1 —1,—1, 141 et 2 n’intersecte pas la demi-droite y = 0 avec i 14

ia: > 1, alors la fonction z — Log (1 — 2) est holomorphe sur / 7

EC et a 'intérieur de C. Donc d’apres le théoreme de Cauchy L : ¥
E(voir le rappel de 'exercice 3.4) on a / Log (1 —2)dz = 0. ST

! c

ECe résultat peut aussi étre établi directement a partir de la

définition de 'intégrale

b) On o
e
qui est holomorphe sur tout domaine qui ne contient aucun des
points z, = 2ikm, k € Z.
On remarque que le disque ‘z — gz’ < 1 ne contient aucun des iz

points zp = 2ikw. Alors d’apres le théoreme de Cauchy on a

1 0
/ coth (—z) dz = 0.
c 2

sinz | ) v
sannule en zp = 0 qui

c) Le dénominateur de

z+ 2z
appartient a l'intérieur du cercle |z — 4 — 2| = L.

Donc d’apres la formule intégrale de Cauchy (voir le rap-

pel de l'exercice 3.4) on a A2

/ sinz. ds — % sinO. _o. - .
cz+2iz 1+ 2




d) On a z = 3i est & Pintérieur du cercle |z| = 7. Donc
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d’apres la formule intégrale de Cauchy

1
/ ~dz = 2im x 1 = 2im.
cz—3

) On rappelle que si f une fonction holomorphe dans un
domaine connexe limité par deux courbes fermées simples

Ch et Cy et sur ces courbes, alors

ou (4 et (5 sont décrites dans le sens positif relatif a leur
intérieur.

z

e
La fonction z —— — est holomorphe dans le domaine limité

z

:rpar les cercles |z|7 =2 ou |2|7 = 1 et sur ces cercles. Alors

d’apres le résultat précédent on a

E‘""'"

e e e e

_______________U:
o
et

:

/—dz— /—dz ou bien /—dz—i— /—dz—O

|2|T=1 |z|T=2 ||~ =1

/e—dz =0.
z
C

) On procede avec une méthode légerement différente de la

u encore

précédente en e). On a zp = 0 est a l'intérieur des cercles
|z| = 1 et |z|] = 3. Donc d’apres la formule intégrale de

Cauchy / 082 12 = 2im x cos 0 = 2in
z

=1

et / cos Zdz = 2im X cos 0 = 2¢mw. Alors
z

|t=3

/coszdz_ /Coszdz:2i7r—2i7r:0.

z V4
2| t=1 z|t=3
|2

|z

2] T =1 2|7 =3 ¢

/coszdz+ / COSZdzzOoufcoszdz:O.
z z z




g) La fonction tg (%z) = % a des singularités en
= (14 2k)7,k € Z, qui sont a lextérieur de C'.
Les quatre racines de z* — 16 = 0 sont sur le cercle

I |z| = 2, qui sont aussi a l'extérieur de C'. La fonction
! 1
- tg(32)

T 5 est alors holomorphe sur C' et a l'intérieur de
Z —
C. Donc d’apres le théoreme de Cauchy on a

tg(32) ,
/24_16dz—0.

c

223+ 2244 y

h) La fonction —; e e décompose en fractions
2 z

simples comme

228 +22+4 1 N 1 +1
A4 422 2 —2% 242 22

de C, alors d’apres les formules intégrales de Cauchy

1 . 1 ‘ 1
/z—2idz:2m’ /z—i—Qz'dZ:Qm et /;dz:().
C

C C

/2z3+z2+4 / /
TR TR, =
24 4 422 2—21

C c

/
Les points zg = 0, 21 = 2i et 25 = —24 sont a 'intérieur 0
&

D’ou

Exercice 3.6

1
z+ /—de = 4iT.
z
C

a) fc o dz ot C' est Pellipse de I'équation 422 + (y — 2) = 4.

b) Je 2+4 +3dz ou C' est le cercle |z + 1| = 2.
z

¢) Jo=
d) fc
e) fc
£) Je

dz ou C est le cercle |z — 1| = 2.

i)

(

dz ou C' est le triangle de sommets 0,1 4 2¢ et —1 + 2i.

Log z~|— 1)

2 dz ou C est le cercle |z —i| = 5
z

Calculer les intégrales suivantes, I'orientation est supposée positive.

dz ou C' est le carré de sommets 2,2 + 47, —2 + 47 et

—2.




: 3.2. Solutions
ESolution.
:a) La fonction — se décompose en fractions simples 4
, 22 44 122+ (y —2)2 =4
,comme ' ' /
! [ S
| 2244 2421 z—21
E Le point z; = 2i est a l'intérieur de 'ellipse C' mais zo = 0
\ 1 [ ]
1 —2iest al’extérieur de C, alors d’apres la formule intégrale
E et le théoreme de Cauchy
: dz—2m—:_—7r et 1y =0. m
: z— 22 4 2 z+ 21
| c c
E D’ou | —9
| 1 -7 7
I d = O _— = —,
| /z2+4 /z+22 /2—21'2 2 9
: C
! z
b) La fonction ————— se décompose en fractions simples comme
! 224+42+43
E z B 3 1
E 244243 2(z+3) 2(z+1)
Le point z; = —1 est a l'intérieur du cercle C, alors d’apres la formule intégrale de Cauchy
| 1 1
\ /—dz = 2im= = i7.
! 2(z+1) 2
| c
'Cependant, z; = —3 est sur le cercle C, et donc ¥
E / G dz est une intégrale impropre. On pourrait es-
e =& C:
: sayer de donner un sens a cette intégrale en considérant e
:l arc C. partant de —m + ¢ vers m — £, et en prenant une il -
-3 -T2 x

limite lorsque € tend vers 0. L’arc C. est paramétré par - '\'\;:4;
z(t)=—-1+2", —m+e<t<m—e. \/

T—E

_3 4 / __3
2(z+3) 2(2+ 2¢t)

e —m+e

= ;Log (1 + ei(fr—a)) _ ;Log (1 + ei(—ﬂ+5)>

EOn a dz = 2iedt et

2iedt = E Log (1 + eit)}

—T+e

2

R e

= §z Arg (1 + ei(”’E)) — ;Z Arg (1 + e"(’”ﬁ)) car ‘1 + ei(”’E)‘ = |1 + il=mte)



3 o
= —z Arctg sin.e — —1 Arctg _ome
1—cose 2 1—cose

= 3i Arctg ( ilré;g)

T £ sin e T €
—3@(——— ca—ztg(———).

e GURCEEERCEETTLTEEEE R R R P TR O

2 2 1 —cose 2 2
lors
3 3 T € 3
% ge=1i ———ﬂz:r3(———>:—m
/2@+3)Z 0 2Gr3 T S \g T g) T
e} Ce
‘ou

z 3 1 3 s

————dz= | ———dz— | ————dz =it —iTr=1i—.

t/ﬁ+4%H3Z /2@+3)Z /2@+1)Z ! T,

c foi c
! lz—1]=2
c) Le point zyp = 2 est a l'intérieur du cercle |z — 1| = 2,
alors d’apres la formule intégrale de Cauchy / /_\
1 2
2
/Z+ch:%WF+4 — 2ir x 4 = Sir. \\\_///
z—2 2=2
C
)

,2+41, -2+ 47 et —2, alors d’apres la formule intégrale o 4 4;

de Cauchy i
5 .
/Mdz =207 [Ch (22 — m') ]
z — Tl 2=im
C
—227r><Ch( T —m)
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|
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d) Le point 2y = 7i est a l'intérieur du carré de sommets
I
b2
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

=2im xi1thl = —27thl.

_9 x
= 2im Ch (7*) .

e) Les points singuliers 2, = 5 +k7, k € Z sont a 'extérieur y

E du triangle C' de sommets 0,1 + 27 et —1 + 2¢. Cepen-

| . . e s . —14+2% 1+2i

. dant, le point zg = i est a l'intérieur du triangle C, alors ' !

E d’apres la formule intégrale de Cauchy i

| tg 2 . : . . -

! -dz = 2w [tgz] =27 X tgi o 0 [ i

: 2 zZ—1 Z=1 2 2

I;f) La fonction z — Log (z + 1) est holomorphe sur tout domaine D qui n’intersecte pas la

Edemi—droite y=0avec z < —1.



3.2. Solution

On remarque que le cercle C' : |z —i| = g n’intersecte

ipas la demi-droite y = 0 avec x < —1, alors la fonction
Ez — Log (z + 1) est holomorphe sur C' et a Uintérieur de
EC. Les racines de z2+1 = 0 sont z; = —i et 25 = i. Seule

1zo = 1 qui est a l'intérieur du cercle C, alors d’apres la -1 +
I

ormule intégrale de Cauchy $—i

Log(z+1) .
L 1 — L 1 L 1
/_og(z—}— >dz:/—z+z, dz = 2im —og(zJ.r ) :me—og('—i—z)
22+1 z—1 Z+1 s
C C
2
T T T
— 7 (Inv2 '—):—12 T
W(n\/_+z4 5 n +z4
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