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Résidus et applications

4.1 Exercices

Exercice 4.1

Déterminer les singularités des fonctions suivantes en précisant leurs nature.

9 f@ =i (1) BE=T 9 f) =

Exercice 4.2

Donner la série de Laurent de la fonction f au point zy ainsi que Res (f, zg) dans chacun des

cas suivants :

sin z 2z

2) [() =" =0, b)f(s)= 5 =1 c)f()—zcos(i),zoz().

Exercice 4.3

Calculer le résidu des fonctions suivantes relativement a leurs poles :
e? 2 2

sin z ec—1—=z
a) f(z) = PRI b) f(2) = 3 ,©) f(2) = BT ~1—cos(22)

Exercice 4.4

En appliquant le théoreme des résidus calculer les intégrales suivantes :

a) / (22_1)Ciz<z B )/ S——dzn e N, Zzsm() ,

2|7 =2U|z|T=4

|
9 /ﬁd—jl °) / (2—1)d§z2+1 Zz+1 '

|z—1]=1 |z—1—i|=2
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4.1. Exercices

Exercice 4.5

Calculer les intégrales suivantes (-1 <a <1, n=1,2,3,- )

)/ 050 g, )/ sin(nd) c)/wcos(ne)d&

13 4+ 12cosf 1 —2asin@ + a? 5+ 4cosf

—T

Exercice 4.6

Calculer les intégrales suivantes :

¢ —x+2
dx b
)/x4—|—10m2+9 ’ )/x2 jx — 2 )/ 2 _ 2 — ) >0,

T -+ 1
d d d —d
)/(x2+1)(m2—|—9) T ) /x4+1 . )/x2+a) o=l

Exercice 4.7

Calculer les integrales suivantes :

m+1 x°sinx
b d
)/x2—2x+5 v )/x2—|—4m—5 - )/l'4+5a:2—|—4

T COS T ) sin (2) cos T
d) /m2—2m+10 T, )/ x2—|—2x—|—2 dx, )/ d:v a > 0.

Exercice 4.8

Calculer les integrales suivantes :
+oo

2 2b
)/ cos(ax)d 4> 0 b)/cos(am)xzcos( x)dxa>0b>0,
0
e 22 — b?\ sin (ax) +Oos1n( )
c)/ dz,a > 0,Reb>0. d) / ———=dx,a >0,
x? 4+ b? x x
0 0
[ sin(ax)
sin (ax
e) /mdl’,a>0,Reb>O.
0

Exercice 4.9

Calculer les intégrales suivantes :

1 Log z)°
a) / = da:' a > 0,b > 0, utiliser la fonction f(z) = % ou
(a +z)° (a4 2)” + b2
Logz = In |z| +iarg z avec arg z € [0, 27].

d 1
b) / < 5 ,a > 0, utiliser la fonction f(z) = ol
J (a® + 2?) ((Inz)” + 72)

(a? + 22) Log 2
Logz =1In|z| + iarg z avec arg z € |—m, 7).
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4.2. Solutions

4.2 Solutions

Exercice 4.1

Déterminer les singularités des fonctions suivantes en précisant leurs nature.

er—1

a)f(z):zsmG), b) f(2) =S, o) f(s) =2t

Solution.

On rappel quun point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point

singulier ou une singularité de f.

On rappel aussi qu'un point z = 2, est appelé singularité isolée, ou point singulier isolé de
f, si Pon peut déterminer 6 > 0 tel que le disque |z — zy| < ¢ ne contienne pas d’autre point
singulier que zy. Si I'on ne peut trouver une telle valeur §, on dit que zy est une singularité

non isolée.
Il existe des types variés de singularités.

e Singularités apparentes : Le point singulier zy est appelé singularité apparente de f

si lim f(z) existe.
Z— 20

e Poles : Sil'on peut trouver un entier positif n tel que lim (z — 2z0)" f (2) = a # 0, alors
Z—r20
zo est appelé un pole d’ordre n. Sin =1, 2, est appelé un pole simple.
e Points de branchement : Soit 2z, un point singulier isolé de f. Le point zy est un point

de branchement lorsque I'image par f d’au moins d’une courbe fermée entourant zy est

une courbe non fermée.

e Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un pole, ni un point de branche-

ment, ni une singularité apparente est appelée singularité essentielle.
Séries de Laurent

Une série des puissances de la forme

+00 400 a 400
2 a2 =) m oyt D w)
n=—oo n=1 n=0
a_ a_ a_
=+ 3 + 2 + ! +(I0+CL1(Z—Z())+(12(Z—20)2—|—a3<z—20)3+"'

(z—2)° (2—2)° 22— 2

(4.1)
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4.2. Solutions

s’appelle série de Laurent centrée au point zg € C.

+oo
Ja . ’ . —_n . . .
La série des puissances négatives g a_, (z —29) " s’appelle la partie principale.
n=1
+oo
;. . o g0 n 5 . ” xS
La série des puissances positives g a, (z — z9)" s’appelle la partie réguliére ou analy-
n=0

tique.
Classification des singularités

Il est possible de classer les singularités isolées d’une fonction f par I'examen de sa série de

Laurent.

e Poles : Si f ala forme (4.1) dans laquelle la partie principale ne possede qu'un nombre

fini de termes donnés par
a_q a_3 a_3 a_
5 =+ + —”m
2=z (22— z) (z — 20) (z — 20)

ou a_, # 0, alors z = 2y est appelé un pole d’ordre n.

e Singularités apparentes : Si une fonction uniforme f n’est pas définie en z = 2y mais
si lim f (z) existe, alors z = z; est appelée une singularité apparente. Dans un pareil
Z—rZ0
cas on définit f (z) pour z = z; comme étant égal a lim f (2).
Z—r20

e Singularités essentielles : Si z = 2 est une singularité essentielle de f (z), la partie

principale du développement de Laurent posseéde une infinité de terme.

1
a) La fonction f (z) = zsin (—> n’est pas définie pour zy = 0, donc ce point est une singularité
z

1 sin z
de f. De méme, puisque z = 0 est une singularité de f (—) = , 21 = 00 est une singularité
z

o1 =san (1), Z

La série de Laurent de f centrée au point zy = 0 est

f( ) . 1 1 1 . 1 1 . 1
Z)=zsin|—-)=1-— _ _
z 3122 Blzd 716 0 918

Le point zg = 0 est une singularité essentielle car la partie principale de la série de Laurent

possede une infinité de terme.

. . s . 1 . sinz
Le point z; = 0o est une singularité apparente car hH(l) fl—)=Ilm =1
z2—>

z z—0 z
. e —1 . . iy
b) La fonction f(z) = possede une singularité apparente en zy = 0 car
) . oef—1
I/ =iy =1
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4.2. Solutions

Le point z; = oo est une singularité essentielle car la série de Laurent de f (%) centrée au point

20 — O,
1 1 1 1 1
)=z e?—1>—1+—+—+—+
/ <z) ( 2z 3122 418
possede une infinité de terme dans sa partie principale.

c) La série de Laurent de f centrée au point zo = 0 est

1 1 1 1
f(z)—ZQBZ_Z +Z+2+3T—|—4—+5| + -

Cette série possede une infinité de terme dans sa partie principale. Donc zy = 0 est une

singularité essentielle.

Le point z; = 0o est un pole double car la série de Laurent de f (%) centrée au point zy = 0,

f 1 _ez_1+1+1+z+z2+23+
22 2 21 31 41 5l

possede deux termes dans sa partie principale.

Exercice 4.2

Donner la série de Laurent de la fonction f au point zy ainsi que Res (f, z9) dans chacun

des cas suivants :

sm z 2z

a) [() =" =0, b) f(s)= 5

20 =1 c)f(z):zﬁcos<§),z0:0.

Solution.

Pour un rappel sur les singularités et les séries de Laurent voir I'exercice précédent 4.1.
Concernant le résidu d’une fonction f en un point zy, on rappelle que si f une fonction holo-
morphe et uniforme a l'intérieur d’un cercle C' et sur C', excepté au point z = 2, centre de

C. Alors f possede un développement en série de Laurent dans le voisinage de z = z5, donné

par
+oo
f(z)= Z an (2 —20)" = ap+ay (2 —2) +ag(z—20)° + -
n=—o0 (4.2)
a_i a_o a3
+ + + +oe
=2 (z2—2)" (2—2)°
ou
1 f(Z)
=L g Z. 4.3
a 2mj§<z_z)n+1z n e (4.3)



4.2. Solutions

Dans le cas particulier n = —1 on a § f (z) dz = 2mwia_;.

c
Le coefficient a_; du développement de Laurent de f au voisinage de zy s’appelle le résidu de

f au point zy et se note
RGS(f ZO =a_1 = —ff

271

e Si z = 2 est un pole simple le calcul du résidu est particulierement simple

Res (f,z0) = lim (z — z) f (2).

Z—r 20

e Si z = zy est un pole simple et f (z) se présente sous la forme

= =0et Q 0
f (Z) Q (2)7 Q (ZO) € Q (ZO) 7é ’
alors nous avons
P (%)
Res (f, z9) = 4.4
(f 0) Q' (Zo) ( )
e Dans le cas ot z = zg est un pole d’ordre m > 2, le résidu a_; est donné par la formule
Res (f, ) fim —— L (= £ ()
=a_; = lim z—z z)) .
0 P Sk (m— 1) dem 0
.. sin z , )
a) La série de Laurent de f (2) = —— centrée au point zo = 0 est
z
sin z 2t 1z 2 2P
T =" m( Ve T ata

qui converge pour toute valeur de z # 0. Le point z; = 0 est un pole simple et le résidu en

20 =0 est Res(f,0) =a_; = 1.

1—2 2z

b) Posons u = — La série de Laurent de f(z) = centrée au point zg = 1 est

22
2z 2(1 — 2u) 1) 1 1
/() 2-1 (1-2u)’-1 ( Qu)l—u ( ZU);u
n 1 n—1 n 1 1 n 1 1 n
:Zu —Z§u :Zu “ou §u :—%—1— §u
n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
1 (_1)n n
= — —1)".
z—1+; g (2 1)

Cette série converge pour toute valeur de z dans 0 < |z — 1] < 2. Le point zy = 1 est un pole

simple et Res (f,1) =a_; = 1.
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4.2. Solutions

c) La série de Laurent de f (z) = 25 cos (

F(2) = 28 cos G) => (-1)" (2:)%

n>0
6 2t N 2 1 N 1 1 N
N A— - — - - ...
21 41 6! 8lz2 10124 ’

ST

) centrée au point zg = 0 est

qui converge pour toute valeur de z # 0. Comme cette série possede une infinité de terme dans
sa partie principale, alors le point zy = 0 est une singularité essentielle et le résidu en zy = 0

est Res (f,0) =a_1 =0.

Exercice 4.3

Calculer le résidu des fonctions suivantes relativement a leurs poles :

z 2 2

D10 ey WO s 97 - ghes
d) /(=)= 16—_0018(_25)'

Solution.

Pour un rappel sur le calcul des résidus voir 1’exercice précédent 4.2.

a) La fonction f (z) posséde un pole double en zy = —1 et un pole simple en z; = 2.
Le résidu en z5 = —1 est
1d 2 e® z—3 —4
Res(f,—1)= lim —— ((z24+1)"- = lim e =—.
(f,=1) z——111dz << ) (z+ 1)2 (z — 2)) ==l (z — 2)2 9e

Le résidu en z; = 2 est

(z+1)2(z—2)) ECER

Res (f,2) zilgr% ((z—2)-

b) La fonction f (z) possede un pole triple en z; = 3 dont le résidu est

c) La fonction f (z) = Z;EZQ%) possede un pole simple en 2o = % dont le résidu est

(1) - ((-5) 5055 ) -

3
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4.2. Solutions

e —1—

——— possede des poles doubles
1 — cos (22)

d) Comme 1—cos (22) = 2sin? 2 alors la fonction f (2) =
e —1—=z 1
en 2 = km, k € Z*. La singularité en 2y = 0 est apparente car lim —————~ = 7.
2—0 1 — cos (2z)
Le résidu en z;, = k7 est

Res (f, k) = lim ° ((z—imy(@z -1 —z))

2sin? 2z

2sin® 2

((2(z—k7r) (& —1—2) 4 (2 — kn)” (e* — 1)) sinz — 2 (z — km)* (e — 1 —z)cosz)

2sin” z sin“ z sin z

~ lim ((z—kvr):(ez - 1) N sin z — (Z—ka)cosz (5 —1—2) (z—lm)) '

En posant z — km = u ou z = u + k7, cette limite peut étre écrite sous la forme

lim
u—0

2 u+km : km

u” (e —1 sinu — u cosu U L w2(ewtkT_q e"m —1

( — )+ — (e"™ T —1—u—km) — = lim ( ) _ .
2sin“ u sin“ u sin u

Exercice 4.4

En appliquant le théoreme des résidus calculer les intégrales suivantes :

a) / = _1)62’2(2 2 )/Z2 _dzn €N, c) /z%in(%)dz,

|z|~ —2U|z|jL 4 |z]=1
d 2z
d) / A e) / 22 ) f) / e—4dz'
z +1 (z—1)"(22+1) (z+1)
|z—1]=1 |z—1—i]|=2 |z|=3

Solution.

On rappelle que si f une fonction uniforme et holomorphe a
I'intérieur d’une courbe fermée simple C' et sur C, sauf en un
nombre fini de singularités zi, 29,23, , 2z, intérieures a C.

Alors le théoreme des résidus établit que l'intégrale de f

le long de C' est égale a 27 fois la somme des résidus de f en

les singularités contenues dans C), i.e.

%f (2)dz = QWiZReS (f, zx) -
2 k=1
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4.2. Solutions

a) La fonction a intégrer 5 possede trois

1
(2-1)*(=-3)

poles doubles en z; = —1, 25 = 1, z3 = 3 [racines de
(22— 1)% (z — 3)%]. Le seul pole intérieur & |2|~ =
2U |2|" =4 est 23 = 3.

Le résidu en z3 = 3 est

- d 2 1
Res (f,3) = i = ((2_3) (22—1)2(z—3)2>

) —4z 3
z—3 (Z _1) 8

On a alors par le théoreme des résidus

dz , 3
/ 2123 = 2miRes (f,3) = ~%i
|2|”=2U|z|T=4
b) La fonction a intégrer P, possede deux poles simples en z; = —im et 2o = 7 |racines
24w
de z* + 77].
Le résidu en z; = —i7 est
e? e* et 1
Res (f, —im) = lim Z4im) s ——= — = — , —
(7 ) Z——im (( +im) 22 + 7r2) zo—im Zz — 4T —im —im 207w
Le résidu en z9 = i est
eim -1

Res (f,im) = lim ((Z —am) - 6—Z> = lim

z—im 2 + T

2T Z2 —+ 7T2
On distingue deux cas :
e Le premier cas n = 1,2 ou 3. Dans ce cas,

aucun pole n’est a U'intérieur du cercle |z| =

n et donc par le théoreme de Cauchy

62
/ ariat=0

|z|=n
e Le deuxieme cas n > 4. Dans ce cas, les deux
poles z; = —im et 29 = im sont a l'intérieur
du cercle |z| = n et donc par le théoreme des

résidus

/ 42— 2 (Res (f, —im) + Res (f, i) — 2mi (

22 + 72
|z|=n
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4.2. Solutions

1
c) La fonction & intégrer 22 sin (—) possede une singularité essentielle en zy = 0. En effet, sa
z

série de Laurent centrée au point zy = 0 est

L (1) B U SO S
fe)==tsin( 2 ) =2 0" Gy =73 T s T

n>0
y
qui converge pour toute valeur de z # 0. Comme cette série possede
e L : 2l =1

une infinité de terme dans sa partie principale, alors le point zg = 0 / \\

1 1
est une singularité essentielle et Res (f,0) = a_; = Tl \ y x
Le point zy = 0 est a U'intérieur du cercle |z| = 1 et donc par le
théoreme des résidus

1 1 m
2 . . .
z7sin | — | dz = 2miRes (f,0) =270 - = = —.
[ (2) (f0)=2mi 1=
|z|=1
d) La fonction T possede quatre poles simples en 2z, = Y
(142k) o ) A . . lz—1]=1
e~1 "k =0,1,23 [ racines de z* + 1 ]. Les poles a 5 n
intérieur du cercle |z — 1] = 1 sont zy = €4 = “/75 + ‘/752
x

etz3:e’%:\/7§—\/7§i. Z9 e . 23
D’apres la formule (4.4) du rappel de l'exercice 4.2, les

résidus en zy et z3 sont respectivement,

1 s V2 V2 1 s V2 V2
es (f, 20) 123 4 g~ g ot Res(fiz) 423 4 s g

On a alors par le théoreme des résidus

| iy = 2w (Res(£,20) + Res (£, 1)) = 2ri (—
|z—1|=1

1 . . Yy
5 possede un pole
(z—=1)(2241)

double z; = 1 et deux poles simples zo = 7,23 = —i. Les 2= 1—il =

e) La fonction & intégrer

poles a l'intérieur du cercle |z — 1 —i| = 2 sont z; = 1 et
Z9 = 1.

Le résidu en z; = 1 est
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4.2. Solutions

Le résidu en z9 = 7 est

) =lim | (z —1) - ! = lim 1 1
ReS(f:Z)—lz_}i (( ) (2—1)2(22+1)) 1z—>i (Z_1)2(z—{—i) 4

D’apres le théoreme des résidus on a

dz 1 1 2
= 27mi (Res (f,1) + Res = 2m + - =——=
[ iy = RS )+ Res (1,0) (-3+3) -3
|z—1—i|=2
2z y
f) La fonction ——— possede un pole d’ordre quatre en
(z+1)
2o = —1, qui est a U'intérieur du cercle |z| = 3. Le résidu
en zop = —1 est
1 d3 A €2Z
_ . 1 T
Res (f,=1) = Jim, 3ldz3 <(Z 1) (z + 1)4)
. 8 4
= lim = —.
z—=—1 6 362
On a alors par le théoreme des résidus

e , 87
/ o 1)4dz = 2miRes (f, —1) = 32t
|z|=3

Exercice 4.5

Calculer les intégrales suivantes (-1 <a <1, n=1,2,3,---).

)/ cos? 0 a8, )/ sin (nh) . <) /(1—|—20080) cos (nd) do.

13 4+ 12cosf 1 —2asinf + a? 5+ 4cosf

—T

Solution.
27

a) Pour calculer I'intégrale /

0

cos?d

———d0 on va appliquer la méthode qui consiste & poser
13 +12cos @ PPHq 1 P

i0 | ,—if -1
z=¢"% 0 ¢€0,2r]. Alors cosf = ¢ +26 S +22 , dz = izdf et donc

2 Lz_l i

/ cos? 0 50— / 2 dz / —i(241)
13+ 12cosf z4+2Viz 422 (622 + 132 +6)

0 =1 13 + 12 5 |2|=1
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4.2. Solutions

(21 1)?
Les singularités de f (z) = pve, 622(22—1-—11— 3,2)—1— 6) sont un pole double Y
z1 = 0 et deux poles simples z5 = —%,23 = —%. Les poles a

Pintérieur du cercle |z| =1 sont z; = 0 et 25 = —2.
Le résidu en z; = 0 est

d —i (22 +1)°
R 0) = lim — | 2%-
es(f,0) = lim = (Z 422 (622 + 13z + 6)

o (1227 43920 4 2428 42627 +122 — 13) 13
= lim = —1.
250 4(622 413z 4 6)° 144
Le résidu en z9 = —% est
2 _ —i(22+1)° o —i(2+1)° 169
R B R = lim —— 7 —
es <f ’ 3) o 2 122 (122413) 720"

",
= §4z2d— (622 + 132 + 6)
z

On a alors par le théoreme des résidus

—i(z2+1) , 2 /13 169\ 13
/ 2624 324 6) 7 =2 (Res (1,0 + Res (f’ 3)) 7” (144" 7202) 5"

jzi=1

D’ou

2

cos? 6 13
—————df = —.
13+ 12cos b 45

0

b) Si a = 0 l'intégrale Vaut/ sin (nf) df = [’71 coS (n&)]:r = 0.

—T

Supposons a # 0. Posons z = ¢ § € [-m,7]. On a 2" = ™ et 27" = ¢ ™. D'ou
0 —i60 -1 inf —inf n -n
e? —e z—z emf — ¢ 2" —z
inf = = i 0) = = dz = izdf et alors
S 2 5 sin(nf) 2 2
- oo
in (nd ~ dz 1 — 2%
/1 ;mgne)_‘_ 2d9= / 21 — = = /2 ol . )( .)dz.
— 2asin a z—z 12 n — -1
g l2=1 1 —2a 5 + a2 et Zal(z —1a)\z a
i

Les singularités de f(z) = 12> 3 sont un pole z; = 0

2z”ia(z—ia)(z—i

qui est d’ordre n et deux poles simples zo = ia,z3 = -. Comme

—1 < a < 1, on a que les poles z; = 0 et zo = ia qui sont a

I'intérieur du cercle |z| = 1.

Le résidu en z9 = ia est

1 — Z2n 1 — Z2n 1 — Z’2na2n
Res (f,ia) = lim | (z —1a) - ‘ = lim ‘ = — :
(f,ia) z—ia << ) 22 (z —ia) (z — 1)) z—ia <22"ia (z — é)) 2ina (1 — a?)



4.2. Solutions

Pour le calcul du résidu en z; = 0 on remarque que

1 — 2271 1 Zn
J(z) = 2z%ia (z —ia) (z - é) © 22nq (z —ia) (z — f—z) " %a (z —ia) (z — 1)'

a

Alors Res(f,0) = Res( 1 : 0) car Res (%,O) = 0. D’'on

2z"ia(z—1ia) (z—i) ! 2ia(z—ia) (z—g

Res(f,0) = lim —— " n 1
es =lim ——— | 2" :
’ 20 (n — 1)l dz""1 22Ma (z —ia) (2 — 1)

a

I 1 dvt 1
= lim A
=0 (n — 1) dzn=1 \ 2ia (2 —ia) (2 — 2)

I 1 dn! 1 1
= lim — -
=0 (n—1)12(a® = 1)dz"t \ia—2 -2

— lim 1 (n=1!  (n—1)
250 (n—1)12(a2 - 1) \ (ia —2)" (£ —2)"

1 11\ @
© 2(a®—1) \ (ia)" (é)” " 207 (1 —a?) i

On a alors par le théoreme des résidus

/ . -2 —dz = 2mi (Res (f,0) + Res (f,ia))
2z2"ia ( :

z—ia) (z — %)

|z|=1
o a2n -1 N 1 — Z'Qna2n
= 271
2a" (1 —a?)™  2"a" (1 — a?)
rm e—m " . T a”
:—Z(Z — 1 )7T1_CL2—27TSIH<77,§> 1_—a2
D’ou
j 0 (nd n 0 sin=2m
/ i (n ) df = 27 sin (nz> _4 g2m+1 .
1 —2asinf + a? 2/ 1—a? o (—1)" sin=2m+1
- 1—a?
0 ,—if -1
c) Soit z =€ § € [—m,7]. On a 2" =™ et 27" = ¢, D'otl cos = c +2€ == +22 :
inf —inf n —n
cos (nh) = ‘ +2€ == +22 , dz = izdf et alors
[(1+2cosd)" 1 Sy n gy
/(—l— COS)cos(nQ)dé’:/(+z+Z )" 2"tz dz
5+ 4cosf 5422+ 2z71 2 iz
- |z]=1

o2 1” 2n 1
:/ i(Z24+2+1)" (2 +)dz.
Z

1 (-1 2) (2 1]
|z|=1
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4.2. Solutions

. - fi(z2+z+1>n(22"+1) N “ o Yy
La fonction f(2) = — e possede un pole z; = 0
d’ordre 2n et deux poles simples zo = —3,23 = —2. Les poles a lz| =1
Pintérieur du cercle |z| = 1 sont z; = 0 et zp = —3. \X

Le résidu en z9 = —% est

IR 1\ —i(Z+2+D)"("+1)
es(f"i)_zlim;«”z) 4220 (24 2) (2 + 3 )

N
\

—94

s 2 1 2n 1 n

:hm(z(z —i—z—i—)(z +)):_(3n 3>.
-1 4227 (2 + 2) 6 4n
Pour le calcul du résidu en z; = 0 on remarque que

) —i(22+z2z+1)" (2 +1) —i (22 +z4+1)" —i (22 +z+1)"
z) = = :
4227 (2 +2) (2 + 3) 4227 (z+2) (z+ %) 4(z+2)(2+3)

- —i(z2+z+l)n —i(z2+z+l)n - N
AIOI'S Res(f, O) = Res (m, 0 ) car Res m, 0) =0. Dou

2n—1 (2 n
Res (£,0) = lim 1 d (22,1. i(2"+2+1) )

z—0 (2n — 1) dz?—1 4227 (2 +2) (2 + 3)

T a1 ( —i (22 + 2+ 1)”)

20 (2n — 1) dz?"1 \ 4(242) (2 + 3)
1 et (%(z +z+1)" %(22+z+1)">

= lim 1
Z+2 Z+§

z—0 (2n — 1) dz?n—1

a>! ((z2+z+1)") . a2t ((22—1—2—1—1)").

dz?n=1 z42 dz?n—1 z+1

Calculons

On a

(2 +2+1)"  ((z+2?=3(z+2)+3)"
z+42 N z+4+2

3n
z42

=(24+2)" 4+ Pya(24+2)+

Y

2n—1

ou Py, 5 (24 2) est un polynéme de z + 2 d’ordre 2n — 2 dont I ———Pan—2 = 0. Alors

d2n—1 (22 + 2+ 1)" d2n—1 on_1 d2n—1 3n
= 2
dZ2n—1 < z+ 2 ) dZ2n—1 ((Z + ) ) + 0 + dZZn—l (Z + 2)
(=)™ (2n = 1)!

(z+2)*"

— (20— 1)! (1-%).

=(2n—1)!+3"

De méme on a

12, 3\"

(24 2+1)" ((Z+§) +z> 1 2"*1+Q A
= =|z4+= no | 24+ =

z+% z—l—% 2 n=2 2 z

~—
3

+
N[ —=



4.2. Solutions

2n—1
ol Q2,2 (z + %) est un polynome de z + % d’ordre 2n — 2 dont WQ%,Z = 0. Alors
zen—

q2n—1 (22+Z+1)n B q2n—1 . 1 2n—1 o4 q2n—1 (%)
dz2n—1 Z—l—% o dz2n—1 < 9 dz2n—1 —i—%
oy (2)
4 (z+3)"

(1)

On en déduit que

Res (f, O) = lim 2—

z—0 (

On a alors par le théoreme des résidus

/ —i(P4e )" (), (Res (f,0) + Res (f, —1))

4227 (2 +2) (2 + 3)
L3\ i 3\ 27 (3)"
e () 5 (ew)) =5 ()

[(1+2cosh)"” C2r (3\"
/ 5+ dcosd cos (nd) df = :

|2|=1

D’ou

—T

Exercice 4.6

Calculer les intégrales suivantes :
2 T i d
T+ € x
dz b —_ >0
)/x4+10w2+9 ’ )/x2—2m—2’ c)/(x2—2z':c—1—a2)3’a ’
) to
r° + T
f —— dx,a > 0.
)/<x2+1><x2+9 )/mlx’ )/(:E2+a2)3
—0o0 0
Solution.
. : oo . P(2)
Les intégrales de cet exercice sont de type f(x)dxou f(z)= avec P et () sont des

—o0 - Q(2)

polynomes tels que deg () > 2 + deg P, et aucun des zéros de () n’étant réel.
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4.2. Solutions

Pour calculer ces intégrales on considere / f(2)dz,

Cr
ou Cg désigne le contour fermé formé du segment

[—R,+R] et du demi cercle I'g décrit dans le sens

direct. Avec R est pris suffisamment grand pour

que Cr contient tous les zéros z; de @ tels que —R R

Imz; > 0. Alors le théoreme des résidus permet d’écrire /f (2)dz = 27rz'z Res(f (2), zx),
k=1

Cr
i.e.

/Rf(:(:)da:—k/f(z)dz:27m'iRes(f(z),zk).

Notons que lim f(2)dz = 0. En effet, comme deg Q > 2 + deg P il existe M > 0 telle que

R—+o00
I'r

pour z = Re? avec R suffisamment grand on a

P(2) < M
Q)| ~ R*
Alors
r M M
. < 1 < 1 M o M _
R 0 0

Par conséquent, lorsque R — 400, on obtient
+00 n
/f (x)dx = 2m’ZRes (f(2),2k) -
o k=1

22— 242 y

a) On considere /mdz,}% > 0, ou

Cr
Cg désigne le contour fermé de la figure ci-

contre formé du segment [—R,+R] et du
demi cercle I'p décrit dans le sens direct.

Puisque 2% + 1022 +9 = 0 pour z; = i, 2y =

3i, 23 = —i,24 = —31. Ces valeurs de z sont L
2 .
Z - Z + 2 —19
les poles simples de [ (z) = —————.
P P S i B TI S
Seuls les poles z; = i et zp = 3i sont a
I'intérieur de Cgr. Les résidus en ces poles 3

sont

22—Z+2 22—2—}—2 1 1
R ) = Ii =lm (") =—— — —i
es (/9) JH}(%(24+10,Z2+9)> 25%(4z3+20z> 16 16"

90



4.2. Solutions

22— 2+2 22— 242 1 7
es (f,3i) = lim (di (24 + 1022 + 9)) ) (423 T 202) 16 48"

D’ou
2
242
/%dzz27TZ(R,€S(f,Z)+ReS(f737I))
Cr
oL L1 TN b
T 160 16 a8Y) T 12
1.e.
T +2 2 +2 5
r~ — X VAR A T
rorve L TEvE =27 45
/x4—|—10x2+9 x+/z4+1022+9z 12 (45)
“R Tr

Si l'on prend la limite des deux membres de (4.5) quand R — 400 et si l'on utilise le fait

que
2_ ;40 [ (Re")’ —Re" +2 |
lim /idz ~ lim / [el) —ReP+2 gy o,
R—+oo | 24 41022+9 R—+oo / (Re®)” +10(Re?)” 49
T 0
on obtient
+00 R
/ 22 —x+2 d I / 2 —x+2 J 5%
——————dr = lim —_——dr = —.
x4+ 1022 +9 R—+oo | 244+ 1022 4+ 9 12
—00 —R

b) Les poles de f(z) = sont z; = —1 41 et

22 — 2z — 2
zo = 1 + 4. Ces poles sont simples et situés a l'intérieur

du contour Cr = [-R,+R]UT'g.

14
Le résidu en zy = —1 + ¢ est L
Res (f,—1+1) li L ’ 'Y
es(f,—1+172)= lm -
eo—lhi \ L (22— 2j2 — 2)

. 1 1
= lim - =——.
z——1+4i \ 22 — 21 2

Le résidu en zo = 1 + 17 est

1 1 1
R 144) = li = li =5
es(f,1+1) zirlr}ri<%(z2—2iz—2)> Z_lgl“i<22_2i) 2
D’ou
[ g ys = 2mi(Res (f. =1+ i) + Res (£, 1 +)) = 2mi (—5 + 3 ) =0
z=2mi(Res(f,—1+1 es ) =em\—5T 5|~
22— 212 —2 " ’ ’ " 22
Cr
ou R
1 1
/md“/mdz_o'
R I'r

91



4.2. Solutions

En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxieme

intégrale tend vers 0

™

1 1 ,
lim [ ——————dz= lim — —— Rie"df = 0,
Rtoo | 22— 2iz — 2 R—+oo | (Re®)” — 2iRei? — 2
Tr 0
+oo
nous obtenons 1
———————dr =0.
/ 22— 2ix — 2 v
, 1 . y
c) La fonction f(z) = 5 possede deux

(22 — 2iz — 1 — a?)
poles triples en z; =i —a, zo = i+ a. Les deux poles sont

a l'intérieur du contour Cr = [-R, +R| U k.

Le résidu en zy = i — a est

Res (i~ a) = lim 2 ((z‘(i‘“))g' 1 )

z—i—a 2 dz? (22 —2iz—1— a2)3

12 1 . 6 3
= hm —_2 T . 3 = hm - 5 = — 5
zZ—1—a 2 dZ (Z — (2 _|_ a)) z—1—a (Z — (Z + a)) 160,

Le résidu en z; =i + a est

Res (f,i+a) = lim 1d <(z—(z’+a))3. 1 )

z—ita 2 dz? (22 —2iz—1— a2)3

.12 1 . 6 3
== hm 532\ 7 . 3 == hm - r = 5
zZ—i+a 2 dZ <z — ('l — a)) Z—1i—a (Z — <Z — a)) ]_60,

D’ou )
/ : sdz = 2mi (Res (f,i —a) + Res (f,i+a)) = 0.
(22 = 2iz — 1 — a?)
Cr
ou R
1 1
(22 = 2iz — 1 — a?) (22 — 2iz — 1 — a?)

En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxieme

intégrale tend vers 0

™

1 1

lim 5 . Sadz = lim 3Riei9d6 =0,
R—>+OOFR (22 = 2iz — 1 — a?) R—>+°°O ((Rei")?’—%Reie—l—a?
nous obtenons +00
dx
; 3 = 0
(2?2 — 2ix — 1 — a?)
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4.2. Solutions

2

d) La fonction f(z2) = e 1')2(22 =9 possede quatre poles -
simples en z; = 7,20 = 31,23 = —i,24 = —3i. Seuls les

Oles z1 = i et 29 = 37 sont a l'intérieur du contour Cr =
R

[—R, +R] UFR -

Les résidus en ces poles sont

Res (f,1) = lim ((Z —) (22 + 1)22(22 n 9)) = lm <(z + Z_;(; + 9)) - %i’

N : 22 . 2 3
Res (f,30) = limy, ((Z S ETDET 9)) = lim, ((22 +1) (= + 3@)) BT

D’ou

2? . . . (1. 3. ™
/(22 Y P 9)dz = 2mi (Res (f,i) + Res (f, 3i)) = 2mi <1—61 — EZ> =7
Cr
ie " 2 2
- T z T
dx + dz = —. 4.6
[eerett [ereret 40
“R T
Si 'on prend la limite quand R — +oo et si I'on utilise le fait que
2 r R )’ .
lim 5 : 5 dz = lim ( ) Rie®df =0,
R—H—ooF (Z + 1) (Z + 9) R—+o0 ) ((R €i0)2 + 1) <<R6i9)2 + 9>
R
on obtient
+o0 R
/ x? q i / x? R
r = lim T = —.
(22 +1) (22 +9) Rotoo | (22 +1) (224 9) 4
—00 -R
22 y
e) La fonction f (z) = — 1 posseéde quatre poles simples
z
en z, = ei(ltl%)”,k: = 0,1,2,3. Les poles a l'intérieur du g
contour Cr = [~R, +R] UTx sont zy = €7 = ‘/75 + ‘/752 et
3 Z1 e e Z
2126137:—*/7§+§i. ' ’
Les résidus en ces poles sont —R "R T
zZ9 e o2
Res (£, ) = i 22 +1 i 22 +1 V2. : ’
es(f,z) = lim ———— = lim =——1
» %0 220 diz <Z4 + 1) 220 423 4 ’
2241 22 +1 V2
R ,z1) = lim ————— = 1i = ——1.
es(f,) = Jim L(i41)  on 429 4

D’ou
/z2 + 1dz = 2mi (Res (f, z0) + Res (f, z1)) = 2mi <_g1 — £2> —\or

2t +1 4
CRr

93



4.2. Solutions

ou

R
241 241
/x+dx+/z+dz:\/§7r.
zd+1 24+ 1
“R Tr

En prenant la limite quand R — +o0 et en remarquant que la deuxieme intégrale tend vers 0

211 T(Re®)+1
b (2 g g [ g g,
R—+oc0 244+ 1 R—+o00 (R 610) +1
T'r 0
nous obtenons oo .
/$4 + dx = /2.
zt+1
22 R . y
f) La fonction f (2) = ————— possede deux poles triples
(22 + a?)
en z; = —ia et 29 = ia. Seul le pole zo = ia qui est a T'r
I'intérieur du contour Cr = [-R,+R] U . iat
Le résidus en ce pole est
. .1 . \3 22 —R ’ R T
Res (f, ZCL) = le_}n@%l 5@ ((2 — ZCL) . m
. 1 d? 22 —ia{
=y (z +ia)®
22 — diaz — a® )
= lim =— .
z=ia (2 4 ia)5 16a3
Dol 22 1 s
/md,z = 2miRes (f, ZCL) = 211 (—@) = @
Cr
ie i 2 2
/fﬂ_gdﬁ/z_gdzz T
@ray ) Eray S
-R T'r

Si I'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que

2 o Rei)? '
mn/Fi;Tmzlm B Ricoas —o,

00 2 2 o ,
R—+ 2 z¢+a ) R—+ ] <(R 619)2 + CL2>
on obtient +00 R
x? . x? T
———=dz = lim ———dr = —.
(2% 4 a?) Rotoo ) (22 + a?) 8a3
e “R

. s .
Comme la fonction z +— — 53 est paire, alors

(22 + a?)

+oo +o00

/ x? d 1/ x? J T
_—ar = — —_—ar = .
@raP” " 2) @reP” T 16

0 —00
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Exercice 4.7

Calculer les intégrales suivantes :

“+oo
1 —3m: T
)/‘%Jr da, b)/ ° zda, )/ vsin
x? =2z +5 (22 + 4iz — b) b A

1)sin (2
d)/ 2:1:(30833 .. )/.7:+ sin x)d% f)/ cos T dxa>0
x

2x+10 22+ 20+ 2

Solution.
o . . < o tep(x)
Les intégrales de cet exercice reviennent a calculer les intégrales de type o )emxdx avec
x
—0o0
a >0, ou P et () sont des polynomes avec deg () > 1+ deg P, et aucun des zéros de () n’étant
réel.
L , . Yy
Pour calculer cet intégrale, comme dans ’exercice T Cr=TnU[-R, B
. . P(2) ; \
précédent 4.6, on considere [ ——=¢e"**dz, ou
Q(2) $ 2
Cr désigne le contour fermé formé du segment .2
. Z3

[—R,+R] et du demi cercle I'g décrit dans le sens

direct. Avec R est pris suffisamment grand pour

—-R
que Cg contient tous les zéros z;, de @ tels que Im z, > 0. D’apres le théoreme des résidus on

obtient

R
/f(z)dz:/% 1 gy +/QZ e dz = 2mi Z Res(f(2), zx) -

Cr Im 2z, >0

Montrons que lim / e'*dz = 0. Comme deg@ > 1+ deg P, il existe M > 0 telle que

R—+o00 Q Z
P M
pour z = Re? avec R suffisamment grand on a (2) < —. Alors
Q)| ~ R
. [P (Re? P(Re®)
iz _ iaR et? 10 —aRsinf szcos@ - 30
/e F(z)dz| = /e O (Re) R@e df| = / WR’LG do
R 0 0
[ o P (Re®) [ opao| P (RE)
< 6—aRsm HezaRCOSO R ZGZG do = / —aRsin 0 : RdQ
_/ Q (Re) Q(Re?)

0 0

2
S M/e—aRsinﬁde — QM\/G—aRsinﬁde'
0

0
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4.2. Solutions

De plus, par I’étude de la fonction 6 — %0 — sin @ sur l'intervalle [O, g}, on voit que sinf > %9
sife [0, g] Donc

jus

Wl

9:‘"'
—aRsiné —aR20 —T  _&R29 —aR
do < 2000 = | —_eoRZ - T (1_
/6 - /e {2&]%6 ]9:0 2aR ( © )’
0 0

qui tend vers zéro quand R — +oo car &« > 0 ce qui démontre le résultat annoncé
P(z) .
lim Lew‘zdz =0.
R—+o00 Q (Z)
I'r

Par suite, lorsque R — 400, on obtient

N
=

e"“dxr = 2mi Res (f (2),zk) -
1 3iz
a) On considere /%dz, Cr=[-R,+R]UT%. Iy Y
Cr .
1 3iz 1424
La fonction f (z) = % possede deux poles sim-
plesen z; = 14+ 2i et 29 = 1 —2i. Seul le pole z; = 1+ 21
qui est a l'intérieur du contour Cg. “R ) R T
Le résidus en ce pole est
1 3iz
Res (f, 1+ 2i) = lim,d(zzJr )¢ :
ao142i £ (22 — 22 4+ 5) 1—2i
— Lm (z+1)e* _ 1=, —6+3i
2142 22— 2 2
D’ou ;
1 3iz ]
/%dz =2miRes (f, 1+ 2i) = 7 (1 +1i) e 0%
Cr
ie.

R
1 3ix 1 3iz
/%d% + /%dz = —7e % (sin3 — cos 3) + ime ° (sin 3 + cos 3).
“R Tn

Si 'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que

T

Tr
o obtient +OO($ +1) e . [ (r+1)e¥= N aar
/mdx = lim /mdx = (1+i)e 3,
e -R
Par conséquent )
/%daz =T (L+i)e o8 = (1 —i)e 53
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e’LZ

et
(22 4 4iz — 5)°

b) On considere /f Ydzou f(z) =

Cr = [~ R+R]UFR.
=1—2tet zp = -1 — 2.

La fonction f(z) possede deux
poles doubles en z; Mais

aucun de ces poles n’est situé a l'intérieur du contour

I'r

3zz

(z+1)er
z2—22+5

Cr. Alors

Si 'on prend la limite quand R — 400 on obtient

+4w 5 ﬁ( dz = 0.

2244
Cr

+oo .
eZ$
dx = —

lim

—1-2 1—2¢

eiz
dz

/

—00

R—+o00
Ir

(22 4 4iz — 5)°

2,3 eiz

C) OI] considére /f (Z) dz ou f (Z) = m et
z z

Cr
Cr=[-R,+R|UTI'g . La fonction f (z) possede quatre

Oles simples en 2z; = 4,29 = 2i, 23 = —i et z4 = —24.
) ) <3

Seuls les poles z; = i et zo = 2¢ sont a l'intérieur du
contour C'g.

Les résidus en ces poles sont

3,1z

3,1z 3¢

z e

4 (244522 +4)

2361'2

L (24 4522+ 4)

1
~5
2
302

=lim——m =
z—i 423 4+ 10z

z3€iz

=lim —— =
z—2i 423 + 10z

Res (f,i) = lim =

z—1

Res (f,2i) = lim

z—21 =

/

Cr

D’ou ;
23 et?

244+ 5224+4

/

23 eiz

24+ 52244

i.e. 23t

x4+ 5224+ 4

d.r—l—/

Tr

En prenant la limite quand R — +o0 et en remarquant que

obtient 400

/

—00
3

—+o00
/ z°sin T

rt + 5124+ 4

x3eix

xt + 5224+ 4

Par conséquent, N
o0

dr = Im /

[e.9]

x3€zx

97

(22 + 4iz — 5)°

dz = 2mi (Res (f,i) + Res (f,2i)) =

T 4
5244

0,

2t 9

—2i ¢

ZSezz

——dz =0
244522 +4 ® » On




4.2. Solutions

ze'? Yy

d) On considére /f (z)dz ou f(z) = P T et
¢

Ir
R
Cr = [-R,+R]UTg . La fonction f(z) possede deux

poles simples en z; = 1+ 3¢ et 25 = 1 — 3i. Seul le pole

z1 = 1+ 3¢ qui est a l'intérieur du contour Cg.

Le résidu en ce pole est

Res(f,1+3i) = lim

iz 1 1 ] 1—.3i
= lim = _ (— — —i) e 3t

514322 — 2 \2 6
D’ou
iz 1 1 : 1 ,
/Jﬂdz — 27iRes (f, 1+ 3i) = 2ri (5 - EZ) et = % (g + z) e,
Cr
ie R ) )
C. melﬁ? ZeZZ T 1 .
—d ——————dz=—|=-+1i]e€e"
/x2—2x—|—10 x+/z2—2z+10 T <3+Z>€
-R T'r
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim Ldz = 0, on
R—+too | 22 —22+10
I'r
obtient +00 ,
/ et T (L
2 -2 +10 3 \3 '
Par conséquent,
+o0 +o0 iz 1
/ﬂdx—fie /de - —cosl—sinl ).
x? —2x + 10 x? —2x+ 10 el \ 3
o . (z +1)e= y
O d d = ——— et
e) On considere /f(z) z ou f(2) 2 19.432 °
CR FR
Cr = [-R,+R]UTg . La fonction f(z) possede deux
poles simples en z; = —1 414 et 290 = —1 — 4. Seul le pole I
z1 = —1+ 1 qui est a l'intérieur du contour Ck. ,
X R R
Le résidu en ce pole est
: : (z+1)e*= 1
Res(f,—1+17) = lim
(/ ) el L (52 4 27 4 2)

(z+1)e* 16—2—21‘

1m
z——14+i 2z 4+ 2 2

1 2iz ) | |
/%dz = 2miRes (f, =1 —1) = 27”5672721 = mie 27,
Cr
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4.2. Solutions

. R
1.€. 2ix 2iz
+1 1 o9
/udﬁ/mdﬁm 22,
x2+2x+2 224+ 22+2
-R T'r
- . (z+1)e**
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim ——————dz =0, on
R—too | 22422+ 2
I'r
obtient +oo( 1)
x e ,
7 _dr=mie 7% =qme?(sin2 +icos2).
/ 224 2x + 2 i me™ )
Par conséquent,
[t 1)sin (20) [rne
r+ 1)sin (2z r+1)e™
dxr = Im 7 _dx | =me ?cos2.
/ 22+ 2x+ 2 /x2+2x+2 i
—00 oo
£) On consicere [ (2)d= 01 £ () = 50> 0t '
n considere z)dz ou f(2) = ——=,a e
22 + a?
CR PR
Cr = [-R,+R]UTlg . La fonction f(z) possede deux A
0 ¢
poles simples en z; = ia et 29 = —ia. Seul le pole z; = ia
qui est a 'intérieur du contour Chk. N
. R —R R z
Le résidu en ce pole est
. BT eiz BT 6_7,'2__.67(1 —ia ¢
Res (fia) = lim ooy =l 90 = g,
D’ou eiz e @ T
/mdz = 2miRes (f, ZCL) = 27 - <—’L % ) = aea.
Cr
ie R ) )
.C. ele elZ T
—d ——dz = —.
/x2+a2 I+/22+a2 ° T e
-R T
En prenant la limite quand R — 400 et en remarquant que lim dz = 0, on ob-

R—too | 22 + a?

T'r
tient +oo |
r
e
/ x? + a? ae’
—0oQ
Par conséquent, +oo +o0
Cos ¥ v
5 Qdaz = Re 5 3 =
T+ a re+a aed
— 00 o

99
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Exercice 4.8

Calculer les intégrales suivantes :

—+00

“+oo
2 — 2
a) /Mdm,a>0 b) /COS( az) 2cos( bz)d:}c,a>0,b>0,
x? x

0

+oo +oo
2_b2 :
c)/ - Sm(aw)da},a>0,Reb>O. d) /sm( >d ,a >0,
2 4+ b? x T
0 0
[ sin (az)
S (ax
e) /mdl‘,a>0,Reb>0.
0

Solution.

TP (z) el
e Qz) T
0 Ez) une fraction rationnelle dont le dénominateur @ (x) ne possede pas des racines
réelles et deg () > deg P.

Les intégrales de cet exercice reviennent a calculer les intégrales de type dzx,

a > 0, ol

iz

P(z)e y
Q(z) 2 dz Cryr

Pour calculer cet intégrale, on considere /

CR,T‘
ou Cr, est le contour de la figure ci-contre,

Cry = [mRIUTRU[-R,—r]UT, ou ' et I,
sont des demi cercles centrés a 'origine de rayons

R et r. Donc, d’apres le théoreme des résidus on > / \ >

obtient

oz
z

R
P( ) 64 B P (37) eiax Z wzz l’ zax P (2) eiaz
Jam =" T 70 o6 / CEaad bTerat

I'r 'y
= 27 Z Res(

) eiaz
N I
z
Im 2 >0

Notons que si on procede comme dans les rappels des exercices précédents, on vérifie que

zaz
I'intégrale / e dz tend vers zéro quand R tend vers +oo.

Pour I 1ntegrale sur I, on a
it ‘ P

) P (Z) eiaz e 7rP (,r,eit> eiare o _ O)
ll—r%/Q(z) 2z dz = }%/Q(re“) reit dt = im (0)
0

Ty
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4.2. Solutions

Donc si on fait tendre r vers zéro et R vers +00 on obtient

oo

+
P (z) e . P(0) , <P (2) e )
dr = im—= + 2mi Res — 2 | -
/ Q) « Q0) mZ Q) =
On considere | L g on Oy st !
a) On considere s z ou CR, est le contour Cror

CR,T
de la figure ci-contre,

Crr=1[r,RJUTRU[=R,—r]UTL, ou'g et I, sont

des demi cercles centrés a l'origine de rayons R et r.

17€iaz

La seule singularité zp = 0 de f (2) = —5— étant a = >
I'extérieur de Cg,, on a donc
) - ) ) R ) :
1 — etz 1 — etz 1 — etz 1 — efow 1 — etz
/ 5 dz:/ 5 dw+/ 5 dz—l—/ 5 dw+/ -—dz = 0.
2 x 2 x 2
CR,T —R Ty T FR

En changeant x en —z dans lintégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve
R2 ax —iax 1 az 1 1az
/ € 5 € dz + / 26 dz + / ; dz =10
x z z
T F’!‘ 1_‘R
ou encore
i ( ) 1 /1 ' 1 /1 ‘
1 — cos (ax — el — ¢l
s F,- FR

On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro

car
7T 7T
—_ elaz 1 — eiaR(cosO—f—isin@) ) 1 — e—aR(sin 0—i cos 0)
lim dz = lim . Ried) = lim . idf = 0.
R—+o0 22 R—s+00 R2 ¢2i0 Res 400 R it
I 0 0

Si 'on pose z = re? dans la premiere intégrale du deuxieme membre de (4.7), on voit que sa

limite est
1 1 — ez'a,z 1 y 1— eiarei‘9 1 01 _ ez’are“’
——lim dz=—=lim | ————ire?df = = lim [ ————adb
2 0 22 2 10 r2e2if 2 10 taret®
I T T
1 r 1 — glare® 1 r Ta
= [lim———adf = = [adf = ==
2 / r—0  jare? 2 / 2
0 0

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.
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4.2. Solutions

On a donc
400 R
1 — cos (ax) , 1 — cos (ax) Ta
————dr = lim [——der=—.
22 r—0 2 2
0 R—+o0 7,
2iaz __ eQibz
b) On considere / 5 dz ou Cg, est le contour de 'intégrale a) de cet exercice.
z
CR,T
eQibz _ J2iaz
Comme dans I'intégrale a), la seule singularité 2o = 0 de f (2) = ————— étant a U'extérieur
z
de Cr, et donc
€2iaz _ eQibz
————dz =0,
z
CR,r
ou
-r . . 4 . R 4 ) ,
62wm - e?sz eZzaz - e?zbz e2zax _ Gszx 621112 o 6szz
—der+ [ ———dz+ | —F——do+ | ——5——dz=0.
x z x z
—R Fr s FR

En changeant x en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve

2

e2iax + e~ 2iar _ (e2zbz + €—2sz) e2iaz _ p2ibz e2iaz __ p2ibz
dot [ —dzy [ —d=0
X z z

r FT FR
ou encore
i 2i 2ib 2i 2ib
cos (2azx) — cos (2bx) 1 [e*az — etz 1 [e*az — e=b%
5 dv = —5 [ ————dz — 5 [ ———d=.
T 2 z 2 z
T Iy I'r

On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro

car
) pliaz _ o2ibz ) ﬂ-€2iaR(cos 0+isin®) __ 62'L'bR(cos 0+isin0) 0
lim ————dz = lim . Rie"do
R—+00 22 R—Yo0 R2 ¢2i6
T 0
7 —2aR(sinf—icosf) _ ,—2bR(sinf—icosb)
. € € .
= lim = 1df = 0.
R—+o0 Re
0

Si I'on pose z = re? dans I'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

0 ) ) ) )
1 s 62iaz o e2ibzd 1 ’ 62iar629 o 622’b7“e“9 ' nge 1 ’ 77622'(11”629 o 622’b7“e“9 1
——=11m ——adz = —— llm - mre = — 1m - 2
2 r—0 22 2 r—0 r2e2i0 2 r—=0 ret
I, T 0
1 A eQiareie o eQibrew 1 o
:5/111% . z’d&z5/(2ia—2ib)z’d9:7r(b—a).
r— re
0 0
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4.2. Solutions

On a donc
400 R
/cos (2azx) —2 cos (2bx)dx — lim /cos (2azx) —2 cos (2bx)dx —
x r—0 €x
0 R—+o00,
Autre méthode. En utilisant I'intégrale a), on trouve
"Feos (2 2h i o) — (1 2
/cos(aa:)—Zcos( x)dx_/ — cos ( x)—2( —Cos(am))dx
T T
0 0
T 2 T 2
_ / _COSQ( x)dx— / —COSQ( ax)dx
x x
0 0
~m(2b) 7w(2a)
i S (b—a).

c) On considere /f(z) dz ot f(z) = (—iilé’z) %
CR,T
et Cr, est le contour de la figure ci-contre.

Le pole de f (z) appartenant a U'intérieur de Cg,, est

z1 = ib car Reb > 0. Le résidu en ce pole est

Res (f,ib) = lim m
’ z—ib 2 d (22 + b2)

( _ b2) az —ab.

S O S
zl—r>rzlb 222 €
On a donc 22 giaz
—_— dz = 2miRes (f, ib) = 2mie .
/ (z2 + b2) z (f.ib)
CR,?“
ou
- 4 R ,
elax elaz o
/ <§§IZ§> Td"lf + / ( 2+b2 dZ +/ x2+b2 dl’ + / <§z;z;) 7dz = 2mie b'
—R F'r FR

En changeant x en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve
o b2\ el ; 2 _ 2\ o b2\ el
T2 — elaxr _ o—iax 22 _ etaz . elaz b
/(xQ—i—b?) " dl’—i-/(m) > dz+/<22+b2) > —dz = 2mie”
T Iy I'r
ou encore
R
22 — b?\ sin (ax) 1 22— D% el 1 22 — b7 el
d = —— [ d [, - d 7ab.
/<x2+62) z 2i/(z2+b2) P 22’/ (z2+b2) z FtTe
T Iy T'r

103



4.2. Solutions

On fait tendre r — 0 et R — +o00. L’intégrale sur ' tend vers zéro car

™

2 _p2 iaz R2 210 b2 taR(cos O+isin @) )
lim /(z ) *dz= lim ( c ) ‘ Rie?do

R—+00 24+0?) 2 R—+00 R? %9 + p? Re?
I'n 0
T/ R2 20 _ p2 o
1 —aR(sinf—icos#) - _
=i [ (o) o o

Pour plus de détails sur cette limite, voir le rappel de l'exercice 4.7.

Si I'on pose z = re dans I'intégrale sur ', on voit que sa limite est

0 .
1 22 _ b2 eiaz 1 7”26%0 _ b2 eiare“g )
— i - =——1 : -, 10
21 rli%/ (22 + 62> z dz 2i rli%/ (7"262’9 + 62) rei? a6
T, s
1. [ (12620 _ 2 iarei0 -
= 5l | (W) e
0

1 T r2e2® _ p2\ . r 1 T
_ li : iare?? - — _ | = ]
24 ro0 (7“262’9 + bQ> ¢ id6 /2d9 2

0 0

On en déduit que

+o0

z? — b*\ sin (ax) w1
de=7me®——]|.

x2+ b2 x 2

0

e el(lZ . y
d) On considere / dz ou Cg, est le contour de Ch
Z 7T

CR,T‘
la figure ci-contre,

Cry = [r, RJUTRU[-R, —r]UT,. La seule singu-
larité zp = 0 de f(z) = ‘

étant a extérieur de

Cr.,, on a donc >
—R
. -r . R .
61(12’ ezax ezaz eza:p 61(12’
dz = dxr + dz + dx + dz = 0.
z x z T z
CR,T —-R Iy r I'r

En changeant x en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on

R ) ) )
/ldx%—/e dz—l—/e dz =10
x z z

r I T'r

trouve
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4.2. Solutions

ou encore

R
: 1 1az 1 az
/sm (ax)dx _ L[ [e

On fait tendre r — 0 et R — +o00. L’intégrale sur [ tend vers zéro car

iaz p 6iaR(Cos 0+isin6) ) % ) )
lim dz= lim [—————Rie’d) = lim [e FEmI=ic0jgy — 0.
R—+o00 z R—+o00 Re R—+o0

Tr 0 0

Pour plus de détails sur cette limite, voir le rappel de 'exercice 4.7.

Si I'on pose z = re? dans I'intégrale sur I, on voit que sa limite est

1 az 1 0 iaret? 1 A
—lim [ Sdr = ——lim [ S ire®df = = lim [ e o
21 r—0 z 21 r—0 reid 2 r—0
r, o 9
1 f . iaret? f 1 m
—5/71}3(1)6 d@—/§d0—§
0 0

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc
+oo "
/Sln (ax)dx ~ lim /sm (aI)diﬂ _T
T r—0 T 2
0 R—+o07,
e) On considere /f(z) dz ou f(z) = 2(2’2 o)

CR,r
et Cr, est le contour de la figure ci-contre.

Le pole de f (z) appartenant a I'intérieur de Cr,, est
z1 = ib car Reb > 0. Le résidu en ce pole est

iaz
e

Res (f, Zb) = 211_{17}) m

e'lCLZ 1 _ab
zl—mb 222 - _2_8326
On a donc iaz
__d:=2rmiRes(f,ib " g=ab
m T1Ihes (f 2 ) —Zﬁe .
CR,’I‘
ou
—_— R ,
€Za$ ezaz T
—d d d - dr=—i—e %,
/x(x2+62) x+/ (22 + b?) Z+/ x+/z(22+b2) : €
—R F'r FR
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4.2. Solutions

En changeant x en —x dans 'intégrale sur [—R, —r] et en combinant avec celle sur [r, R], on

trouve R .
ezax _ e_lax ezaz elaz T
£ " 4 S A P
/x@uwax+/;@uwaz+/dﬁ+W)z e
7 Fr FR
ou encore
o 1 1
/ sinfax) Lo L f e 1 / e T e
x (2% 4 b?) 2i ) z (22 +b?) 2i ) z (22 +b?) 2b2
T FT FR

On fait tendre r — 0 et R — +o0o. L’intégrale sur I'g tend vers zéro car

elaz iaR(cos 6+isin ) 0
li ————dz = i . . e do
Rirfm/z (22 + b?) © T Rt /Re’e (R? e + bz)Rw
0

% e—aR(sin 0—icos0)

- Rgrfm R2 e20 4 p2 idf = 0.
0

Si I'on pose z = re?® dans I'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

0 i0 iareif
€

1 . 6i(lz 1 . 674(1716 ] 0 1 . ware
2 71"1—1}(1)/2' (22 + bQ)dZ T2 71"1—I>% ret (r2e? + bQ)ZTe 40 = 2 71~1—I>I(1) r2e%i0 + b2 40
Iy ™ 0

0

1 . ezar@ T
=3 / ey 2 =
0

On en déduit que
+o00o

sin (ax) T b

Y g = (1 — ey
/:c(x2+b2) t =g (=)
0

Exercice 4.9

Calculer les intégrales suivantes :
1 Log z)?
a) / ne ————dz,a > 0,b > 0, utiliser la fonction f(z) = %
(a+x)° +b2 (a+ 2)" + b2
Logz =In|z| +iargz avec arg z € [0, 27].
dz 1

b ,a > 0, utiliser la fonction f(z) = ou

) / a? + 22) ((In )’ + 72) /) (a? + 2?) Log =

Logz =In|z| + iarg z avec arg z € |—m, 7).
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4.2. Solutions

Solution.

(Log 2)? y

a) On considere /f(z) dz ou f(z) = m

CR,T
avec argz € [0,2w[. Le point zp = 0 étant un point

de branchement, on utilisera le contour Cg, = [r, R] U

I'r U[R, 7] UT, de la figure ci-contre, I, et I'p sont

des cercles centrés a l'origine de rayons r et R, ou l'axe
réel positif est la coupure car arg z € [0, 27| et ou [r, R]

t [R,r] coincident avec 'axe des x mais sont montrés

séparés pour une meilleure compréhension.

La fonction que 'on integre a deux poles simples z; = —a + ib et 2o = —a — ib a l'intérieur de

Cr,r. Les résidus en ces poles sont

. ‘ L0g22 ) Logz2 (Log (ib — a 2
Res (f,ib—a) = z—1>1irbnai((c(t—|—z)>—|—b2):z—1>1ibrn—a(22+2>a:_2( (26 >
. _ (Logz)® . (Logz)® (Log(—ib—a))’
Res (f,—ib—a) = Z_}I_IZ% u ((a + Z) + bz) o Z_}l_rirz}—a 22 +2a ! 2b '

On a donc d’apres le théoreme des résidus

2
/ %dz = 2mi (Res (f,ib — a) + Res (f, —ib — a))

CR,’I‘

_ 7T(Log (ib—a))? B 7T(Log (—ib—a))?

b b

ou bien

[ (Loga)® [ (Leg2) [ (Logw)? [ (Log2)}
/(a+x)2+b2d +F/(a+z)2+b2d +R/(a—|—x)2—|—62d +/(&+z)2—|—b2d
__(Log(ib—a))® (Log(—ib—a))’

b b

On peut donc écrire

R

0
/ (lnx du +/ Log Re ’LR elgde +/ lna: + 2Z7T dr + / (Log(re ))2 Zrewd&
(

a+ ZL‘ + b2 a+R 619 -l—b2 CL + I + b2 (a—i—rew) +b2
0 R 2w

_ 7T(Log (ib—a))? ~_(Log (—ib — a))?

b T b )

ou l'on a posé Logx = Inx + 2im pour l'intégrale le long de [R, r|, 'argument de z = x ayant

augmenté de 27 en parcourant le cercle I'g.
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4.2. Solutions

Si 'on prend la limite quand » — 0 et R — +00, remarquant que la deuxieme et la quatrieme
intégrales tendent vers zéro, on trouve

“+oo

/ (Inz)®> — (Inz + 2i7r)2d (Log (ib — a))? (Log (—ib — a))”

r =T —

(a+x)* + b2 b b

ou

—+00 —+00

/ i dw / dirlnz dx "(im (a® 4+ b%) +1i Arct VY
- _ - — — = — —
(a+ z)° + b2 / (a+ z)° + b2 b \? "

0
T (1 2 4 12y 4, b\ \*
~3 5In(a® +0%) 4 7T+Arctga

42 b 2 b
- T Arctg — — il Arctg —1In (a® + b?) .
b a b a
En égalant les parties réelles et imaginaires, on trouve

+o0o

Inz 1 b
———dv = — Arctg — In (a* + b*
/(a+:1:)2—|—b2$ % rcgan(a—l- )

et
“+00

/ dx 1 b
P — — Arctg —.
) (a+x)"+0* b a

La deuxieme intégrale, méme si elle est facile a calculer, étant obtenue en supplément.

o . 1 y
b) On considere /f (z)dz ou f(z) = (@ T 9 Logz
Cr,r

avec arg z € |—m, m]. Le point zy = 0 étant un point de

branchement, on utilisera le contour Cg, = [r, R|JU'gU .
[R,r]UI, de la figure ci-contre, I, et I'p sont des cercles —R 7 \/ '
centrés a 'origine de rayons r et R, ou I'axe réel négatif | . 9./ !
est la coupure car argz € |—m, 7] et ou [—r,—R] et —ia

[—R, —r] coincident avec 1'axe des x mais sont montrés

séparés pour une meilleure compréhension.
La fonction a intégrer a deux poles simples z; = —ia et 2o = ta a 'intérieur de Cg,,.
Les résidus en ces poles sont

. . 1 . 1 -1 —2ilna
Res (f,ia) = 211_{?[1 LOgZdLlZ (a2 + 22) - }1_{]21 22 Log 2 - a (71_2 +4(1na)2)’
Res (f, —ia) = lim ! =1 L _ _—ri2ina

= lim = .
z——1ia Log Z% (a2 + 22) z——ia 22 Log z a (71'2 +4 (hl CL)Q)
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4.2. Solutions

On a donc d’apres le théoreme des résidus

1 —4im?
dz = 2mi (Res (f, —ia) + Res (f,ia)) =
C/ (a® + 2%) Log z (Res (f ) (f,ia)) a (72 +4(In a)2)
R,r
ou bien
V! A
1
d d d
/(a2 + 22) Logx v /(a2 + 22) Log = i /(a2 + 22) Logx v
—R FR -

+/ 1 J —dir
z = :
(a® + 2?) Log z a(rm?+4(In a)2)
r,

On change = par —x dans l'intégrale sur [— R, —r] et on note que Log (—z) = Inx + im. Ainsi,

on change x par —z dans l'intégrale sur [—r, —R] et on note que Log (—z) = Inxz — i7.

On peut donc écrire
R

R T 1
iRe?dl — / —dx
a? + x?) lnx —im)

1
d .
/(a2 + 22) (Inx + i) v /(a2 + R?e%9) Log (R e")

—T

T
—Tr

+/ ire'®dd _ —dim
((l2 + T2€2i9) Log (reie) a (7‘(‘2 +4 (111 a)2) ‘

™

Si 'on prend la limite quand r — 0 et R — +o00, remarquant que la deuxieme et la quatrieme

intégrales tendent vers zéro, on trouve

“+o0o
/ ( 1 1 ) p —4im
— x )
(@®> 4+ 2?)(Inz +ir) (a®+ 22) (Inz — in) a (72 +4(In a)Q)
0
Ce qui donne le résultat

70 1 . 2m
) (a®+ 22) ((In x)? + 72) a(r®+4(In a)z) .
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