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Domaine : Mathématique et informatique Date : 22/05/2022

Module : Analyse 6 Durée : 2 h 30

Corrigé de la synthese

Exercice 1 (6 points) :

NGy [ 1Oy [ ras [0
/(2+(+Z>> Zd 2|[1 Zd+|2|[1f()d+/ Z2d

|z|=1 |z|=1

I) On a

Le point zp = 0 est a I'intérieur du cercle |z| = 1 et la fonction z — f (2) est holomorphe a 'intérieur

de |z] =1 et sur |z| = 1. Donc par I'application des formules intégrales de Cauchy

Zf_(z)odz_me et/ G ) dzszf( 0) s

C c

dz = 2mif (0) et / f(;)dz = 2mif’ (0), ainsi par application du théoreme de
z

=1

on aura /

Cauchy on a / f(z

|z|=1
D’ou

(2+ (z—i— %)) @dz =2x2mif (0) + 0+ 2mif' (0) = 2mi <2f(0) + f (O)) . (1pt)

|2|=1

De méme

A

omi (2 FO)+ f (0)) . (1pt)

Pour déduire les intégrales demandées on pose z = €, 0 € [0,27] et donc dz = ie??df) = izdf et

1
z+ — =2cosf. Alors
z

/ (2 + <z + 3)) 1@, - 7(2 +2cos0) I o 2@7(1 + cos0) f (¢) df.

z z z
|z|=1

Sachant que 1 + cosf = 2 cos? g et compte tenu de 'intégrale déja calculée, on aura
2m 0
27 <2f 0) + f (O)) = 2i/2 cos? §f (ew) dae,
0
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ce qui donne
2

2 29 i . /
%/QCOS 5f (€7) d0 = 2£ (0) + f(0). (0-5pt)

De méme pour la deuxiéme intégrale on pose z = ¢ 0 € [0, 27] et donc

/ (2 - (z + %)) fiz>dz - 7(2 — 2cos0) @z’zd& - 2@'7(1 — cos0) f () do.

|z|=1

Comme 1 — cos § = 2sin? g, on trouve

2

omi (2 F0) = f (0)) = 9 / 2 sin?

0

0 .
3f (") a8,

ce qui donne
2m

= / 2 sin? g £ (e7) do =2f (0) — £ (0). (0.5pt)

0

IT) La fonction a intégrer f(z) = possede un pole simple en z; = 2 et un pole double

, (z+1)(z—2)
29 = —1 [racines de (z +1)” (z — 2)].

Le résidu en z; = 2 est

1 1 1
Res (f,2) =1lim [ (z —2) - = lim = —. (0.25pt
(£:2) Z—>2<( ) (2—1-1)2(2—2)) Z—>2(2+1)2 9 ( pt)
Le résidu en z5 = —1 est
d 9 1
Res(f,—1)= lim — [ (z+1)"- )
(f,=1) = Jim, dz (( ) (z+1)°(2—2)
d 1 1
=t dz (z — 2) = Jm, (z—2° 9 (0-25pt)
On distingue trois cas : "R>2
1< k<2 ;
e Le premier cas 0 < R < 1. Dans ce cas, } L :
! 0<R <1 |
aucun pole n’est a I'intérieur du carré Cg et l l 1 !
R | 9 | =
donc par le théoreme de Cauchy | 1_ T !
/ ! dz = 0. (0.5pt) L'“““““”“J
z=20. (0.
+17 (- 2) g
Cr
e Le deuxieme cas 1 < R < 2. Dans ce cas, seul le pole zo = —1 est a 'intérieur du carré Cg. et
donc par le théoreme des résidus
1 -1 27
dz = 2miRes (f,—1) =2mi X — = 1.(0.5pt
/(z+1)2(z—2) =y g~y ooy

Cr
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e Le troixieme cas R > 2. Dans ce cas, les deux poles z; = 2 et 2z = —1 sont a l'intérieur du

carré Cg et donc par le théoreme des résidus

1 1 -1
dz = 2mi (Res (f,2) + Res (f, —1)) = 2m (——I——) =0.(0.5pt
| e (Res (£,2) + Res (. -1)) = 2vi (1 + 1) = 0.0.5pt)
Cr
2z Y
IIT) La fonction a intégrer f (z) = W posseéde un pole triple en 2| =2
Z —_—
2o = 1, qui est & l'intérieur du cercle |z| = 2.
Le résidu en ce pole est
1 T
1 3 e?? 1 d
Res(f,1) = lim 5175 (<Z VT 173) =l 5 7
= lim 2¢%* = 2¢2.
z—1
Par le théoreme des résidus
2z
I F o2 g2
/ 1 zdz = 2miRes (f,1) = 2mi - 2e” = 4mie*.(1pt)
|z|=2
Exercice 2 (6 points) :
On a
eos(2rr) 1 feos@mr) . 1. [ [ e
cos (2mx
I= | ———2de == | ———=dr==-R d
/ a7 2/ a2 /x4+4x
0 —00 oo
oo 627rim
Pour calculer I'intégrale / ———dx, on con- Y
xt+4 I
627riz -
sidere /mdz, R > 0, ou Cg désigne le
Cr Z1e o 2
contour fermé de la figure ci-contre formé ! 0
du segment [—R,+R] et du demi cercle I'g
décrit dans le sens direct. —f R
Les racines de 2* +4 = 0 ou 2* = —4 = Z3e o 24
4eiT2kT) sont 2y = /2T k=0, 1,2, 3.

62iz
244+ 1

Seuls les poles zy = V2eit =1+4iet z; = \/5637” = —1 4+ 4 sont a l'intérieur de C'r. Les résidus en

Ces valeurs de z sont des poles simples de f (z) =

ces poles sont

6271'2'2 627riz eZTri\/ie%i 1 N
R - 1‘ - = 1‘ = = —— 1 ) —em
es(f,20) = lm L1 d)) o 428 gy aeT T

37,

272 p2miz w2 1

R = 1 — | =1 - =— (- _27r‘

es(f,21) = lim (d%(zuzl)) a4 gy2e T TR
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D’apres le théoreme des résidus on obtient

2miz 1 1
/ 4z =2mi (Res (f,20) + Res (f,21)) = 2mi <—— (141d)e ™ + 0 (1—1) 62”) = Tpom

24+ 4 16 4
Cr
1.e B o o
.C. e LT 6 Tz 7T
d dz = —e™ 2",
/:c4—|—4 x+/z4—i—4 T
“R g
Si 'on prend la limite quand R — 400 et si I'on utilise le fait que
2miz 627riR cos 0—2m R sin 0 ]
lim dz = lim / — Rie®df = 0,
R—+oo | 24+ 4 R—+c0 (R e"g) +
Tr 0
on obtient to R
/ e dr = lim / e dz = Ee’27r
224+ 47 Royeo | 2444 4 ’
—00 —R
Par conséquent
+o0o (2 ) 1 +oo i
cos (2mx e T
I = —d — _R d — —27’1'.
/ Ay TN /x4+4$ 8¢
0 — OO0
+oo .
sinz . Y
Pour calculer J = ———dz on considere
/ z(x?2+1) Cryr
0
I'intégrale dz ot =————c¢t Cg,
mégrale [ f(2)dz o f (2) =~ <t Cn

CR,T
est le contour de la figure ci-contre.

Le pole de f (z) appartenant a I'intérieur de Cg,, est

z1 = 1. Le résidu en ce pole est

R =lim——— =1 = ——e L.
U= a gy ~ e = 7o
On a donc ,
eZZ
/ mdz = 2miRes (f,Z) = —iﬁe_l.
CR,?"
ou —r . R .
elfl) 622
——d ————dz = —ime .
/x(x2+1)x+/z /x /z(z2+1)Z e
“R I, r T'p
En changeant = en —z dans l'intégrale sur [—R, —r| et en combinant avec celle sur [r, R], on trouve
R , ,
el _ p—ix el?
——d —d ————dz = —ime!
/x(x2+1) “/z(z2+1) Z+/z(z2+1) F= e
r I I'r
ou encore R , ,
/&dm _ _L/Ldz _ L/Ldz _ T
z(x?2+41) 2i) z(22+1) 2i) z(22+1) 2
T Iy T'r
On fait tendre r — 0 et R — +o00. L’intégrale sur I'g tend vers zéro car
ez 7 eiR(cos 0+isin ) ]
I ————dz =i : . e’
P o N R e / Rew (R ez 1)
g
7 e—R(sin 0—icos )
= lim [S———idf =0
Roteo | T RZe20 41 idf =0

0
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Si 'on pose z = re® dans l'intégrale sur I',, on voit que sa limite est

0 s

1 12 1 iret? ) 1 iret?
——= lim/e—dz = ——lim _° ire®df = = lim | ———df
2ir—0 ) z(22+1) 20 r—0 | re® (r2e2f 4 1) 2r—0 ) r2e2 1
T, m 0
1 7 ) iret? T
=5/ =5
0
On en déduit que
+0oo
sin T
dr == (1—-¢e!
/x(xQ—i-l)x 2( )
0
Exercice 3 (8 points) :
1) La fonction f (z) = T possede n poles simples en z, = e w1, k=0,...,n— 1(1pt) [racines de
ZTL
2"+ 1.
Le résidu en 2, — e 5" est
1 1 1 —1 w42k
R = lim | —— | = Ii = =—ec = "(1pt
es (f, ) ziglk (diz (2" + 1)) zLHzlk nzn—1 net(m+2km) n c (1pt)

2) Montrons que ‘ llim |2f (2)] = 0. Posons z = |z] €. On a donc
z|——+0o0

I
T Jo ]

|Z|ei9
1+ [2[" ein?

2 ()l =|

D’apres I'inégalité triangulaire |1+ [2|" ™| > [[z|" — 1|. Donc pour |z| > 1 on a

_ I 2]
1+ o em] = =1

2f (2)]

Si l'on prend la limite quand |z| — 400 on trouve | lim |zf ()] =0 car n > 2.(1pt)

z|—+o0
3) Seul le pole zyp = e'n est & I'intérieur du con- Y
. 617—:‘ B

tour Xp. et donc par le théoreme des résidus ) .

il e

! dz = 2miRes (f ei%) .
1+ 2m 7 o sein
- 1 2mi = 5
. — i —4Tl .« x
= 27i X (—e’n) = e'n.(1pt) 0 R
o j2n=3)m

4) Les équations paramétriques des segments de droites [OA] et [OB] sont, respectivement,

z=uxavecz € [0,R] et z=gzer avec z € [0, R)].
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N .
Ainsi I’équation paramétrique de 'arcAB est z = Re? avec 6 € [0, 27”} :

— ;T , .
dz = %e’n s’écrit comme

1
Alors l'intégrale / .

Xr

Zn

R 2 R
1 27 —27’(’@

1 1 4 .
d -  iRdh— | ——— e da = "n (1pt
/1—|—x" ij/l—l—R”emeZ ¢ /1+x”627”e v n ¢ (1pt)

0 0 0

Si l'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que
27

. 1 > if
A | T e €7 d0 = 0. (1pt)
0
on obtient +00 ) o
27i — 2Tl .=
1— T) dr = 2 (1pt
( c /1—|—x” . n ¢+ (1pt)
0
ou bien
s owi en omi 1
—2m e'n —271 s
/ daj: u 27mi = T v = . ﬂ'(]'pt)
14z n 1—en n e mn—en NS,
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